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I - Introducao

LOGICA ¢ o estudo do raciocinio dedutivo.

Historico

Aristoteles — leis do discurso;
Idade Média — logica filosofica;
Boole (1815-1864) — algebra booleana;
Peano (c.1865) — axiomatizagdo da aritmética;
Irege (1874) — investigar fundamentos da matematica;
— logica moderna;
Russel-Wentehead (1910) — Principio Matematico - 16gica moderna;
e Hilbert (1925) — formalizacdo da no¢ao de prova;
— mecanizacao da matematica,

e Gentzen (1935) — teoria da prova;
e Godel (1931-1935) — completude da logica;

— incompletudeda aritmética
e Investigar Fundamentos da Computacao.

% O que é Logica?
E o estudo do raciocinio dedutivo. (informal)

Mais formalmente:
% Logica é uma linguagem?

Logica:
LINGUAGEM
+

REGRAS DE DEDUCAO / INFERENCIA
+

SEMANTICA

Linguagem
E usada para descrever o conhecimento que se deseja representar.

Regras de Deducgao
Servem para tirar conclusdes a partir do conhecimento representado na
linguagem.

Semdntica
Serve para dar significado aos objetos descritos na linguagem.



Tipos mais comuns de logica:
e Logica Classica Proposicional
e Logica Classica de 1* Ordem

Hipoteses da Logica Classica:

e proposicoes atdmicas;

e proposi¢des mais complexas podem ser construidas (decompostas) de
(em) proposigdes atdmicas;

e proposicdes atomicas sdo verdadeiras ou falsas (2 valores);

e o valor verdade de uma proposi¢ao mais complexa somente depende
dos valores das proposi¢des atdmicas que a compoe.

Ex1: Jodo ama Maria. (V ou F)

Ex2: Jodo é estudante e Jodo ¢ alto.
— o valor verdade s6 depende de sabermos se:
Jodo ¢ estudante. (V ou F?)
Jodo ¢ alto. (V ou F?)



II-1. Linguagem da Lagica Classica Proposicional

+ A linguagem proposicional ¢ uma linguagem formal cujo objetivo ¢é representar
trechos de discurso de uma maneira precisa e sem ambigiiidades.
+ Os seguintes operadores sao usados para formar proposi¢des mais complexas:

(&

ou

se <condicao> entdo <conclusdo>

14 I< >

nao

¢ Para representar proposi¢cdes atOmicas usaremos letras maiusculas, por
exemplo: A, B, C,...

Exemplos: AAB,AvB,A—>B, - A

Ex: Sécrates € um homem.
Se Socrates € um homem entdo Socrates é mortal.

A - Socrates ¢ um homem.
B - Socrates é mortal.

BD: A
A—B

Definicdo:

Um alfabeto proposicional é composto por trés conjuntos de simbolos:

o Conectivos/operadores légicos: A, v, >, -, &

e Simbolos auxiliares: ( ¢ )

e Simbolos proposicionais: qualquer letra maiuscula é um simbolo
proposicional (ex: A, B,.., Z). Podemos acrescentar um subscrito
numérico a letras maitsculas (Aj, A,...). Denotamos este conjunto por P.

Apresentaremos a seguir uma gramatica para definirmos quais sdo as
formulas bem formadas da linguagem:

Definicdo:

A nocdo de formula bem formada, ou simplesmente formula, é definida,
indutivamente, pelas seguintes condigdes:
e (Qualquer simbolo proposicional ¢ uma formula.
e Se a e f sdo formulas entdo (o A B), (o v B), = a, (o = B), (a0 <> PB)
também o sdo;
e Nada mais ¢ formula.



Exemplos:

a) A—>B (ndo ¢ formula)

b) (A) = = (B) (ndo ¢ formula)

¢) (- AvB) A (BAC) > D (ndo € formula)
d) ((A—> (B> = A)) > (AvB)) (¢ formula)
e) (A —» (BAQ)) (€ formula)

Exercicios:

1. Represente as seguintes proposi¢oes utilizando a linguagem da logica classica
proposicional. Utilize os simbolos proposicionais C (esta chovendo) e N (esta
nevando).

a) Esta chovendo, mas nao esta nevando.

b) Néo ¢é o caso que estd chovendo ou nevando.

¢) Se ndo esta chovendo, entdo esta nevando.

d) Nao ¢ o caso que se esta chovendo entdo esta nevando.

e) Estd chovendo se e somente se estd nevando.

f) Se esta nevando e chovendo, entdo esta nevando.

g) Se ndo esta chovendo, entdo ndo € o caso que estd nevando e chovendo.

Nos exercicios seguintes, represente o texto na linguagem da ldgica
proposicional, especificando significado dos simbolos proposicionais utilizados.

2. Ela ndo esta em casa ou ndo esta atendendo ao telefone. Mas se ela ndo esta em
casa, entdo ela foi seqiiestrada. E se ela ndo esta atendendo ao telefone, ela esta
correndo algum outro perigo. Ou ela foi seqiiestrada ou ela estd correndo um
outro perigo.

3. Hoje ¢ fim-de-semana se ¢ somente se hoje é sdbado ou domingo. Hoje ndo ¢
sabado. Hoje ndo ¢ domingo. Portanto, hoje ndo ¢ um fim-de-semana.

4. A proposta de auxilio esta no correio. Se os juizes a receberem até sexta-feira,
eles a analisardo. Portanto, eles a analisardo porque se a proposta estiver no
correio, eles a receberdo até sexta-feira.

Observagdo:

+ Convencgodes sobre omissao de parénteses:
- > A >y >

“-A->B=(-A—>B) A>AAB=A—>(AAB)
* Parénteses mais externos podem ser omitidos:

A —> (B—->0C)=(A > (B—Q))



I1-2. Semantica da Légica Classica Proposicional

e A semantica da logica classica proposicional consiste na atribuicdo de
significado as formulas da linguagem.

e Isto ¢ feito através da atribuigdo de valor verdade.

e Para cada férmula ¢ atribuido um valor verdadeiro ou falso.

valores-verdade: V - verdadeiro
F - falso

e O valor verdade de uma foérmula depende unicamente dos valores
verdade atribuidos aos seus simbolos proposicionais.

Tabela Verdade
Conjuncdo:
A B AAB
\ \% \%
\ F F
F \Y F
F F F
Hoje tem aula e hoje ¢ quinta-feira.
Disjuncgdo (ndo-exclusiva):
A B AvB
\ \% \%
\ F \%
F \Y \Y
F F F

Hoje tem aula ou hoje ¢ quinta-feira.

Negacao:
A - A
\% F
F \%

Hoje nio tem aula.



Implicagao:

Exemplo: Considere o anuncio abaixo:

Para pagamento a vista, nés damos 25% de desconto
na compra de qualquer TV.

Em linguagem logica: “Se pagamento a vista entdo 25% de desconto.”

Suponha agora que D. Maria deseja verificar se este anincio € honesto ou nao.

Possibilidade | Pagam™a vista | 25% de desconto | Anuncio
1 \Y \Y \%
2 \Y% F F
3 F \Y \Y
4 F F ?
A B A—>B
\Y \Y \%
\Y F F
F \Y \4
F F V (?)
+ Existem logicas que discordam da linha 4
Ex: 3-valores, intuicionista, relevante...
Exercicio:
Construa a tabela verdade de: (- A v B) > C
A (- AvB) (= AvB)>C

|| << << | B
| << || << | =

<< << e




U Mais formalmente:

A cada simbolo proposicional nds queremos atribuir um valor verdadeiro
ou falso. Isto ¢ feito através de uma fung¢do v de atribui¢do de valor verdade.
v: P — {V,F}, onde P ¢ conjunto dos simbolos proposicionais

Exemplos:
v(A) =F, v(B)=V, v(iC)=V
+ Uma vez atribuido valor verdade a cada simbolo proposicional em P, queremos
estender esta atribuicdo para o conjunto de todas as formulas da linguagem
proposicional LP, que denotaremos por W.
¢ Definimos uma funcdo v de atribuicdo de valor verdade a férmulas da
linguagem LP como uma extensdo da funcao v tal que:

v: W > {V,F}, onde v deve satisfazer as seguintes condi¢des:
1. v(A) =v(A), se AcP

2.v(ma)= V,sev(a)=F
F,sev(a)=V

3vanB)=V,sev(a)=v(p)=V
F, caso contrario

4. v(av B)=F,sev(a)=v(B)=F
V, caso contrario

5.v(a—=PB)=F,sev(a)=Vev(B)=F
V, caso contrario

Exemplo 1: (A—> (Bv ()
v(A)=V v(B)=v(C)=F
vV A>Bv-C)=?V

RN

WA=V vBv-C)=?7V

/ AN

vB)=?F  w=C)=?V

v(B)=F WC)=2?F

v(C)=F

10



Exemplo 2: v((AA=-D)—>(—=CvB))=?

v(A)=F, v(C)=V,
v(B)=F, v(D)=V

W(AA-D)—>(=CvB))=2V

/ AN

VA A-D)=?F w-CvB)=?F

/ . VAN
WA)=?F y(=D)=?F »w(=C)=?F wB)=?F

I |
v(A)=F vD)=?2V w(C)=?2V  v(B)=F
|

v(iD)=V v(C)=V
% Quantas linhas possui uma tabela verdade para (A A= D) — (= C v B)?

Cada linha corresponde a uma possivel atribuicao de valores verdade aos
simbolos proposicionais que compde a formula. Como esta formula possui 4
simbolos proposicionais (A,B,C e D), sua tabela verdade deve ter 2% =16 linhas.

¢ T.V. computa o valor verdade de uma formula para todas as possiveis
atribuicdes v a seus simbolos proposicionais.

¢ Logo, o problema de se saber o valor verdade de uma férmula na logica
classica proposicional ¢ DECIDIVEL; o algoritmo € o seguinte:

passo 1: conte o numero de simbolos proposicionais;

passo2: monte uma tabela com 2" linhas ¢ com quantas colunas for o
numero de subformulas de o

passo 3: preencha as colunas dos simbolos proposicionais com V ou F
alternando de cima para baixo TFTF para a 1* coluna, TTFF...
para a 2*, TTTTFFFF para a 3* e assim por diante, nas poténcias
de 2.

passo 4: compute o valor verdade das outras colunas usando as tabelas
basicas fornecidas.

11



Exemplo: (-A—>B)vC

2’=38
A B C - A (- A —>B) (-A—>B)vC
% \Y % F \Y 3%
F \Y \Y Vv \ \
Vv F \Y F Vv Vv
F F Vv Vv F Vv
\% Vv F F \ \%
F \ F \% \ 3%
\ F F F \ \
F F F 3% F F

+ Existem formulas onde todas as linhas da T.V. dao verdade.

+ Elas sdo verdadeiras ndo importando os valores verdade que atribuimos aos
seus simbolos proposicionais.

¢ Estas formulas sdo chamadas tautologias.

+ Da mesma forma, existem formulas que sdo sempre falsas, independente dos
valores verdade atribuidos aos seus simbolos proposicionais. Estas sdo
chamadas contradicoes.

¢ Além disso, existem formulas que, embora diferentes, t€ém tabelas verdade que

coincidem linha a linha. Tais férmulas sdo ditas equivalentes.

Exemplos:
A A—A
Vv \Y
F Vv

A — A é uma tautologia.

12




A B B—oA A>B—o>A)
\% \% \Y \%
\Y F \Y \Y
F \Y F \Y
F F \Y \Y
A — (B—A) ¢ uma tautologia.

A B (AvB) - (AvB) AA-(AvB)

\Y \Y \Y F F

\% F \% F F

F \% \% F F

F F F \Y F

A A (= (A v B)) ¢ uma contradigdo.

A B AAB - (AAB)

\Y \Y \Y F

\Y F F \Y

F \% F \%

F F F \%

A B —A —-B —A v —-B

\Y \% F F F

\Y F F \% \Y

F \Y \% F \Y

F F \Y \% \Y

— (A A B) é equivalente a —A v —B.

Definicdo:

a) Uma formula o ¢ uma tautologia se e somente se, para toda atribuig¢@o v,
v(a) = V.
b) Uma formula o € uma contradicio se e somente se, para toda atribuicdo v,
v(a) =F.

Exemplos de tautologias “famosas”:

Av-A
A— A

(A - ((A—>B) > B)

AAB—o>A
AAB—>B
Ao A
A—>AvVB

13




e B>AVB
e (A>B)A=-B)y—>-A

Exemplos de contradi¢des:
e AA-A
e (Ao A)
e AA(A>B)A-B

Exercicio:
Verificar se estas formulas sdo realmente tautologias e contradi¢des.

Definicdo:
Duas formulas sdo ditas equivalentes se e somente se elas tém a mesma
tabela verdade, isto é, a = 3 (ou a < P) se e somente se, para toda atribui¢do v,

v(o) = v(B).

Exemplos de equivaléncias:
[} b B | A = A
[ ] —l(A\/B)E—lA/\—!B

Exercicio:

Verificar se as seguintes formulas sdo equivalentes:
- (AAB)=-Av-B
“(P>Q=FPAr-Q)
PAQVR)=(PAQ)V(PAR)
P>Q=-Q—>-P
Pv(QAR)=(PvQ)A(PVR)

Observacao:

Utilizando a nogdo de equivaléncia, é possivel definir alguns de nossos
conectivos a partir de outros. Desse modo, mostraremos que uma linguagem
contendo apenas a negagdo (—) e mais um conectivo qualquer ( A, v ou — )
permite expressar exatamente o mesmo conjunto de proposi¢cdes que a linguagem
da légica proposicional completa. Assim:

¢ Definir - e Ausando = e v
P->Q=-PvQ
PAQ==(=Pv-0Q

¢ Definir - e v usando = € A

P—)QEﬂ(P/\—!Q)
PvQ==(=PAr=-Q)

14



* Definir A € v usando - ¢ —>
PAQ=-(P—>-Q)
PvQ=-P->Q

Exercicio:
Verificar as equivaléncias acima.

Exercicio: (Sheffer Stroke P/Q)

Suponha P/Q ¢ uma formula com a seguinte T.V.:

P Q P/Q
\% \% F
\'% F F
F \'% F
F F \Y
Defina A, v, =, — usando /
Dica: = P = (P/P)
P - P P/P
\'% F F
F \'% \Y

15



% Dada uma tabela verdade, como saber a formula correspondente?

o | | < < < < << < < | @»
| " < < < e

<< << |m|< << <|=
<< || m| << T |<| << <o
i< | < | < < T << L] <R

% Como achar a.?

Linhas em que a ¢ verdadeira:

P Q R S o

A% v v v V PAQARAS
F A% A% A% A% “PAQARAS
A% F \% \% A% PA-QARAS

PAQARAS)VEPAQARAS)VIPA=-QARAN)

Formalizando:

Para achar a formula correspondente a uma tabela verdade, procedemos
da seguinte maneira:

1. Para cada linha da tabela verdade em que a formula o ¢ verdadeira,
escrevemos uma formula correspondendo a conjuncdo ( E ) das formulas
atoOmicas que forem verdadeiras e das negagoes daquelas que forem falsas na
linha considerada.

2. A foérmula a ¢é a disjunc¢do ( OU ) das formulas escritas no passo 1.

16




Definicdo:

1. Uma férmula atdmica ou 4tomo ¢ qualquer simbolo proposicional.
Ex: A, B, C.

2. Um literal é um 4atomo ou sua negacao.
Ex: A,- A, B,~C.

Definicdo:

a) Forma Normal Disjuntiva (FND):
Uma formula a esta na forma normal disjuntiva se e somente se o tem a
seguinte forma:
a=CvCv..v(C,
onde cada C;=(Q; A Q2 A ... AQn), 1£1<n, e Qj, 1<) <m, sdo literais, isto &,
cada C; ¢ uma conjuncgao de literais.

b) Forma Normal Conjuntiva (FNC):
Uma formula o esta na forma normal conjuntiva se ¢ somente se o, tem a
seguinte forma:
o=DiADyA..AD,
onde cada Di=(Q; v Q2 Vv .. v(Qn), 1ILi<ne Qj, 1 <j<m, sdo literais, isto &,
cada Dj ¢ uma conjuncao de literais.

ALGORITMO: Converter formulas para a FNC:

passo 1: elimine o conectivo — usando:
A—>B=(-AvVvB)
- (A>B)=(AA-B)

passo 2: mova a negacdo (—) para o interior da foérmula, usando as

seguintes regras:

-—A=A
- (AAB)=(-Av-B)
s (AvB)=(-AA-B)

passo 3: distribua as definigdes sobre conjun¢des usando:
Av(BAC)=(AVvB)A(AVO)
AAB)VC =(AvO)ABVO)

Exemplo:

(AAB)—>C

=2 (AAB)vC

=(—nAv-BvC(C) = FNC

17



Exercicio:

Fazer um algoritmo para converter formulas para a forma normal
disjuntiva.

Definicdo:
Seja o uma formula e I um conjunto de formulas:
1. Uma atribui¢do de valor verdade v, P — {V, F} satisfaz o se e somente

se v(a)= V. E v satisfaz I" se e somente se v satisfaz cada membro de
I.

2. T ¢ satisfativel se e somente se existe uma atribuicdo v que satisfaz I
Caso contrario, I' ¢ insatisfativel.

Definicdo:
Um argumento ¢ uma seqiiéncia de formulas ol, a2, ..., an, B onde ai,
1<1i < n, sdo as premissas (banco de dados) e 3 € a conclusdo (pergunta).

ol
o2

Exemplo:
Jodo esta em casa ou no trabalho.
Jodo ndo esta no trabalho.

C: Jodo esta em casa.
T: Jodo esta no trabalho.

CvT
-T
C

Colocando numa notagdo horizontal:

CvT,-T|=C

Um argumento pode ser logicamente valido ou invélido.

18



Definicdo:

Um conjunto de formulas a,, o,, ..., o, implica logicamente numa

formula B, a1, a2, ..., an |= B, se somente se para toda valoragdo v se
V(oA 02 A ... Aan)=V, entdo W(B)=V.

Definicdo:
Um argumento al, a2, ..., an, B ¢ valido se somente se al, a2, ...,
implica logicamente em 3, isto €, al, a2, ..., an |= 3.

TEOREMA:
Um argumento a,, d,, ..., ,,, B € logicamente valido, ou seja,
oy, O, ..., Oy |= P se somente se (o, A O, A ... A Q) = [ for uma tautologia.

Exemplo: (baseado no exemplo anterior)

(CvT)A-T > C étautologia = (CvT)A-T]=C

Complexidade

Dois problemas distintos:

on

Problema 1: Dada uma férmula ¢ com comprimento n e uma valoragdo v para os

simbolos proposicionais. Calcular v(¢,v).

Onde o comprimento de uma formula € o nimero de simbolos da féormula, i.e.,
numero de simbolos proposicionais + numero de conectivos 16gicos.

Funcao v(op,v): booleno

caso ¢ = P onde P ¢ um simbolo proposicional, retorna v(P);
= =@, retornar NOT v(op;,v);
= 1 A ¢2, retornar v(¢;,v) AND v(¢,,v);
=1 v @2, retornar v(¢,v) OR v(@,,v);
=1 @2, retornar NOT v(¢;,v) OR v(,,v);

Complexidade da fung¢do v(e,v) = O(n), pois a funcdo sera’chamada uma vez
para cada simbolo proposicional € uma vez para cada conectivo logico.

Problema 2: Dada uma férmula ¢ com comprimento n ¢ m simbolos
proposicionais.
Verificar se existe alguma valoracdo que satisfaz .

19



Funcao SAT(p): booleno
para cada valoracdo v faca
se v(p,v) entio retorna verdadeiro
retorna falso
Complexidade da fun¢do SAT(¢p)
numero de valoragdes diferentes X complexidade de v(o,v) ~ O(2™) X O(n) ~
02" . n)

Obs. 1) problema 1 ¢ polinomial no comprimento da formula;

2) problema 2 ¢ NP completo.

20



I1-3. Sistemas Dedutivos

Resumo: e linguagem
e semantica

(0]
BD | BD |— q
Olp

¢ Queremos fazer perguntas q a um banco de dados BD.

+ Nos ja temos um algoritmo para responder BD |= q montando a tabela verdade
para o A 0 A...A 0p—> q. Se for uma tautologia responde SIM, sendo responde
NAO.

* A complexidade deste algoritmo ¢ da ordem de 2", onde n é o nimero de
simbolos proposicionais em o A 02 A...A Oq—> (.

I1-3.1. Deducao Natural

* Jakowski(1924) ¢ Gentzen(1935)
+ Somente regras de inferéncia
¢ Para cada conectivo 16gico temos 2 regras:
= Regra de Introducao
= Regra de Eliminagao
¢ Regra de Introduc@o: como uma formula contendo o conectivo pode ser
inferida
¢ Regra de Eliminacdo: que conseqiiéncias podemos tirar de uma foérmula
contendo o conectivo
¢ Queremos escrever regras de inferéncia que sejam validas, isto é, que as
premissas impliquem logicamente nas conclusoes.

Regras de inferéncia

PP, ... P"
C
Se as premissas P!, P2, .., P" forem verdadeiras, entio a conclusio C é
verdadeira.
1 p2
P,P°,.,P"|C
% o ¢ uma regra valida? Nao, pois a ndo implica logicamente o A -,

o A= o visto que esta formula ¢ uma contradigdo.

21



Regras de Inferéncia:

Conjuncio A

Al o B

anfP
Se a.eBD e BeBD, entdo responda sim para a A 3. BD |- oA P.
O AT évalida? Se v(a) =v(B) = Ventdio v A B) =V
~E anp anrp

a p
U A E évalida? v(a A B) =V entdo v(a) = v(B) =V

Disjuncéo v
v-I o B
avp avp

% E valida? Se v(o) =V entdo v(avp) =V

v-E; avB.,ma v-E; av B, -B
B a

% E valida? Se v(ovB) =V e v(= o) = V entdio v(a) =F e v(B) = V

v-E; avpB a—=>0c B—oo
c

% E vélida? Se v(avB) = V entdo temos 2 casos:

L.v(a)=V
Como a— o, entdo v(c) =V
2.v(p)=V

Como — o, entdo v(c) =V
Exemplo:

Hoje ¢ terca-feira v Hoje ¢ quinta-feira.

Se Hoje ¢ terga-feira entdo aula de logica.

Se Hoje é quinta-feira entdo aula de logica.
aula de logica

22



Implicacio >

->E o o> Se v(a) =V entdo v(B) = V para que v(a—> B) =V
p
Exemplo:

quinta-feira
se quinta-feira entdo aula de l6gica
aula de logica

-1 [A]'

Exemplo:

BD: eq. Newton Se solto objeto entao objeto cai.

eq. Newton
Suponho que solto objeto

Objeto cai? SIM

Se solto objeto entdo objeto cai

- o D) [5

a—> B o— B
Exemplo 1:

I.AAB

2.A>C BD | D

3.C>D

4. A AE(1)

5.C —>E(2,4)

6.D —E(@3.,5)
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Exemplo 2:

I.A>C
2.C-»>D
3. [A]'
4.C —E(3,1)
5.D —E4,2)
6.A>D'  —5I(3,5)
Negacio —
-1 o --E1 n-a Reducdo ao Absurdo: [—-oc]1
2 o
o
ol
- - E2 Ii —||§
o
& Resumindo:
+ CONJUNCAO:
A~T a B v-E aarPBaoanrnf
anP o o
+ DISJUNCAO:
v-1 « B v-E1 avf,na
avp avp B
v-E2 avp.-
o
v-Es [o]' [BF
avpB o c
o2
+ IMPLICACAO:
->E o o> -l [a]'
p I
B .
o—> BI
->IL —a -l B
a—>fB oa—>
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+ NEGACAO:

--1 o --E1 o-a
10 o
—|-E2 Iiﬂi
o
Exemplo:
BD={AAB} BD}AVB?
1. AAB
2.A A E1 (1)
3.AVvB vI (2)

Definicdo:

Reducdo ao Absurdo: [—-oc]1

1. Uma prova em deducdo natural de uma formula ¢ a partir de um conjunto de

formulas BD={ o1, ¢2, ..., ok}
seguinte forma:

¢ uma sequéncia de formulas rotuladas da

i as formulas do BD formam o préfixo da seguéncia e sdo rotuladas

1: 91, 2: 92, ..., k: ¢k;

ii se a ultima férmula da seguéncia ¢ p.r: @i (onde p pode ser a

sequ~encia vazia), entdo a proxima formula rotualada sera:

ii.1 p.r.1: @j se @i € uma suposicao;
ii.2 pr+l: ¢j se ¢j foi abtida pela aplicagdo de regras do grupo I a
férmulas no escopo igual superior a o, onde p=o.1;

ii.3 o.s*1: @j se ¢j foi obtida pela aplicagdo das regras do grupo Il e

p=0.5;

ivn: ¢ ¢ a ultima formula da seqiiéncia.

1. A formula ¢ ¢ dita um teorema do conjunto de férmulas BD, BD | ¢.

4. A formula ¢ € dita um teorema logico se BD ¢ vazio.

OBS: Uma prova pode ser chamada algumas vezes de derivagao.

Definicdo:

1. Um conjunto de formulas I' = {al, a2,..., an} € inconsistente se
somente se I' | B A = para alguma formula p.
2. Um conjunto de formulas I' = {al, a2,.., an} & consistente se
somente se ele ndo € inconsistente.
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Notagdo:

Nos abreviaremos:
Fua |B por I,alp
D ta por | a

Um teorema muito importante da logica proposicional ¢ o chamado teorema da
dedugéo.

(META) TEOREMA DA DEDUCAO:

Seja I' um conjunto de formulas e o e B, formulas. Entéo:
SeTl, o} Bentdo '} o — .

Prova do (Meta) Teorema da Deducdo:

Suponha I' = {au1, a2, ..., on}.
o a
(0%} (05
BD Reescrever BD I
ooy = — ap
Prova H‘L Prova IT: ~L
B B
a—)Bl

Se I (conjunto de formulas) e a (formula) pertencem ao um banco de
dados (BD) e a partir desse BD temos uma prova I1 e chegamos a 3 aplicando as
regras do Calculo Dedutivo. Entao se dado um BD = I, consegue-se provar que
a partir de I' , o implica em [3. Para esta prova , basta supor A e aplicar as
mesmas regras de deducdo da prova anterior (Prova IT). Dessa forma chega-se
em [, e fechamos a suposigdo feita fazendo a—f3.
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META TEOREMA 2:

Se I |—A—>Bentﬁo F,A|—B.

- A Ay
Az r A2
B r—q .. Reescrever BD _|
L L A, — Ay
Prova IT 4 ... - A

Prova I1 _‘_

A—B —

A—B

B
Se a partir de um BD formado por um conjunto de formulas I chegamos
em o—f através de uma prova I1, siginifica que se supormos a dentro desse BD,
podemos chegar até 3 através do Célculo Dedutivo.
Portanto, se a pertencer ao BD e usarmos o Célculo Dedutivo, conse-
guimos chegar até 3.

Exercicios:
Prove por deducdo natural as seguintes afirmagdes:

1.BD={A»>BvC,A>-B,C»>-D};BD fA>-D?
2.PAQ |-Q/\P?

3. F(PAQ) > (QAP)?

4.Q | P->Q?

5.P> QAR F(P>Q) A (P-R)?

6. P—> (QAR) | (PAQ) »>R ?

7.‘!0(/\‘![5 |-—|(OLVB)?
8.PvQ—>R }P— (QoR)?

9.B,RVS 5>ARVSAAR—>C,BAS—>C|C?
10.(P-Q) A (Q—>R) PR ?

11.P5R,Q—> S } PAQ > RAS ?

12. A AB,(AVB) - (R—S),(P—>Q) - R, AAP—>Q } S ?
13.P>Q,~Q | -Q?

14.(P»Q) »Q, QP }P?
15.|——I(0Lv[3)—>—|OL/\—|B?
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I1I-3.2. - Provador de Dov Gabbay

Um provador automatico de teoremas dirigido pelo objetivo.

¢ Objetivo: Dado um banco de dados e uma pergunta (objetivo) p, noés queremos
responder SIM ou NAO para a pergunta p.

¢ 2 Métodos:
e Tabela Verdade BD|= p (semanticamente);
e Regras de Dedugdo Natural BD | p (sintaticamente).

Tabela Verdade ¢ mecanico mas pouco eficiente.
Dedug¢do Natural requer criatividade.

+ Nosso objetivo: Responder BD |— p automaticamente.

Provador Automdtico de Teoremas Dirijido pelo Objetivo (pergunta) :

¢ Linguagem:
Linguagem da logica cléssica proposicional + o simbolo L (absurdo)

Definicio: Clausula, Objetivo e Banco de Dados.

(7) Qualquer atomo (simbolo proposicional) , incluindo L, ¢ uma clausula e
também um objetivo.

(if) Se G ¢ um objetivo e q um atomo, entdo G—q ¢ uma clausula e também um
objetivo.

(iii) Se G1 e G2 sdo objetivos, entdo G1AG2 € também um objetivo.

(vi) Um banco dedados BD ¢ um conjunto de cldusulas.

(v) Nenhuma férmula é uma clausula a ndo ser as definidas em (i),(ii),(iii) e (vi).

Transformacdo de formulas em Clausulas e Objetivos:

—o = (a—1)

avp=s(a—>Ll)—>p

o — (p—>o)=(a A B)—>o

oa—> (B A o)=(a—P) A (a—0)

Se na transforma¢do do BD obtenho oy A oz A ... A Oy , NOS
colocamos o, 0y, ..., 0, no BD.

hAEE ol
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Exemplo:
“AvB—>BAC
(A->1L)vB—>BAC (Regra 1)
(A>1)—>1) >B —>BAC (Regra2)
(A>L)>»>1)->B->B)A((A>L)»1)—>B—->C (Regra 4)

TEOREMA:
Toda formula da l6gica proposicional é equivalente (pode ser traduzida) a
uma conjungao de clausulas.

Problema: BD |— G?
Problema Transformado: BDo |— Go?

Regras de Computacao:
1. Provar BD } aAB, prove BD | o e BDo | .

2. Provar BD | a —f, prove BD,a. | B. Se a for uma conjungdo a=o; A 0z A...A
o, adicione a BD oy, ay,..., Oy

3. Provar BD |— g, onde q ¢ um atomo, temos 4 casos:
3.1. q € BD, responda SIM.
3.2. 1L € BD, responda SIM.
3.3.0 —q € BD, pergunte BD } ©.
3.4.c — 1 € BD, pergunte BD | ©.

4. Regra do Reinicio (restart)

Nosso problema inicial era mostrar BD | A. No meio da computagdo, nos
queremos perguntar BD’ } C e continuar a prova. BD’ | C se BD’ | A, onde A ¢ o
objetivo inicial. (BD’: banco de dados modificado.)

5. Checagem de LOOP:
Nunca pergunte BD |— A pela 2% vez para a0 mesmo BD e mesmo A.
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Exemplos:

(1) (A—>B),(B—C),A |C

(A—B),(B>C),A | B Regra (3.3)
(A—>B),(B—C),A | A Regra (3.3)
SIM ! Regra (3.1)
(2)A—>BAC),DAF—>A,DAF | BAF
A—B,A—C,(DAF) >AD,F | BAF Transformagido do BD
BD | BRegra (1) BD}F Regra (1)
BD |} A Regra (3.3) SIM ! Regra(3.1)

BD |} D A F Regra (3.3)

BD | D Regra (1) BD }F Regra (1)
SIM ! Regra (3.1) SIM ! Regra (3.1)
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(3) BD={ (A>B) > B C?

A->C
B—->C }

BD|C
(3.3)

BD}A BD}B

(3.3)
FALHA
BD} A—B

2)

BD,A}B
(3.3)

BD,A | A—>B
2)
BD,A} B = ENTRA EM LOOP.

Usar a Regra do Reinicio.
“4)

BD,A}C
(3.3)

BDA}A
(3.1)
SUCESSO
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(4) BD={ (P—>Q) —> P} P?

Execicios:
(1) (A>B)>B} (B>A)>A
(2) (A->B)->B} AvB
(3) (—A>A) A
(4) (A—>B) | (CvA)—(CVvB)
(5) A} AvB
(6) A>B,—B | -A
(1)} Av(A—B)
(8) (AVB)VC } Av(BvC)

BD|P
(3.3)
BD | (P—Q)
2

BD,P} Q @ FALHA

Usar a Regra do Reinicio.

4)
BD,P} P

(3.1)
SUCESSO
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11-3.3. Método de Tableau

As deducdes sdo feitas pro refutacgdo, i.e., se queremos deduzir o a partir de um
banco de formulas BD, BD | — o, partimos da negagdo de o e tentamos chegar

no absurdo.

As deducgdes tem forma de arvore.

Regras:
R, anp R, avp
l /N
o o B
B
R; a—>P Ry, —a
/N l
=0 § o
Rs = (anB) Rs — (avp)
VAN l
-0 - —a
—p
R; = (a—P)
l
a
—p
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exemplo 1: {A >B,B—>C} | —A—>C

A—B

—|B’/_| \C
/\

Cada ramo corresponde a uma valoragdo que satisfaz a formula, por isso ¢

chamado Tableau Semantico.

Nao é completo, mas ¢ refutacionalmente completo.

Definicdo: Um ramo 6 de um tableau t ¢ dito fechado se ele contiver a ¢ —a
para qualquer formula o.

Definicdo: Um tableau 7t ¢ dito fechado se cada um dos seus ramos for fechado.

E aberto caso contrario.
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exemplo: A v B | — —(—A A—B)

AvB

—A

—-B

/N

A B

Este tableau ¢ fechado, pois todas as valoragdes sdo contraditorias, logo
A v B e =(—A A—B) ndo ¢ satisfativel.
Teorema (Completude): se BD | = o ento existe tableau fechado para BD, —a.
Teorema (Completude): se existe um tableau fechado para BD, —a., entdo BD
= a.
Exercicios:
1. A>B,—~(AvB) |[——(C—>A)
2. —(P —Q), =(P <3Q) |——P 2222
3. Guga ¢ inteligente. Guga ¢ determinado. Se Guga ¢ determinado e atleta
entdo ele ndo ¢ um perdedor. Guga ¢ atleta se ele ¢ amante do t€nis. Guga
¢ amante do ténis se ¢ inteligente. Guga ndo ¢ um perdedor?
4. P>R—->Q),(P>R) |—(P—>Q

5. “.AvB,—~Bv—-C),C—>D |——AvD
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I1-3.4. Sistema Axiomatico

¢ Outro sistema dedutivo.
+ Mais antigo e mais utilizado para fins teoricos.
* Frege, Russel, Hulbert.

Sejam a, B e y formulas quaisquer da linguagem proposicional.
Axiomas Logicos:

o Implicacdo:
(1) o —=>(p—-a)
(2) (o0 >(B—7)) >0 = B) = (o —7))

e Conjuncgdo:
3)(anP)—>a
CICTNOE
S)a—> P - (aAp))

¢ Disjuncdo:
G)a—>avP
(NB—>avp
@) (@a=>NAB-=>7)—=> (avB)—7y)

e Negacgdo:
(9) o —> 0
(10) =—a > a
(1D (& = B) = (& = —=p) > —a)

e Regra de Inferéncia:
Modus Pones M.P.) o o—f
p

+ Nosso calculo dedutivo possui um conjunto infinito de axiomas l6gicos. Para
cada formula o, e v, nds temos axiomas diferentes.

¢ (1),...,(11) sdo chamadas de axiomas esquema.

¢ A Unica regra ¢ a Modus Pones (M.P.).
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Definicdo:

Uma formula o ¢ dita um zeorema de um conjunto de formulas I' (I' | o)
se e somente se existe uma seqii€ncia de formulas a,...,o, tal que o, = o e cada
Ol é:

(7) uma instancia de um axioma esquema;

(i) ou for obtida por M.P. aplicada aa;e axel, k <i.

(éii) ou um membro de I'.

A seqiiéncia de formulas a.,...,0., € chamada de uma prova de o a partirde I'.

Exemplos:

(Hhr={AAB,A—>C} CvD?

1.AAB—> A axioma 3

2. AAB r

3.A M.P.(1,2)

4. A->C r

5.C M.P.(3,4)

6.C —>(CvD) axioma 6

7.CvD M.P.(5,6)

Q) FA—>A

1.A >((A> A)—> A) axioma 1
2.(A—>(A—>A)—>A) > (A—>A—>A) > (A—> A))axioma 2
3.A>A—>A)>(A—>A) M.P.(1,2)
4 A>A>A) axioma 1
50A—> A M.P.(4,3)
Exercicios:

Provar usando o Método Axiomatico:

) A>B,B>C|-A—>C
2)(AvB)>C|-A—>(BvC(C)
I)JA->BVvO)I|-(A>B)v(A—>C)

Observacao:

E importante notar ( e possivel provar ) que os trés métodos dedutivos
estudados para a logica classica proposicional sdo equivalentes, ou seja, uma
afirmacdo que pode ser provada utilizando um deles, sempre podera ser provada
utilizando qualquer dos outros. Isso ¢ importante, na medida em que nos permite
provar uma determinada propriedade dos sistemas dedutivos em geral, provando-
a apenas para o método axiomatico, que embora dificil de ser usado na pratica
para provar um teorema, ¢ bastante simples no que diz respeito a sua construgao,
o que facilita a demonstragdo de propriedades tedricas, como a completude e a
corretude, que verenos na proxima seg¢ao.
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I1-4. Relac¢oes entre Sintaxe e Semantica

Uma das aspectos mais importantes da logica proposicional ¢ a maneira
como a sintaxe se relaciona com a semantica.

SEMANTICA SINTAXE
Valor verdade prova/deducdo
valida teorema
implica logicamente I" |= a T'la
tabela verdade calculo dedutivo

No6s queremos relacionar o fato de uma férmula o ser um teorema de um
conjunto de formulas T' ( F|— o) com a propriedade de I' implicar logicamente
emo (Tka).

Teorema da Corretude

“Tudo que o célculo dedutivo prova ¢ semanticamente valido.”
Sel'|oentdo ' Fa

Se uma formula ¢ provada a partir de um conjunto de formulas entdo ela ¢
logicamente implicada por este conjunto de formulas.

Este teorema nos assegura que tudo que provamos no sistema dedutivo € correto
em relacdo a semantica. Isto é, nosso sistema dedutivo s6 prova teoremas que
semanticamente estio corretos.

Como se prova:

1) Prova-se que os axiomas do céalculo dedutivo sdo semanticamente validos, isto
¢, sdo tautologias;

2) Prova-se que as regras de inferéncia sempre derivam conclusdes verdadeiras a
partir de premissas verdadeiras.

Teorema da Completude

“Tudo que ¢é semanticamente valido € provado pelo calculo dedutivo.”
SelkFaentio '} o

Se I' implica logicamente em o entdo existe uma prova de a a partir de I' no
sistema dedutivo.

O sistema dedutivo € completo em relacdo a semantica pois para toda formula o
que ¢ logicamente implicada por I' existe uma prova o a partir de I" no sistema
dedutivo.

Tudo que ¢ semanticamente obtido pode ser também obtido no sistema dedutivo.

I'Fo .. aéconseqiiéncia logica de T
= Toda atribuicdo de valores verdade que satisfaz I" também satisfaz a.
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SendoI'={ ay, ..., 0ty }
Quero provar que se [ (0t A ... A 0y) = 0 €ntdo F (o A ... A 0l) = O

Como se prova:

12 solugdo : Basta provar que o nosso sistema dedutivo é capaz de provar todas as
tautologias.
Problema: O numero de tautologias ¢ infinito.

2% solu¢do: Modelo Candnico

SeTFoentio '} a
=
SeI' U {a} ¢ consistente entdo ' U {a} ¢ satisfativel

Prova do Modelo Candnico:

1. Suponha que se I’ |= o entdo I’ |— a.

2. Suponha que I € consistente.

3. Suponha, por contradigdo, que I" ¢ insatisfativel.

4. Se I' ¢ insatisfativel, entdo, por definicdo, ndo existe nenhuma atribuicdo de
valores verdade que seja tal que Vael, v(a)=V. Sendo assim, podemos dizer
queTkaeTl f—a.

5. Mas isso nos permite escrever, pela suposi¢ao em (1) que I’ |— oel |— —a

6. A partir de (5) podemos escrever que I' f o A —o

7. Ora, (6) contradiz o fato, que haviamos suposto verdadeiro, de que I' ¢
consistente.
Assim, por contradi¢ao, podemos afirmar que:

Selkaentio '} o
=
SeI' U {a} ¢ consistente entdo ' U {a} € satisfativel

Vamos agora provar a implicagdo contraria:

. Suponha que se I' € consistente entdo I ¢ satisfativel.

. Suponha T} o

. Suponha, por contradi¢do, que —(I" |— o)

. Entdo I' U {—a} é consistente (ja que —(T" } &), ndo podera I' | o A—t)
. Entdo, pela suposi¢do (1), ' U {—a} ¢ satisfativel.

. Logo, existe uma valoragdo v que satisfaz I' U {—a}.

. Mas isto € uma contradicdo, pois por (2) v satisfaz a também.

NN DR WN

Observacoes:
e Um conjunto de formulas T € consistente se e somente se —=(I" | o A—a)
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e Uma valoragdo s € um modelo paraI' = { a, ..., o, } se e somente se s(o)=V
paratodo a; € I'.

e Pelo modelo candnico, para provar a completude basta mostrar que todo
conjunto consistente de formulas ¢ satisfativel.

Prova do Teorema da Completude:

Dado um conjunto de formulas consistente I', nds precisamos construir uma
valoragdo s’ e mostrar que s’ satisfaz I.

1° passo: Estender o conjunto consistente I' para um conjunto A satisfazendo as
seguintes condicoes:

a) ' cA

b) A é maximal e consistente, isto ¢, para toda formula o da linguagem, ou €A
ou —aeA.

2° passo: Seja L a linguagem proposicional e ® o conjunto dos simbolos
proposicionais .
Vamos construir uma valoracdo /modelo que satisfaz " a partir de A.

s : ® —» {V,F} para todo simbolo proposicional A € ®.
s(A)=VseA e A
s(A)=Fse A g A

No6s podemos estender s para um s’ que valorize formulas,
s’: L - {V,F}. ( Como definido em aulas anteriores)

Lema da Verdade
Seja I' um conjunto de féormulas e oo uma formula. s’() =V & a € A

Prova do Lema da Verdade:

Por indugdo, sobre o comprimento da formula, isto €, no numero de simbolos
logicos nela contidos (—,v, etc).
a) Caso base:

|o|=0 (Férmula Atomica)

aed,a=A

s’(A)=5s(A)=V < A e A (pela definigdo de s)

b) Hipdtese de Inducao: o lema vale para formula de tamanho |a|< n.

¢) Queremos mostrar que vale para |a/=n+1
Considere |o|=n+1

Temos entdo varios casos:

)o=-p
s’(—B) =V sse s’(B) = F (definicao de s)
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sse BeA (pela hipotese de indugdo)
Logo, =8 € A (pois o ¢ maximal)
Logo aé Vssea € A.
i) a= B>y
s’(B—>y)=Vsses’(B)=F vs'(y)=V
ssefegAvyeA
sseBeAvyeA
sseA F—B vy
sse A |—B—>y,poisA |—(ﬂva)<—>(B—>y)
sse (B — y) € A, pois A ¢ consistente.
Observacao: os casos iii e iv sao similares e ficam como exercicio.
iii) o = PAy
iv)oa= Bvy

Vamos agora, a partir do lema demonstrado, provar o Teorema da Completude:

1. Suponha I" ¢ consistente.

2. Estenda I" para A maximal e consistente.

3. Construirs e s’

4.S¢jal’'={ay..,0, }. Como ' c A, ai € A< s’(ai)=V, para todo i (pelo
“lema da verdade™).

5. Logo, s’ satisfaz I" e portanto I" ¢ satisfativel.
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I1I. Légica Classica de Primeira Ordem

Vx, Emp UFRIJ(x) — Func Pub(x)
Vx 3y, Suc(y,x)

¢ Formaliza o raciocinio dedutivo.
¢ Logica Proposicional ¢ um modelo muito restrito:
Nao podemos descrever propriedades sobre os elementos do
universo de discurso: todos os elementos do dominio tém propriedade P;
existem elementos do dominio que t€ém a propriedade P; ndo podemos
representar relagcdes e funcoes.
Ex: Teoria dos Numeros <0, suc, <, +, ., -,... >

ITI.1 Linguagem da Logica Classica de Primeira Ordem

Linguagem: alfabeto + regras gramaticais

Definicdo:

Um alfabeto de 1* ordem consiste dos seguintes conjuntos de simbolos:

=>Simbolos Logicos:
1. Conectivos logicos: A, v, =, <>, =, V, 3.
2. Simbolos auxiliares: ( ).
3. Conjunto enumeravel de varidveis: V= { v1,v2,...}

=>Simbolos nio Logicos:

4. Conjunto enumeravel de constantes: C = {cl,c2...}

5. Conjunto enumeravel de simbolos de funcdo: F = {f1,2,...}
A cada simbolo funcional estd associado um numero inteiro n > 0,
chamado de aridade.

6. Conjunto enumeravel de simbolos predicativos (Predicados):

P={P1,P2,...}

A cada simbolo predicativo esta associado um namero inteiro n > 0,
chamado aridade.

Varidveis: representam elementos quaisquer do dominio.

Constantes: dao nome a elementos particulares do dominio.

Funcgdes: representam operagodes sobre elementos do dominio.

Predicados: representam propriedades ou relacdes entre elementos do dominio.
Y Quantificador universal: “para todo elemento do dominio”.

3 Quantificador existencial: “existe a0 menos um individuo”.

Exemplo:
Vx (3y ANCESTRAL(y,x) A ANCESTRAL(Jodo,Jos¢))
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Definicdo:
Os termos da linguagem de 1? ordem sdo definidos recursivamente como:
(7) toda variavel e constante ¢ um termo;
(i) se ty, ta, ..., ty sdo termos e f um simbolo funcional de aridade
n, f(ty,t,..., tn) € um termo;
(iii) nada mais € termo.

Definicdo:
As formulas da l1ogica de 1* ordem sdo definidas recursivamente como:

(7) Se P ¢ um predicado de aridade n e ty, ty, ..., t, s30 termos, entao
P(ty,t2,..., t,) ¢ uma formula chamada formula atémica;

(@) Se a e P s@o formulas, entdo (- a), (a0 A B), (a0 v B), (a0 — B)
também sdo formulas;

(iii) Se a € uma formula e x uma variavel, entdo VX o ¢ Ix o
também sdo formulas;

(iv) Nada mais ¢ formula.

Observacdes:
lLaopB=(@->B)APB—-a)
2. Convengoes:

Hxy,2z .. Variaveis;
(i) a, b, c, ... Constantes;
@@ f, g, h, ... Funcgoes;

(iv) A, B, C,P,U... Predicados.
3. = 3Ix GOSTA(X, collor) = Vx = GOSTA(x, collor)

Exercicios: Nos exercicios seguintes, represente cada proposi¢do na linguagem
da logica de primeira ordem, especificando em cada caso o significado dos
simbolos ndo logicos utilizados.

1. Todo cachorro é um animal.
Todo animal morre.
Rex é um cachorro.

2. Qualquer pessoa passando nos exames de historia e ganhando na
loteria ¢ feliz. Porém qualquer pessoa que estuda ou tem sorte pode
passar em todos os exames. Jodo ndo estudou, mas ele tem sorte.
Qualquer pessoa que tem sorte ganha na loteria. Jodo ¢ feliz?

3. Toda pessoa que nao € pobre e € esperta ¢ feliz. Pessoas que Iéem ndo
sdo burras. Jodo sabe ler € € rico. Pessoas felizes tém vidas excitantes.

Existe alguém que tem vida excitante?

4. Ninguém conquistou o mundo. Portanto, todo mundo ¢ livre.
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Todo elétron tem carga negativa. Nenhum poésitron tem carga
negativa. Portanto, nenhum pésitron € um elétron.

Se Jane esta doente, ela ndo vira trabalhar. Se ela ndo vier trabalhar,
nenhum de nés terd nada para fazer. Assim, se Jane esta doente,
nenhum de nds tera nada para fazer.

Exemplo: Conselheiro Financeiro:

1.

2.

Funcdo: ajuda a decidir se devemos investir em investimentos tipo
poupanga ou no mercado de agdes.

O investimento recomendado depende do ganho mensal da pessoa e
quanto ela tem em poupanca.

Pessoas com valor inadequado de poupanca devem sempre aumentar
o valor da poupanga como 1? prioridade, independente do seu ganho.
Pessoas com valor adequado de poupanca e um ganho adequado
devem considerar um investimento mais arriscado, porém mais
lucrativo no mercado de acdes.

Pessoas com ganho inadequado e com poupanca adequada podem
considerar em dividir o valor a ser investido entre poupanca ¢
mercado de ac¢des. Isto aumenta a poupanca e tenta aumentar o ganho.
Poupanga adequada se valor poupado maior do que 5.000 x n°® de
dependentes.

Ganho adequado se valor ganho maior do que 15.000 + (4.000 x n°® de
dependentes) ¢ ¢ estdvel. Um ganho instavel, mesmo que grande, ¢
sempre inadequado.

TOTAL_ POUP(x): x ¢ total na poupanga.
DEPEND(y): nimero de dependente
minpoup(y): funcdo que retorna o valor da poupanca minima (5.000) vezes o

numero de dependentes

TOTAL GANHO(x, estavel): ganho total € x e este ¢ estavel.
minganho(y): fun¢do que retorna o valor do ganho minimo mais o acréscimo

por dependente.

MAIOR(x,y): x>y
POUP(status): status ¢ uma variavel que indica a situagdo (adequada/inadequada)

da poupanga.

GANHO(status): aqui, status indica a situa¢ao (adequada/inadequada) do ganho.
INVEST(tipo): tipo € uma variavel que guarda o tipo de investimento

recomendado (poupanga/combinado/agdes)

Especificacdo:

1. POUP(inadequado) — INVEST(poupanca)

2. POUP(adequado) A GANHO(inadequado) — INVEST(combinado)

3. POUP(adequado) A GANHO(adequado) — INVEST(a¢des)

4. vx TOTAL POUP(x) A Jy (DEPEND(y) A MAIOR(x, minpoup(y))) —
POUP(adequado) onde minpoup(x) = 5.000x
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5. ¥x TOTAL POUP(x) A Jy (DEPEND(y) A = MAIOR(x, minpoup(y)) —
POUP(inadequado)

6. Vx TOTAL GANHO(x, estavel) A Jy (DEPEND(y) A MAIOR(x,
minganho(y))) - GANHO(adequado)

7. Vx TOTAL GANHO(x, estavel) A Jy (DEPEND(y) A - MAIOR(x,
minganho(y))) - GANHO(inadequado)

8. Vx TOTAL GANHO(x, instavel) > GANHO(inadequado)

Entrada:

9. TOTAL POUP(22.000)

10. TOTAL _GANHO(25.000, estavel)
11. DEPEND(3)

Exercicio: Qual a saida produzida pela especificagcdo acima para a entrada dada?
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II1.2 - Sistemas Dedutivos:

+ Sistemas dedutivos para logica de primeira ordem.

Definicdo:

Dizemos que uma varidvel x ocorre livre em uma formula o se somente

se:
(i) o € uma formula atémica e X ocorre em o;
(7i) o ¢ uma formula da forma B Ay, B vy, B — v e x ocorre livre em 3
ouy;
(7ii) a € uma formula da forma - 3 e x ocorre livre em J3;
(iv) o € uma férmula da forma Vy3 ou dyf} e x ocorre livieem e x #y.
Exemplos:

% x ocorre livre?

1. P(x,y) SIM

2. Vy(P(x,y) A Q(y,x) > R(y) ) SIM

3. Vy( Vx(P(x) > Q(y)) » R(x) ) SIM

4. Vy Vz ((VxP(x,y) > Q(2)) A (Q(x) = R(x,y)) ) SIM
5. P(z,y) NAO

6. Vy 3x ( P(x,y) = Q(y) ) NAO

Definicdo:
Uma férmula o € uma sentenga (ou uma formula fechada) se somente se
o ndo tem nenhuma variavel ocorrendo livre.

Definicdo:

Seja oo uma féormula, x uma variavel e t um termo. Pela substituicdo de x
por t em o (ou(x/t)) entendemos a expressdo resultante da troca de todas as
ocorréncias livres de x por t.

Exemplos:

L Vy(P(x, y,f(x, ¥))) = Q(g(x), h(g(x)) x/h(a)
Vy(P(h(a), y, f(h(a), y)) = Q(g(h(a), h(g(h(a))))

2. Vy(Vx(Q(x, y, g(2)) = P(f(x), ¥))) = R(y(g(x))) x/f(z)
Vy(Vx(Q(x, y, g(2)) = P(f(x), y))) = R(y(g(f(2))))

3. [Vy(P(x, y, f(x,y)) = Q(y,2) x/g(2) ] z/a

vy (P(g(2), y, f(g(2), y)) = Q(y, z) z/a
Vy (P(g(a), y, f(g(a), y)) = Q(y, a)
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Definicdo:
Denotaremos por:
ou(X1, X2, -y Xn) (X1/t1, Xo/to, ..., Xo/tn)
a substitui¢ao simultanea (paralelo) de todas as ocorréncias livres de xj, ..., X, por
ty, ..., t, respectivamente.

OBS: a(x)/t}) ... (Xn/ty) € em série da esquerda para direita.
o (x1/ty, Xo/ty, ..., Xp/ty) € em paralelo.

Exemplos:

L. P(x, f(y), g(x.y)) (x/a, y/b)
P(a, f(b), g(a,b))

2. (VyVxP(x,y)) = Q(g(x)) A R(h(y)) (x/f(a), y/z)
(VyVxP(x,y)) > Q(g(f(a))) A R(h(2))

3. P(x,y,f(x,2)) (X/g(z), z/y, y/a)
P(g(2), a, f(g(2).y)

4. P(x,y,f(x,2)) (x/g(2)) (z/y) (y/a)
P(g(2).y.f(g(2),2)) (z/y) (y/a)
P(g(y),y.f(g(y).y)) (y/a)
P(g(a),a,f(g(a),a))

Definicdo:

Uma variavel x € substituivel em uma férmula o por um termo t se, para
cada variavel y ocorrendo em t, ndo existe nenhuma subformula de o da forma
Vyp ou JyP onde x ocorre livre em .

O que queremos evitar com esta condi¢do € que o quantificador Vy ou Iy
capture alguma variavel de t.

Exemplo:
(Vy CHEFE(x,y) > GERENTE(x)) x/y
(Vy CHEFE(y,y) > GERENTE(y))
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II1-2.1. Deducao Natural:

*Regras para A,v,—,— sd0 as mesmas do caso proposicional.
¢ Regras do Quantificador Universal:

Velim - Vxa Condicao: x ¢ substituivel em a por t
a(x/t)
Vint- o(a) Condig¢ao: a nido ocorre em nenhuma férmula do BD e
Vxou(x) nem em nenhuma suposi¢ao em aberto.

*Regras para o Quantificador Existencial:

Jint - _o(a) Leitura: Se temos o(a) para um certo elemento a, entdo
Ixou(a/x) existe um x (o proprio a) tal que a(x), isto €, Ixa(x).
Jelim - [ou(x/a)] Condig¢do: a ndo ocorre em Ixo(x), B

ou em qualquer suposi¢do na qual 3
Jau(x) B depende, a ndo ser a(x/a).
p

Leitura: Se temos Ixai(x), entdo seja a o elemento que satisfaz Ixa(x). Se
supondo um a genérico nos chegamos em [ ¢ porque de Ixou(x) nos temos .

Exemplo 1: VxVyP(x,y)—>VyVxP(x,y)

1.[VxVyP(x,y)]'

2.VyP(a,y) Veliml
3.P(a,b) Velim2
4.VxP(x,b) Vint3
5.VyVxP(x,y) Vint4
6.VxVyP(x,y)—>VyVxP(x,y)" —I(1,5)

Exemplo 2: Vx(Q(y)—>P(x))—(Q(y)—> VxP(x))

L. [Vx(Q(y)—>P(x))]'

2. Q(y)—P(a) Veliml
3.[Q)

4. P(a) —E(2,3)
5.VxP(x) Vint4

6. (Q(y)—>VxP(x)* —I(3,5)
7. Vx(Q(y)—>P(x)>(Q(y) > VxP(x))' —I(1,6)
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Exemplo 3:1.VxVyP(x,y)

2.VxVy(P(x,y)>Q(x)AR(y))
3.IXR(X)AVXQ(X)>Ix(S(X)AT(X))

4.VyP(a,y) Veliml

5.P(a,b) Velim4
6.Vy(P(a,y)>Q(a)AR(y))  Velim2
7.P(a,b)>Q(a)AR(b) Velim6
8.Q(a)AR(b) —E(5,7)
9.Q(a) AE(8)
10.vxQ(x) Yint9
11.R(b) AE(8)
12.3xR(x) Jint11
13.3xR(x) A VxQ(x) AI(10,12)
14.3x(S(x) A T(x)) —E(13.,3)
15.[S(a) A T(a)]'

16.T(a) AE(15)
17.3xT(x) Jintl6
18.3xT(x)" Jelim(14,15,17)

(deduz) IxT(x) ?
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I11.2.2-Método Axiomatico:

+0Os conectivos A,v,—>,— sdo definidos pelos mesmos axiomas esquema da

Loégica Proposicional.
Axiomas Logicos:

e Implicacio:
(1) a >(B—a)
(2) (o =>(B—>7) =((a = B) = (a —v))

e Conjuncgdo:
B)(aAp)—>a
CICTNOE
5)a—>PB—(anrp))

¢ Disjuncdo:
G)a—>avp
(MPp—>avpP
@) ((a=>NAB—=>1)—> (avP)—7)

e Negacgdo:
(9) o —> ——0l
(10) =—a —> a
(11D (@ — B) = (o = —p) = —a)

¢Quantificador Universal:

(12) Vxa—a(x/t), onde x € substituivel por t em a; (V-elim)

(13) (a—>B)—(a—Vxp), onde x ndo ocorre livre em a; (V-introd)
(14)Ixa(x)¢>—Vx—ou(X) por defini¢cdo

Exemplo 1: 1.VxP(x)
2Vx((P(x) A Q)->RX) | VyR(y) ?
3.Vx Q(x)

4.VxP(x)—>P(y) axioma 12 x/y

5.P(y) MP(1,4)

6.VxQ(x)—>Q(y) axioma 12 x/y

7.Q®y) MP(3,6)

8.P(y)=>(Qy)>(P(y)AQ(y))) axioma 5

9.Q(y)—=>(P(y) A Q(y)) MP(5,8)

10.P(y) A Q(y) MP(7,9)

11.Vx((P(x) A Q(x))=>RX))=>((P(y) A Q(y))—R(y)) axiomal2 x/y
12.(P(y) A Q(¥))—R(y) MP(2,11)
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13.R(y) MP(10,12)
14.R(y)—>(VxP(x)—>R(y)) axiomal
15.VxP(x)—>R(y) MP(13,14)
16(VxP(x)—R(y))—=>(VxP(x)—>VyR(y)) axiomal3
17.VxP(x)>VyR(y) MP(15,16)

18.VyR(y) MP(1,17)

OBS: As nogdes de prova, teorema e a relagio de derivabilidade T } a sdo
analogas as da Logica Proposicional.
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II1.3. Semantica:

U Revisdo da Semantica da Logica Proposicional:

Maria foi ao cinema. Se ela foi ao cinema entdo ela comprou pipoca ¢
assistiu ao filme. Se ela comprou pipoca entdo ela tem dinheiro ou ela pegou
emprestado com Jodo. Se ela pegou emprestado com Jodo entdo Jodo tem
dinheiro.

C: Maria foi ao cinema.

P: Maria comprou pipoca.

F: Maria assistiu ao filme.

D: Maria tem dinheiro.

E: Maria pegou dinheiro emprestado com Joao.
J: Jodo tem dinheiro.

C

C—>PAF

P—>DVE

E—>J

v(C)=F Nao € um modelo para o conjunto de formulas, pois nao
v(P)=V satisfaz todas as formulas.
v(D)=v(E)=F

v(J))=V

v(C)=V E um modelo.
v(P)=V

v(F)=V

v(D)=F

v(E)=V

v(J))=V

v(C)=V E um modelo.
v(P)=V

v(F)=V

v(iD)=V

v(E)=F

v(J)=F

¢ A semantica da logica de primeira ordem tem como objetivo atribuir
significados as formulas da linguagem.

¢ Uma formula s6 tem significado quando uma interpretacdo ¢ dada a seus
simbolos ndo l6gicos.
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% Vx(Q(x)—P(x)) é verdadeira ou falsa?

Nos s6 podemos dizer se esta formula ¢ V ou F se interpretarmos seus
simbolos ndo-légicos.

Primeiro, precisamos saber qual o universo em que as variaveis estiao
quantificando. Por exemplo: nimeros inteiros, nimeros reais, pessoas...

Depois, precisamos interpretar os predicados, fungdes e constantes.

Exemplo: Vx(Q(x)—P(x))

Interpretacdo: euniverso: pessoas
epredicados: Q: ¢ funcionario da UFRJ.
P: ¢é funcionario publico.

QI PI

Joao José
José Joao
Pedro
U
Estrutura

Vx(Q(x)—>P(x)) ¢ verdadeira na interpretacdo acima.

Exemplo 2:
U={Jodo, Jos¢, Pedro}
Q'= { <Jodo>,<José>}
P' = {<José><Pedro>}

Vx(Q(x)—>P(x)) ¢ falsa nesta interpretacao.
Exemplo 3: Vx(Q(x)—>P(x))

U= Z (inteiros)

Q'= { <0>,<1>,...} (naturais)

P' = {..<-2><-1><0><1><2>,..} (inteiros)

Vx(Q(x)—>P(x)) é verdadeira nesta interpretacao.

Exemplo 4: Ac(P(x) A Q(x,¢))

U=R (reais)
Q'=x>c¢

P! = x é racional
=0

“Existe algum numero real que também ¢ racional e maior do que zero.
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Exemplo 5: Vx(P(x) A Q(x) = R(x,f(c)))

U =7Z (inteiros)

¢'=0

fl=x+1
Q'={<2><4><6>,.}
P' = {<1><2><3>, ..}
R'=x> y

“Todo niimero inteiro positivo e par ¢ maior do que 1.” (verdadeiro)

Exemplo 6: Vx(P(x) A Q(x) = R(x,f(c)))

U =2Z (inteiros)

c'=4

fl=x+1
Q'={<2><4><6>,..}
P'= {<1><2><3>, ..}
R'=x> y

“Todo niimero inteiro positivo e par ¢ maior do que 4.” (falso)

Exemplo 7: (VyC(x,y)) = G(x)

U = {José,Jodo,Pedro,Paulo}

C:xéchefedey
G : x ¢ gerente

C' G'
Jodo José Jodo
Jodo Paulo Pedro
Jodo Pedro

Jodo Joao

Paulo Jodo

Paulo Paulo

Paulo Pedro

Paulo José

Pedro José

x=Jodo V

x=Jos¢ V

x =Pedro V

x =Paulo F
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+ Em geral, para sabermos se uma féormula ¢ verdadeira ou falsa, nos precisamos
saber o universo e interpretar cada simbolo nao-logico neste universo.

(1) Interpretar variaveis livres e constantes em elementos do dominio.
(2) Interpretar predicados em relagdes entre elementos do dominio.
(3) Interpretar fungdes em fungdes sobre o dominio.

Definicdo: Definimos uma interpretacao como sendo um par ordenado <D,V>
onde D ¢ um conjunto ndo-vazio de individuos chamado dominio. E V ¢ uma
fun¢do chamada de fun¢ao de interpretacao, definida como:

1.V associa a cada variavel livre x um elemento do dominio d' € D.
V(x)=d"

. , . 1

2.V associa a cada constante ¢, um elemento do dominio ¢’ € D.
I
V(c)=c

3.V sssocia a cada simbolo funcional n-ario f uma fungio n-aria f': D" — D tal
que V(f(ty,...,tn)) = £V (t)....,V(ty)), onde ty,....t, sdo termos.

4.V associa a cada simbolo predicativo n-ario P uma rela¢ao n-aria sobre D.
V(P)=P' P'c D'

Definicdo:

Seja L uma linguagem de primeira ordem e a e 3, formulas de L, ty,...,t,
termos, P um simbolo predicativo n-ario e <D,V> uma interpretagdo. Definimos a
funcdo de avaliacdo de formulas de L como:

Vi: W — {V,F}, onde W ¢ o conjunto de formulas,
tal que:

(1) Vi(P(ty,....t)) = V se somente se <V(t))....,V(t,)>< P'
F caso contrario.

(2) Vi(—a) =V se Vi(a) =F
F caso contrario.

B)Vi(aAB)=VseVi()=VeVi(B)=V
F caso contrario.

4) Vi(avB)= FseVi(a)=Fe Vi(B)=F
F caso contrario.

S)Vi(la—>B)=FseVi(a)=VeV(B)=F
V caso contrario.
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(6) Vi(Vxa) =V se somente se para todod € D, Vi(a) =V
F caso contrario.

(7) Vi(Ixa) = V se para algum d € D, V(o)) =V
F caso contrario.

Definicdo:

Seja L uma linguagem de 1* ordem. I uma interpretagdo para L, I' um

conjunto de formulas de L e o uma formula.

1.1 satisfaz o ( |= ) se somente se Vi(a) = V;
2.1 satisfaz I" se somente se satisfaz cada membro de I;
3. T" ¢ satisfativel se somente se existe uma interpretagao I que satisfagca I';

4. 0. € valida (| o) se somente se para toda interpretagdo I, ko, i.e., Vi(ar) =V

para todo I; (*valida € equivalente a tautologia*®)

5. " implica logicamente em o (I }= o) se somente se para toda interpretagao I,

se I satisfaz I', entdo I satisfaz a;

6. I" é insatisfativel se somente se I ndo ¢ satisfativel, i.e., ndo existe uma
interpretacdo I que satisfaz I';

(7) Uma interpretagdo I que satisfaz I" ¢ dita modelo para I".

Exemplo 1: Vx(P(x) = E(x,s(x))
Esta formula € satisfativel?

Interpretagdo: D = { Jodo, Jos¢, Pedro, 0,100, 200}

P : pessoas

E : empregado

s : salario

pessoas empregado salario

Jodo Jodo 100 José 100
José José 200 Jodo 200

Pedro 0

OBS: As fungdes tém que ser totais,i.e., devem retornar algum valor
pertencente ao dominio a cada elemento do dominio.

Vi(Vx(P(x) = E(x,5(x))) =?
e Paratodod € D:
d=Joao

Vi(P(Jodo)) =V Vi(E(Jo20,200)) =F = Vi(Vx(P(x) > E(x,5(x))) =F

56



* Trocando os valores na tabela de salario:

salario
José 200
Joao 100

e Paratodod € D:

d =Jodo

Vi(P(Jodo))=V Vi(E(J0ao,100)) =V = Vi(Vx(P(X) > E(x,s(x))) =V
d=José

Vi(P(José)) =V Vi(E(José,200)) =V = Vi(Vx(P(X) > E(x,8(x))) =V
d = Pedro

Vi(P(Pedro)) =F V(E(Pedro,...)) =? = Vi(Vx(P(x) = E(x,5(x))) =V

d=0

Vi(P(0)) =F Vi(E(0,...)) =? = ViI(Vx(P(x) > E(x,5(x))) =V
d=100

Vi(P(100))=F Vi(E(100,...))=F = Vi((Vx(P(X) = E(x,8(x))) =V
d=200

Vi(P(200))=F Vi(E(200,...))=F = Vi(Vx(P(x) = E(x,5(x))) =V

Exemplo 2: Vx(P(x) A IyQ(X,y))

nao satisfaz satisfaz

D={0,1} D={0,1}

P'= {<0>} P'= {<0><1>}

Q' = {<0,1>} Q' = {<0,1>,<1,0>}

Exemplo 3: Vx(P(x,y) = Q(x) v R(c))

nao satisfaz satisfaz

D={0,1} D= {0,1}

y' =0 y' =0

=0 ¢'=0

P'= {<1,1>} P'= {<0,0>,<1,0>}
Q' = {<1>} Q=2

R' = {<0>} R = {<1>}



II1.4 - Relacio entre Sintaxe e Semantica:

TEOREMA DA CORRETUDE:
Se I' } aentio I E .

TEOREMA DA COMPLETUDE:
Se I'Eaentio I | a.
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