Redes Complexas
Aula 8

Roteiro

s Modelo G(n, p)

s Funcoes de threshold

s Surgimento de subgrafos
s Componentes conexas

s Distancias

s Automorfismos
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Modelo G(n,p)

s Modelo aleatorio para grafos
# Modelo classico, Erdos-Reyni

s Dois parametros (deterministicos)
# n: numero de vértices
# p: prob. de existéncia de cada aresta

s Cada possivel aresta do grafo ocorre com
probabilidade p independentemente

# grafo nao-direcionado, sem loops

Estudo das propriedades
topoldgicas deste modelo
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G(n,p) com p(n)

sp(n) € uma funcao de n
# aula passada, p(n) = cte

Qual valor para p(n)?

sp(n) deve decrescer com n
s Exemplos (¢ € uma constante)
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Propriedade de Quase

Todos os Grafos

s Seja G um modelo de grafos aleatorios e X
uma propriedade topoldgica

a5Se
P| G possuir X|—1 aquando p —o0

s Entao dizemos que quase todos os grafos de
G possuem propriedade X

# X ocorre em G a.a.s. (asymptotically almost
surely)
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Funcoes de Threshold

# Seja X uma propriedade estrutural monotonica
# propriedade nao se perde com a adicao de arestas

# Dizemos que t(n) € uma funcdo de threshold para
propriedade X quando

ase P (n) .0 Entdo G(n,p) nao possui a
© t(n) ' propriedade X, a.a.s.
aSe p(n) yoo ENtao G(n,p) possul a
t(n) propriedade X, a.a.s.

t(n) é divisor de aguas para X!
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Exemplo

# X = “sua propriedade monotbnica favorita”
# t(n) € funcao de threshold para X

# Se p(n) decresce mais &
rapido, entao grafo
G(n,p) nao possui X,
a.a.s.

# Se p(n) decresce mais
devagar, entao grafo
G(n,p) possui, a.a.s.

>

#pl(n): G(n,p) nao possui X, a.a.s.
#ap2(n): G(n,p) possul X, a.a.s.
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Subgrafo H

s Dado um grafo H (nao rotulado)
s Prob. de H ser subgrafo de G(n,p)?
# para n grande o suficiente

# Probabilidade tende a zero ou tende a um

# Depende apenas do numero de vértices e arestas
de H e de p(n)

# Resultados especificos para grafos balanceados

Resultado binario é surpreendente!

# com desdobramentos para combinatoria
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Grafo Balanceado
s Intuitivamente: Grafo H que nao possui
partes muito diferentes
s Grau médio de um subgrafo H' de H

s Considere subgrafo induzido H’ de H

# subgrafo que contém todas arestas de G entre
vértices de H’

s Grafo H € balanceado se grau médio de
todo subgrafo induzido H’ € menor ou igual
a0 grau médio de H

s Ex. de grafos balanceados
# arvores, ciclos, grafos completos
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Subgrafo H

s Dado um grafo H (nao rotulado) balanceado
# k vértices e | arestas (I > 0)

s Prob. de H ser subgrafo de G(n,p)?

a H “aparece” em G(n,p) se existe a0 menos um
subgrafo de G que seja isomorfo a H

8 Propriedade X = “H é subgrafo de G(n,p)”
s propriedade de ser subgrafo € monotonica

_ kil ~
t(n)— n é fungao de threshold para X
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Exemplo de Arvores

#aH = arvore com k > 1 vértices (ordem k)
# necessariamente, k-1 arestas

# Quando que tais arvores aparecem no G(n,p)?
_ —klk=1) .
t(n)—n é funcao de threshold para
arvores de ordem k

# Se p(n) decresce mais rapido, entao grafo G(n,p)
nao possui arvore de ordem k, a.a.s.

# Se p(n) decresce mais devagar, entao grafo
G(n,p) possui arvore de ordem k, a.a.s.

# Pergunta: Se p(n) = n! arvores de que tamanho
ocorrem como subgrafos?
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Exemplo de Ciclos

# H = ciclo com k > 2 vértices (tamanho k)
# necessariamente, k arestas
# Quando que tais ciclos aparecem no G(n,p)?

t(n)zn é funcao de threshold para qualquer
ciclo de tamanho fixo

# Se p(n) decresce mais rapido, entao grafo G(n,p)
nao possui ciclo de tamanho k, a.a.s.

# Se p(n) decresce mais devagar, entao grafo
G(n,p) possui ciclo de tamanho k, a.a.s.
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G(n,p) com grau meédio fixo

s Grau médio fixo, igual a z

p(n)=z/(n—1)
s Propriedades estruturais dependem de z
# estudo em funcao de z

s Mais refinado do que funcoes de threshold

Intuicao?

sDijvisorde dguas: z<1, z>17
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Componentes Conexas

#7 : grau médio constante
#7 < 1 (subcritico)

# componentes conexas tem tamanho O(log n)
(a.a.s.)

# Muitas componentes conexas

@7z > 1 (supercritico)
# malor componente conexa tem tamanho Q(n)
# todas outras de tamanho O(log n)

Transicao de fase na estrutura do grafo!
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Grau Meédio Crescente

s Qutra funcao interessante
- logn

pln)=—"=

s Grau meédio cresce devagar, como log n

s E func&o de threshold para algumas
(importantes) propriedades estruturais

Figueiredo - 2021



G(n,p) € Conexo

s Quando G(n,p) é conexo?
#p(n) > 1/n temos CC gigante

st(n) = log n/ n é funcao de threshold para
G(n,p) ser conexo

#ap(n) > logn/ntemos G(n,p) conexo, a.a.s.

s Como provar este resultado?

s ldeia: mostrar que o numero de veértices
iIsolados vai a zero

s Mostrar que o numero de componentes
conexas pequenas val a zero
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G(n,p), distancia média

s Distancia média entre os vértices
# vértices da componente gigante
s Assumirp(n) =z/(h-1), z>1

s Distancia média no G(n,p) é O(log n/log z)
a.a.S.

s Como provar este resultado?

s |deia: escolher dois veértices aleatorios,
mostrar qgue um alcanca o outro depois de
log n / log z saltos

s Usar processo de ramificacao
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Automorfismos

s Permutacao dos rotulos dos vértices que
nao modifica o conjunto de arestas

YRy

s Alguns grafos possuem automorfismos,
outros nao

Simétrico (possui ao Assimetrico (n&o possui

menos 1 automorfismo) automorfismos) Figueiredo - 2021



Automorfismos no G(n,p)

s Quando G(n,p) é assimétrico?
# Nao possui automorfismos

8Se p(n) > clogn/n, G(n,p) nao possui
automorfismos a.a.s.

# vértices sao estruturalmente Unicos, pois nao
temos simetria no grafo

sNao é funcao de threshold
# ser assimeétrico nao € monotonico
# grafos muito densos voltam a ser simétricos

Figueiredo - 2021



	Slide 1
	Slide 2
	Slide 3
	Slide 4
	Slide 5
	Slide 6
	Slide 7
	Slide 8
	Slide 9
	Slide 10
	Slide 11
	Slide 12
	Slide 13
	Slide 14
	Slide 15
	Slide 16
	Slide 17
	Slide 18
	Slide 19
	Slide 20
	Slide 21

