Aula 8

Roteiro

* Rejection Sampling
(amostragem por rejeicao)

* Exemplos

* Importance Sampling
* Exemplos

* Generalizacao



e Técnica fundamental para geracao de amostras aleatorias
e usada em Markov Chain Monte Carlo (veremos depois)

* Ideia: usar distribuicao simples para gerar amostras de
outra distribuicao mais complicada

« SejJam X e Y duas v.a. com distribuicoes p_e q _, definidas
no mesmo dominio

p, = P[X=x], q,=P[lY=X]
« Assuma que q_<=c p, para alguma constante c e todo x
e OU S€ja, ¢ p_ € uma fungao envelope para q,

 Supor gque sabemos gerar amostras para v.a. X
« Como gerar amostras para v.a. Y?
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Rejection Sampling
* Algoritmo (proposto por von Neumann)
1) Gerar valor para / a partir de p,
2) Gerar u Uniforme(0, ¢ p) continua, usando o / gerado
3) Se u < g, retorna /, caso contrario vai para 1)

* Graficamente | o
1 | | * Algoritmo pode rejeitar
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Rejection Sampling Funciona

« Mostrar que algoritmo gera amostra / com probabilidade q.
. q.=P|Y=i|=P| X =ilaceitar |
* Considere um valor | e o evento aceitar
* P[X =i,aceitar|=P[X=i|P[aceitar|X =i]=p,;q./(c p;)=q;/c
* Probabilidade de aceitar (por prob. Total)

o P[aceitar]:zi P[X:i’aceitar]zzi (ii _1

C
* Ao final de cada rodada, algoritmo aceita com prob. 1/c

* Temos entao
* P| X =ilaceitar |=

P| X =i, aceitar |
P|aceitar]

=q,=P[Y =i]
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Rodadas de Rejection Sampling

* A cada rodada, algoritmo aceita com prob. 1/c
* NUmero de rodadas até aceitar é aleatorio. Distribuicao?
 Geométrica com parametro 1/c
* valor esperado = ¢
e complexidade de caso medio para cada amostra
* Escolha do valor para ¢ € muito importante
- menor valor tal que g <=c p_ para todo x

- Valor depende da “distancia” entre g e p,

* se muito diferentes, pode demandar ¢ muito grande
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Exemplo

* Dado moeda enviesada, cara com prob p > %

« Como gerar moeda sem viés? \

A ® Moeda enviesada cp @
P @ ® Moeda honesta
o |
2@ @  Encontrar constante 1
¢ ctalqueq <=cp, 2@ @
| L,
¢ kAP =Y y
¢ = 1/(2(1-p)) A

1) Gerar valor para i = {C, K} a partir de p,_ (moeda enviesada)
2) Gerar u uniforme(0, ¢ p) continua, usando o / gerado

3) Se u < g, retorna /, caso contrario vai para 1)
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* Gerar amostras da v.a. Y continua com densidade
f, (x) = 20x(1-x)*, O<=x<=1
* Usando método da rejeicéo, qual distribuicdo proponente?
e uniforme[0,1], g,(x) =1, O<=x<=1

e Determinar c tal que f(x) <= ¢ g(x) para 0<=x<=1

* Ideia: encontrar maximo de f(x)/g(x)
* derivar, igualar a zero, resolver para X, encontrar valor
* maximo em X =¥, ¢ =135/64

1) Gerar valor para x a partir de g(x) (uniforme|0,1])
2) Gerar u uniforme(0, ¢ g(x)) continua, usando o x gerado
3) Se u < f(x), retorna x, caso contrario vai para 1)
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* Algoritmo de Monte Carlo € estimador universal
* média amostral converge para valor esperado

* Problema: variancia do estimador pode ser muito alta!
* muitas, muitas amostras serao necessarias

* Exemplo

N 1 n
G,=> gli) MﬁgZ;,g(Xi)  X~Unif(L,N)
=1 1=

* g(/) € desprezivel (ou zero) para muitos valores de /, e
grande para poucos valores

* Teremos que gerar muitas amostras para “acertar” 0s
valores importantes de g(i)

* |delas para atacar o problema?

Figueiredo 2021



 Amostrar com probabilidade diferente da original
* uniforme no exemplo anterior

 Amostrar com maior probabilidade regiao mais importante
para o problema em questao

* Importance sampling

 Compensar pelo aumento desta probabilidade

» Usar metodo de Monte Carlo em problema reformulado
e com novas funcoes de distribuicao

* Objetivo: reduzir a variancia do estimador

* ISt0O Nnem sempre ocorre, pois se exagerar demais vai ter
gue compensar com mais amostras!

e tecnica tem gue ser usada com cuidado
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Importance Sampling

* Seja X uma v.a. uniforme(1,N)

E[g(X)]:; P[X=ilgli %Zg

=1

* Seja Y v.a. com distribuicao dada por h(i) > 0 para todo |
_ -g(Y)- al g(i) N ,
E — — hli)= 1=

[ n) |72 a2 90

« Podemos estimar G,, estimando o valor esperado atraves
da média amostral

* Monte Carlo aplicado a outro valor esperado
e Usar h para reduzir variancia!
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Importance Sampling

 Seja Y, uma sequéncia iid de v.a. com distribuiicao h(/)
1 % Q(Yi>

M =—

" n;h(Yi>
 Média e variancia do novo estimador
_ | -1 . Q(Yi)- 1w . -9<Yi>-
E M |=E, | — =— 2 =G
E,[M,] Jh-n; (Yi> n;Jh N

2
O /h - 13 '
VCll”h [ Mn] — g Variancia da v.a. g(Y)/h(Y)

I
« M_converge paraE [ g(Y)/ h(Y)] =G,

 Variancia do estimador depende da variancia de g(Y)/h(Y)
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Variancia da Nova v.a.

 Temos g(Y)/h(Y), onde Y possui distribuicao h, com h. >0
para todo /

o v (e eV [e)T
9l ""h(Y)] "l h(Y) V(YY) ]

 Segundo momento

glY) :i(@)w:igw
\n(v)) | &\ n() <~ h(i)
« E.[ 9(Y)/h(Y) ] nao depende de h, mas segundo momento

depende
e variancia de M_depende apenas do segundo momento
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N
» Dado N, calcular GN:Z g(i) onde g(i)=ilogi
i=1

« Seja Y, seq Iid de v.a. com distribuicao h(/) > 0 para todo /

* Opcao 1: h(i) = 1/N para todo i, ou seja, h(i) & uniforme(1,N)
* 0 que temos feito ate agora

* Segundo momento?

2 Qi N 2ol =N s

 Como reduzir segundo momento?
* Ideia: escolher h(i) proporcionalmente a (i)
* maiores valores tem maior probabilidade (com cuidado)
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« Opcao 2: h(i) =1/ K, , ou seja linearmente proporcional a /
e onde K, = 1+2+...+N = N(N+1)/2

* Segundo momento?

- gli) o xgli) <o
> 9=k, Y L=k, ilog's
i=1 h(l) i=1 ! i=1

« Opcao 3: h(i) =1°/ K, , ou seja cubica em |
e onde K, = 13+2°+...+N° = N*(1 + N)*/4

- gli) o < gli)_ . < log’i
Z : :K?,Z :K3Z :
i=1 h(l> i=1 i’ i=1 L
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* Qual é a melhor opcao?
* A gue tiver menor variancia (ou menor segundo momento)
« Com N=1000, vamos calcular!

Opcao 1

E,

gly)

\h(Y)

2

—1.44x10"

Opcao 2

E,

glY)

|\ h(Y)

2

=1.03x10"

E,

Opcao 3

glY)

|\ h(Y)

* Melhor estimador € a opcao 2 (menor variancia)
* Menos amostras para um mesmo erro
* €Ir0 Menor para um mesmo numero de amostras
* Qual seria a melhor h(i) possivel?

2

=2.75x10"
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O Melhor h(i) Possivel

* h(i) que Iinduz variancia zero € o melhor possivel!

2 Q(Y>
Og/h—Eh h(Y)

Mg/h

2

_~ [ gli)
_; h(i)

E[g(Y)/h(Y)] =G,

e 9U)

hii)

A principio, podemos escolher qualguer h()).

Qual o problema entao?

2

Mg/h h(l>

W, para todo /, entao variancia € zero!

« Precisamos saber u,, que é justamente 0 que queremos

estimar!

* Ideia: tentar aproximar esta relacdo com heuristicas
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e Supor gue queremos calcular um determinado valor
esperado, onde X tem distribuicao dada por f

Mf:Ef[g(X)]:Z,-g(i>f<i)

* Podemos aplicar Importance Sampling neste problema
e amostrar mais regioes mais importantes para g
* Seja h outra distribuicao para v.a. X, tal que f(i) >0 - h(i)>0

o~ gli)fi), o [9(X)F(X)
Mf—zigh<l-) h(l)_l-’h 2 h(X)

 Temos um outro valor esperado E, que pode ser estimado

« X em E, tem distribuicao h

* Podemos reduzir variancia escolhendo h
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e Calcular valor esperado da funcao g(X), onde X tem
distribuicao dada por f

uf=l-ef[g<x>1:fzg<i>f<i>< F(i)=P[X=i]

* Problemas: N é muito grande; dificil gerar amostras de f;
g(/) nao “combina” com f(i)

* Solucao: usar outra distribuicao h para gerar amostras!
* Seja h distribuicao para v.a. X, talque f(i)) >0 - h()) >0

_~x 9, o [X)F(X)
Mf—zigh(l-) h(i)=E, ! h(X)

« Podemos estimar E, usando MC para estimar u.
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« Monte Carlo para estimar u. = E_[g(X)f(X)/h(X)]:
S=0
para/=1,...,n
Gerar amostra x com distribuicao h
S =S + g(X)f(x)/h(x)
retorne S/n
* Algoritmo gera amostras de h e nao de f

* Se h for bem escolhida, variancia do estimador
pode ser bem menor que estimador usando f

* boa razao para usar IS
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* Tudo vale para o caso de v.a. continua
e trocar distribuicdo por densidade, somatorio por integral

* Muitas aplicac0es no caso continuo

* Monte Carlo Ray Tracing nao funciona sem Importance
Sampling

* Espaco de integracdo € muito grande para uniforme dar
bons resultados

* Muitas heuristicas sao usadas nesta aplicacao
e Outro uso: estimar eventos de baixa probabilidade
« E[ I(evento A) ] = p, , onde A € evento de Interesse

e Mesma ideia, reduzir variancia do estimador, aumentar
amostragem do evento de interesse
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