Aula 4

Roteiro
 Limitantes para probabilidade

* Desigualdades de Markov,
Chebyshev, Chernoff

* with high probability (whp)
 Limitante da Uniao



Limitantes para Probabilidade

» Calcular probabilidade de um evento pode ser

dificil

» analiticamente intratavel
e computacionalmente intratavel

» Calcular um limitante inferior ou superior para
probabilidade pode ser mais facil

P
P

A
A

<U, * U, éum limitante superior

=L, = L,éum limitante inferior

* Em geral, estamos interessados na probabilidade
da cauda ou cabeca da distribuicao
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Cauda e Cabeca

e Seja X uma v.a com u = E[X]
e Cauda: valores de X bem maiores que u
e Cabeca: valores de X bem menores que u

IQ Score Distribution

34% 34% ° Exemplos
* P[X > ku] : prob. da
Cabeca Cauda cauda, k>1
14% 6 ° P[X < ku,] : prOb. da
cabeca, k<1
n.wnsﬁﬂ 35 13.[} 2% 14:.1% * Probabilidade de

0 eventos extremos,
u mails raros
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» Jogar 50 vezes dado honesto com 10 faces (1,2,...,10)
N = numero de vezes que o resultado foi um primo
» X. = resultado do dado na /-ésima rodada

N = Z 1 (Xl) < Vv.a. Indicadora de numero primo
i (vale 1 quando argumento é primo

P[N>40]="?
* Qual é a distribuicao de N?
« PIX;=1]=2/5 50 i [ \50—i
N-BinGs0,25)  P[N240]= Y (5_0)(2) (%)
=20\ 1 J\D)\D

e dificil calcular coeficientes de Newton
« sSomatorio poderia ser muito longo
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Desigualdade de Markov

* Importante limitante superior para probabilidade de
um evento

* relacao entre valor esperado e probabilidade

e Para qualquer v.a. X nao negativa e constante a>0,
temos:

P/ X=al=

* Prova
* |(X >=a) : v.a. Indicadora do evento X >= a
* Entdo al(X >=a) <= X

» Aplicando esperanca dos dois lados, temos
E[al(X >=a)] <= E[X]

P[X >=a] <= E[X]/ a

E|X] < s6fazsentido paraa> E[X],
a a esta na cauda da distrib.
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Voltando ao Exemplo

=0 zi§50—i
5[\

]
* Podemos aplicar desigualdade de Markov
a
* E[N] =50*2/5 =20

P[N>4()]<§ 1 < Chance de ver 40 ou mais

40 2 primos € menor do que 1/2

50
+ N~Bin(50,2/5) P[N=>40]= ),

i=40

P/ X=al=<
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Desigualdade de Chebyshev

e OQutro Importante limitante superior para
probabilidade de um evento

* relacao entre valor esperado, variancia e probabilidade

* Mais precisa que desigualdade de Markov
» Markov fol aluno de Chebyshev (russos)

e Para qualquer v.a. X com valor esperado u e variancia ¢?,
e qualquer k>0, temos

P[‘X—M‘zko]gl < prob de X estar k desvios

k* padrdo longe da média
* Prova
* Y =(X-pn? a=(ko)’
» Aplicar desigualdade de Markov usando Y e a
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Caso Interessante

e Se k:\/i . entao temos:

PHX—M\ZLMG]S%

e Probabilidade de X estar fora do intervalo
[W—1.41c, u+ 1.41c] € menor do que %2

* vale para qualquer distribuicao da v.a.
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Voltando ao Exemplo

* N~Bin(50,2/5) P|N=>40]|= SZO: 59 z)l(§
iza0\ I J\2/) 1D
* Podemos aplicar desigualdade de Chebyshev
P[\X—M\zko]s%

1 =50*%2/5) =20 , o°=50*2/5)*(3/5) =12
*{N >=40} ={N — u >= 20}
ko =20 - k=10/sqgrt(3)
P[N=40]|<P[|N—u|=20]<

50 —1

i=().03

1
(10/y/3)* 100
* Resultado melhor que por Markov!
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Desigualdade de Chernoff

 Limitante superior para para soma de v.a. independentes
X=Y, +..+Y,

* Resultado muito importante e muito usado
* perfeito para Binomial (soma de Bernoulli)
* muitas variacoes das desigualdades (mais faceis de usar)

« Seja Y, ~Bern(p), u = E[X] = np e qualquer 6> 0, temos

0 u
€ < prob da cauda
)1+6

(1 +§ (depois da media)

P[X=(1+d)u]<

P[X<(1-d)ul=<

(1 _ 6) (antes da média)
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— < prob da cabeca



Voltando ao Exemplo
50 50 2 i § 50—1i
' D

« N~Bin(50,2/5) P[N=>40]=) =
i=a0 \ 1 ]9
* Podemos aplicar desigualdade de Chernoff
0

w

e
P[XZ(1+6>M]S (1+6)1+6
+ 1L = 50%(2/5) = 20
*(1+0)u=40 - 0=1
1 20 20
P[N>(1+1)20]< (1+el)m :%:0.00044

* Resultado bem melhor que por Chebyshev!
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With High Probability (whp)

e Seja n um parametro de um modelo probabilistico

« eX. numero de rodadas de um dado, veértices no grafo G(n,p)
* Seja A(n) um evento no respectivo espaco amostral
* A(n) ocorre with high probabillity (whp) quando

1

P[A(n)]z 1—— = paraalgum a > 1 constante

n

- Repare que lim P[A (n) ]=1 < convergéncia em

n=> oo

* Repare gue a proba

P[A(n)]=1-P

probabilidade

nilidade complementar de A(n) decresce

1

:A(”)]SF
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- Considere Y, resultado de moeda honesta é cara, Iid
X=Y +.+Y_

X = nuUmero de caras em n jogadas, u = n/2

* Onde esta quase toda a “massa” da distribuicao?
e prob. da cauda vai a zero com n

* Ou seja, qual o valor de A tal que P[X>pu + A] <1/n
P|X= (1+6>M] <p W3 < variagdo da desigualdade

de Chernoff
c(l+to)u=u+A - 0=Au
—(L)ZMB _237;1
P X=u+hl|<e "' " "=e °"=1/n

>A=+3/2nlnn
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llustrando o Exemplo
+se A=+v3/2nlnn entio P/ X=u+A|<1/n

* N1=1000 (lancar moeda 1000 vezes)
* u=500
A=+3/2nInn=+15001n1000=101.8

e Entao

P[X>500+102]=P[ X >602]<0.001

* Ou seja, observar 602 caras ou mais € bastante raro, ao
jogar uma moeda honesta 1000 vezes

« Podemos apostar com bastante seguranca!
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e Famoso Union Bound

* muito usado na computacdo e matematica

o (itil para lidar com muitos eventos que nao
necessariamente sao mutuamente exclusivos ou
iIndependentes

» SejJam A e B dois eventos em um espaco amostral

emos que

P|AVB|=P|A+B|=P|A|+P|B|-P|AAB]

<=P[A]+P[B]

e« Se A e B sao mutuamente exclusivos, temos

igualdade (pois intersecao € vazia)
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Limitante da Uniao

 Seja A, uma sequéncia de eventos de um espaco
amostral, com/=1,..., n
* Temos que

—p[> Aa]<>. PlA

- Se A forem identicamente distribuidos (mesma probab)
:P[Z Ai]SZ P[A;]J=nP[A,]

e Caso contrario, alnda temos

ZA <ZP J<nmax, P|A,]
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* Jogar um dado honesto trés vezes. Qual a
probabilidade de sair 6 ao menos uma vez?

- Seja X o resultado da /i-esima rodada

P[X,=6V X,=6V X.=6|<P[X,=6]+P[X,=6]+P[ X,=6]
1, 1
'_3(6)_5

* Qual é a probabilidade exata?
e Complemento de nao sair 6 em nenhuma rodada!l
1-P| X, #6 AX,#6 A X ,#6|
=1-P|X,#6|P|X,#6|P| X.,#6]  (por independéncia)
5 3
= 1_(6) =0.42 < Limitante deu um bom resultado!
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» Jogar um dado honesto 10 vezes. Qual a
probabilidade de sair 6 ao menos uma vez?

» Seja X, o resultado da /-ésima rodada

P[.ul.{Xl.:es}]:P[z,{XFGHSlO(é):g

- Nada util!!!

 Limitante da uniao demanda parcelas com
orobabilidade peguena e/ou pequeno numero de
parcelas!

e caso contrario, resultado nao é util
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» Considere kn bolas jogadas aleatoriamente sobre n urnas,
parak>=1

- Qual a prob de termos ao menos uma urna vazia (p,)?

- X.: v.a. Indicadora que urna / esta vazia

kn
P[Xi]Z(l—l) - prob. urna i vazia
n
e Limitante da uniao )
. C 1"
pO:P[°Ui{Xi}]:P[Z{Xi}]Sn(l_E>
i=1

* Exemplos
- N=10, k=3 - p,<=0.42

- N=100, k=2 - p <=13.4 (nada util)
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