Aula 15

Roteiro

* Otimizacao

 Caixeiro viajante

* Hill Climbing

* Distribuicao de Boltzman
* Simulated Annealing

* De volta ao caixeiro



* Considere espaco discreto S e funcao f que avalia
cada elemento, f: S - R

* Problema: encontrar um elemento de S que
minimiza (ou maximiza) f

S°={e | e=argminf(s)]

e ldeia 0: enumerar elementos de S, encontrar
valores minimos

* funciona apenas se |S| € pequeno (ex. 10°)

e ldela 1: criar uma estrutura sobre os elementos de
S, procurar utilizando a estrutura

 estrutura € um grafo, vertices sdo elementos de S
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eS5={1,2,3,4,5,6,7,8} f(s)=1/s
* Criar um grafo com elementos de S
 grafo deve ser conexo
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» Usar estrutura do grafo para buscar por elemento
gue minimiza f

* percorrer o grafo pelas arestas (busca em grafos)
 usar valor de f nos vizinhos para guiar a busca
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* Considere n pontos no plano
V.= (X, y) - coordenadas de cada ponto

* Considere a distancia euclideana entre pares de pontos
* Problema: encontrar percurso com menor comprimento
* percurso € permutacao dos pontos

e S = todas as permutacoes; f = soma das distancia entre
pontos consecutivos na permutacao

* Exemplo:n=4 P, =1,23,4 f(P)=d(1,2)+d(2,3)+d(3,4)

A . 1 «P,=4,2,13 1P, =d(4,2)+d(2,1)+d(1,3)
) P =1432 f(P)=d(1,4)+d(4.3)+d(3,2)
X\ * Qual &€ 0 menor percurso?
° 4 * numero de percursos = |S| = n!
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Grafo do Caixelro Viajante

e Cada permutacao é um veértice do grafo
- Aresta entre P, e P, sse P, e P, diferem em apenas um par

de elementos

e uma unica troca entre as duas permutacoes

* Exemplo
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 Grafo é conexo

» Cada vertice do grafo (permutacéao)
define um custo: f(s)
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.

 Como explorar o grafo em busca do 6timo?

Algoritmo guloso

1) Comecar em um vertice qualquer
2) Avaliar qualidade de todos 0s vizinhos
3) Transicionar para vizinho de menor/maior valor

4) Repetir enquanto puder

* Algoritmo conhecido como Hill Climbing
* Desce/sobe gulosamente pela montanha

* Problema: minimos/maximos locais
e Vértice cujos vizinhos sao todos superiores/inferiores
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Exemplo

«S5=1{1,2,3,4,5,6,7,8}, f(s)=1/s
* Encontrar o minimo
* Hill Climbing - transicionar para vizinho de menor valor

coss:

niciarem4:4 -5 .7 - 8
niciarem 1: 1 —» 6 (minimo local)
niciar em 2: 2 - 6 (minimo local)

elniclarem1:1 -5 .7 - 8

* Iniciar em qualquer vertice leva
ao minimo global
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MCMC to the Rescue

e Como lidar com minimos locais?

 Ideia: Nao ser tao guloso; usar aleatoriedade para controlar
a gula!

* permite transicionar para vizinho gue seja pior, incluindo pior
gue veértice atual

* Transformar o grafo em uma CM irredutivel e aperiddica
e garante que todos os estados serao visitados
 Mas com qual distribuicao estacionaria?

e vertices com valores menores tem mais chance de
serem visitados

 Usar Metropolis-Hastings para construir CM com mw_
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Distribuicao de Boltzman

* Espaco S e funcao f que avalia cada elemento
e Considere parametro T > 0, chamado de temperatura
* Probabilidade associado ao elemento s dada por

_M f(s)
n n — T
== e | mmr 2=

« Para um T fixo, menor f(s) maior rw_

* valores menores de f(s) tem probabilidade
exponencialmente maiores

* Para problema de maximizacao, trocar sinal da
exponenciacao
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Distribuicao de Boltzman
f(s)

* O que acontece quando T e T
€ muito pequeno? o =

C -

” /

e valores menores se destacam mais

e Seja a(T) a probabilidade de um elemento de S escolhido
aleatoriamente com probabilidade m_ ser minimo em f

* Teorema: lim o (T): 1
T-0

* Boa noticia: probabilidade de escolher um elemento minimo
val a um quando T val a zero

« amostrar CM usando . como distribuicao estacionaria

e diminuir T para aumentar chances de escolher o ml’nglrgrgegedom



e Técnica de otimizacao para resolver problemas de
maximo/minimo global em espacos discretos

e Construir uma sequéncia de CM usando Metropolis-
Hastings e distribuicdo de Boltzman com diferentes valores
para T

e cada valor de T induz uma CM e uma distribuicao mw_
« Escolher T.>T,>T,...com T - 0quando/ - infinito
« Escolher N, N,, N, .... e estado Inicial qualquer X,

 N.: numero de passos na CM com temperatura T

«(T,,N), (T, N,), ... € chamado de annealing (agenda de
resfriamento)
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« Simular CM com T por N, passos a partir de X,
e seja X, 0 estado final

e Trocar para T, e simular CM por N, passos a partir de X, ,
e seja X, ,0 estado final

e Trocar para T, e simular CM por N, passos a partir de X, ,

* @ assim por diante

* Troca de temperatura muda apenas as probabilidades de
transicao nao nulas (estrutura se mantém)

* Ideia: “resfriar’ simultaneamente com a geracao de um
caminho amostral

* torna-se mais dificil transicionar para valores piores
* Guardar estado de menor valor ao longo de toda simulacao
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«(T,,N,), (T, N,)),...chamado de annealing
* Escolha do annealing é fundamental para garantir
convergéncia para otimo global

e se resfriar muito rapido, CM pode “ficar presa” em
minimo local

« Teorema: se T decresce devagar o suficiente, entao
P[ X ser otimo] — 1 quando t - infinito
* Problemas
(1) devagar o suficiente depende do problema

(2) devagar o suficiente pode ser muito lento para ser
usado na pratica
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Estratéegias de Resfriamento

 Como T deve decrescer com o numero de passos na CM?
* Ideia: definir temperatura para cada passo
« N.= 1 para todo /

* 7(t): temperatura a ser usada no passo t
 Funcoes geralmente usadas, paraum 7,>0e0<f <1

T (t) =T, ﬁt - Exponencial
T(t):TO—ﬁt - Linear
a . Logaritmico
T (t)= - Prova de convergéncia global se a
108 (t +b) for grande o suficiente e b constante

 Mas caminho amostral pode
ser muito longo (t tem que crescer

muito para temperatura ser baixa)
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Estratégias de Resfriamento

 Estratégia de resfriamento anteriores era fixas
* nao dependem das amostras geradas
* Ideia: Estrategia de resfriamento adaptativa (dinamica)
* usa valores das amostras para resfriar
e usar diferenca f(X) — f(X_,) para definir redugao em T
(ex. proporcional a diferenca)
* Adiciona camada de complexidade, na teoria
* sequéncia de CM depende do caminho amostral
* Na pratica, pode funcionar bem
* Sem muitas garantias tedricas

Figueiredo 2021



Voltando ao Caixelro Viajante

* Permutacoes das cidades como estados da CM
* Transicao entre permutacoes: inverter parte da permutacao

e escolher indicesiejem [1, n], com i <], inverter
permutacao atual entre os indices j e

* Exemplo

123456789 3 ~ 126543789

817259734

» 827159734

* Objetivo é redefinir (inverter) pares de arestas

14 2

. 3 ", *Exemplo com n=14
-

| t . >/\ =5, j=11
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Voltando ao Caixeiro Viajante

* Numero de transicdes de saida = numero de escolhas para |/, |,
comi<j
e escolha sem repeticao em [1, n] —» n(n-1)/2 possibilidades
* nao depende da permutacao
* Logo, PI(1, )] = 1/(n(n-1)/2) para qualquer I, |
* CM base é simétrica

 todo estado tem 0 mesmo grau de saida e mesmas
probabilidades de transicao

« Definir & de acordo com distribuicao de Boltzman

* S € uma permutacado, com comprimento de caminho
dado por f(s)

« f{(s) nao depende de T, mas n_ depende
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Voltando ao Caixelro Viajante

« Definir CM com &t_ via Metropolis-Hastings, com T > 0

* Probabilidade de transicao de s para s’
* CM base é simétrica
e escolha de (i, j) define a transicao (define qguem ¢é s’)

f(s)=f(s")
2 : T ,
P, .= min{e ,11 , sesl=s
* n(n—1)
e Se f(s’) for menor, entao aceita com probabilidade 1
* escolha uniforme entre vizinhos s’ melhores que s

e Se f(s’) for maior, aceita com probabilidade que é
Inversamente proporcional a diferenca

* menos chances de aceitar permutacao que aumenta muito
0 comprimento do caminho
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Voltando ao Caixelro Viajante
%

o

* Como definir agenda de resfriamento?
«(T,,N), (T,,N,), (T,,N,), ...

* Nao temos muita teoria para isto (infelizmente)
* usar estratégias anteriores

* Na pratica, tentativa e erro usando experiéncia adquirida
e comecar com instancias peguenas

* Exemplo interativo na web:
http://toddwschneider.com/posts/traveling-salesman-
with-simulated-annealing-r-and-shiny/
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