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* Distribuicao estacionaria

* Tempo de chegada

* Distancia de variacao total
e Convergéncia

* Reversibilidade
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* Nascimento e morte



Cadela de Markov

*S . espaco de estados da CM

* P . matriz de transicao de estados

« X . v.a. que determina o estado da cadeia no

Instante de tempo t, parat=0,1,2,...

* Estamos interessados em
eP[X =s]=m(t)

* Sabemos que para um estado incial, temos
n(t)=n(t—1)P=n(0)P

e sera que depende em w(0)?
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Possivel Convergéncia

« Observacao 1: X, nao converge

« X _passela pela cadeia para sempre, trocando de estado
« Observacao 2: P[X =s.] pode convergir

« Prob. de encontrar X no estado s ou fracao de vezes
que X e igual ao estado s, (intuitivamente)

* Estamos Iinteressados em valores grandes de t
lim,,., 7 (t)=lim,,., ©(0) P

* mas temos que formalizar este limite, pois & € um vetor
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Distribuicao Estacionaria

* t . um vetor de distribuicao em uma CM com matriz de
transicao P

* Dizemos que &t (vetor linha) € uma distribuicdo estacionaria
sse

JT,SZO ZTCSZI < Vetor de probabilidade
seS
TnP=n - J'Ei:szT,jPﬁ , para todo i

* Ou seja, ao multiplicar  por P temos &t de volta
e “estacionou”, nao temos mais evolucao
* Repare que se w(0) € uma distribuicao estacionaria, entao
(1) = w(0)P = n(0)
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Exemplo Modelo On-Off

1/3
| lme @] p_[-75 .25
- 67 .33

JT

(8/11 3/11) < Distribuicdo estacionaria

e VVerificando: P = ?

7, =8/11%3/4+3/11%2/3=8/11
n,=8/11%1/4+3/11%1/3=3/11

Se m(0) = & entao temos que (1) = xOP = =«
e vetor de probabilidade esta estacionado!

Figueiredo 2021



- T,: Tempo (em transicOes) necessario para sair de
um estado s e chegar a outro estado S (hitting time)
e NUMero de transicoes T, é aleatorio, T,=E[T,]
T.=min{t|X,=s AX,=s,|

 Se I =, temos T, chamado de tempo médio de
retorno ao estado s.

* nUmero médio de transicdes para sair e voltar ao
estado s,

» T, nao depende de ni(t) pois estamos condicionando
em estar em s,
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Tempo de Chegada

* Teorema: Para qualquer CM irredutivel e
aperiodica, para qualquer dois estados s. e S,

temos o seguinte:

P[Tij< 0]=1 - Probabilidade de T, ser infinito € zero

« Nao ha chances de sair de s ficar

circulando pela cadeia e nunca chegar
as,

E [TU]Z T; <% «Valor esperado do tempo de retorno
para qualquer estado s, € finito

 Boa noticial
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Distribuicao Estacionaria e
Tempo de Retorno

* Teorema: Para qualquer CM irredutivel e
aperiodica, para qualgquer estado s, temos a

seqguinte relacao
* Relac&o entre tempo médio de retorno
T, = = e distribuicao estacionaria
1] * Conhecer um determina o outro!
e Intuicao: na média a dinamica visita s,
1 vez a cada t, passos
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Exemplo

. [ 113
3/4>0n\ 2/3 /fo‘ P—('75 '25)

y - B
- 14 St .67 .33

n=(8/11 3/11) =  Distribuicdo estacionaria

* Tempo medio de retorno do estado On (1) e Off (2) ?
et, =1/x, =11/8 =1.375

*T,, = 1/752 =11/3 = 3.666
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e Como medir a distancia entre dois vetores?

* Precisamos disto para medir aproximacao da
distribuicdo estacionaria

* ha muitas maneiras, uma delas é variacao total

* Seja o e P dois vetores de probabilidade em S, a
distancia de variacao total entre eles € dada por

1
dTV(oc ,[3)25 Zk o =By <« d_ temvalorentreOe 1l

*Sea=pentao d, (a,,p)=0
* e Vvice-versa
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Exemplo e Convergéncia

* \Vetores de probabilidade de mesma dimensao, n=5
*2=(0.10.20.30.30.1)
-B:®20101050D

Z ot — Bk\— (0.1+0.1+0.2+0.2+0)=0.3

- Considere sequéncia de vetores o, o

« Sequéncia de vetores o, converge para 3 em
variacao total sse

liInt-)oo dTV ((Xtﬁ ﬁ) =0
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Convergéencia em CM

* Teorema: Para qualquer CM irredutivel e
aperiodica, para qualguer condicao inicial wt(0),
temos que

: _ it € uma distribuigao
lim, ., dpy (75 <t> ’ 75) =0 estacionaria da CM

e Além disso, it € unica!

* CM sempre converge para a mesma distribuicao
estacionaria, independente da condicao inicial

e Também chamado de estado estacionario,
ou equilibrio da CM
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 Otima noticia, mas como encontrar x ?
1) Método iterativo

n(t)=n(t—1)P=n(0)P
» fazer iteracao até critério de convergéncia

2) Método direto
n=nP
* resolver sistema de equacoes, adicionando a equacao

ZI. =1

3) Monte Carlo

e Usar propria cadeia para gerar amostras para
estimar st ou estimar t. para todo s.
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Modelo On-Oft

» Distribuicio estacionaria? 1| lzn< /\gl-q
o @6
p

* Sistemas de equacoes
rc,:zj ;P Zi =1

751:751P11+752P21:(1_p)ﬂ71+qﬂ32
752:751P12+752P22:P751"'(1_(])752

T, +a,=1
e Substituindo &, = 1 — x, na primeira equagao, temos
0, =(1-p)m+q(l-m) > m= p:]_q
P

e m,=
p*q
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* Uma classe bem especial de CM
e usada por muitos algoritmos, incluindo MCMC
« Reversivel no tempo: evolugao de X, € o mesmo se t val
para frente ou para tras

* Uma CM & dita reversivel para a distribuicao de
probabilidade  sse

P, =m, P,
Massa de prob = Massa de prob
fluindo de s, para s, fluindo de s, para s,

e Se &t existe entao wt € também distribuicio estacionaria
* Uma forma ainda mais forte de equilibrio!
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Passelos Aleatorios

e Seja G=(V, E) um grafo nao direcionado

* Considere um andarilho que passeia pelo grafo de forma
aleatoria, sem preferéncia e sem memoria

e escolhe uniformemente proximo vértice entre vizinhos
do vertice atual

Andarilho

p,=%,p,=%,p,=1/3,p,,=1/3,p,=1/3, ..
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 Andarilho induz uma cadela de Markov sobre o
grafo G

 forma de colocar “movimento” no grafo
« X_: vértice onde andarilho se encontra no tempo t

* Matriz de transicao de probabilidade

1 * D € a matriz diagonal com o
P=D A Inverso do grau de cada veértice

* A € a matriz de adjacéncia de G
* Ali,j]] =1 sse i e | sao vizinhos

- Outra forma: P, = 1/d, se (1, j) sao vizinhos, O c.c.

- onde d. € o grau do vértice |
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* Qual a distribuicao estacionaria do andarilho ?

d

Yy _ _ m €& o0 numero de
ni_? K—Zi d;=2m arestas em G

* Incrivel: s6 depende do grau do vértice |
e K é constante de normalizacéao
* Vértices com mesmo grau tem a mesma probabilidade

* Alem disso, CM e reversivel
v, P, =m. P, < Podemos verificar

e tanto faz andarilno andar para frente ou para tras
 equilibrio mais forte para esta CM
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'8
Andarilho
| \\4 7

/g \

K=Y d=2m=24 @ ® @

2 3 3 5 3 3 3 2)
24 24 24 24 24 24 24 24

=

* Independente de onde andarilho inicia, distribuicao
de sua posicao converge para m

 prob de encontrar o andarilho no vértice i
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Processo de Nascimento
e Morte (Birth-Death)

* Generalizacao do modelo On-Off para mais estados
 CM muito utilizada, varias aplicacoes praticas
 Kestados: 1, ..., K

* TransicOes apenas entre estados vizinhos (com possivel
loops)

e matriz P e tridiagonal
R B, B

Ky
ST B S a3
B, B, B3 L

« Em geral, p..., € p,, . possuem alguma lei de formacao

* modelo geralmente é bem regular
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Processo de Nascimento
e Morte (Birth-Death)

* Qual e a distribuicao estacionaria?

A, 5, R Ky
(V ko () & () =& Ry ()
O OSSO RN O
— f— F— F—
PE,I E,l EI,J ‘F]i-:,]{-l

* Assumindo que CM e reversivel, temos TIJI-P,-J- — T, le-

* Vamos definir = como possivel candidato, e assumir algum
valor para wt,. Temos entao i
H ] j+1
1

PJ'+1,J'

J=1

m, P, T = P, 1 P, Py .=
= — =—
P, P, P, P,

U, —
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Processo de Nascimento
e Morte (Birth-Death)

« Mas quanto vale w,?

K K K j,j+1
_ _ j=1 _ Z j=1
1_2 ﬂi_z i—1 _Tcl i—1
i=1 i=1 i=1
PJ"‘1 J Pj+1,j
j=1 j=1
* Logo, i~1 -1
K Pj,j+1
— j=1
Tt Z;‘ i—1
1=
Pj+1,j
j=1

e Modelo BD é reversivel, e t € sua distrib estacionaria
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* Considere uma fila onde a cada instante tempo chega ou
sal um objeto da fila

e chegada com prob p, saida com prob g, p+g<1
e fila tem capacidade para armazenar K objetos

* Modelo BD com K+1 estados (fila vazia + K)
P.,=p,1=0,..... K-1; P, ,=q I=1,...., K, ; P,, = 1-p-q

Li+1
g)i
q

e Estado estacionario?

1
ﬂ:OH Pj,j+1
j=1 _
i — Tt
Hpjﬂ,j
j=1

_ 1-plq
—(plq)*™

,parap<gq

K
o= Z

%2

T, =

l
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Exemplo da Fila

« K=10, p=0.3 (chegada), g=0.4 (saida)
* Aplicando as férmulas temos

1-0.3/0.4
o= =0.261 TT,=TT
" 1-(0.3/0.4)"°" ’

0.3

0.4

* Probabilidade da fila estar vazia (em estado estacionario)?
n,=0.261

* Probabilidade da fila estar chela (em estado estacionario)?
., =0.015

* Valor esperado do tamanho da fila (em estado
estacionario)?

K
Z 17T,=...
i=0
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0.1
»(E * CM é irredutivel?  Sim!
N * CM é aperiodica? Sim!
0.3 06 <« Qual é sua distribuicao estacionaria?
Ia * por inspecao, sem fazer conta
’\ﬂ n=%Yparai=1,2,3,4
** « Podemos verificar facilmente!

* CM é reversivel? Nao!
. 16 3 o 13 3
1P= 707207 "2 P74 10 T 40
* Intuicao: processo gira mais em uma direcao (anti-horario)

e direcao do tempo (para frente ou para tras) determina
direcdo mais girada, nao sendo reversivel

Figueiredo 2021



	Slide 1
	Slide 2
	Slide 3
	Slide 4
	Slide 5
	Slide 6
	Slide 7
	Slide 8
	Slide 9
	Slide 10
	Slide 11
	Slide 12
	Slide 13
	Slide 14
	Slide 15
	Slide 16
	Slide 17
	Slide 18
	Slide 19
	Slide 20
	Slide 21
	Slide 22
	Slide 23
	Slide 24
	Slide 25

