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The motivation of this work came from a Global Optimization Problem origina-
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Capitulo 1

Problema de Conformacao Molecular

1.1 Motivacao

O problema, que motivou este trabalho se chama Problema de Conformagao Molecu-
lar (PCM) que consiste em determinar a estrutura tridimensional de uma molécula
a partir da sua estrutura priméria. Essa estrutura depende apenas da seqgiiéncia de
atomos e das interacoes covalentes e nfo-covalentes entre eles. Conhecer a estru-
tura tridimensonal é importante pois dela se infere as propriedades fisiol6gicas da

molécula.

As técnicas tradicionais da Bioquimica para determinar a estrutura de uma
molécula sdo a Cristalografia de Raios-X (para proteinas apenas), Ressonéncia
Nuclear Magnética e Espectro de Dicroismo Circular. Ambos utilizam processos
quimicos e fisicos para determinar essa estrutura e por esse motivo estdo sujeitos
a limitacoes fisicas, como por exemplo: falhas, incertezas, serem inadequados para
algumas moléculas, o processo é demorado e requer o preparo prévio de material.

Tudo isso torna essas técnicas custosas para moléculas de grande porte.

A abordagem matemética do problema, por outro lado, se propde a identificar a
estrutura de uma molécula apenas por meios que nao sdo influenciados por nenhuma
limitacdo fisica. Além disso, o método matematico se aplica a qualquer molécula de
qualquer tamanho, podendo gerar respostas que estejam téo proximas da realidade

quanto se deseje (e o modelo permita). O finico requerimento para isto & tdo so-



mente a implementagao de um programa que calcule a energia potencial da molécula
em questdo (bem como suas derivadas, se possivel) como vamos ver mais adiante.
Apesar da formulagdo matematica ndo envolver questdes muito complexas, a reso-
lugcdo do modelo consiste num desafio pois 0 modelo é néo-linear nao-convexo, e, 0
nimero de minimos locais do modelo cresce exponencialmente com o tamanho das

instancias.

1.2 Formulacao do Problema

Resultados da Bioquimica indicam que a estrutura tridimensional de uma molécula
no seu estado nativo geralmente estd associado 4 menor quantidade de energia po-
tencial dessa molécula. Essa energia potencial é calculada de acordo com as forgas
fisicas que atuam entre os 4&tomos dessa molécula. Dessa forma, podemos expressar a
quantidade de energia em funcdo da posi¢ao dos 4tomos em relacio a um referencial

fixo.

A energia potencial é resultante das interag6es entre os 4tomos de uma molécula.
As interagoes (de natureza quimica) podem ser: covalentes (associadas as ligagoes
entre os 4tomos vizinhos) ou nfo-covalentes (associadas as interagdes entre dtomos
nfo ligados covalentemente). As interagdes geralmente utlizadas podem ser mode-

ladas da seguinte maneira:

e LigagOes covalentes: mantém 4tomos vizinhos a uma distincia constante. Pode

ser modelada como:

By = ky(r —10)?,

onde k; é a constante de energia da ligacdo, r € o comprimento da ligagéo e g

é a constante de equilibrio da ligagao.

e Angulo de ligacio (covalente): o angulo de ligacio # entre os &tomos A, B e C,
ligados covalentemente, é definido como o 4ngulo entre as ligacoes covalentes

AB e BC na figura 1.1. A energia potencial é representada por:
Ey = k(0 — 60)?,

2



onde ky é a constante de energia do 4ngulo, 8 é o 4ngulo de ligacdo e 6y é a

constante de equilibrio do 4ngulo.

Figura 1.1: LigacGes covalentes: angulos de ligagdo (6) e diedrais (¢)

e Angulos diedrais (covalente): Um angulo diedral (ou angulo de torsio) ¢ entre
quatro atomos A, B, C e D, ligados covalentemente, é definido como o 4ngulo
entre os planos ABC e BCD representados na figura 1.1. A energia potencial
associada é dada por

Va
By = <[ +cos(ng — )],

onde ¢ é o 4ngulo diedral e V,,, n e 7y sdo constantes que dependem dos 4tomos

envolvidos.

e InteragOes iOnicas (ndo-covalente): ocorrem entre grupos eletricamente car-
regados e exercem influéncia importante na estabilizagao da molécula. Segue

a lei de Coulomb e pode ser dada por:

onde g; e g; representam o valor das cargas parciais dos dtomosie je D é a

constante dielétrica do meio (solvente) e 7;; € a distincia entre eles.

e Pontes de hidrogénio (nfo-covalente): sdo decorrentes das polaridades de gru-
pos neutros de &tomos. Podem causar efeitos semelhantes &s interagoes i6nicas.

Sao calculadas segundo a expressao:

B = Cij Dy;
hb ’f‘ﬁ - ﬁ()‘)
i i



onde Cj; e D;; sio constantes que dependem dos dtomos i e 7, e 7;; ¢ a distancia

entre eles.

e Interacdes hidrofébicas (ndo-covalentes): associagdo de grupos ou compostos
nao-polares entre si, nos sistemas aquosos, por causa da tendéncia das molécu-
las de agua circundantes de adquirir o seu estado mais estével (desordenado).

D—-2
e(rij) =D — —5 [(s735)% + 28735 + 2] 774, (1.1)

onde r;; é a distancia entre os 4tomos i e j, D =78 e s =0, 3.

e Interactes de van der Waals (ndo-covalentes): sfo interagoes decorrentes da
inducao de cargas parciais quando os orbitais de elétrons se aproximam. Es-
sas interagOes decorrem dos efeitos de dispersdo e de exclusdo de Pauli. Sao

importantes na estabilizacdo da molécula. A expressdo é dada por:

E N AZJ Bz'j
vw T 19 T 6 0
T T

ij ]

onde A;; e B;; sdo constantes que dependem dos 4tomos i e 7, e 7;; é a distincia

entre eles.

A expressdo completa da func¢do de energia potencial fica:
FEP = ) (k(r—m)?

+ Z(kg(e — 6)%)

+ Z (U wo

- %}(;”[1 + cos(n — 7))
qiq;

" Z (Dri]-)

+ Z (D - — [(STij)2 + 25735 + 2] e—s”j)
C;

Y (- )
A;j

(%)




1.3 A Funcao-objetivo

As duas primeiras moléculas utilizadas eram pequenas, de estrutura conhecida e
serviram para verficar o método. Eram elas: pseudoetano (que nio existe na na-

tureza) e 123-tricloro, 1-flior propano mostradas na figura 1.2.

N L NS

Figura 1.2: Pseudoetano (esq.) e 123-tricloro, 1-flior propano (dir.)

A intencdo inicial era encontrar a estrutura tridimensional de uma molécula real.
A molécula de polialanina (figura 1.3) foi escolhida por ser composta de seqiiéncias
repetidas de Atomos. Isso possibilitaria gerar uma familia de exemplos com dimen-
sbes tdo grandes quanto se desejasse com uma mesma implementacdo computacional.
Mas logo se notou que a avaliacio das derivadas da fungio de energia potencial para
esta molécula era deveras complexo. Uma primeira simplificacio foi feita usando-
se uma molécula ficticia consistindo de apenas uma seqiiéncia de 4tomos. A essa

molécula deu-se o nome de cadeia.

¢ ] 6
C, ¢C c, ¢

& A 4
\ \ oh
B, Ni, NH,

Figura 1.3: Alanina (esq.) e Cadeia (dir.)

Ainda assim, as derivadas estavam muito mais complicadas do que se imaginava.
Isso se devia mais pela heterogeneidade dos termos do que pela sua quantidade.
Partiu-se entdo (abrindo mao de aplicar o algoritmo a uma funcdo que modelasse
uma molécula) para uma fungdo sintética que foi montada em [53] cujo minimo é
conhecido, se comporta como as fungdes de energia potencial (nimero exponencial

de minimos locais) e possui uma expressdo bem mais simples (0 que permitin a



avaliacio de suas derivadas). Essa fun¢io serd chamada de CF em referéncia ao seu

autor.

1.4 Implementacgao

A implementacdo da funcdo computacional que avaliasse tanto a funcdo matemaética
da energia potencial quanto suas derivadas primeira e segunda para as moléculas po-
lialanina e cadeia logo se mostrou um trabalho muito complexo. Em primeiro lugar
tentou-se usar a facilidade de geracao de codigo-fonte a partir do pacote matemati-
co Maple [9]. Essa opcdo foi logo descartada pois o codigo-fonte gerado & muito
ineficiente e de dificil compilagio. Partiu-se para a implementacdo da funcio com-
putacional manualmente (em oposi¢do a forma automéatica do Maple) da fungio
usando-se o Maple para validar a versdo manual. Conseguimos maiores avancos mas
nem todas as derivadas funcionavam de forma que fomos obrigados por motivo de
tempo a simplificar mais ainda nosso exemplo. Desta forma, terminamos optando

pela funcido C'F.

1.5 Organizacao do Texto

Esse trabalho estd dividido nas seguintes partes. O capitulo 2 discorre sobre a
Otimizacdo Global, alguns métodos tradicionais da area e o método branch-and-
bound em particular. O capitulo 3 d4 uma introducdo aos conceitos bésicos da
Aritmética Intervalar que serd usada no método. O capitulo 4 detalha a implemen-
tacdo do método branch-and-bound intervalar e o capitulo 5 acrescenta detalhes da
paralelizacdo desse método. O capitulo 6 d4 detalhes de implementacgio. Por fim, o

capitulo 7 mostra as conclusbes do trabalho.



Capitulo 2

Otimizacao Global

Como foi visto no capitulo anterior, matematicamente, o PCM consiste em descobrir
o menor dentre os minimos locais da funclo de energia potencial. Essa funcio é ex-
tremamente complexa o que enquadra o problema numa categoria mais abrangente:

a de otimizacdo global.

2.1 Introducao

H4 muitos problemas praticos, notadamente na indfstria, que podem ser modela-
dos simplesmente usando funcoes lineares, por exemplo: transporte, distribuigio,
localizagao de facilidades, escalonamento de tarefas e de tripulagio. Para estes pro-

blemas, varios algoritmos computacionais sdo bastante conhecidos e desenvolvidos.

Mas, nao menos fregiientemente, encontra-se problemas intrinsecamente n#o-
lineares. Exemplos estao espalhados em muitos campos de atuacéo, na fisica, quimi-
ca, biologia, economia, engenharia, sistemas sociais, e mesmo nas areas ji citadas
anteriormente. Para alguns casos de problemas néo-lineares, podemos verificar numa
caracteristica especial (convexidade) que, por garantir a unicidade da solugio mi-
nima, permite certificar-se de que a solugdo encontrada por determinado algoritmo
seré a otima. Essa caracteristica é especial porque define de forma precisa a solucéo,
além de fornecer subsidios para a construgio de algoritmos. Além do mais, tam-

bém sdo conhecidos varios algoritmos eficientes (uns mais genéricos, outros mais



especializados) que podem ser empregados na resolucio desses problemas.

Continuando na direcdo do mais genérico, existem problemas nio-lineares para
0s quais ndo se garante a propriedade de convexidade. Parte-se do principio de
que existe mais de um ponto que represente uma solucao 6tima ou mesmo uma boa
solugdo (proxima a solugdo 6tima). Dependendo da fungdo e da regido do conjunto de
solugbes viaveis (espago viavel) onde a busca deve ser feita, solugbes boas tornam-se
6timas e vice-versa. Devido a hip6tese de que ndo ha uma estrutura especial deve-se
supor, € é o que acontece, a existéncia de tantas solucbes locais quantas se possa

imaginar.

J4 que os algoritmos classicos da Programacdo Nao-linear admitem convexidade
(unicidade da solugdo 6tima), eles falham quando aplicados a um problema mais
geral, pois eles terminam encontrando uma solugdo 6tima local (dependendo da
fungiio e do ponto de partida) que eventualmente pode vir a ser a solugdo global.
Mas “eventualmente’ ndo é uma caracterfstica muito desejavel, dessa forma, levando
4 necessidade de desenvolvimento de novos algoritmos préprios para encontrar a

solugio 6tima global entre as tantas locais existentes.

2.2 Definicao

A otimizacao global é, portanto, a parte da Programacao Mateméatica cuja preocu-
pacio reside em determinar o menor dos minimos locais de um problema. Matema-

ticamente, descreve-se um Problema de Otimizacdo Global (POG) como:

min global f(x)

s.aa.: gi(z) <0,i=1,...,p
hi(z) =0,j=1,..,q (2.1)
z e R

f i, :R* =5 R

Sem perda de generalidade, estamos assumindo um POG como um problema de
minimizacdo. Chamaremos, de agora em diante, solucao global 6tima de minimo

global (ou minimo absoluto) e solu¢do 6tima local de minimo local.

8



2.3 Classificacao e Propriedades

De acordo com o espaco de solucoes vidveis do problema, podemos classificar POGs

el

e POG Combinatério: a funcdo objetivo é definida sobre um conjunto de solugoes

que é finito (discreto), porém muito grande.

e POG Irrestrito: a funcdo objetivo é definida em todo o R™ ou, no méximo com
restrigdes de caixa (I; < z; < w7 =1,...,n). Isso significa que néo existem as

fungdes ¢; nem h; (p=q =0).

e POG Restrito: a funcéo objetivo é definida como no caso anterior, s6 que, ago-
ra, aparecem as funcdes g; e/ou h; (p # 0 ou g # 0). Essas fungdes complicam

ainda mais o problema, pois tornam o espacgo de busca mais complexo.

Teoricamente, todos esses problemas sdo considerados de dificil solugdo (NP-
Hard [69]). Mas, devido ao passo acelerado em que cresce a capacidade de pro-
cessamento e de armazenamento dos computadores, instincias cada vez maiores se
tornam trataveis em um tempo razodvel. Juntamente ao desenvolvimento tecnolégi-

co, novas técnicas, antes invidveis, podem agora ser desenvolvidas e aplicadas.

2.4 Métodos

Ha4 varias abordagens para resolver um POG: algumas de cardter mais geral, outras
que fazem uso de estruturas conhecidas do problema (exemplo: fung¢des concavas,
Lipschitz, etc). Quanto mais a abordagem tirar proveito da estrutura do proble-
ma, mais eficiente podera ser, apesar de estar abrindo méo da abrangéncia de sua

aplicacio.

Alguns métodos apresentam prova de convergéncia, mas isso ndo descarta a

possibilidade de se melhorar os resultados pela aplicagio (algumas vezes necessaria)



de métodos de busca local na solugdo desses métodos. Isso é também motivado pela

complexidade exponencial que o problema apresenta.

Segue uma, lista com alguns exemplos de estratégias de solucio de POGs. Deve-se

lembrar que, nem essa lista é completa, nem as estratégias sdo mutuamente exclu-

sivas. Por motivos de organizagdo, divide-se os métodos em dois grandes grupos:

heuristicos e exatos.

2.4.1 Meétodos Heuristicos

Os métodos heuristicos ndo garantem encontrar a solugéo 6tima, nao fornecem ne-

nhuma, idéia de distincia da sua solugdo para o 6timo e nem sempre possuem prova,

de convergéncia. Dentre eles podemos citar:

a)

b)

)

Extenstes Globais de Métodos de Busca Local: A idéla é montar um método
de dois niveis onde o superior faz uma amostragem aleatéria no espago viavel
para determinar pontos que serdo usados como pontos de partida para os

algoritmos de busca local executados no nivel inferior (ver [83]).

Metaheurfsticas: Implementam uma busca local modificada onde, inicialmente,
o método aceita mais facilmente que o préximo passo leve a uma solugao pior
que a atual e, & medida que o algoritmo evolui, o dispositivo que controla a
convergéncia vai impedindo cada vez mais que solugOes piores segjam aceitas.
Exemplos sdo: Algoritmos Genéticos e Estratégias de Evolugéo [27, 33, 76, 60],
Simulated Annealing [51, 45, 1], Busca Tabu [25, 32, 26].

Subestimacio Global Convexa Aproximada: Uma heuristica que tenta estimar
a convexidade total da funcio objetivo pela amostragem de alguns de seus

pontos. Aplicavel principalmente a fungdes suaves (ver [21]).

Métodos de Continuacgio: Consiste em partir de uma versio mais suave (sim-
ples) da fun¢@o original, descobrir seus minimizadores locais e, gradualmente,

retornar a funcéo original sempre buscando os novos minimos de cada fungéo
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tomando como pontos iniciais aqueles calculados na funcio anterior. Mais

adequada para fungtes suaves (ver [22]).

e) Melhoramento Seqiiencial de Otimos Locais: Esses métodos geralmente ope-

ram sobre fun¢des auxiliares adaptativamente construidas para assistir a bus-
ca de 6timos gradualmente melhores. Algumas técnicas usadas para definicio
dessas fungBes auxiliares sdo: “tunneling”’, “deflation” e “filled functions” (ver

[54]).

2.4.2 Métodos Exatos

Os métodos exatos possuem prova de convergéncia e garantem a solucdo 6tima.

a)

Abordagens Ingénuas: Apesar de simples e de convergirem sob algumas con-
dicoes, sao métodos sem esperanca de bons resultados para problemas néo
triviais (dimensdo 3, 4, 5...), por usarem uma, estratégia “ingénua”. Exemplos:

busca aleatoria, amostragem de cobertura de espago (ver [34, 70, 89]).

Estratégias de Busca (Enumerativa) Completa: Baseiam-se numa busca enu-
merativa completa das possiveis solucoes. Aplicavel a problemas combinatérios

ou alguns problemas bem estruturados (e.g. programagdo concava) (ver [35]).

Métodos de trajetoria, homotopia e abordagens relacionadas: Pretendem vi-
sitar todos os pontos estacionarios da fung¢io objetivo f, levando a uma lista
de todos os minimos locais e globais. Em geral, incluem modelos de equacées

diferenciais, métodos de ponto fixo e algoritmos de pivoteamento (ver [22, 20]).

Métodos de Aproximagdo (Relaxagdo) Sucessiva: Consistem em substituir o
problema original por uma seqiiéncia de problemas relaxados de forma que a
seqiiéncia das solucoes desses problemas relaxados convirja para a solugio do
problema original. Para criar os problemas relaxados, virias técnicas podem
ser usadas: planos de corte, construcées minorantes diversas, otimiza¢do em

niveis, etc (ver [35]).
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e) Algoritmos de Busca (Particionamento) Bayesiana: Esses métodos se baseiam

em informagao previamente escolhida que permita a descricio estocastica das
classes de funcdo modeladas. Ao longo do processo de otimizagio, os para-
metros que caracterizam a funcio sdo dinamicamente ajustados. Geralmente
qualquer modelo com dimenséo maior que 1 representa uma aproximacio das

funcoes do modelo.

A convergéncia é provada teoricamente, desde que garantido um conjunto de
pontos de busca devidamente denso, espalhado por todo o espago vidvel. Um
desafio no uso desses métodos estocisticos é a escolha e verificacio de um

modelo estatistico apropriado para o problema em questio.

Esses métodos apresentam uma dificuldade intrinseca na sua implementacéo

de forma rigorosa e eficiente segundo (ver [63, 62]).

Algoritmos de Busca Estocéstica Adaptativa: Outro tipo de algoritmo que
se baseia na amostragem aleatéria do espaco de solugdes, usa estratégias de
busca aleatdria e pode incluir também: ajuste de parimetros, refinamento de

solugoes, regras estatisticas de parada, etc.

Apresentam probabilidade de convergéncia 1 e podem ser aplicados tanto a

problemas discretos quanto a continuos (ver [70, 89]).

Algoritmos Branch-and-bound: Consistem em particionar e avaliar o conjunto
de solugbes repetidamente, eliminando as parti¢bes indesejaveis (enumeragio
implicita) 4 medida que o algoritmo caminha. Existem muitas maneiras de fa-
zer o particionamento, a escolha do préximo subproblema e de eliminar subpro-
blemas, o que leva a uma grande diversidade de algoritmos branch-and-bound

(ver [31, 42, 73, 70, 89, 35, 67]).

Note que esses métodos se baseiam muito em informacées sobre a estrutura
particular de cada problema. Portanto, o conhecimento prévio de informacées
tais como constante Lipschitz, derivadas, pode ser crucial para a eficiéncia do

método.

Podem ser aplicados a uma grande variedade de problemas tanto continu-

os quanto discretos. Problemas combinatérios lineares podem ser resolvidos
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com exatiddo usando métodos da Programacao Inteira baseados em estratégia

branch-and-bound.

Mais informagéo sobre otimizagio global e seus métodos pode ser encontrada

nos seguintes artigos (ver [29, 71, 41, 68, 66]).

Devido & complexidade do PCM, além das abordagens que usam o Branch-and-
bound puro (c.f. [67, 58, 8, 59]), outras métodos tém sido utilizados para tentar
resolver esse problema: meta-heuristicas (Simulated Annealing [39, 81|, Tabu-search
[50], Algoritmos Genéticos [7, 28]) e algoritmos hibridos como Branch-and-bound e

Tabu-search em [4].

Neste trabalho, faremos uso de um algoritmo branch-and-bound por suas pro-
priedades serem desejaveis para tratar o problema em questdo. Assim sendo, passe-

mos a examinar o algoritmo branch-and-bound em detalhes.

2.5 Algoritmos Branch-and-bound

Apesar dos métodos branch-and-bound serem abrangentes, grande parte da literatura
os emprega na resolugéo de problemas de Programagio Linear Inteira (PLI). Por esse
motivo e pelo fato de ainda nao termos introduzido todos os conceitos necessarios,
faremos uma explicagao breve do método usando conceitos da PLI quando oportuno.
Mais tarde, voltaremos a apresentar o método de acordo com a otimizagio global

ressaltando as semelhancas e diferencas entre a abordagem tradicional e esta tltima.

O algoritmo branch-and-bound inicia considerando o problema original como um
todo, o particiona e calcula cotas inferiores (bounding) para o minimo de f em cada
subproblema. Cada um deles &, entdo, testado de acordo com uma ou mais regras
de eliminagfo na intencio de descartar (prune) subproblemas onde se pode garan-
tir ndo encontrar uma solucdo melhor que a melhor solucdo atualmente conhecida
(incumbent). Subproblemas ndo eliminados sdo armazenados numa lista (L) para
posterior ramificagéo (branching) até que o subproblema represente uma solugio in-

vidvel, uma solugdo 6tima (inteira) ou seja dominado (ndo oferega solugdo melhor
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que outra ji considerada). Sempre que se chega a uma solucio, ela é comparada
com a melhor solu¢do (doravante chamado de C'S) de forma que CS seja atualizada
se a nova soluc¢do for melhor (menor). Assim, C'S guarda sempre uma cota superior

para o minimo de f.

A propriedade bésica que permite a elimina¢fo (enumeragio implicita) de sub-
problemas é que: subproblemas s; provenientes da ramificacdo de um subproblema
8; possuem cotas inferiores para o minimo de f maiores que a cota inferior de s;
(Crnf(sj) < Crng(si)). Essa propriedade permite a existéncia da regra basica de
eliminacdo: seja um subproblema s; com cota inferior Cr,¢(s;) e uma cota superior
atual CS. Se Cr,(s;) > CS, entdo s; pode ser eliminado (e seus descendentes im-
plicitamente) jd que nenhum subproblema de s; leva a uma solugio melhor (menor)
que CS. Essa regra é padr@o em qualquer algoritmo branch-and-bound. Qutras re-
gras de eliminagdo (dependentes do problema ou nfo) podem ser adicionadas e sdo
conhecidas como regras/dispositivos de aceleragdo do algoritmo (ver 4.8 e 4.9) ja
que permitem que mais subproblemas sejam eliminados mais cedo, levando a uma

enumeragao implicita maior.

As relacoes entre cada subproblema s;, as partigbes de s;, geradas na ramifi-
cacdo criam uma estrutura hierarquica representavel através de uma arvore. E a
essas relagbes que nos referimos quando falamos da drvore do branch-and-bound.
Tomando emprestado a nomenclatura tradicional da estrutura de arvore, temos:
raiz (problema inicial), filhos do né n (partigbes criadas a partir do subproblema
n), descendentes de n (subarvores enraizadas nos filhos de n), pai do n6 n (sub-

problema a partir do qual n foi gerado diretamente), ancestrais de n (cada um dos

subproblemas no caminho entre n e a raiz da arvore), etc.

Mitten [61], em 1970, criou uma caracterizagdo para os métodos branch-and-
bound de acordo com a escolha feita para cada uma de quatro regras: selegdo (como
escolher o proximo subproblema a ser considerado), divisdo (como particionar o
subproblema atualmente considerado), limitagdo (como calcular cotas inferiores
para os subproblemas — possivelmente incluindo também o calculo da cota superior

para o minimo de f) e eliminagio (como enumerar implicitamente subproblemas
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pela aplicagdo de testes que garantem a qualidade dos subproblemas descendentes

do subproblema considerado). Em seguida, detalharemos cada regra.

2.5.1 Selecao

A selegdo pode ser de dois tipos: a priori (quando a ordem de varredura dos nés da
arvore branch-and-bound é pré-estabelecida antes de iniciar o algoritmo) ou adap-
tativas (quando o préximo no é escolhido, a cada iteragfio, dentre os subproblemas
abertos (L)). Como exemplo do primeiro caso, temos as regras Depth-First (testar
os subproblemas abaixo de um n6é n antes de testar outros subproblemas que es-
tejam no mesmo nivel de n) e Breadih-First (testar todos os subproblemas de um
mesmo nivel antes de testar subproblemas do préximo nivel). Ja dentre as estraté-
gias adaptativas podemos citar: Best-First (escolher sempre o elemento de L com
menor cota inferior, i.e., subproblema mais promissor), Best-Estimate (escolher o
elemento de L mais provavel, segundo um critério qualquer, de ter uma solugdo) e
Quick-Improvement (escolher o elemento de L que fornega maior melhora da solugio

atual).

2.5.2 Divisao

A divisdo se d4, como o nome indica, através da particdo do espaco de busca em
dois. No caso da PLI, consiste em escolher uma varidvel com valor nao inteiro
para adicionar uma restricdo que tenta impedir essa variavel de continuar com valor
nao-inteiro. Um exemplo de restrigdes seriam z; < |Z;] e z; > [Z;| que seriam
adicionadas uma a cada um dos subproblemas gerados. A escolha da variavel é feita

de acordo com uma heuristica adequada ao problema.

2.5.3 Limitacao

A limitagdo é feita através do relaxamento de restrigdes de integralidade que fornece
problemas com solugdes menores servindo de cota inferior para o subproblema pro-

cessado. HEsta estratégia trabalha muito bem em conjunto com a estratégia de se-
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legio Depth-First ja que o trabalho para achar a solugdo 6tima (cota inferior) do
subproblema, relaxado a partir da solucdo do subproblema-pai é bem pequeno. Mes-
mo assim, esse costuma ser o passo que mais demanda esforco computacional no

algoritmo.

2.5.4 Eliminagao

A eliminacio basicamente se restringe aos casos onde ou o subproblema é invidvel
ou sua cota superior & pior que CS (teste do limite). Um outro caso, que pode ser
incluido, é o de se encontrar uma solugdo 6tima inteira para o subproblema relaxado,
pois apesar do n6 nio ser de fato desconsiderado pelo algoritmo (ele pode passar a

ser um novo CS), o algoritmo péra a enumeragio nesse no.

Durante a execucdo do algoritmo, cada subproblema pode estar em um desses 4

estados [24]:

a) Gerado: subproblema criado por ramificagao, mas ainda néo processado;
b) Limitado: cota inferior ja foi calculada para o subproblema;

¢) Examinado e ramificado: subproblema néo é simples o bastante para ser re-

solvido e por isso foi ramificado e

d) Examinado e eliminado: subproblema nfo possui solu¢do melhor que a atual.

A esses podemos incluir um quinto, por questoes de completude:

e) Resolvido: subproblema apresenta uma possivel solugio 6tima.

Subproblemas nos estados a) e b) sdo armazenados numa lista de subproblemas
chamados ativos ou abertos (). Subproblemas em c) e d) sdo simplesmente removi-
dos da lista ativa e sdo chamados de fechados. Subproblemas em e) sdo transferidos
da lista ativa para uma outra lista que chamaremos lista de possiveis solugées ((I)).

Problemas bem comportados (lineares e ndo-lineares convexos) geralmente possuem
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apenas uma solucio distinta e, por esse motivo, dispensam a existéncia dessa dltima

lista. Nesses casos, a solugdo é dada por C'S quando o algoritmo termina.

Apesar de os algoritmos branch-and-bound terem complexidade exponencial no
pior caso [23], costumam apresentar bom desempenho em aplicagoes praticas. Além
disso, existem dispositivos tanto intrinsecos ao método (como sera visto mais adiante
nas se¢oes 4.8 e 4.9) quanto nfo (paralelismo) que permitem acelerar o andamento

de tais algoritmos.

Passaremos, agora, a introduzir os conceitos basicos de aritmética intervalar para
que possamos descrever o algoritmo branch-and-bound que empregamos na resolucio

do PCM.

17



Capitulo 3

Aritmética Intervalar

Por muito tempo, acreditou-se que nenhum algoritmo numérico poderia garantir
encontrar uma solugdo global para o problema de otimizagdo néo-linear. A razio
para isso era: “a funcgdo a ser minimizada s6 pode ser testada num nimero finito de
pontos. Portanto, ndo como garantir saber-se se a fungao cai para um valor menor
entre dois pontos testados”. Embora o argumento possa ser verdadeiro usando-
se a avaliacao da funcdo em pontos, isso ndo é verdade para métodos que podem
produzir limites inferiores assintoticamente precisos para a faixa de valores da funcdo
sobre conjuntos compactos. A aritmética intervalar é capaz de fornecer esses limites
inferiores assintoticamente precisos para a faixa de valores de uma fun¢io sobre um

intervalo continuo.

3.1 Introducao

A aritmética intervalar teve origem no trabalho de [64] com o objetivo original de
controlar erros de arredondamento gerados pelas operacoes entre niimeros ponto-
flutuante utilizadas nos computadores. A idéia é utilizar um intervalo [a;b] (onde
a e b sdo nimeros representdveis pela notacdo ponto-flutuante) ao invés de um
unico niimero a para representar um namero real x de forma que a relagio a <
xz < b sempre se mantenha. (Garantida essa relagdo, o nimero x serd representado
adequadamente, mesmo sendo a e b representados na inadequada (mas necesséria)

notacio ponto-flutuante. Quanto menor for a diferenca b — a, maior a precisdo que
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se tem sobre o valor de z.

Numeros constantes ou valores conhecidos sao representados como intervalos do
tipo [z; z] (intervalos degenerados). Caso o valor a ndo seja um ntimero representavel
seguﬁdo a notacao ponto-flutuante, sempre poderemos determinar dois nimeros a e
b que sejam representaveis de forma que z € [a;b] onde b — a forneca uma precisdo
suficiente para os cédlculos que se pretende realizar. Por outro lado, as incégnitas de
um problema podem ser representadas inicialmente por intervalos maiores os quais
vao sendo diminuidos no decorrer da execugao de um algoritmo até alcancarem uma,

precisdo pré-estabelecida desejada. Material introdutoério sobre aritmética intervalar

pode ser encontrado em [3, 65, 67, 73]. Para um texto mais completo veja [74].

3.2 Convencoes

Deste ponto em diante, adotaremos as seguintes convengdes:

PF & o conjunto dos nimeros reais representaveis pela notagao ponto-flutuante.

I & o conjunto de todos os intervalos [a;b] (a,b € PF). Usamos PF pois

estamos interessados na representacdo computacional da aritmética intervalar,

mas poderiamos definir I como subconjunto direto de R.
e X & um intervalo determinado pelo intervalo [z; 7] (z,% € PF).

e Y é um intervalo determinado pelo intervalo [y;7] (y,7 € PF).

f e g sao funcbes reais.

e F e G sdo fungbes intervalares (definidas adiante).

3.3 Operacoes Basicas

A aritmética intervalar define as quatro operagdes (4, —, X, +) bésicas sobre os inter-

valos de forma que o seguinte principio seja sempre mantido: o intervalo resultante
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da operacdo de um intervalo X com um intervaloY € um intervalo que contém todos

os valores possiveis da operacdo real de um elemento de X com um elemento de Y.

XoY := [Iapegl(a: oy); IEE%(X(LL‘ o y)]. (3.1)
YyEY yEY

Por exemplo, [2; 3] +[1; 3] = [3; 6] pois o menor valor possivel para a soma é 1+ 2

a0 passo que o maior é 3 4 3.

Considerando agora que essas operacoes serdo realizadas num computador, de-

vemos testar os seguintes casos. Seja [a; b] o resultado de uma operagio:

e a ¢ IPF: areceberd o maior pf € PF menor que o valor de a calculado.

e b ¢ IPF: b receberd o menor pf € PF maior que o valor de b calculado.

A esse esquema de arredondamento da-se o nome de arredondamento exlerior.
Ele permite que o intervalo resultante [g; b] contenha o intervalo que de fato deveria,
ser retornado (se estes pertencessem a PIF) e, agora, pode ser representado sem perda,

de informagéo.

O arredondamento exterior estd especificado no padrio IEEE sobre operacgbes
com ponto-flutuante para computadores [10]. Nem todas as arquiteturas seguem
toda a especificacdo desse padrdo. Para aquelas que o seguem, a implementagio
de uma biblioteca intervalar é possivel e, em geral, existe disponivel na Internet.
Por exemplo: CXSC+-+ [46], PROFIL/BIAS [47, 48]. Em [79] discute-se implemen-
tacoes de hardware e de software para aritmética intervalar e o artigo [40], disponi-
vel na Internet, fornece muita informagao introdutéria sobre o assunto: aplicagoes,
livros, centros de pesquisa, bibliografia (on-line ou néo), bibliotecas, além de uma,

introdugao bésica.

A seguir temos as defini¢Ges basicas das operagOes entre intervalos segundo o
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critério definido na equagio 3.1:

X+Y = [z+y7+7],
X-Y = [g-3T—y],
XxY = [a;b] (a=min{zy,Ty, 27,77} e b = max{zy, Ty, 2y, T7}),
L= LY 0¢v),
X = Xx3 (0¢7),
Y Y (3.2)
VE = [ymvE (X20)
[1 1] sen =0,
" [z™; 7" se z > 0 ou se n & fmpar,
X" = — .
[E”g] se T <0emn épar.
[0; max (z™,Z")] sez < 0<Temn épar.
O centro m de X é:
m(X) = Q;‘” (3.3)
O comprimento w de X é
w(X)=T—z. (3.4)
A magnitude de X (] X|) é
| X| = max{]|z], [z[}. (3.5)

A mignitude de X (mig(X)) é

z sez >0,

mig(X)=< —T sexT<0 e (3.6)
0 sez <0<z

Mais sobre a especificagdo das operagbes aritméticas sobre intervalos pode ser

encontrada em [31, 80, 10].

E importante notar que:
a) Vr € R, vale que 7 — 7 = 0. Mas para i € I, — i = [0;0] s6 vale se ¢ for um
intervalo degenerado;
b) 1/Y e X/Y néo estdo definidos para 0 € Y;
¢) X™ ndo esté definido em fungdo da operagiio de multiplicagdo;
d) A operagdo de multiplicagdo é subdistributiva.
Detalhes sobre o assunto serdo dados nas se¢bes 3.4 e 3.6 e pode ser encontrados em
[30, 31].
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3.4 Aritmética Intervalar Estendida

A divisdo por intervalo contendo zero (caso ¢) ndo pdde ser definida anteriormente,

pois os intervalos estdo definidos apenas para extremidades finitas.

Precisamos

definir intervalos com extremidades infinitas antes de permitir tal operagao.

Partindo-se das seguintes relacGes:

lim n/z =400 (n > 0)

z—0t

lim n/z = —oco (n > 0)

z—0~

E razoavel definir X/Y (com y<0<7gey<

( [z/y;00]
[—c0; /Y] U [Z/y; 00]
[—00; Z/7]
XY 1= [—o0;)
[—oc0; z/y]
| —00; 2/y| U [2/7; o0
( [2/7; o0]

7) da seguinte maneira:

seT <0 ey=0,

seT <0 ey<0<y,

seZT <0 e§=0,

sez <0 <7, (3.7)
sex >0 ey=0,

sex >0 ey<0<ye

sex >0 eé:O.

Por motivos de consisténcia, devemos adicionar mais algumas defini¢oes para

que a defini¢ao de divisdo intervalar seja coerente com as outras:

;7] + [—00; 7]
[z; 7] + [y; 00
[2; 7] & [—00; 00]
;7] — [~00; 7]
[z; 7] — [y; o]

1= [—00; T+ 7],
= [z +y; o0],
= [_007 00]7
= [z —7;00] e
= [—00; T — y].

A operacio estendida de divisdo (assim como no método de Newton intervalar

discutido na sec¢o 4.9.b) permite como solugio a unido de conjuntos disjuntos. Surge

um problema matematico e um problema computacional no tratamento desse caso.

O primeiro é resolvido com a seguinte definicao:

(VUW)£Z:=(V£Z)U(W +2)

(3.9)

J4 o problema computacional se resolve com a incluséo, na estrutura de dados

usada para representar intervalos, de informagoes adicionais que permitam a repre-
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sentagdo dos dois intervalos disjuntos. Uma solugdo, que inclui a informacdo do

“buraco” entre os dois intervalos é dada na implementagio encontrada em [36, 75].

3.5 Funcoes Intervalares

Funcdes intervalares sdo fungées £ : I™ — I definidas em termos de operagGes sobre
intervalos. O objetivo na definicao de fungdes intervalares é o de obter, através da
fungdo F', informacoes sobre o comportamento de uma funcio f real. Por exemplo,
se queremos obter informagao sobre a faixa de valores onde varia a fungao f num

dado intervalo do seu dominio.

Definimos entéo que F' é uma extensdo intervalar de f se, e somente se, F'(z) =
f(z), i.e., o intervalo retornado por F' quando aplicada ao intervalo degenerado z é
um intervalo degenerado de mesmo valor que f(z). Uma extensio intervalar pode ser
conseguida substituindo-se valores reais por intervalos degenerados e as operagoes

reais pelas correspondentes intervalares.

Mais ainda, queremos nao apenas obter informacdo de f num intervalo degenera-
do, mas em qualquer intervalo. Para tanto, a propriedade de extensdo intervalar nao
é suficiente. Definimos entdo que: F' é mondtona inclusiva ou que é uma inclusdo

monotdnica de I se satisfaz:
Y, C X; (’l, = 1,2, ,n) = F (K,Yg, ...,Yn) CcF (XI,XQ, ...,Xn), (310)

que significa: se o intervalo considerado diminui, o intervalo da imagem também

diminui.

A figura 3.1 mostra o comportamento de uma fun¢do monétona inclusiva. Note
que X C Y e F(X) ¢ F(Y). Ainda na figura 3.1 podemos ver a fungdo f(z) em

branco, a sua extensdo intervalar F'(z).

Em [31], é mostrado que, fungdes definidas segundo as operagbes intervalares
como as aqui definidas, sdo monétonas inclusivas. E [3] mostra que essas fungdes
implementadas num computador usando arredondamento exterior também gozam

da mesma, propriedade.

23



| _
F(X) FOY)
|

f(x) === F(x)

Figura 3.1: f(x), F(x), F(X) e a propriedade de inclusdo monétona

Mesmo fungdes trancendentais (sen, cos, log, exp, etc) por serem implementadas
em computadores usando uma aproximagdo por séries (construidos sobre as opera-

¢Oes béasicas) como por exemplo:

sen(z) = ;(—W X @—f;W cos(z) = ;(“1)i X (:;z)‘

também podem ter versdes intervalares disponiveis.
Agora temos condigbes suficientes para estabelecer o Teorema Fundamental da

Aritmética Intervalar [31]:

Teorema 3.5.1 Se F(Xy, Xo, oy Xp) € uma extensdo intervalar mondtona inclu-
siva de uma fungdo real f(z1,Zo...,Zy), entio f(z1,.., %) € F(Xy,...,X,), V; €

Xi,(i=1,2,..,n).

Prova: Ver [31].

Ou seja, F' contém informagdo de toda a imagem de f para qualquer valor z no
intervalo X. Esse resultado é muito mais abrangente que a propriedade de extensao

intervalar ja que se aplica a qualquer intervalo e ndo apenas a intervalos degenerados.
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3.6 Discrepancias Entre Aritmética Intervalar e Arit-
mética Real

As observagbes feitas na se¢io 3.3 acontecem porque a aritmética intervalar ndo é

exatamente equivalente & aritmética real. As diferengas mencionadas sdo:

a) Problema de Dependéncia da Subtracfo: Enquanto na aritmética real z —z =
0,Vz € R, na aritmética intervalar acontece que o resultado de X —X é avaliado
como X —Y, i.e. sem levar em conta que X =Y. Exemplo: [1;1]—[1;1] = [0; 0]
e [1;2] — [1;2] = [-1;1]. Como se pode perceber, a equivaléncia manter-se-4

apenas para intervalos degenerados.

b) Problema de Dependéncia da Multiplicagdo: Assim como na subtragio, X x X
é avaliado como X X Y, para X =Y. Isso afeta diretamente a definigao de
poténcia intervalar pois X? C X x X (ao invés de se manter a ignaldade como
na aritmética real). Exemplo: X = [—1;3], X x X = [-3;9], X% = [0;9]. Note
que X x X ndo estd errado, apesar de nao devolver o intervalo mais estreito,
pois é sabido que, qualquer que seja z € X, seu quadrado ndao desce abaixo
de zero. Por esse motivo, a operacao de poténcia tem sua prépria definigao ao

invés de ser definida em fungdo da multiplicagéo.

¢) Subdistributividade da multiplicagdo: Eis mais um exemplo de propriedade
intervalar que é mais geral que a propriedade real correspondente: (X +Y) x

Z CX X Z+Y x Z. Exemplo:
| X+Y)XZ | X xZ+YxZ
=33, Z=[0;4] | [-8;20] [—12; 20]
S04, 7= [-33] | [-18-18] | [-18;~1g]

Para eliminar esses efeitos, devemos escolher expressoes que possuam pouca ou
nenhuma repeticdo da mesma varidvel e que fornecam o menor intervalo ja que a
intencdo & obter intervalos cada vez mais estreitos ao redor da(s) solugio(des). Por
todos esses motivos, algumas expressoes equivalentes na aritmética real o deixam de

ser na aritmética intervalar.
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Tabela 3.1: Expressoes intervalares ndo equivalentes

Intervalo | Expressao 1 Expressao 2
X?-X (X —1/2)*—1/4
X=[02] %4 /47

Em [78], o autor sustenta que esses problemas se originam da defini¢do de igual-

dade intervalar e propde uma defini¢io mais relaxada chamada “igualdade local”.

3.7 Vetores e Matrizes

Para que possamos lidar com fun¢des intervalares de dimensdo n (F : I — I),

existem algumas defini¢des relativas a vetores e matrizes que devem ser feitas.

Um vetor intervalar V,U € I"™ & chamado caiza para o qual se define:
re€V &z, €Viparai=1,...,n
VcUsV,CcU,parai=1,...,n
m(V) = (m(V1), m(Va), ..., m(Va)) (3.11)
w(V) = maxi=y,..a(w(Vi))
|V l|l= max;e,.a Vil

Da mesma forma, para matrizes A’ e B! da forma (a;) i =1,...,m, j =1,..,n
e aj; €I, temos:

Al Cc B' & af; cbparai=1,2,..,m;j=1,2,...,m
Ae Al & ay €aj;parai=1,2,..,m;j =1,2,..,m;

m(A”) = m(aj;) parai=1,2,..,m;j =1,2,...,m; (3.12)
w(AI) = maxi:l...m,j:l,...,n(w(a’{j));
| AT ||= max;—i, . m,j=1,..n]05]

AT & diagonal dominante, se e somente se:

mig(ay) > > lahli=1,2,..,n. (3.13)

J=1j#i
3.8 Aplicagoes

Originalmente, como ja afirmamos, a aritmética intervalar foi desenvolvida para

eliminar /reduzir erros de arredondamento em célculos computacionais. Mas, re-
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sultados posteriores permitiram que algoritmos intervalares trabalhassem com in-
formacao sobre a funcdo objetivo de um problema de otimizacio num intervalo
continuo e ndo mais em um niimero finito de pontos como os algoritmos cléssicos
que utilizam a aritmética real. Dessa forma, ao invés de procurar, por exemplo, um
ponto critico de f através de seu gradiente g, podemos determinar se um intervalo
possui ou néo tal ponto pela simples avaliacdo de G(X). Se 0 pertence a G(X),

entdo o intervalo X contém um ponto critico de f (a reciproca é verdadeira).

Passaremos, agora, a abordar o algoritmo branch-and-bound aplicado & otimiza-

cdo global fazendo uso da aritmética intervalar.
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Capitulo 4

Branch-and-bound Intervalar

O uso da aritmética intervalar nao se restringe 4 simples obtencdo de cotas inferio-
res para os subproblemas, apesar desta ser talvez sua maior contribui¢do (fornecer
limites para f a um baixo custo, como veremos a seguir), a aritmética intervalar
estd presente em todo o algoritmo. Visto que o algoritmo branch-and-bound foi ex-
plicado em termos gerais usando um leve enfoque de PLI, vamos agora descrever o
algoritmo branch-and-bound intervalar ressaltando suas diferencas/semelhangas com

o branch-and-bound classico (PLI).

4.1 Esquema Geral e Solucao

A estrutura bésica de seleciona-divide-testa-elimina se mantém. Como j4 foi men-
cionado, devemos admitir a existéncia de muitos pontos de minimo local. Alguns
deles podem estar a uma distdncia muito pequena do minimo global. Por esse mo-
tivo, mantém-se a lista de possiveis solucdes L que conters, ao final da execucio do
algoritmo, uma, lista de caixas de largura pequena contendo cada uma delas pelo
menos um minimo local de f, e, dentre as quais, devem estar uma ou mais solugGes

globais.
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4.2 Cota Superior

A forma de obtencdo de cotas superiores, que antes acontecia apenas quando a
solucdo de um subproblema relaxado era inteiro, ndo faz mais sentido. Ao invés
disso, passamos a escolher um ponto qualquer (tradicionalmente o ponto médio do
intervalo) dentro de cada subproblema e comparé-lo com C'S para substituir por este
se for o caso. Note que essa comparagao ocorre muito mais freqiientemente agora
que no branch-and-bound tradicional propiciando, a principio, maior enumeragio

implicita devido a uma atualizagio mais freqiiente de CS.

4.3 Pré-processamento

De forma a acelerar o processamento, pode-se executar algum algoritmo de busca
local na tentativa de conseguir uma boa cota superior inicial e, assim, aumentar o
niimero de subproblemas eliminados. Esse é um exemplo de dispositivo de aceleragio

(mencionado em 2.5).

4.4 Término

O critério de parada de qualquer algoritmo branch-and-bound é “terminei de proces-
sar todo o espaco de busca?’ que, computacionalmente, traduz-se em “L = @ 7.
Diferencas aparecem entre a otimizagio discreta e continua no critério de remocio

de elementos de L (o que influencia diretamente o esvaziamento de L).

Como estamos trabalhando com intervalos e, teoricamente, sempre podemos
dividi-los ao meio, o critério de eliminacdo para se detectar uma solucdo é subs-

tituido pelos testes de tolerincia do intervalo
w(X) <ex ef/ou w(F(X)) < &;. (4.1)

Isso quer dizer que, sempre que um intervalo for mais estreito que uma precisao

pré-estabelecida, consideramos o subproblema correspondente resolvido. Como nao
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estamos considerando restrigbes que ndo sejam de caixa, ndao ha eliminagio por

inviabilidade (j4 que todos os subproblemas sdo viaveis).

4.5 Regras de Selecao

Uma diferenca importante entre o branch-and-bound intervalar e o tradicional acon-
tece nas regras de limitacao e tem reflexos diretos nas regras de selecdo. Como foi
sugerido na secdo 2.5.3, implementacGes do algoritmo branch-and-bound tradicional
costumam empregar selecdo Deph-First para economizar tempo de processamen-
to no passo correspondente dos subproblemas relaxados (partindo-se da solucdo do
subproblema-pai). Como a limitacdo ndo é mais feita através de resolucio de um
PPL e também nfo demanda tanto esforco computacional, podemos desassociar a
escolha da regra de selecao da regra de limitagdo. Isso nos deixa outras opgoes a

considerar.

As regras de sele¢@o agem como uma fungdo que ordena os subproblemas abertos
identificando o préximo a ser considerado/selecionado. Uma fungio heurisitca h deve

seguir as seguintes propriedades:

B # Py = h(F) # h(D)

P; é ancestral de P; = h(B;) < h(F). (42)

A funcéo heurisitca possui outras propriedades sdo desejdveis para essa “funcdo

heuristica”, como por exemplo:

WP) < h(Py) = f(B) < f(F)) (4.3)

(onde P, e P; sdo subproblemas abertos), i.e., se a funcio de selegdo indica P; para
ser considerado antes de P; entdo P; possui uma cota inferior menor que P;, quando
se aplica a regra Best-First explicada mais adiante. Uma regra ou funcao que observa

essa propriedade é chamada ndo-enganosa (nonmisleading).

A seguir damos uma explicagido detalhada do uso das principais regras de selecio.

a) Depth-first: segundo essa estratégia, o proximo subproblema a ser considerado

serd aquele mais recentemente ramificado. Para tanto, é conveniente que
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a lista de subproblemas ativos seja implementada usando uma estrutura de
dados tipo pilha (c.f. [2]) que é capaz de manipular seus elementos de maneira
eficiente exatamente de acordo com a estratégia. Essa estratégia possui a
vantagem de poder achar uma solugdo préxima a 6tima mais rdpido, além de
nao fazer crescer a lista de problemas ativos demasiadamente. Por outro lado,
essa, estratégia faz o algoritmo testar muitos subproblemas, além do qué, sua
capacidade de eliminar subproblemas (enumerar implicitamente) depende de

uma boa cota superior ser encontrada o mais cedo possivel durante a execucio

do algoritmo. Ver figura 4.1.

[ Aberto ﬁ Fechado/Eliminado Fechado/Solucao Fechado/Dividido

Figura 4.1: Seqiiéncia-exemplo de no6s testados usando a estratégia Depth-First. Os
ntmeros indicam a ordem de selecdo. Ntumeros indicam a ordem de selecio.

b) Best-first: segundo essa estratégia, o préximo subproblema a ser considerado
serd, aquele que possuir a menor cota inferior seguindo a intuicéo de que
este € um subproblema promissor j& que pode levar a uma solucdo de valor
mais baixo (segue a mesma intuicdo que Best-Estimate na se¢do 2.5.1). Para
uso dessa estratégia, é aconselhdvel implementar a lista L como uma fila de
prioridades (c.f. [2]) que mantém os elementos de maior prioridade (menor
cota inferior) no topo da estrutura. Essa estratégia costuma gerar muitos
subproblemas que vdo se acumulando na lista de subproblemas ativos (e con-

sumindo mais memoria). Mas esse fato se reflete na eficiéncia da estratégia
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que testa/decompde um ntimero pequeno de subproblemas e, em certas con-
di¢bes, pode minimizar esse ntimero. E possivel mostrar que essa estratégia
nio seleciona subproblemas com cota inferior maior que a solucdo global, i.e.,

encontra a solucao global antes e elimina estas implicitamente. Ver figura 4.2.

D Aberto E Fechado/Eliminado Fechado/Solucao 2l Fechado/Dividido

Figura 4.2: Seqiiéncia-exemplo de nds testados usando a estratégia Best-First. Os
nfimeros indicam a ordem de selecdo. Niimeros indicam a ordem de selegio.

¢) Indice de Rejeigio: uma variagio da estratégia Best-First fol proposta recen-
temente (1998) em [14] que consiste na redefinicio do que seja o subproblema,
mais promissor. Nesse trabalho (e em outros subseqiientes) analisa-se o com-
portamento do chamado Indice de Rejeicdo que, idealmente, mede o quéo
proximo o intervalo atual estd da solucdo global. Esse indice é calculado se-

gundo a seguinte expressio:

(4.4)

onde f* & a solucdo 6tima, F(X) e F(X) sdo a cota inferior e superior para
F em X (o intervalo correspondente ao subproblema atualmente processado).
Portanto, os subproblemas sdo armazenados numa fila de prioridade como no
caso anterior (Best-First), mas a prioridade desta vez é dada pelo maior

pf* ao invés da menor cota inferior.
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Como a solugdo 6tima nem sempre (na prética, poderiamos até dizer nunca)
é conhecida, o indice pode ser calculado aproximando-se o valor da solucdo

6tima pela cota superior desta (C'S) em vigor no momento:

_ CS-F(X)
p(CS, X) = FX) — PO (4.5)

e, & medida que o algoritmo prossegue, C'S tende para f*, o que nos leva 3

equacao 4.4.

Essa estratégia carece de cuidados especiais em determinadas situagées (in-
tervalo X estreito e fung¢do variando pouco no intervalo X), pois, como pode
ser visto pela expressdo acima, o denominador pode se aproximar demasiada-
mente de zero nesses casos. Os resultados reportados do uso desse indice sdo
bons, apesar do cuidado necessario com o denominador. Outra peculiaridade
na literatura é do fato da maioria dos artigos encontrados usarem pjf* (valor

quase sempre desconhecido na prética),

Breadth-First: Também chamada de Oldest-First, processa nés da arvore
de forma que todos os nos do nivel n sdao considerados antes que o
primeiro né do préximo nivel o seja. Isso nos leva a um algoritmo que vai
testar quase todos os nés da arvore, vai demorar para encontrar uma solucao
6tima (com precisio adequada) e a enumeracgéo implicita ndo serd favorecida.

Por estes motivos, essa estratégia de sele¢do nao serd considerada.

4.6 Regras de Divisao

Aqui, as idéias sdo semelhantes as apresentadas na secdo 2.5.2, mas sdo implemen-
tadas de maneira diferente. As regras mais usadas na literatura sdo explicadas e
comparadas em [16]. A escolha da dire¢do de divisdio pode ser formulada matema-

ticamente como:

k :=arg min max D(7) (4.6)

i=1,...,n

onde J =1,2,3,...,n é o conjunto de indices que especifica as varidveis do problema.

Na figura 4.3 temos uma ilustracio das trés opgoes de divisdo de uma caixa

tridimensional.
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Figura 4.3: Exemplo de divisgo.

A seguir discutiremos as regras usadas para calcular D(i):

Regra A:

D(i) = w(X;). (4.7)

Consiste em escolher a varidvel cujo intervalo possui maior largura (w(X)) (c.f.,
[73]). A idéia é dividir o intervalo original de maneira uniforme. Essa regra possui
uma andlise de convergéncia relativamente simples (c.f., [73, Cap 3, Teorema 6]).

Além disso, ndo depende de teste de monotonicidade para convergir (c.f., [15, 73]).

Regra B:

D(3) := w(Gi(X)) x w(X;). (4.8)

Essa heuristica foi proposta por Hansen e Walster [31]. Admita que z é o ponto
médio da caixa X. A regra B pretende medir o quanto f varia quando z; varia em

X; e escolher a varidvel que provoque a maior variagdo. Matematicamente:

W; = maxex, F(m(X1), ..., m(X;-1), 6, m(Xig1), oy m(Xy)) —

mingex, F(m(X1), ., m(Xi-1), 1, m(Xig1), .., m(Xy))

Regra C:
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D(5) = w(Gi(X) x (X; — m(X:))). (4.9)

Em [74], o autor propds essa nova regra baseada na regra de Hansen e Walster
(regra B). Nesse caso, com a ajuda de algum algebrismo, Ratz encontra uma nova
expressdo que representa a contribuicdo de cada variavel para a largura da funcio ob-
jetivo (w(#(X))). A diferenca para a regra anterior é que, aqui a largura do produto
de intervalos é maximizada e ndo o produto de larguras. O que fornece diferentes

valores devido asubdistributividade da multiplicacio intervalar (secio 3.6).

Outra questao envolvida na divisdo consiste em definir em quantas partes sera di-
vidido o subproblema. Tradicionalmente usa-se uma biparti¢do simples, mas alguns
autores (c.f., [14, 13]) advogam que a multiparti¢do, bem calibrada, pode trazer bons
resultados tanto no nimero de avaliagbes da funcao quanto no tamanho méximo de

L.

4.7 Regras de Limitacao

As estratégias de limitagdo se torna trivialmente implementavel quando se faz uso
da aritmética intervalar. Basta avaliar F' para a caixa correspondente ao subpro-
blema atual para conseguir as cotas inferior e superior de f. E interessante lembrar
que, quanto menos f sofre dos problemas de dependéncia, mais eficiente se tor-
na o algoritmo por motivos 6bvios. Ou seja, a eficiéncia do algoritmo depende da

implementacdo das fungbes intervalares.

4.8 Regras de Eliminacao

Costumam ser a parte do algoritmo branch-and-bound mais dependente do problema.
Curiosamente, a aritmética intervalar permite descrever algumas regras novas que

sd0 independentes do problema. As regras de eliminagao podem ser:
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a)

c)

Teste do ponto médio ou do limite: Seja £ um ponto qualquer de X (tradi-
cionamente usa-se o ponto médio) contido na caixa inicial B. Seja também
F(z) = [z;7]. Se existe uma outra caixa Y C B cuja F'(Y) = [y;7] é tal que
y > T, entdo Y ndo pode conter um minimizador menor que z e por isso Y
ndo pode conter um minimizador global sendo portanto possivel eliminar Y.

Na figura 4.4 (a), o intervalo X1 pode ser eliminado pois F'(X1) est4 acima
do intervalo C'S definido por [f; f].

Teste de dominéncia: E uma generalizacio do teste anterior (a) onde um
subproblema P; pode ser eliminado sem perda de otimalidade se existir um
subproblema P; para os quais a relacdo de dominancia D garanta, com auxilio
de informacéo intrinseca do problema, que P; ndo pode conduzir a uma solugio
melhor que a de P; (P; domina P; ou P;DP;). Uma relagdo de domindncia D’
é dita mais forte que D(D’ D D) se, e somente se, P,DP; implica que P;,D'P;
também.

Relactes de dominéncia foram introduzidas em [49] e estudadas em detalhe

em [37]. Para que uma relagio entre subproblemas seja considerada de domi-

nancia, ela deve obedecer as seguintes propriedades:

(a) BDP; < f(R) < f(B);

(b) D & uma ordem parcial, i.e., transitiva (P,DP; eP;DP; +» P,DPy), re-
flexiva (P;DP,) e antisimétrica (P,DP; e P;DP, ++ P, = P;);

(c) B,DP; e P, # P; implica que algum descendente P, satisfaz P, DP; e
P, # P;,VP; descendente de Pj;

(d) Néo existir um conjunto de problemas P, Pi,, ..., P, (k> 2e P, P,
..., P, distintos) gerados pelo algoritmo branch-and-bound considerado
tal que: (1) P;, é descendente proprio de F; ou entdo P, P, satisfazem
P, DP;,,, N f(P,) = f(Py,,) arat=1,..,ke (2) P;
fechado).

ws1 = Py (caminho

Em [37] tais propriedades sdo extensamente estudadas.

Teste de monotonicidade: Admitindo-se que f seja continuamente diferencis-

vel, sabemos que o gradiente g de f € zero no minimo global. Na verdade, isso
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acontece em todos os pontos estacionarios.

O teste consiste em avaliar a fungio G(X) num dado subproblema X. Se o
subproblema possui algum ponto critico nesse intervalo entdo G(X) C 0. Caso
exista pelo menos uma componente de G(X) que ndo contenha 0, entdo ndo
existe um ponto-critico e X pode ser eliminado. A figura 4.4 (b) ilustra esse

tipo de teste onde X 2 estd associado a um intervalo onde a fungdo é monétona.

Esse teste, bem como o seguinte, ndo contempla a possibilidade de que o
minimo esteja em umas das extremidades da caixa analisada. Esse caso deve

ser analisado & parte.

|
|

X2 X3
(a) (b) ()

Figura 4.4: Exemplos de testes de eliminacio

d) Teste de concavidade: Supondo agora que f € C?, f deve apresentar con-
vexidade em alguma vizinhanga do minimo global (assim como dos minimos
locais). Assim, usando um argumento similar ao do teste de monotonicidade:
se formos capazes de mostrar que H(X), a hessiana intervalar de f, ndo é

semidefinida, positiva em X, poderemos eliminar o intervalo X.

Uma condicdo necessaria para tanto & H;;(X) < 0. Nesse caso, basta avaliar os
termos da diagonal de H(X ) procurando por pelo menos uma das componentes
que seja estritamente negativa fazendo com que H(X) néo seja semidefinida
positiva, o que significa que nao existe um ponto de minimo nesse intervalo,

nos permitindo, portanto, elimina-lo.
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Uma condicio suficiente para H ser semidefinida positiva é que o primeiro
menor principal de cada ordem 7 = 1,...,n deve ser ndo-negativo. Essa
condicdo demanda muita computagdo e, por isto, ndo compensa o esforco
computacional para realizar o teste. A figura 4.4 (c) também ilustra o uso
desse teste, X3 é eliminado porque nio apresenta ponto de minimo (apesar do

teste de monotonicidade ndo poder eliminar esse intervalo).

Note que, aplicando-se mais esfor¢o computacional (testes mais complexos) pode-
mos eliminar mais pedacos do espaco de busca. B interessante identificar até quando

o custo desses testes vai efetivamente acelerar a execugdo do algoritmo.

Em [77] podemos encontrar uma boa explicagdo de regras de eliminacio para

branch-and-bound intervalar.

4.9 Regras de Redugao

As regras de redugfo, apesar de possuirem a mesma finalidade das regras de elimi-
nacio, sdo mais flexiveis 4 medida que permitem a eliminagio de parte do intervalo
associado ao subproblema (reduzindo, portanto, o mesmo). Duas regras de redugéo
baseadas na aritmeética intervalar sdao: reducgdo via expansdo de Taylor e reducio

pelo método de Newton intervalar que serao descritas a seguir.

a) Redugdo via expansio de Taylor: Seja V' € I" a caixa sendo atualmente pro-
cessada e v,u € R” pontos de V onde v = m(V'). Desejamos remover a parte
U (possivelmente U = V') de V tal que F(U) > CS. Para tanto, ao invés de

avaliar F'(U), calcularemos f(u) pela expansdo de Taylor até primeira ordem:
f E gZ ‘/17‘/27 ‘/i,‘l)i+1,...,'l)n) (410)

onde g;(Vi, Va, ..., Vi, Uig 1, -, Un) = gi € a i-ésima componente do gradiente de

f. Para cada componente 7 =1,...,n temos:

f(w) € f(v)+ (uj — vs)g; + L gl paraj=1,..,n.  (4.11)
i=1,i#j
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b)

Para cada uma destas componentes, podemos aplicar algumas transformacoes
algébricas e substituir em f(u) < CS para chegarmos a uma expressio da
forma:

U+Vt<0 (4.12)

em t. Seja T o conjunto de valores de ¢ para os quais a desigualdade 4.12 se
mantém. Daf se tira um 7" em fun¢io de u para o qual f(u) < CS. Podemos
entdo dizer que U := V NT' é a subcaixa (que pode até ser vazia) onde
f(u) < CS. Reduzimos entdo a subcaixa V a U sem perda de otimalidade.
Um processo andlogo pode ser feito usando a expansdo intervalar de Taylor
de segunda ordem para f(u). Mais detalhes podem ser encontrados em [31,

Secdo 9.5].

Reducdo pelo método de Newton intervalar: O método de Newton intervalar
é uma combinagdo do método de Newton classico, do teorema do valor médio
e da aritmética intervalar. Ele pode ser usado, por exemplo, para resolucgio de
sistemas de equagdes nao-lineares ou para obter-se vizinhancas mais estreitas
ao redor de pontos criticos de fungées num problema de otimizagao restrita.
E possivel ainda, como vamos ver, decidir sobre a existéncia e/ou unicidade

ou ndo de tais pontos em um dado intervalo.

Sejam f: X €eI" > R 2’ € I",2' € X e z* tal que f(z*) = 0. Pelo teorema
do valor médio temos: 0 = f(z*) = f(z') + f'(€) * (z* — 2'), para € € X onde
f" & a matriz jacobiana da funcdo f. Podemos substituir f' por uma extensdo

intervalar F' derivada de f e £ por X e fazer t = 2* — 2/ para obter:
F(X)yxt+ f(z")=0 (4.13)

ou seja, um sistema de equagOes intervalares em f. Seja T o conjunto de
solucdes t tal que ¢ & solucio para a equacdo 4.13. Mas t = z* — 2/, logo, pode-
mos definir 7' = T + /. Desta forma, T" contera todos os z* que satisfazem

f(z) = 0. Denotamos por N(f, X,z') =T".

A figura 4.5 ilustra aplicacGes repetidas de iteragoes do método de Newton a

um intervalo X que possui apenas um ponto-critico.
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Figura 4.5: Reducoes sucessivas pelo método de Newton intervalar

As vantagens desse método sdo a convergéncia quadratica (em determinadas

condices) e as seguintes propriedades:

e Ja que N(F,X,z') contém todos os z*, se N(F,X,z') C X = () entdo
podemos garantir que ndo existe um ponto critico em X (isso permite

eliminar o intervalo original X);

e Se N(F, X,z") C int(X), entdo ha uma tinica solugdo para f(z) dentro de
X (isso possibilita aplicar nm método de busca mais eficiente no intervalo

N(F,X,z') para encontrar a solugio);

e Se N(F,X,z') ¢ int(X), entdo pode-se garantir que, se houver solucio
em X, ela deve estar em X N N(F, X, z') (isso permite reduzir o intervalo

original X).

As duas desvantagens principais desse método sdo a necessidade de derivadas
de f e o custo computacional para achar T' que consiste na aplicagio das ver-
soes intervalares do método de Gauss-Seidel ou da eliminacdo de Gauss. Esse
altimo motivo, leva a aplicacdo dessa regra apenas nos casos mais promissores.

Remetemos o leitor a [31, 42, 43] para saber mais sobre o assunto.
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4.10 Desempenho

O desempenho de um algoritmo branch-and-bound pode ser medido através de varios

parametros:

e tempo de CPU;

numero de subproblemas processados;

ntmero de subproblemas gerados;

e tamanho maximo alcancado por L;

numero de avaliacoes das funcoes f, F,g,G,he H.

A comparacio desses parimetros referentes ao momento em que se encontra
aquela que vird a ser a solugdo 6tima e para toda a execuc¢do pode dar uma nogéo

da dificuldade existente para se encontrar a solugdo e para provar que esta é 6tima.
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Capitulo 5

Branch-and-bound Paralelo

5.1 Consideracoes Iniciais sobre Paralelismo

Dentre as vantagens que o paralelismo oferece estd a possibilidade de resolucao de
instincias maiores que aquelas que um algoritmo seqiiencial suporta devido & menor
quantidade de recursos (memoria, capacidade de processamento, etc) que um fanico
computador possui. O paralelismo ndo altera a dificuldade de resolucdo (complexi-
dade) dos problemas que o empregam pois a aceleragdo obtida pelo paralelismo ndo

se equipara & complexidade geralmente exponencial de tais problemas.

O uso de varios processadores para resolver nm problema permite distribuir o

algoritmo de diversas maneiras e requer mais cuidados durante a implementagcao.

5.2 Conceitos Béasicos e Classificacao

Nesta secdo introduziremos definiges (algumas bésicas) de termos que serdo usados

no decorrer do texto.

5.2.1 Definigoes

e Maquina/computador se refere genericamente aos equipamentos eletronicos

conhecidos como computadores (incluindo processador(es), meméria, periféri-
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cos, etc).

Cada elemento capaz de processar dados armazenados em alguma porcio de

memoria serd chamado processador.

Tarefa diz respeito ao programa (algoritmo) sendo executado por um pro-
cessador. Como cada processador idealmente executa uma tarefa, esses dois
termos podem ser empregados indistintamente para se referir ao processamen-

to executado por um processador.

M4quinas paralelas que possuem uma porc¢do Gnica de memoria acessivel por
todos os processadores sdo ditas de memoéria compartilhada. Nas méquinas
de memeéria distribuida cada processador possui sua porgdo de memoria
acessivel apenas localmente e estes trocam informagoes através de mensagens

enviadas por uma rede de comunicagao.

Algoritmos sincronos sfo aqueles onde é garantido, através de um meca-
nismo de temporizacio (relogio) global (anico e acessivel por todos os proces-
sadores), que todos os processadores estardo executando o mesmo passo do

algoritmo a cada instante.

Algoritmos assincronos permitem que processadores diferentes estejam em
pontos diferentes do algoritmo, exatamente pela auséncia de uma forma de
garantir o contrario. Este paradigma, por ser mais flexivel, requer o tratamen-
to de problemas que podem ocorrer, tais como: miultiplos acessos 4 mesma
informacéo, incerteza na ordem em que a comunicagdo entre processos ocorre,

divulgacao de informagdo, etc.

Algoritmo mestre-escravo: paradigma de programacao assincrona onde um
dos processos gerencia a execugdo dos outros possuindo, assim, conhecimento

global sobre o andamento de todo o algoritmo paralelo.

A lista de subproblemas ativos L (ver se¢do 2.5) pode crescer demais a pon-
to de impedir o processamento em um determinado processador. Por esse
motivo, considera-se a possibilidade de distribuir esta lista entre vérios pro-

cessadores disponiveis fazendo cada um destes manter localmente uma parte
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de L. Algoritmos que mantém essa lista centralizada sdo ditos terem lista
Gnica, enquanto que algoritmos que a mantém distribuida sdo ditos terem

miltiplas listas.

e Unidades de trabalho: porcio minima de dados que sera tratada por um
processador em cada passo do algoritmo. No nosso caso, ela corresponde
a uma divisdo de um subproblema incluindo o célculo dos limites inferiores
dos subproblemas gerados. O préprio termo subproblema muitas vezes pode

sugerir a mesma idéia.

e Subproblema béasico ou primario: todo aquele que é gerado pelo algoritmo

branch-and-bound seqiiencial

Podemos encontrar alguns exemplos desses conceitos na literatura sobre algo-
ritmos branch-and-bound, Por exemplo: [55] descreve um algoritmo assincrono, dis-
tribufdo e de lista tinica; [86] e [44] trazem algoritmos mestre-escravo, também de
lista tinica, assincronos com passagem de mensagens e [88] e [11] propGem algoritmos

assincronos de multiplas listas, distribuidos e com troca de mensagens.

5.2.2 Classificacao

Em [24], os autores classificam algoritmos branch-and-bound paralelos em trés cate-

gorias basicas segundo seu desenho:

e Paralelismo tipo 1: consiste em realizar as operagoes em cada unidade de
trabalho de forma distribuida (usando varios processadores para realizar cada
operacdo basica). Acelera-se a execugdo na medida em que diminui-se o tempo
para processar cada subproblema. Por outro lado, ndo altera a estrutura geral
do algoritmo branch-and-bound, ou seja, o algoritmo paralelo vai tratar os
mesmos subproblemas na mesma, ordem que o algoritmo seqiiencial. Adequado

para, problemas onde as unidades de trabalho demandam muito processamento.
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e Paralelismo tipo 2: consiste em construir a arvore branch-and-bound de
maneira distribuida entre os processadores de forma que eles tratem indepen-
dentemente os subproblemas atribuidos a si. Por esse motivo, o algoritmo
paralelo possivelmente (e provavelmente) nfo vai tratar subproblemas na mes-

ma ordem em que o algoritmo seqiiencial o faria.

e Paralelismo tipo 3: consiste em gerar varias arvores branch-and-bound em
paralelo, cada 4rvore se caracteriza por uma operacio diferente (divisdo, se-
le¢do, limitagdo, etc) e a informagdo gerada na construgio de uma arvore pode

ser (e é) usada na construgio das outras.

Em [87], encontramos uma taxonomia detalhada para algoritmos branch-and-
bound. Em [18] e [24] também se apresentam modelos mais completos de classifi-

cacao de algoritmos branch-and-bound paralelos que o mostrado aqui.

5.2.3 Anomalias

Uma diferenca marcante entre os algoritmos paralelos e seqiienciais é que, cada
processador executando a versdo paralela tem acesso a apenas uma parte da base
de conhecimento (subproblemas, CS, etc) gerada pelo algoritmo como um todo.
Isso faz com que os processadores tomem decisdes diferentes daquelas que seriam

tomadas pelo algoritmo seqiiencial.

Definamos T'(k) o tempo gasto para resolver uma dada instancia de um problema
aplicando um algoritmo paralelo a k processadores. Usaremos T'(1) para representar
tempo de execucdo do algoritmo seqiiencial com o qual serd comparada a versao

paralela.

O conceito de paralelizagio perfeita [84] é baseado em hipoéteses de divisibili-
dade, independéncia e interacdo pouco realistas. Mas pode ser usado para caracteri-
zar o comportamento de algoritmos paralelos. Define-se TPP = T'(1)/k o tempo de
paralelizagdo perfeita e anomalia o comportamento que foge desse “comportamento

ideal”. Alguns poucos testes mostram que o que normalmente occorre é a anoma-
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lia com prejuizo ' (T'(1)/k < T(k) < T(1)). Outras anomalias sdo: anomalia
desacelerativa (T'(k) > T'(1)) e anomalia acelerativa (T'(k) < T(1)/k). Além
disso, devido ao nido-determinismo, o algoritmo paralelo pode gastar tempos dife-
rentes em execucoes distintas para resolver a mesma instincia. Quando a diferenca
entre esses tempos varia muito, estamos diante de uma anomalia de flutuagao.
E importante ressaltar que estamos comparando um algoritmo deterministico com

um nao-deterministico.

Vérios autores (c.f., [85, 84, 52, 55]) j4 estudaram essas anomalias e determi-
naram algumas propriedades que o branch-and-bound paralelo deve apresentar para
evitar a ocorréncia de anomalias desacelerativas (permitindo ainda a aceleragdo).

Essas propriedades sdo:

e func¢io de busca heuristica (ver 4.5) deve ser injetiva e

e funcio de busca heuristica deve ser ndo-enganosa (ver Eq. 4.3).

As trés condicoes a seguir decorrem dessas propriedades. As duas primeiras
garantem que o algoritmo paralelo ndo ird executar num tempo superior ao do

algoritmo seqiiencial. E a tltima permite que aceleragio do algoritmo ocorra.

e se durante a execucdo do algoritmo paralelo ndo restarem subproblemas pri-
marios na ou em nenhuma das listas L, entdo o algoritmo ja deve estar de
posse da solucio 6tima e pode terminar (o conhecimento gerado pelo branch-
and-bound paralelo deve ser um superconjunto do conhecimento gerado pelo

branch-and-bound seqiiencial);

e em cada ponto da execugio do algoritmo paralelo, pelo menos um subproblema

primério deve estar sendo processado e

e a eliminacio de subproblemas priméarios é possivel durante a execugéo paralela

do algoritmo.

Do inglés: detrimental, significa danoso, nocivo, e no nosso caso deve ser entendido como com
prejuizo j4 que o tempo de execugdo é maior do que TPP.
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Se o algoritmo fizer uso de regras de dominéncia, mais algumas propriedades
precisam ser colocadas para garantir essas condi¢Oes. Propriedades estas que res-
tringem as regras de dominéncia. [84] demonstra todas essas propriedades e [85] &

um artigo bem explicativo sobre o assunto. [17] resume este filtimo.

5.3 Particularidades Oriundas do Paralelismo

Assim como todo algoritmo branch-and-bound se caracteriza pelas quatro regras
propostas por Mitten [61], um algoritmo branch-and-bound paralelo deve definir as

seguintes estratégias:

5.3.1 Geracao e Alocagao de Unidades de Trabalho

Geralmente o algoritmo branch-and-bound inicia com um ntmero de unidades de
trabalho menor que o niimero de processadores. Por esse motivo, algum tempo seré
gasto decidindo que parte do problema inicial serd entregue a que processador. Isso
tem sido feito de vArias maneiras, mas a estratégia geral citada em [24] pode ser ex-
pressa como: “Use todos 0s processadores o mais cedo possivel evitando, no entanto,
entregar apenas subproblemas ndo promissores (que ndo tém uma boa chance de con-
ter uma solugdo) para qualquer um dos processadores’. Isso significa que, mais vale
esperar e distribuir ignalmente a probabilidade de sucesso entre os processadores do
que ndo gastar o tempo necessario e obter um algoritmo cuja eficiéncia vai depender

pesadamente da estratégia de balanceamento adotada.

5.3.2 Aplicacao da Segunda Regra de Eliminagao

Como foi visto na se¢io 4.8, a segunda regra de eliminagdo diz respeito 4 eliminacéo
de subproblemas que ndo produzem solugbes melhores que uma cota superior (CS)
conhecida até o momento. Manter o C'S como varidvel local de cada processador
apenas provoca uma ineficiéncia desnecessaria no algoritmo pois a melhor cota su-

perior (conhecida por apenas um dos processadores em cada momento) permitiria
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a eliminag@o de mais subproblemas caso fosse conhecida pelos outros processos. A
solugdo para isso € manter um esquema de divulgacdo periodico onde cada proces-
sador pode compartilhar um novo CS local encontrado e todos os processadores
tomariam conhecimento do menor CS encontrado por todos eles em um dado in-

stante.

Esse nao chega a ser um problema em arquiteturas de memoéria compartilhada
(j4 que todos os processadores tém acesso & mesma posi¢io de memoéria onde se
guardaria um tnico valor para C'S). J4 em arquiteturas de memoéria distribuida,

esquemas de divulgagdo sdo necessarios e dentre eles podemos citar:

a) Periodicamente, os processadores executam um algoritmo de divulgacio de infor-
magdo (c.f. [5]) ap6s o qual todos os processadores conhecem o menor dos C'S.
Desvantagem: induz pontos de sincroniza¢iao que podem diminuir a eficiéncia, em

sistemas assincronos.

b) Ao encontrar um novo CS, um processo divulga este para todos os outros pro-
cessadores que o aceitardo se o CS recebido for menor que o CS local. Esse
esquema é chamado em [87] de compartilhamento de conhecimento completo pois
todos os processadores conhecem o melhor C'S. No caso de gargalo na comu-
nicagdo, pode-se optar por nao compartilhar o conhecimento logo que é gerado

(compartilhamento de conhecimento completo atrasado).

¢) Outro esquema pode garantir que o novo CS é enviado apenas para 0s proces-
sadores topologicamente vizinhos daquele que gerou o novo dado (compartilha-
mento de conhecimento parcial ou local [87]). Como admite-se que todos os
processadores sao ligados entre si mesmo que indiretamente, ainda é possivel que

o melhor C'S chegue a qualquer processador ainda que leve mais tempo.

5.3.3 Alocagao e Compartilhamento de Unidades de Traba-
lho

O balanceamento da quantidade de unidades de trabalho com que cada processador

vai trabalhar (balanceamento de carga) pretende garantir que nenhum dos proces-
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sadores fique ocioso por falta de unidades de trabalho (starvation, c.f. [5]) enquanto
outro esteja sobrecarregado, além de manté-los como na secio 5.3.1: com chances
iguais de encontrarem uma boa solugdo. Dentre as vérias estratégias de balancea-

mento podemos citar:

a) Manter todos os subproblemas num s6 processador (lista tinica) facilitando a
implementacdo do balancemaneto mas limitando a quantidade de unidades de

trabalho & quantidade de memoéria deste processador.

b) Manter multiplas listas de subproblemas o que exigird que alguns destes sejam
transferidos da lista de um processador para a de outro de tempos em tempos.
Esse tipo de estratégia é denominada alocacdo dindmica. Ela possui variacoes

em relacdo ao momento em que os subproblemas sdo transferidos:

e com pedido: um processo ocioso pede mais subproblemas,
e sem pedido: um processo muito ocupado envia subproblemas e

e combinagdo: ambas as situacdes anteriores podem acontecer.

[72] descreve uma taxonomia para estratégias de balanceamento de carga e [6] des-
creve um paradigma hibrido de processamento que incorpora esquema de balan-
ceamento e divulgagdo de C'S que serd explicado mais adiante. [56] apresenta um

esquema de balanceamento de carga com realimentacéo (feedback).

5.3.4 Deteccao de Término

Algoritmos assincronos possuem um problema a mais para resolver que é: cada pro-
cessador saber que todos os outros j& acabaram seu processamento. Nos algoritmos
assincronos, mesmo que todos os processadores tenham esvaziado suas respectivas
listas de subproblemas ativos, por causa do balanceamento de carga, pode ainda
haver transferéncias de unidades de trabalho em andamento o que significa que pelo
menos um processador ainda vai ter unidades de trabalho para processar. Pode-se

aplicar algoritmos genéricos para detectar a terminacao de algoritmos distribuidos
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como os descritos em [5], algum esquema centralizado (mestre-escravo) ou mesmo

especificos da aplicacido que podem diminuir a complexidade do algoritmo.

[77] faz v4rias consideragOes sobre algoritmo branch-and-bound intervalar para-

lelo.

5.4 Medicao de Desempenho

A medicio de desempenho de algoritmos distribuidos é particularmente dificil pois

existem vérios critérios muitas vezes independentes uns dos outros e que conduzem

a resultados incompativeis. Como por exemplo:

a)

Qualidade da solugdo: em algoritmos aproximativos, aquele que encontrar uma
solu¢do mais proxima da solucdo 6tima que um outro algoritmo é considerado

ter melhor desempenho.

Numero de problemas gerados: aquele algoritmo que gerar menos subproblemas

é considerado mais eficiente. Existem algumas variantes aqui:
e considerar o niimero de subproblemas total gerado;
e considerar apenas o niimero de subproblemas gerado até encontrar o 6timo;
e para uma mesma estratégia de sele¢do, o nimero maximo de elementos na

lista. de subproblemas abertos.

Algumas desvantagens sdo: ndo mede trabalho gasto com paralelismo (divul-
gagdo do CS, envio/recepgio de subproblemas, etc), pode ser dificil avaliar em
algoritmos assincronos ou branch-and-bound tipo 3, além do qué, essa medida

pode variar muito em algorimos ndo-deterministicos.

Aceleracio e eficiéncia: Essa medigfo é feita com relagio ao tempo. Seja T(p)
o tempo necessario para resolver o problema com p > 1 processadores. Defi-

nimos aceleracio (speedup) como A(p) = T(1)/T(p) e eficiéncia E(p)=A(p)/p.
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Essas medidas j4 levam em consideragdo o esforco gasto no paralelismo, mas elas

possuem questdes ndo resolvidas tais como:

e Como medir o tempo? Como evitar que o sistema interfira no desempenho

do algoritmo distribuido?

e T(1) se refere a qué? Ao tempo do algoritmo paralelo executado em apenas
um processador? Ou ao tempo do melhor algoritmo seqiiencial? Qual seria

esse algoritmo?

Uma variacdo seria medir o niimero de avaliagées de funges objetivos (no nosso
caso, CF e suas derivadas, ver se¢do 1.4). Isso daria alguma independéncia da

medicdo sobre o tempo e a carga do sistema, mas no sobre a questdo de T(1).
Além disso, os conceitos de aceleragio e eficiéncia nao consideram necessidade

de sincronia, admitem tempo constante para cada comunicagdo e admitem que os

processadores possuem mesmo poder computacional (c.f.[84]).
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Capitulo 6

Algoritmo

Neste capitulo descreveremos as regras escolhidas para implementacido do branch-
and-bound (tanto seqilencial quanto paralelo) bem como algumas melhorias incor-

poradas 4 implementacdo para torné-la mais eficiente.

6.1 Componentes do Algoritmo Seqiiencial

A fim de nfo gastar esfor¢o com problemas de implementacao que sdo importantes
para o algoritmo proposto, mas que fogem do objetivo do trabalho, usamos um
pacote disponivel publicamente chamado VerGO [38] que implementa um algoritmo
branch-and-bound intervalar (possui sua propria biblioteca de fungGes intervalares).
Deve ser dito aqui que a escolha desse pacote se deu pela adequacdo ao trabalho,
j& que ele oferecia uma versdo do algoritmo branch-and-bound testado (embora néo
exatamente aquele definido por [31], mas que poderia ser modificado) e que oferecia
a facilidade da sintaxe natural dos operadores intervalares (e.g. z = z + y ao invés
de SUM(z,y,z)). Outra observagdo a ser feita é a de que o codigo-fonte &€ pouco
documentado e por vezes sua logica se tornou quase ilegivel (ou ilégical), fato este

que ndo compromete a corretude do algoritmo.

Dito isso, podemos seguir para a definicdo dos componentes do algoritmo branch-
and-bound usado tanto no que se refere & implementagdo seqiiencial quanto a dis-

tribuida, além de especificar os mecanismos adicionados ao método.
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6.1.1 Regra de Selecao

As duas estratégias mais usadas na literatura sdo Best-first e Depth-first. A mos-
sa idéia & aproveitar as vantagens de cada estratégia através de uma estrutura de
dados hibrida que possa se comportar ora como heap (Best-first), ora como pilha
(Depth-first) (ver [12]). Desa forma, podemos mudar a estratégia em vigor durante

a execucdo do branch-and-bound.

Numa implementacio seqiiencial, essa estrutura permite que a estratégia seja
mudada em determinado momento dado que alguma situacio seja atingida onde
outra estratégia seja recomendada. Por exemplo: pode-se comecar a execugdo usan-
do a estratégia Best-first, gera-se varios subproblemas e, & medida que se garanta
que um dado subproblema possui apenas um minimo local (teste de concavidade na
secio 4.8), podemos usar a estratégia Depth-first para chegar a uma subcaixa dentro
da tolerancia pré-definida que contenha o minimo e assim eliminar toda aquela regifio
e possivelmente obtendo uma cota superior baixa mais rapidamente que a estratégia
anterior. Outra idéia seria comecar usando Depth-first para tentar conseguir uma
boa cota superior no inicio da execucao de forma que, na fase subseqiiente, a estraté-
gia Best-first mais subproblemas seriam eliminados implicitamente. A alternancia

entre estratégias pode ser feita sempre que conveniente.

Numa implementacio distribuida, essa estratégia hibrida pode ser usada para
diversificar a atuacio dos processos fazendo com que uns procurem diminuir a cota
superior atual usando a estratégia Depth-first enquanto outros procuram o minimo
mais efetivamente usando Best-first. Note-se que, mesmo nesse caso, ainda temos
uma tnica arvore branch-and-bound (ver classificacio na se¢do 5.2.2 segundo [24]) o
que nos garante que todos os subproblemas ativos representam regides néo intersec-
tantes do espaco de busca. Isso nos exime da preocupagio de que processos distintos
estejam operando numa mesma regido do espaco (como acontece em algoritmos do

tipo 3).

Aproveitando a estrutura hibrida que permite uso de mais de uma estratégia de

selecdo, podemos incluir, sem muito esforco, a estratégia Indice de Rejeigio (segio
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4.5.c), que também pede uma estrutura tipo heap. A inclusdo de Breadth-First
(secio 4.5.d) também é possivel mas ndo foi considerada pelo pouco interesse na

estratégia.

6.1.2 Regra de Divisao

Como regra de divisdo, usamos a regra B (4.6) pois, apesar da literatura mostrar
que as regras B e C apresentam desempenhos compativeis, a regra C (4.6) possui um

produto por um vetor intervalar, o que torna o teste mais caro computacionalmente.

6.1.3 Regra de Eliminacao

Como regra de eliminacio, usamos o teste do limite superior (F(X) > CS elimi-
na subcaixa), teste de monotonicidade (0 ¢ G(X) elimina subcaixa) e concavidade
(34 | Hy;(X) < 0 elimina subcaixa). Usamos uma versdo relaxada do teste concavi-
dade por motivos de custo computacional como comentado na secio 4.8. Nao foi

aplicado nenhum teste de dominincia.

6.1.4 Regra de Redugao

Os métodos de redugiio mencionados na se¢io 4.9 sdo os sugeridos em [31]. No
VerGO, estdo disponiveis, além do método de Gauss-Seidel, algumas rotinas de
busca local (Gradiente Conjugado, Newton Truncado [19] e duas versdes do método
BFGS) que sdo usadas para reduzir uma subcaixa convexa a uma vizinhanga do

minimo local.

O algoritmo da figura 6.1 apresenta um esbogo do algoritmo seqiiencial do branch-

and-bound implementado pelo VerGO.
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01 inicia valor de L, L., L,CS
02 enquanto (L # @ and L. # @)
03  enquanto (L # ()

04 X = proxima caixa de L

05 se (F(X) < CS)

06 se (divide(X,B,B;) < tol)

07 adiciona X a L

08 senao

09 se ndo conseguir eliminar B; e/ou By
10 adicione By e¢/ou By a L

11 fim enquanto

12 aplica teste limite e algoritmos de reducio a L,
13 enquanto (L. # @)

14 X := préxima caixa de L,

15 se (w(X) < tolcaiza)

16 adiciona X a L

17 senao

18 para cada vetor intervalar V(i) contendo a vizinhanga das bordas de X
19 se (0 € G(V(1)))

20 adiciona V(i) a L

21 fim se

22 fim enquanto

23 fim enquanto

Figura 6.1: Algoritmo basico do VerGO (seqiiencial)

6.2 Algoritmo Paralelo

A seguir, detalharemos os aspectos de paralelizagdo do algoritmo branch-and-bound.
Para efetuar a comunicacéo entre os processos foi feito uso da biblioteca de fung¢oes
chamada MPI (Message Passing Interface) [82]. Esta biblioteca foi criada para
promover o desenvolvimento de aplicagGes paralelas e distribuidas fornecendo um
padrao que fosse ao mesmo tempo eficiente e portavel. Os esforcos de padroniza-
cio comecaram em 1992 e, desde entdo, o MPI vem se tornando cada vez mais
popular contando com varias implementacoes tanto comerciais quanto de dominio
piblico. A implementagio utilizada (MPICH) é piblica e esta disponivel em http://

www.mcs.anl.gov/mpich /download.html.

Adotamos, como j4 foi mencionado, um esquema proposto em [6], onde um dos
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processos centraliza algumas informacGes e responsabilidades, mas de forma que
nio se torne um gargalo para o processamento como um todo. Esse processo sera
chamado mediador enquanto os outros processos que implementam o branch-and-

bound propriamente dito serao chamados trabalhadores.

6.2.1 Geracao e Alocacao de Unidades de Trabalho

O processo mediador inicia a execug¢io dividindo a caixa inicial (regifo vidvel) em
cada uma das suas dimensGes até conseguir um ntimero de subcaixas igual ao nfimero

de processos e entdo envia uma caixa para cada um deles.

6.2.2 Aplicacao da Segunda Regra de Eliminacao

Com certa fregiiéncia (a ser definida de forma que ndo provoque excesso de comu-
nicac¢io e pouco beneficio), os processos enviam ao mediador suas cotas superiores
(CS) assim como recebem deste o melhor (menor) valor conhecido por todos em um
dado momento. Desta forma, todos os processos podem usufruir do conhecimento
global do algoritmo e eliminar subcaixas mais rapidamente do que se fosse esperar
ele proprio (um processo isolado) chegar a essa cota superior. O processo mediador
simplesmente mantém a menor cota superior enviada para ele e, de tempos em tem-
pos divulga a informagéo para os trabalhadores (compartilhamento de conhecimento
completo atrasado). Esse intervalo de tempo pode ser abreviado caso a variagdo no

valor da cota superior seja considerével.

6.2.3 Alocacao e Compartilhamento de Unidades de Traba-
Iho

Responsével pelo balanceamento de carga, o mediador monitora a carga (tamanho
da lista L (|L|) ) de cada trabalhador e coordena a transferéncia desse excesso de
um trabalhador para outro(s) através de uma variavel que indica o ntimero méximo
(M AX) de caixas que cada trabalhador deve ter. De tempos em tempos, o mediador

avalia a informacéo sobre carga recebida dos trabalhadores, determina um novo valor
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para MAX e o divulga. Cada trabalhador, ao receber o novo valor, decide se estd

em excesso ou ndo, devolvendo este ao mediador.

A decisio de quantas caixas devem ser enviadas ao mediador é simples, mas a de
quais caixas, ndo. Tanto enviar as caixas mais promissoras ' (inicio de L) quanto as
menos (fim de L) podem néo diminuir o desbalanceamento pois algum trabalhador
(o que envia essas caixas no primeiro caso e o que recebe no segundo) pode ficar
com caixas pouco promissoras o que consiste em m4 utilizagdo do processamento
daquele processador, i.e. seu processamento nio estard contribuindo para procurar
a solucao. Um esquema de escolha simples é tomar caixas dentre as de ordem par
em L. Resolvemos escolher as caixas de maneira uniforme dividindo o resto da lista
L em |L| — MAX — 1 partes e selecionando uma caixa de cada (ver exemplo da

figura 6.2).

MAX ILI=9
ILI - MAX-1 MAX

I
)

Figura 6.2: Exemplo de caixas excedentes selecionadas para envio ao mediador

Decidido quantas e quais caixas serdo enviadas, o mediador se encarregard de

recebé-las, guarda-las, testa-las e redistribui-las quando necessario.

O valor de M AX n3o é estatico e deve ser decidido pelo mediador com base na
carga atual dos trabalhadores (|L|) bem como no tamanho da lista do mediador.
Resolvemos levar em consideragio um fator de corre¢ao na distribuicdo que permita
enviar mais caixas aos processadores que possuam mais recursos (memobria, por

exemplo).

Para dar maior flexibilidade ao balanceamento, resolvemos adotar o seguinte

10 fato de uma caixa ser promissora ou néo tem maior influéncia nas estratégias de selegdo
adaptativas
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esquema: Dados M EM; (tamanho da memoéria do processador i), CARGA; (|L] no

processador i) e N (o nimero de processos, mediador incluido), definimos:

N
Utilizagdo média (UT'md) := Z;:-“; Cﬂjj];f/fz (6.1)
i=1 i
Utilizacdo ideal (UT4id;) := M EM; x UT'md (6.2)
N -
, Tid, — ,
Desvio (DSV) := 2z UTtdi — CARGA, (6.3)

N

O objetivo é manter DSV o mais baixo possivel. Para isso, o mediador envia
UTmd para todos os trabalhadores de modo que cada um deles calcule sua Utid
e decida sobre sua situacdo quanto ao balanceamento. Para evitar que os proces-
sos iniciem muitas comunicacoes tentando chegar ao balanceamento idealizado pelo
mediador, uma tolerancia (TOL) estipulada por este mesmo processo e enviada aos

trabalhadores faz com que estes tomem as decisbes quando o excesso nao estiver

dentro da tolerancia ((CA%%‘}{"G_XTM") > TOL).

Note que a estratégia de reagdo a alteracdo de conhecimento desse esquema
de balanceamento de carga ocorre tanto por demanda (o mediador interrompe a
execucdo do trabalhador para enviar-lhe informagoes que o faro tomar decisdes)

quanto por pedido (trabalhador com lista vazia espera mais caixas do mediador).

(:) Iediator

D Warker

B Work Unis
—— Boz Donstion
—~— Box ReguestPespouse
--=~ Incumbert Broadcast

Figura 6.3: Esquema explicativo da comunicacdo entre mediador e trabalhadores
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6.2.4 Detecgao de Término

No esquema aqui descrito, a tarefa de detectar a terminagio global do algoritmo é
relativamente simples e ndo requer muito processamento. J4 que um trabalhador
s6 pede mais caixas para o mediador quando sua lista est4 vazia, a tnica fonte
direta de subproblemas do trabalhador é o mediador e, ele (o trabalhador) néo faz
mais nada enquanto ndo receber uma resposta do mediador sobre o pedido de mais
subcaixas, entdo podemos garantir que ndo h4 nenhuma mensagem pendente que
pudesse alterar a situagio desse trabalhador. Quando todos os trabalhadores estdo
esperando caixas do mediador e esse também estd vazio, ele “sabe” que o algoritmo
terminou e pode informar esse evento para os demais processos enviando zero caixas

como resposta ao pedido de cada trabalhador.

As figuras 6.4 e 6.5 mostram os algoritmos usados para o mediador e o trabalha-

dor respectivamente.

01 inicia valor de L, L., L, CS
02 enquanto (#pedidos < #processos — 1)

03 recebe qualquer mensagem

04 caso (tipo da mensagem seja)

05 PEDIDOQO: anote novo pedido na lista de pedidos

06 Cs: se (CSlocal > CSrecebz'do)

07 CSiocat = C'Srecebido

08 senao

09 envia CSpeu

10 NUM: recebe tamanho e lista caixas para incluir em L
11 CARGA: recebe informacgo da carga de um trabalhador
12 se (L # )

13 para cada pedido pendente

14 envia caixas para trabalhador

15 aplica teste de eliminacao em L

16 se (carga dos trabalhadores mudou)

17 recalcula, UT'md e TOL e envia para todos os trabalhadores

18 fim enquanto
19 envia zero caixas para todos os trabalhadores

Figura 6.4: Algoritmo do processo mediador
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01 inicia valor de L, L., L, CS

02 repita

03  enquanto (L# @ and L, # O)

04 enquanto (L # @)

05 C

06 envia CS para mediador

07 possivelmente recebe CS, UT'md e TOL do mediador
08 aplica teste limite e algoritmos de reducdo a L,

09 enquanto (L, # @)

10 C

11 se UT'md e TOL indicam que processo estd com excesso
12 envia excesso de caixas para mediador

13 fim enquanto

14 envia pedido de caixas para mediador

15 recebe tamanho e lista de caixas

16 inclui caixas em L

17 até que tamanho da lista recebida seja zero

Figura 6.5: Algoritmo do processo trabalhador
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Capitulo 7

Conclusao

Problemas de Otimizacdo Global, como por exemplo o de conformagio molecular
(PCM), sdo de dificil resolucio, principalmente quando nio se deseja apenas uma

resposta aproximada.

Neste trabalho, aplicamos um método branch-and-bound intervalar paralelo na
busca do minimo global de uma funcio-teste bem conhecida (CF). O algoritmo
paralelo apresentado ¢ classificado como do tipo 2 por [24] e apresenta as seguintes

caracteristicas principais:

e a utilizacdo de uma estratégia hibrida de selecio do préximo subproblema
escolhido onde a estratégia pode alternar entre as 3 escolhidas (duas das quais

sdo mais utilizadas na literatura) durante a execucdo do algoritmoy;

e 0 compartilhamento de informacao é dindmico e ocorre tanto por demanda

quanto por pedido;

e o balanceamento de carga segue o esquema descrito em [6] (mediador x tra-

balhador). Dentre suas vantagens estdo:

— din&mico (se adapta de acordo com o andamento do algoritmo);

— decisbes ndo sdo totalmente centralizadas (mediador ndo & gargalo de
comunicagio);
— transferéncias de unidades de trabalho tem custo fixo devido A topologia

simplificada (mediador «+— trabalhador);
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— oferece poucos pontos de sincronizagio;

— facilita a detecgao de término distribuido.

e desenhado para suportar ambientes heterogéneos (carga pode ser distribuida

de acordo com os recursos de cada processador).
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