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O problema que motivou este trabalho se chama Problema de Conformação Molecu- 

lar (PCM) que consiste em determinar a estrutura tridimensional de uma molécula 

a partir da sua estrutura primária. Essa estrutura depende apenas da seqüência de 

átomos e das interações covalentes e não-covalentes entre eles. Conhecer a estru- 

tura tridimensonal é importante pois dela se infere as propriedades fisiológicas da 

molécula. 

As técnicas tradicionais da Bioquímica para determinar a estrutura de uma 

molécula são a Crist alografia de Raios-X (para proteínas apenas), Ressonância 

Nuclear Magnética e Espectro de Dicroísmo Circular. Ambos utilizam processos 

químicos e físicos para determinar essa estrutura e por esse motivo estão sujeitos 

a limitações físicas, como por exemplo: falhas, incertezas, serem inadequados para 

algumas moléculas, o processo é demorado e requer o preparo prévio de material. 

Tudo isso torna essas técnicas custosas para moléculas de grande porte. 

A abordagem matemática do problema, por outro lado, se propõe a identificar a 

estrutura de uma molécula apenas por meios que não são influenciados por nenhuma 

limitação física. Além disso, o método matemático se aplica a qualquer molécula de 

qualquer tamanho, podendo gerar respostas que estejam tão próximas da realidade 

quanto se deseje (e o modelo permita). O único requerimento para isto é tão so- 



mente a implementação de um programa que calcule a energia potencial da molécula 

em questão (bem como suas derivadas, se possível) como vamos ver mais adiante. 

Apesar da formulação matemática não envolver questões muito complexas, a reso- 

lução do modelo consiste num desafio pois o modelo é não-linear não-convexo, e, o 

número de mínimos locais do modelo cresce exponencialmente com o tamanho das 

instâncias. 

Resultados da Bioquímica indicam que a estrutura tridimensional de uma molécula 

no seu estado nativo geralmente está associado à menor quantidade de energia po- 

tencial dessa molécula. Essa energia potencial é calculada de acordo com as forças 

físicas que atuam entre os átomos dessa molécula. Dessa forma, podemos expressar a 

quantidade de energia em função da posição dos átomos em relação a um referencial 

fixo. 

A energia potencial é resultante das interações entre os átomos de uma molécula. 

As interações (de natureza química) podem ser: covalentes (associadas às ligações 

entre os átomos vizinhos) ou não-covalentes (associadas as interações entre átomos 

não ligados covalentemente). As interações geralmente utlizadas podem ser mode- 

ladas da seguinte maneira: 

o Ligações covalentes: mantêm átomos vizinhos a uma distância constante. Pode 

ser modelada como: 

Eb = kb(r - 

onde kb é a constante de energia da ligação, r é o comprimento da ligação e r0 

é a constante de equilíbrio da ligação. 

o Ângulo de ligação (covalente): o ângulo de ligação 0 entre os átomos A, B e C, 

ligados covalentemente, é definido como o ângulo entre as ligações covalentes 
- -  

A B  e BC na figura 1.1. A energia potencial é representada por: 



onde k8 é a constante de energia do ângulo, B é o ângulo de ligação e O. é a 

constante de equilíbrio do ângulo. 

Figura 1.1: Ligações covalentes: ângulos de ligação (8) e diedrais (4) 

s Ângulos diedrais (covalente): Um ângulo diedral (ou ângulo de torsão) 4 entre 

quatro átomos A, B, C e D, ligados covalentemente, é definido como o ângulo 
-- 

entre os planos ABC e BCD representados na figura 1.1. A energia potencial 

associada é dada por 

onde 4 é o ângulo diedral e V,, n e y são constantes que dependem dos átomos 

envolvidos. 

i Interações iônicas (não-covalente): ocorrem entre grupos eletricamente car- 

regados e exercem influência importante na estabilização da molécula. Segue 

a lei de Coulomb e pode ser dada por: 

onde qi e qj representam o valor das cargas parciais dos átomos i e j e D é a 

constante dielétrica do meio (solvente) e r,  é a distância entre eles. 

B Pontes de hidrogênio (não-covalente): são decorrentes das polaridades de gru- 

pos neutros de átomos. Podem causar efeitos semelhantes às interações iônicas. 

São calculadas segundo a expressão: 



onde Cij e D, são constantes que dependem dos átomos i e j ,  e r, é a distância 

entre eles. 

o Interações hidrofóbicas (não-covalentes): associação de grupos ou compostos 

não-polares entre si, nos sistemas aquosos, por causa da tendência das molécu- 

las de água circundantes de adquirir o seu estado mais estável (desordenado). 

onde rij é a distância entre os átomos i e j, D = 78 e s = 0,3. 

a Interações de van der Waals (não-covalentes): são interações decorrentes da 

indução de cargas parciais quando os orbitais de elétrons se aproximam. Es- 

sas interações decorrem dos efeitos de dispersão e de exclusão de Pauli. São 

importantes na estabilização da molécula. A expressão é dada por: 

onde Aij e B, são constantes que dependem dos átomos i e j, e r, é a distância 

entre eles. 

A expressão completa da função de energia potencial fica: 

FEP = (h (r - ~ 0 ) ~ )  



As duas primeiras moléculas utilizadas eram pequenas, de estrutura conhecida e 

serviram para verficar o método. Eram elas: pseudoetano (que não existe na na- 

tureza) e 123-tricloro, 1-flúor propano mostradas na figura 1.2. 

Figura 1.2: Pseudoetano (esq.) e 123-tricloro, I-flúor propano (dir.) 

A intenção inicial era encontrar a estrutura tridimensional de uma molécula real. 

A molécula de polialanina (figura 1.3) foi escolhida por ser composta de seqüências 

repetidas de átomos. Isso possibilitaria gerar uma família de exemplos com dimen- 

sões tão grandes quanto se desejasse com uma mesma implementação computacional. 

Mas logo se notou que a avaliação das derivadas da função de energia potencial para 

esta molécula era deveras complexo. Uma primeira simplificação foi feita usando- 

se uma molécula fictícia consistindo de apenas uma seqüência de átomos. A essa 

molécula deu-se o nome de cadeia. 

Figura 1.3: Alanina (esq.) e Cadeia (dir.) 

Ainda assim, as derivadas estavam muito mais complicadas do que se imaginava. 

Isso se devia mais pela heterogeneidade dos termos do que pela sua quantidade. 

Partiu-se então (abrindo mão de aplicar o algoritmo a uma função que modelasse 

uma molécula) para uma função sintética que foi montada em [53] cujo mínimo é 

conhecido, se comporta como as funções de energia potencial (número exponencial 

de mínimos locais) e possui uma expressão bem mais simples (o que permitiu a 



avaliação de suas derivadas). Essa função será chamada de CF em referência ao seu 

autor. 

A implementação da função computacional que avaliasse tanto a função matemática 

da energia potencial quanto suas derivadas primeira e segunda para as moléculas po- 

lialanina e cadeia logo se mostrou um trabalho muito complexo. Em primeiro lugar 

tentou-se usar a facilidade de geração de código-fonte a partir do pacote matemáti- 

co Maple [9]. Essa opção foi logo descartada pois o código-fonte gerado é muito 

ineficiente e de difícil compilação. Partiu-se para a implementação da função com- 

putacional manualmente (em oposição a forma automática do Maple) da função 

usando-se o Maple para validar a versão manual. Conseguimos maiores avanços mas 

nem todas as derivadas funcionavam de forma que fomos obrigados por motivo de 

tempo a simplificar mais ainda nosso exemplo. Desta forma, terminamos optando 

pela função CF. 

Esse trabalho está dividido nas seguintes partes. O capítulo 2 discorre sobre a 

Otimização Global, alguns métodos tradicionais da área e o método branch-and- 

bound em particular. O capítulo 3 dá uma introdução aos conceitos básicos da 

Aritmética Intervalar que será usada no método. O capítulo 4 detalha a implemen- 

tação do método branch-and-bound intervalar e o capítulo 5 acrescenta detalhes da 

paralelização desse método. O capítulo 6 dá detalhes de implementação. Por fim, o 

capítulo 7 mostra as conclusões do trabalho. 



Como foi visto no capítulo anterior, matematicamente, o PCM consiste em descobrir 

o menor dentre os mínimos locais da função de energia potencial. Essa função é ex- 

tremamente complexa o que enquadra o problema numa categoria mais abrangente: 

a de otimização global. 

Há muitos problemas práticos, notadamente na indústria, que podem ser modela- 

dos simplesmente usando funções lineares, por exemplo: transporte, distribuição, 

localização de facilidades, escalonamento de tarefas e de tripulação. Para estes pro- 

blemas, vários algoritmos computacionais são bastante conhecidos e desenvolvidos. 

Mas, não menos frequentemente, encontra-se problemas intrinsecamente não- 

lineares. Exemplos estão espalhados em muitos campos de atuação, na física, quími- 

ca, biologia, economia, engenharia, sistemas sociais, e mesmo nas áreas já citadas 

anteriormente. Para alguns casos de problemas não-lineares, podemos verificar uma 

característica especial (convexidade) que, por garantir a unicidade da solução mí- 

nima, permite certificar-se de que a solução encontrada por determinado algoritmo 

será a ótima. Essa característica é especial porque define de forma precisa a solução, 

além de fornecer subsídios para a construção de algoritmos. Além do mais, tam- 

bém são conhecidos vários algoritmos eficientes (uns mais genéricos, outros mais 



especializados) que podem ser empregados na resolução desses problemas. 

Continuando na direção do mais genérico, existem problemas não-lineares para 

os quais não se garante a propriedade de convexidade. Parte-se do princípio de 

que existe mais de um ponto que represente uma solução ótima ou mesmo uma boa 

solução (próxima à solução ótima). Dependendo da função e da região do conjunto de 

soluções viáveis (espaço viável) onde a busca deve ser feita, soluções boas tornam-se 

ótimas e vice-versa. Devido à hipótese de que não há uma estrutura especial deve-se 

supor, e é o que acontece, a existência de tantas soluções locais quantas se possa 

imaginar. 

Já que os algoritmos clássicos da Programação Não-linear admitem convexidade 

(unicidade da solução ótima), eles falham quando aplicados a um problema mais 

geral, pois eles terminam encontrando uma solução ótima local (dependendo da 

função e do ponto de partida) que eventualmente pode vir a ser a solução global. 

Mas "eventualmente" não é uma característica muito desejável, dessa forma, levando 

à necessidade de desenvolvimento de novos algoritmos próprios para encontrar a 

solução ótima global entre as tantas locais existentes. 

A otimização global é, portanto, a parte da Programação Matemática cuja preocu- 

pação reside em determinar o menor dos mínimos locais de um problema. Matema- 

ticamente, descreve-se um Problema de Otimização Global (POG) como: 

min global f (x) 
s.a. : gi(x) 5 O,i= I ,..., p 

hj(x) = 0 , j  = 1, ...,q 
x E IRn 
f,gi, hj : IRn + R 

Sem perda de generalidade, estamos assumindo um POG como um problema de 

minimização. Chamaremos, de agora em diante, solução global ótima de mínimo 

global (ou mínimo absoluto) e solução ótima local de mínimo local. 



De acordo com o espaço de soluções viáveis do problema, podemos classificar POGs 

em: 

B POG Combinatório: a função objetivo é definida sobre um conjunto de soluções 

que é finito (discreto), porém muito grande. 

s POG Irrestrito: a função objetivo é definida em todo o IWn ou, no máximo com 

restrições de caixa (li 5 xi 5 ui, i = I, ..., n). Isso significa que não existem as 

funções gi nem hj ( p  = q = O).  

s POG Restrito: a função objetivo é definida como no caso anterior, só que, ago- 

ra, aparecem as funções gi e/ou hj (p # O ou q # O).  Essas funções complicam 

ainda mais o problema, pois tornam o espaço de busca mais complexo. 

Teoricamente, todos esses problemas são considerados de difícil solução (NP- 

Hard [69]). Mas, devido ao passo acelerado em que cresce a capacidade de pro- 

cessamento e de armazenamento dos computadores, instâncias cada vez maiores se 

tornam tratáveis em um tempo razoável. Juntamente ao desenvolvimento tecnológi- 

co, novas técnicas, antes inviáveis, podem agora ser desenvolvidas e aplicadas. 

Há várias abordagens para resolver um POG: algumas de caráter mais geral, outras 

que fazem uso de estruturas conhecidas do problema (exemplo: funções côncavas, 

Lipschitz, etc). Quanto mais a abordagem tirar proveito da estrutura do proble- 

ma, mais eficiente poderá ser, apesar de estar abrindo mão da abrangência de sua 

aplicação. 

Alguns métodos apresentam prova de convergência, mas isso não descarta a 

possibilidade de se melhorar os resultados pela aplicação (algumas vezes necessária) 



de métodos de busca local na solução desses métodos. Isso é também motivado pela 

complexidade exponencial que o problema apresenta. 

Segue uma lista com alguns exemplos de estratégias de solução de POGs. Deve-se 

lembrar que, nem essa lista é completa, nem as estratégias são mutuamente exclu- 

sivas. Por motivos de organização, divide-se os métodos em dois grandes grupos: 

heurísticos e exatos. 

Os métodos heurísticos não garantem encontrar a solução ótima, não fornecem ne- 

nhuma idéia de distância da sua solução para o ótimo e nem sempre possuem prova 

de convergência. Dentre eles podemos citar: 

a) Extensões Globais de Métodos de Busca Local: A idéia é montar um método 

de dois níveis onde o superior faz uma amostragem aleatória no espaço viável 

para determinar pontos que serão usados como pontos de partida para os 

algoritmos de busca local executados no nível inferior (ver [83]). 

b) Metaheurísticas: Implementam uma busca local modificada onde, inicialmente, 

o método aceita mais facilmente que o próximo passo leve a uma solução pior 

que a atual e, à medida que o algoritmo evolui, o dispositivo que controla a 

convergência vai impedindo cada vez mais que soluções piores sejam aceitas. 

Exemplos são: Algoritmos Genéticos e Estratégias de Evolução [27, 33, 76, 601, 

Simulated Annealing [51, 45, I], Busca Tabu [25, 32, 261. 

c) Subestimação Global Convexa Aproximada: Uma heurística que tenta estimar 

a convexidade total da função objetivo pela amostragem de alguns de seus 

pontos. Aplicável principalmente a funções suaves (ver [21]). 

d) Métodos de Continuação: Consiste em partir de uma versão mais suave (sim- 

ples) da função original, descobrir seus minimizadores locais e, gradualmente, 

retornar à função original sempre buscando os novos mínimos de cada função 



tomando como pontos iniciais aqueles calculados na função anterior. Mais 

adequada para funções suaves (ver [22]). 

e) Melhoramento Seqüencial de Ótimos Locais: Esses métodos geralmente ope- 

ram sobre funções auxiliares adaptativamente construídas para assistir a bus- 

ca de ótimos gradualmente melhores. Algumas técnicas usadas para definição 

dessas funções auxiliares são: " tunneling", " defiation" e "filled functions" (ver 

1541) . 

-4. étodos Exatos 

Os métodos exatos possuem prova de convergência e garantem a solução ótima. 

a) Abordagens Ingênuas: Apesar de simples e de convergirem sob algumas con- 

dições, são métodos sem esperança de bons resultados para problemas não 

triviais (dimensão 3, 4, 5...), por usarem uma estratégia "ingênua". Exemplos: 

busca aleatória, amostragem de cobertura de espaço (ver [34, 70, 891). 

b) Estratégias de Busca (Enumerativa) Completa: Baseiam-se numa busca enu- 

merativa completa das possíveis soluções. Aplicável a problemas combinatórios 

ou alguns problemas bem estruturados (e.g. programação côncava) (ver [35]). 

c) Métodos de trajetória, homotopia e abordagens relacionadas: Pretendem vi- 

sitar todos os pontos estacionários da função objetivo f ,  levando a uma lista 

de todos os mínimos locais e globais. Em geral, incluem modelos de equações 

diferenciais, métodos de ponto fixo e algoritmos de pivoteamento (ver [22,20]). 

d) Métodos de Aproximação (Relaxação) Sucessiva: Consistem em substituir o 

problema original por uma seqüência de problemas relaxados de forma que a 

sequência das soluções desses problemas relaxados convirja para a solução do 

problema original. Para criar os problemas relaxados, várias técnicas podem 

ser usadas: planos de corte, construções minorantes diversas, otimização em 

níveis, etc (ver [35]). 



e) Algoritmos de Busca (Particionamento) Bayesiana: Esses métodos se baseiam 

em informação previamente escolhida que permita a descrição estocástica das 

classes de função modeladas. Ao longo do processo de otimização, os parâ- 

metros que caracterizam a função são dinamicamente ajustados. Geralmente 

qualquer modelo com dimensão maior que 1 representa uma aproximação das 

funções do modelo. 

A convergência é provada teoricamente, desde que garantido um conjunto de 

pontos de busca devidamente denso, espalhado por todo o espaço viável. Um 

desafio no uso desses métodos estocásticos é a escolha e verificação de um 

modelo estatístico apropriado para o problema em questão. 

Esses métodos apresentam uma dificuldade intrínseca na sua implementação 

de forma rigorosa e eficiente segundo (ver [63, 621). 

f) Algoritmos de Busca Estocástica Adaptativa: Outro tipo de algoritmo que 

se baseia na amostragem aleatória do espaço de soluções, usa estratégias de 

busca aleatória e pode incluir também: ajuste de parâmetros, refinamento de 

soluções, regras estatísticas de parada, etc. 

Apresentam probabilidade de convergência 1 e podem ser aplicados tanto a 

problemas discretos quanto a contínuos (ver [70, 891). 

g) Algoritmos Branch- and- bound: Consistem em particionar e avaliar o conjunto 

de soluções repetidamente, eliminando as partições indesejáveis (enumeração 

implícita) à medida que o algoritmo caminha. Existem muitas maneiras de fa- 

zer o particionamento, a escolha do próximo subproblema e de eliminar subpro- 

blemas, o que leva a uma grande diversidade de algoritmos branch-and-bound 

(ver [31, 42, 73, 70, 89, 35, 671). 

Note que esses métodos se baseiam muito em informações sobre a estrutura 

particular de cada problema. Portanto, o conhecimento prévio de informações 

tais como constante Lipschitz, derivadas, pode ser crucial para a eficiência do 

método. 

Podem ser aplicados a uma grande variedade de problemas tanto contínu- 

os quanto discretos. Problemas combinatórios lineares podem ser resolvidos 



com exatidão usando métodos da Programação Inteira baseados em estratégia 

branch-and- bound. 

Mais informação sobre otimização global e seus métodos pode ser encontrada 

nos seguintes artigos (ver [29, 71, 41, 68, 661). 

Devido à complexidade do PCM, além das abordagens que usam o Branch-and- 

bound puro (c.f. [57, 58, 8, 59]), outras métodos têm sido utilizados para tentar 

resolver esse problema: meta-heurísticas (Simulated Annealing 1139, 811, Tabu-search 

[50], Algoritmos Genéticos [7, 281) e algoritmos híbridos como Branch-and-bound e 

Tabu-search em [4]. 

Neste trabalho, faremos uso de um algoritmo branch-and-bound por suas pro- 

priedades serem desejáveis para tratar o problema em questão. Assim sendo, passe- 

mos a examinar o algoritmo branch-and-bound em detalhes. 

os Branch-and- bound 

Apesar dos métodos branch-and-bound serem abrangentes, grande parte da literatura 

os emprega na resolução de problemas de Programação Linear Inteira (PLI). Por esse 

motivo e pelo fato de ainda não termos introduzido todos os conceitos necessários, 

faremos uma explicação breve do método usando conceitos da PLI quando oportuno. 

Mais tarde, voltaremos a apresentar o método de acordo com a otimização global 

ressaltando as semelhanças e diferenças entre a abordagem tradicional e esta última. 

O algoritmo branch-and-bound inicia considerando o problema original como um 

todo, o particiona e calcula cotas inferiores (bounding) para o mínimo de f em cada 

subproblema. Cada um deles é, então, testado de acordo com uma ou mais regras 

de eliminação na intenção de descartar (prune) subproblemas onde se pode garan- 

tir não encontrar uma solução melhor que a melhor solução atualmente conhecida 

(incumbent). Subproblemas não eliminados são armazenados numa lista (L) para 

posterior ramificação (branching) até que o subproblema represente uma solução in- 

viável, uma solução ótima (inteira) ou seja dominado (não ofereça solução melhor 



que outra já considerada). Sempre que se chega a uma solução, ela é comparada 

com a melhor solução (doravante chamado de CS) de forma que C S  seja atualizada 

se a nova solução for melhor (menor). Assim, CS guarda sempre uma cota superior 

para o mínimo de f .  

A propriedade básica que permite a eliminação (enumeração implícita) de sub- 

problemas é que: subproblemas si provenientes da ramificação de um subproblema 

sj possuem cotas inferiores para o m2nimo de f maiores que a cota inferior de sj 

(CIn (sj) 5 CInf (si)). Essa propriedade permite a existência da regra básica de 

eliminação: seja um subproblema si com cota inferior CInf(si) e uma cota superior 

atual CS. Se CTnf(si) > CS, então si pode ser eliminado (e seus descendentes im- 

plicitamente) já que nenhum subproblema de si leva a uma solução melhor (menor) 

que CS. Essa regra é padrão em qualquer algoritmo branch-and-bound. Outras re- 

gras de eliminação (dependentes do problema ou não) podem ser adicionadas e são 

conhecidas como regras/dispositivos de aceleração do algoritmo (ver 4.8 e 4.9) já 

que permitem que mais subproblemas sejam eliminados mais cedo, levando a uma 

enumeração implícita maior. 

As relações entre cada subproblema si, as partições de si, geradas na ramifi- 

cação criam uma estrutura hierárquica representável através de uma árvore. E a 

essas relações que nos referimos quando falamos da árvore do branch-and-bound. 

Tomando emprestado a nomenclatura tradicional da estrutura de árvore, temos: 

raiz (problema inicial), filhos do nó n (partições criadas a partir do subproblema 

n), descendentes de n (subárvores enraizadas nos filhos de n), pai do nó n (sub- 

problema a partir do qual n foi gerado diretamente), ancestrais de n (cada um dos 

subproblemas no caminho entre n e a raiz da árvore), etc. 

Mitten [61], em 1970, criou uma caracterização para os métodos branch-and- 

bound de acordo com a escolha feita para cada uma de quatro regras: se 

escolher o próximo subproblema a ser considerado), divisão (como particionar o 

subproblema atualmente considerado), limitação (como calcular cotas inferiores 

para os subproblemas - possivelmente incluindo também o cálculo da cota superior 

para o mínimo de f )  e e irninaqão (como enumerar implicitamente subproblemas 



pela aplicação de testes que garantem a qualidade dos subproblemas descendentes 

do subproblema considerado). Em seguida, detalharemos cada regra. 

A seleção pode ser de dois tipos: a priori (quando a ordem de varredura dos nós da 

árvore branch-and- bound é pré-estabelecida antes de iniciar o algoritmo) ou adap- 

tativas (quando o próximo nó é escolhido, a cada iteração, dentre os subproblemas 

abertos (L)). Como exemplo do primeiro caso, temos as regras Depth-First (testar 

os subproblemas abaixo de um nó n antes de testar outros subproblemas que es- 

tejam no mesmo nível de n) e Breadth-First (testar todos os subproblemas de um 

mesmo nível antes de testar subproblemas do próximo nível). Já dentre as estraté- 

gias adaptativas podemos citar: Best-First (escolher sempre o elemento de L com 

menor cota inferior, i.e., subproblema mais promissor), Best-Estimate (escolher o 

elemento de L mais provável, segundo um critério qualquer, de ter uma solução) e 

Quick-Improvement (escolher o elemento de L que forneça maior melhora da solução 

atual). 

A divisão se dá, como o nome indica, através da partição do espaço de busca em 

dois. No caso da PLI, consiste em escolher uma variável com valor não inteiro 

para adicionar uma restrição que tenta impedir essa variável de continuar com valor 

não-inteiro. Um exemplo de restrições seriam xi 5 LgJ e xi 2 que seriam 

adicionadas uma a cada um dos subproblemas gerados. A escolha da variável é feita 

de acordo com uma heurística adequada ao problema. 

A limitação é feita através do relaxamento de restrições de integralidade que fornece 

problemas com soluções menores servindo de cota inferior para o subproblema pro- 

cessado. Esta estratégia trabalha muito bem em conjunto com a estratégia de se- 



leção Depth-First já que o trabalho para achar a solução ótima (cota inferior) do 

subproblema relaxado a partir da solução do subproblema-pai é bem pequeno. Mes- 

mo assim, esse costuma ser o passo que mais demanda esforço computacional no 

algoritmo. 

A eliminação basicamente se restringe aos casos onde ou o subproblema é inviável 

ou sua cota superior é pior que C S  (teste do limite). Um outro caso, que pode ser 

incluído, é o de se encontrar uma solução ótima inteira para o subproblema relaxado, 

pois apesar do nó não ser de fato desconsiderado pelo algoritmo (ele pode passar a 

ser um novo CS), o algoritmo pára a enumeração nesse nó. 

Durante a execução do algoritmo, cada subproblema pode estar em um desses 4 

estados [24]: 

a) Gerado: subproblema criado por ramificação, mas ainda não processado; 

b) Limitado: cota inferior já foi calculada para o subproblema; 

c) Examinado e ramificado: subproblema não é simples o bastante para ser re- 

solvido e por isso foi ramificado e 

d) Examinado e eliminado: subproblema não possui solução melhor que a atual. 

A esses podemos incluir um quinto, por questões de completude: 

e) Resolvido: subproblema apresenta uma possível solução ótima. 

Subproblemas nos estados a) e b) são armazenados numa lista de subproblemas 

chamados ativos ou abertos (L). Subproblemas em c) e d) são simplesmente removi- 

dos da lista ativa e são chamados de fechados. Subproblemas em e) são transferidos 

da lista ativa para uma outra lista que chamaremos lista de possiveis soluções ((L)). 

Problemas bem comportados (lineares e não-lineares convexos) geralmente possuem 



apenas uma solução distinta e, por esse motivo, dispensam a existência dessa última 

lista. Nesses casos, a solução é dada por CS quando o algoritmo termina. 

Apesar de os algoritmos branch-and-bound terem complexidade exponencial no 

pior caso [23], costumam apresentar bom desempenho em aplicações práticas. Além 

disso, existem dispositivos tanto intrínsecos ao método (como será visto mais adiante 

nas seções 4.8 e 4.9) quanto não (paralelismo) que permitem acelerar o andamento 

de tais algoritmos. 

Passaremos, agora, a introduzir os conceitos básicos de aritmética intervalar para 

que possamos descrever o algoritmo branch-and- bound que empregamos na resolução 

do PCM. 



Por muito tempo, acreditou-se que nenhum algoritmo numérico poderia garantir 

encontrar uma solução global para o problema de otimização não-linear. A razão 

para isso era: "a função a ser minimizada só pode ser testada num número finito de 

pontos. Portanto, não como garantir saber-se se a função cai para um valor menor 

entre dois pontos testados". Embora o argumento possa ser verdadeiro usando- 

se a avaliação da função em pontos, isso não é verdade para métodos que podem 

produzir limites inferiores assintoticamente precisos para a faixa de valores da função 

sobre conjuntos compactos. A aritmética intervalar é capaz de fornecer esses limites 

inferiores assintoticamente precisos para a faixa de valores de uma função sobre um 

intervalo contínuo. 

A aritmética intervalar teve origem no trabalho de [64] com o objetivo original de 

controlar erros de arredondamento gerados pelas operações entre números ponto- 

flutuante utilizadas nos computadores. A idéia é utilizar um intervalo [a; b] (onde 

a e b são números representáveis pela notação ponto-flutuante) ao invés de um 

único número a para representar um número real x de forma que a relação a 5 

x < b sempre se mantenha. Garantida essa relação, o número x será representado 

adequadamente, mesmo sendo a e b representados na inadequada (mas necessária) 

notação ponto-flutuante. Quanto menor for a diferença b - a, maior a precisão que 



se tem sobre o valor de x. 

Números constantes ou valores conhecidos são representados como intervalos do 

tipo [x; x] (intervalos degenerados). Caso o valor a não seja um número representável 

segundo a notação ponto-flutuante, sempre poderemos determinar dois números a e 

b que sejam representáveis de forma que x E [a; b] onde b - a forneça uma precisão 

suficiente para os cálculos que se pretende realizar. Por outro lado, as incógnitas de 

um problema podem ser representadas inicialmente por intervalos maiores os quais 

vão sendo diminuídos no decorrer da execução de um algoritmo até alcançarem uma 

precisão pré-estabelecida desejada. Material introdutório sobre aritmética intervalar 

pode ser encontrado em [3, 65, 67, 731. Para um texto mais completo veja [74]. 

Deste ponto em diante, adotaremos as seguintes convenções: 

IFF é o conjunto dos números reais representáveis pela notação ponto-flutuante. 

e I1 é o conjunto de todos os intervalos [a; b] (a, b E PIF). Usamos PIF pois 

estamos interessados na representação computacional da aritmética intervalar, 

mas poderíamos definir II. como subconjunto direto de R. 

B X é um intervalo determinado pelo intervalo [g; Z] (g,: E IFIF). 

a Y é um intervalo determinado pelo intervalo [y; - jj] (y, - jj E IFF). 

a f e g são funções reais. 

o F e G são funções intervalares (definidas adiante). 

A aritmética intervalar define as quatro operações (+, -, x, e) básicas sobre os inter- 

valos de forma que o seguinte princípio seja sempre mantido: o intervalo resultante 



da operação de u m  intervalo X com u m  intervalo Y é u m  intervalo que contém todos 

os valores possíveis da operação real de u m  elemento de X com u m  elemento de Y .  

X o Y := [min(x o y); max(x o y)] . 
x E X  xEX 
YEY YEY 

Por exemplo, [2; 31 + [I; 31 = [3; 61 pois o menor valor possível para a soma é 1 + 2 

ao passo que o maior é 3 + 3. 

Considerando agora que essas operações serão realizadas num computador, de- 

vemos testar os seguintes casos. Seja [a; b] o resultado de uma operação: 

a a PIF: a receberá o maior pf E PIF menor que o valor de a calculado. 

b PF: b receberá o menor pf E PF maior que o valor de b calculado. 

A esse esquema de arredondamento dá-se o nome de arredondamento ederior .  

Ele permite que o intervalo resultante [a; b] contenha o intervalo que de fato deveria 

ser retornado (se estes pertencessem a PIF) e, agora, pode ser representado sem perda 

de informação. 

O arredondamento exterior está especificado no padrão IEEE sobre operações 

com ponto-flutuante para computadores [10]. Nem todas as arquiteturas seguem 

toda a especificação desse padrão. Para aquelas que o seguem, a implementação 

de uma biblioteca intervalar é possível e, em geral, existe disponível na Internet. 

Por exemplo: CXSC++ [46], PROFIL/BIAS [47, 481. Em [79] discute-se implemen- 

tações de hardware e de software para aritmética intervalar e o artigo 1401, disponí- 

vel na Internet, fornece muita informação introdutória sobre o assunto: aplicações, 

livros, centros de pesquisa, bibliografia (on-line ou não), bibliotecas, além de uma 

introdução básica. 

A seguir temos as definições básicas das operações entre intervalos segundo o 



critério definido na equação 3.1: 

X + Y  := [g+ - y;r:+g], 
X - Y  := [g-giz- y], 
X x Y := [a; b] (a = min{gy, Ty, gg, v} e b = max{gy, Zy, gg, w}), 

F 7 
- - - 

- := A ;  q (o $2 Y), 
TI 

x y := X * + (o $2 Y), 

a = [ (X>O) ,  
[i; 11 s e n = o ,  

X n  := [fl; ."I se g 2 O ou se n é ímpar, 
[p; e] se z 5 O e n é par. 
[O;max(fl ,F)] se g 5 O 5 % e  n é par. 

O centro m de X é: 
x + T  

m (X) = -. 
2 

O comprimento w de X é 

A mignitude de X (mig(X)) é 

Mais sobre a especificação das operações aritméticas sobre intervalos pode ser 

encontrada em [31, 80, 101. 

É importante notar que: 

a) vr  E R, v a l e q u e r - r  = O. Mas para i  E I[,i-i = [ @ O ]  sóva lese i  for um 

intervalo degenerado; 

b) 1/Y e X/Y não estão definidos para O E Y; 

c) Xn  não está definido em função da operação de multiplicação; 

d) A operação de multiplicação é subdistributiva. 

Detalhes sobre o assunto serão dados nas seções 3.4 e 3.6 e pode ser encontrados em 

[30, 311. 



A divisão por intervalo contendo zero (caso c) não pôde ser definida anteriormente, 

pois os intervalos estão definidos apenas para extremidades finitas. Precisamos 

definir intervalos com extremidades infinitas antes de permitir tal operação. 

Partindo-se das seguintes relações: 

lim n/x = +"o (n > 0) 
%+o+ 

lim n/x = -"o (n > O) 
x+o- 

E razoável definir X / Y  (com - y 5 O 5 e - y < g) da seguinte maneira: 

' [.h3 a] ser :<O eY=O, 
[-"o; ./v] u [ ~ / y ;  "o] se T 5 O e - y < O < g, 
[-o; TIVI s e Z < O  e y = o ,  

[-a; 4 s e : < ~ < G ,  
[-a; gld s e - 2 0  e g = O ,  
[-"o;i/d U[g/g;"o] s e g > O  e y < O < g e  - 

, [./V; 4 s e - 2 0  e y = o .  - 

Por motivos de consistência, devemos adicionar mais algumas definições para 

que a definição de divisão intervalar seja coerente com as outras: 

A operação estendida de divisão (assim como no método de Newton intervalar 

discutido na seção 4.9. b) permite como solução a união de conjuntos disjuntos. Surge 

um problema matemático e um problema computacional no tratamento desse caso. 

O primeiro é resolvido com a seguinte definição: 

Já o problema computacional se resolve com a inclusão, na estrutura de dados 

usada para representar intervalos, de informações adicionais que permitam a repre- 



sentação dos dois intervalos disjuntos. Uma solução, que inclui a informação do 

"buraco" entre os dois intervalos é dada na implementação encontrada em [36, 751. 

çóes 

Funções intervalares são funções F : ITn + 1 definidas em termos de operações sobre 

intervalos. O objetivo na definição de funções intervalares é o de obter, através da 

função F, informações sobre o comportamento de uma função f real. Por exemplo, 

se queremos obter informação sobre a faixa de valores onde varia a função f num 

dado intervalo do seu domínio. 

Definimos então que F é uma extensão intervalar de f se, e somente se, F (x) = 

f (x), i.e., o intervalo retornado por F quando aplicada ao intervalo degenerado x é 

um intervalo degenerado de mesmo valor que f (x). Uma extensão intervalar pode ser 

conseguida substituindo-se valores reais por intervalos degenerados e as operações 

reais pelas correspondentes intervalares. 

Mais ainda, queremos não apenas obter informação de f num intervalo degenera- 

do, mas em qualquer intervalo. Para tanto, a propriedade de extensão intervalar não 

é suficiente. Definimos então que: F é monótona inclusiva ou que é uma inclusão 

monotônica de F se satisfaz: 

que significa: se o intervalo considerado diminui, o intervalo da imagem também 

diminui. 

A figura 3.1 mostra o comportamento de uma função monótona inclusiva. Note 

que X C Y e F (X) C F (Y). Ainda na figura 3.1 podemos ver a função f (x) em 

branco, a sua extensão intervalar F (x) . 

Em [31], é mostrado que, funções definidas segundo as operações intervalares 

como as aqui definidas, são monótonas inclusivas. E [3] mostra que essas funções 

implement adas num computador usando arredondamento exterior também gozam 

da mesma propriedade. 



Figura 3.1: f(x), F(x), F(X) e a propriedade de inclusão monótona 

Mesmo funções trancendentais (sen, cos, log, exp, etc) por serem implementadas 

em computadores usando uma aproximação por séries (construídos sobre as opera- 

ções básicas) como por exemplo: 

também podem ter versões intervalares disponíveis. 

Agora temos condições suficientes para estabelecer o Teorema Fundamental da 

Aritmética Intervalar [31]: 

Teorema 3.5.1 S e  F(X1, X2, . .., X,) é u m a  extensão intervalar monótona inclu- 

siva de u m a  função real f (x1, x2 ,..., x,), então f (XI ,  ..., x,) E F(X1, ...,&), Vxi e 

Xi,(i  = 1,2  ,..., n). 

Prova: Ver [31]. 

Ou seja, F contém informação de toda a imagem de f para qualquer valor x no 

intervalo X .  Esse resultado é muito mais abrangente que a propriedade de extensão 

intervalar já que se aplica a qualquer intervalo e não apenas a intervalos degenerados. 



As observações feitas na seção 3.3 acontecem porque a aritmética intervalar não é 

exatamente equivalente à aritmética real. As diferenças mencionadas são: 

a) Problema de Dependência da Subtração: Enquanto na aritmética real x - x = 

O, Vx E R, na aritmética intervalar acontece que o resultado de X-X é avaliado 

como X  -Y, i. e. sem levar em conta que X  = Y. Exemplo: [I; 11 -[I; 11 = [O; O] 

e [I; 21 - [I; 21 = [-I; 11. Como se pode perceber, a equivalência manter-se-á 

apenas para intervalos degenerados. 

b) Problema de Dependência da Multiplicação: Assim como na subtração, X  x X  

é avaliado como X  x Y, para X  = Y. Isso afeta diretamente a definição de 

potência intervalar pois X2 C X  x X (ao invb de se manter a igualdade como 

na aritmética real). Exemplo: X  = [-I; 31, X  x  X  = [-3; 91, X2 = [O; 91. Note 

que X  x  X  não está errado, apesar de não devolver o intervalo mais estreito, 

pois é sabido que, qualquer que seja x E X, seu quadrado não desce abaixo 

de zero. Por esse motivo, a operação de potência tem sua própria definição ao 

invés de ser definida em função da multiplicação. 

c) Subdistributividade da multiplicação: Eis mais um exemplo de propriedade 

intervalar que é mais geral que a propriedade real correspondente: (X i- Y) x 

Para eliminar esses efeitos, devemos escolher expressões que possuam pouca ou 

nenhuma repetição da mesma variável e que forneçam o menor intervalo já que a 

intenção é obter intervalos cada vez mais estreitos ao redor da(s) solução(ões). Por 

todos esses motivos, algumas expressões equivalentes na aritmética real o deixam de 

ser na aritmética intervalar. 

Z  C X  x Z  + Y x 2. Exemplo: 

X x Z + Y x Z  
[-12; 201 

[-18; -181 
X  = [l; 21, Y = [-3; 31, Z  = [O; 41 
X  = [l; 21, Y = [O; 4] ,Z = [-3; 31 

( X + Y ) x Z  
[-8; 201 

[-18; -181 



Tabela 3.1 : Expressões intervalares não equivalentes 

Em [78], o autor sustenta que esses problemas se originam da definição de igual- 

dade intervalar e propõe uma definição mais relaxada chamada "igualdade local". 

Para que possamos lidar com funções intervalares de dimensão n (F : ICn --+ I), 

existem algumas definições relativas a vetores e matrizes que devem ser feitas. 

Um vetor intervalar V, U E lin é chamado caixa para o qual se define: 

Da mesma forma, para matrizes A' e BT da forma (a&) i = 1, ..., m, j = 1, ..., n 

e a:; E I, temos: 

A' c BT *a& C b& para i  = 1,2  ,..., m; j = 1,2  ,..., n; 
I A t A T + t a i j  ~ a , p a r a i = 1 , 2  ,..., m ; j = 1 , 2  ,..., n; 

I m(AT) = m(a,) para i = 1 ,2  ,..., m; j = 1,2 ,..., n; 
I -  w(A ) - m=i=i ... ,+i, ..., n(w(a:;)); 

I I 1 1  A ll-maq=i ,..., m,j=~ ,..., nlaijl. 

AI é diagonal dominante, se e somente se: 

Originalmente, como já afirmamos, a aritmética intervalar foi desenvolvida para 

eliminarlreduzir erros de arredondamento em cálculos computacionais. Mas, re- 



sultados posteriores permitiram que algoritmos intervalares trabalhassem com in- 

formação sobre a função objetivo de um problema de otimização num intervalo 

contínuo e não mais em um número finito de pontos como os algoritmos clássicos 

que utilizam a aritmética real. Dessa forma, ao invés de procurar, por exemplo, um 

ponto crítico de f através de seu gradiente g, podemos determinar se um intervalo 

possui ou não tal ponto pela simples avaliação de G(X). Se O pertence a G(X), 

então o intervalo X contém um ponto crítico de f (a recíproca é verdadeira). 

Passaremos, agora, a abordar o algoritmo branch-and-bound aplicado à otimiza- 

ção global fazendo uso da aritmética intervalar. 



ranch-and- bound 

O uso da aritmética intervalar não se restringe à simples obtenção de cotas inferio- 

res para os subproblemas, apesar desta ser talvez sua maior contribuição (fornecer 

limites para f a um baixo custo, como veremos a seguir), a aritmética intervalar 

está presente em todo o algoritmo. Visto que o algoritmo branch-and-bound foi ex- 

plicado em termos gerais usando um leve enfoque de PLI, vamos agora descrever o 

algoritmo branch-and-bound intervalar ressaltando suas diferenças/semelhanças com 

o branch-and-bound clássico (PLI). 

A estrutura básica de seleciona-divide-testa-elimina se mantém. Como já foi men- 

cionado, devemos admitir a existência de muitos pontos de mínimo local. Alguns 

deles podem estar a uma distância muito pequena do mínimo global. Por esse mo- 

tivo, mantém-se a lista de possíveis soluções que conterá, ao final da execução do 

algoritmo, uma lista de caixas de largura pequena contendo cada uma delas pelo 

menos um mínimo local de f ,  e, dentre as quais, devem estar uma ou mais soluções 

globais. 



A forma de obtenção de cotas superiores, que antes acontecia apenas quando a 

solução de um subproblema relaxado era inteiro, não faz mais sentido. Ao invés 

disso, passamos a escolher um ponto qualquer (tradicionalmente o ponto médio do 

intervalo) dentro de cada subproblema e compará-lo com CS para substituir por este 

se for o caso. Note que essa comparação ocorre muito mais frequentemente agora 

que no branch-and- bound tradicional propiciando, a princípio, maior enumeração 

implícita devido a uma atualização mais frequente de CS. 

De forma a acelerar o processamento, pode-se executar algum algoritmo de busca 

local na tentativa de conseguir uma boa cota superior inicial e, assim, aumentar o 

número de subproblemas eliminados. Esse é um exemplo de dispositivo de aceleração 

(mencionado em 2.5). 

O critério de parada de qualquer algoritmo branch-and-bound é "terminei de proces- 

sar todo o espaço de busca?" que, computacionalmente, traduz-se em "L = 0 ?". 

Diferenças aparecem entre a otimização discreta e contínua no critério de remoção 

de elementos de L (o que influencia diretamente o esvaziamento de L). 

Como estamos trabalhando com intervalos e, teoricamente, sempre podemos 

dividi-los ao meio, o critério de eliminação para se detectar uma solução é subs- 

tituído pelos testes de tolerância do intervalo 

w (X) < E X  e/ou w (F(X)) < ~ f .  

Isso quer dizer que, sempre que um intervalo for mais estreito que uma precisão 

pré-estabelecida, consideramos o subproblema correspondente resolvido. Como não 



estamos considerando restrições que não sejam de caixa, não há eliminação por 

inviabilidade (já que todos os subproblemas são viáveis). 

Uma diferença importante entre o branch-and- bound intervalar e o tradicional acon- 

tece nas regras de limitação e tem reflexos diretos nas regras de seleção. Como foi 

sugerido na seção 2.5.3, implementações do algoritmo branch-and-bound tradicional 

costumam empregar seleção Deph-First para economizar tempo de processamen- 

to no passo correspondente dos subproblemas relaxados (partindo-se da solução do 

subproblema-pai). Como a limitação não é mais feita através de resolução de um 

PPL e também não demanda tanto esforço computacional, podemos desassociar a 

escolha da regra de seleção da regra de limitação. Isso nos deixa outras opções a 

considerar. 

As regras de seleção agem como uma função que ordena os subproblemas abertos 

identificando o próximo a ser considerado/selecionado. Uma função heurísitca h deve 

seguir as seguintes propriedades: 

PZ # Pj +- h(@ # h(Pj) 
Pi é ancestral de Pj +- h(E)  < h($). (4.2) 

A função heurisitca possui outras propriedades são desejáveis para essa "função 

heurística", como por exemplo: 

h(&) < Wj) J - f (E) 5 f (Pj) (4-3) 

(onde P, e Pj são subproblemas abertos), i.e., se a função de seleção indica Pi para 

ser considerado antes de Pj então Pi possui uma cota inferior menor que Pj, quando 

se aplica a regra Best-First explicada mais adiante. Uma regra ou função que observa 

essa propriedade é chamada não-enganosa (nonmisleading) . 

A seguir damos uma explicação detalhada do uso das principais regras de seleção. 

a) Depth-first: segundo essa estratégia, o próximo subproblema a ser considerado 

e mais recentemente rami o. Para tanto, é conveniente que 



a lista de subproblemas ativos seja implementada usando uma estrutura de 

dados tipo pilha (c. f. [2]) que é capaz de manipular seus elementos de maneira 

eficiente exatamente de acordo com a estratégia. Essa estratégia possui a 

vantagem de poder achar uma solução próxima à ótima mais rápido, além de 

não fazer crescer a lista de problemas ativos demasiadamente. Por outro lado, 

essa estratégia faz o algoritmo testar muitos subproblemas, além do quê, sua 

capacidade de eliminar subproblemas (enumerar implicitamente) depende de 

uma boa cota superior ser encontrada o mais cedo possível durante a execução 

do algoritmo. Ver figura 4.1. 

Figura 4.1: Seqüência-exemplo de nós testados usando a estratégia Depth-First. Os 
números indicam a ordem de seleção. Números indicam a ordem de seleção. 

b) Best-first: segundo essa estratégia, o próximo subproblema a ser considerado 

será aquele que possuir a menor cota inferior seguindo a intuição de que 

este é um subproblema promissor já que pode levar a uma solução de valor 

mais baixo (segue a mesma intuição que Best-Estimate na seção 2.5.1). Para 

uso dessa estratégia, é aconselhável implementar a lista L como uma fila de 

prioridades (c.f. [2]) que mantém os elementos de maior prioridade (menor 

cota inferior) no topo da estrutura. Essa estratégia costuma gerar muitos 

subproblemas que vão se acumulando na lista de subproblemas ativos (e con- 

sumindo mais memória). Mas esse fato se reflete na eficiência da estratégia 



que testa/decompõe um número pequeno de subproblemas e, em certas con- 

dições, pode minimizar esse número. E possível mostrar que essa estratégia 

não seleciona subproblemas com cota inferior maior que a solução global, i. e., 

encontra a solução global antes e elimina estas implicitamente. Ver figura 4.2. 

Figura 4.2: Seqüência-exemplo de nós testados usando a estratégia Best-First. Os 
números indicam a ordem de seleção. Números indicam a ordem de seleção. 

c) Índice de Rejeição: uma variação da estratégia Best-First foi proposta recen- 

temente (1998) em 1141 que consiste na redefinição do que seja o subproblema 

mais promissor. Nesse trabalho (e em outros subseqüentes) analisa-se o com- 

portamento do chamado Índice de Rejeição que, idealmente, mede o quão 

próximo o intervalo atual está da solução global. Esse índice é calculado se- 

gundo a seguinte expressão: 

f *  - F ( X )  p f *  = - 
F ( X )  - F ( X )  

onde f* é a solução ótima, F ( X )  e F(x) são a cota inferior e superior para 

F em X (o intervalo correspondente ao subproblema atualmente processado). 

Portanto, os subproblem~~ são armazenados numa fila de prioridade como no 

caso anterior (Best-First), mas a 

p f  * ao invés da menor cota inferior. 



Como a solução ótima nem sempre (na prática, poderíamos até dizer nunca) 

é conhecida, o índice pode ser calculado aproximando-se o valor da solução 

ótima pela cota superior desta (CS) em vigor no momento: 

e, a medida que o algoritmo prossegue, CS tende para f*,  o que nos leva a 

equação 4.4. 

Essa estratégia carece de cuidados especiais em determinadas situações (in- 

tervalo X estreito e função variando pouco no intervalo X), pois, como pode 

ser visto pela expressão acima, o denominador pode se aproximar demasiada- 

mente de zero nesses casos. Os resultados reportados do uso desse índice são 

bons, apesar do cuidado necessário com o denominador. Outra peculiaridade 

na literatura é do fato da maioria dos artigos encontrados usarem p f*  (valor 

quase sempre desconhecido na prática), 

d) Breadth-First: Também chamada de Oldest-First, processa nós da árvore 

de forma que todos os nós do nível n são considerados antes que o 

primeiro nó do próximo nível o seja. Isso nos leva a um algoritmo que vai 

testar quase todos os nós da árvore, vai demorar para encontrar uma solução 

ótima (com precisão adequada) e a enumeração implícita não será favorecida. 

Por estes motivos, essa estratégia de seleção não será considerada. 

Aqui, as idéias são semelhantes às apresentadas na seção 2.5.2, mas são implemen- 

tadas de maneira diferente. As regras mais usadas na literatura são explicadas e 

comparadas em [16]. A escolha da direção de divisão pode ser formulada matema- 

ticamente como: 

k : = arg min max D(i) 
i=l, ..., n (4.6) 

onde J = 1,2,3, .. . , n é O conjunto de índices que especifica as variáveis do problema. 

Na figura 4.3 temos uma ilustração das três opções de divisão de uma caixa 

tridimensional. 



Figura 4.3: Exemplo de divisão. 

A seguir discutiremos as regras usadas para calcular D(i): 

Regra A: 

Consiste em escolher a variável cujo intervalo possui maior largura (w (X)) (c. f., 

[73]). A idéia é dividir o intervalo original de maneira uniforme. Essa regra possui 

uma análise de convergência relativamente simples (c.f., [73, Cap 3, Teorema 61). 

Além disso, não depende de teste de monotonicidade para convergir (c.f,, [15, 731). 

Regra B: 

Essa heurística foi proposta por Hansen e Walster [31]. Admita que x é o ponto 

médio da caixa X. A regra B pretende medir o quanto f varia quando xi varia em 

Xi e escolher a variável que provoque a maior variação. Matematicamente: 

Regra C: 



Em [74], o autor propôs essa nova regra baseada na regra de Hansen e Walster 

(regra B). Nesse caso, com a ajuda de algum algebrismo, Ratz encontra uma nova 

expressão que representa a contribuição de cada variável para a largura da função ob- 

jetivo (w(F(X))). A diferença para a regra anterior é que, aqui a largura do produto 

de intervalos é maximizada e não o produto de larguras. O que fornece diferentes 

valores devido àsubdistributividade da multiplicação intervalar (seção 3.6). 

Outra questão envolvida na divisão consiste em definir em quantas partes será di- 

vidido o subproblema. Tradicionalmente usa-se uma bipartição simples, mas alguns 

autores (c. f., [14,13]) advogam que a multipartição, bem calibrada, pode trazer bons 

resultados tanto no número de avaliações da função quanto no tamanho máximo de 

L. 

As estratégias de limitação se torna trivialmente implementável quando se faz uso 

da aritmética intervalar. Basta avaliar F para a caixa correspondente ao subpro- 

blema atual para conseguir as cotas inferior e superior de f. E interessante lembrar 

que, quanto menos f sofre dos problemas de dependência, mais eficiente se tor- 

na o algoritmo por motivos óbvios. Ou seja, a eficiência do algoritmo depende da 

implementação das funções intervalares. 

Costumam ser a parte do algoritmo branch-and-bound mais dependente do problema. 

Curiosamente, a aritmética intervalar permite descrever algumas regras novas que 

são independentes do problema. As regras de eliminação podem ser: 



a) Teste do ponto médio ou do limite: Seja x um ponto qualquer de X (tradi- 

cionamente usa-se o ponto médio) contido na caixa inicial B. Seja também 

F(x)  = [g;~]. Se existe uma outra caixa Y C B cuja F(Y) = [ y ; ~ ]  - é tal que 

y  > 2, então Y não pode conter um minimizador menor que x e por isso Y 
- 

não pode conter um minimizador global sendo portanto possível eliminar Y. 

Na figura 4.4 (a), o intervalo X1 pode ser eliminado pois F(X1) está acima 

do intervalo CS definido por [f; - f]. 

b) Teste de dominância: E uma generalização do teste anterior (a) onde um 

subproblema Pi pode ser eliminado sem perda de otimalidade se existir um 

subproblema Pj para os quais a relação de dominância D garanta, com auxílio 

de informação intrínseca do problema, que Pi não pode conduzir a uma solução 

melhor que a de P, (Pj domina Pi ou Pj DPi). Uma relação de dominância D' 

é dita mais forte que D(D1 > D) se, e somente se, PiDPj implica que PiDIPj 

também. 

Relações de dominância foram introduzidas em [49] e estudadas em detalhe 

em [37]. Para que uma relação entre subproblemas seja considerada de domi- 

nância, ela deve obedecer às seguintes propriedades: 

(a) PiDP' * f (Pi) 5 f (p'); 

(b) D é uma ordem parcial, ie., transitiva ( e D P j  ePjDPk u P,DPk), re- 

flexiva (PiD.Q) e antisimétrica (PiDPj e PjDPi u P, = Pj); 

(c) PiDPj e Pi # Pj implica que algum descendente e satisfaz P~DP; e 

# P;, IIP; descendente de P'; 

(d) Não existir um conjunto de problemas Pi, , Pi2, . . . , Pi,+l (k 2 2 e Pil, E,, 
. . . , P,, distintos) gerados pelo algoritmo branch-and- bound considerado 

tal que: (1) Pit é descendente próprio de Pi ou então Pit, Pi,+, satisfazem 

et DPit+l A f (Pit) = f (Pit+,) para t = 1, . .. , k e (2) Pik+i = Pil (caminho 

fechado). 

Em 1371 tais propriedades são extensamente estudadas. 

c) Teste de monotonicidade: Admitindo-se que f seja continuamente diferenciá- 

vel, sabemos que o gradiente g de f é zero no mínimo global. Na verdade, isso 



acontece em todos os pontos estacionários. 

O teste consiste em avaliar a função G(X) num dado subproblema X .  Se o 

subproblema possui algum ponto crítico nesse intervalo então G(X) C 

exista pelo menos uma componente de G(X) que não contenha 0, então não 

existe um ponto-crítico e X pode ser eliminado. A figura 4.4 (b) ilustra esse 

tipo de teste onde X 2  está associado a um intervalo onde a função é monótona. 

Esse teste, bem como o seguinte, não contempla a possibilidade de que o 

mínimo esteja em umas das extremidades da caixa analisada. Esse caso deve 

ser analisado à parte. 

Figura 4.4: Exemplos de testes de eliminação 

d) Teste de concavidade: Supondo agora que f E C2, f deve apresentar con- 

vexidade em alguma vizinhança do mínimo global (assim como dos mínimos 

locais). Assim, usando um argumento similar ao do teste de monotonicidade: 

se formos capazes de mostrar que H(X),  a hessiana intervalar de f, não é 

semidefinida positiva em X ,  poderemos eliminar o intervalo X. 

Uma condição necessária para tanto é Hii(X) < O. Nesse caso, basta avaliar os 

termos da diagonal de H(X)  procurando por pelo menos uma das componentes 

que seja estritamente negativa fazendo com que H(X)  não seja semidefinida 

positiva, o que significa que não existe um ponto de mínimo nesse intervalo, 

nos permitindo, portanto, eliminá-lo. 



Uma condição suficiente para H ser semidefinida positiva é que o primeiro 

menor principal de cada ordem i = I, . . . , n deve ser não-negativo. Essa 

condição demanda muita computação e, por isto, não compensa o esforço 

computacional para realizar o teste. A figura 4.4 (c) também ilustra o uso 

desse teste, X3 é eliminado porque não apresenta ponto de mínimo (apesar do 

teste de monotonicidade não poder eliminar esse intervalo). 

Note que, aplicando-se mais esforço computacional (testes mais complexos) pode- 

mos eliminar mais pedaços do espaço de busca. E interessante identificar até quando 

o custo desses testes vai efetivamente acelerar a execução do algoritmo. 

Em [77] podemos encontrar uma boa explicação de regras de eliminação para 

branch-and- bound intervalar. 

As regras de redução, apesar de possuírem a mesma finalidade das regras de elimi- 

nação, são mais flexíveis à medida que permitem a eliminação de parte do intervalo 

associado ao subproblema (reduzindo, portanto, o mesmo). Duas regras de redução 

baseadas na aritmética intervalar são: redução via expansão de Taylor e redução 

pelo método de Newton intervalar que serão descritas a seguir. 

a) Redução via expansão de Taylor: Seja V E lin a caixa sendo atualmente pro- 

cessada e v, u E Rn pontos de V onde v = m(V). Desejamos remover a parte 

U (possivelmente U = V) de V tal que F (U) > CS. Para tanto, ao invés de 

avaliar F(U),  calcularemos f (u) pela expansão de Taylor até primeira ordem: 

onde gi(K, Vz, ..., V,, vi+i, ..., v,) = g t  é a i-ésima componente do gradiente de 

f . Para cada componente j = 1, .. ., n temos: 



Para cada uma destas componentes, podemos aplicar algumas transformações 

algébricas e substituir em f (u) 5 CS para chegarmos a uma expressão da 

forma: 

U+Vt 5 O (4.12) 

em t.  Seja T o conjunto de valores de t  para os quais a desigualdade 4.12 se 

mantém. Daí se tira um T' em função de u para o qual f (u) 5 CS. Podemos 

então dizer que U := V  n T' é a subcaixa (que pode até ser vazia) onde 

f (u) 5 CS. Reduzimos então a subcaixa V  a U sem perda de otimalidade. 

Um processo análogo pode ser feito usando a expansão intervalar de Taylor 

de segunda ordem para f (u). Mais detalhes podem ser encontrados em [3l, 

Seção 9.51. 

b) Redução pelo método de Newton intervalar: O método de Newton intervalar 

é uma combinação do método de Newton clássico, do teorema do valor médio 

e da aritmética intervalar. Ele pode ser usado, por exemplo, para resolução de 

sistemas de equações não-lineares ou para obter-se vizinhanças mais estreitas 

ao redor de pontos críticos de funções num problema de otimização restrita. 

E possível ainda, como vamos ver, decidir sobre a existência e/ou unicidade 

ou não de tais pontos em um dado intervalo. 

Sejam f : X E Jin + Rn, x' E In, x' E X e x* tal que f(x*) = O. Pelo teorema 

do valor médio temos: O = f (x*) = f (x') + f'(c) * (x* - x'), para E X onde 

f '  é a matriz jacobiana da função f .  Podemos substituir f' por uma extensão 

intervalar F' derivada de f e e por X e fazer t  = x* - x' para obter: 

F'(X) x t  + f (x') = O (4.13) 

ou seja, um sistema de equações intervalares em t. Seja T o conjunto de 

soluções t  tal que t  é solução para a equação 4.13. Mas t  = x* -e', logo, pode- 

mos definir T' = T + x'. Desta forma, T' conterá todos os x* que satisfazem 

f (x) = O. Denotamos por N(f,  X, x') = T'. 

A figura 4.5 ilustra aplicações repetidas de iterações do método de Newton a 

um intervalo X que possui apenas um ponto-crítico. 



Figura 4.5: Reduções sucessivas pelo método de Newton intervalar 

As vantagens desse método são a convergência quadrática (em determinadas 

condições) e as seguintes propriedades: 

e Já que N(F, X,  x') contém todos os x*, se N(F, X,  x') c X = Q) então 

podemos garantir que não existe um ponto crítico em X (isso permite 

eliminar o intervalo original X); 

e Se N(F, X, x') C int(X),  então há uma única solução para f (x) dentro de 

X (isso possibilita aplicar um método de busca mais eficiente no intervalo 

N(F, X, x') para encontrar a solução); 

e Se N(F, X, x') int(X), então pode-se garantir que, se houver solução 

em X ,  ela deve estar em X n N(F, X,  x') (isso permite reduzir o intervalo 

original X).  

As duas desvantagens principais desse método são a necessidade de derivadas 

de f e o custo computacional para achar T que consiste na aplicação das ver- 

sões intervalares do método de Gauss-Seidel ou da eliminação de Gauss. Esse 

último motivo, leva a aplicação dessa regra apenas nos casos mais promissores. 

Remetemos o leitor a [31, 42, 431 para saber mais sobre o assunto. 



ese 

O desempenho de um algoritmo branch-and-bound pode ser medido através de vários 

parâmetros: 

e tempo de CPU; 

a número de subproblemas processados; 

e número de subproblemas gerados; 

s tamanho máximo alcançado por L; 

a número de avaliações das funções f, F, g, G, h e H. 

A comparação desses parâmetros referentes ao momento em que se encontra 

aquela que virá a ser a solução ótima e para toda a execução pode dar uma noção 

da dificuldade existente para se encontrar a solução e para provar que esta é ótima. 



ranch-and- bound 

Dentre as vantagens que o paralelismo oferece está a possibilidade de resolução de 

instâncias maiores que aquelas que um algoritmo sequencial suporta devido à menor 

quantidade de recursos (memória, capacidade de processamento, etc) que um único 

computador possui. O paralelismo não altera a dificuldade de resolução (complexi- 

dade) dos problemas que o empregam pois a aceleração obtida pelo paralelismo não 

se equipara a complexidade geralmente exponencial de tais problemas. 

O uso de vários processadores para resolver um problema permite distribuir o 

algoritmo de diversas maneiras e requer mais cuidados durante a implementação. 

Nesta seção introduziremos definições (algumas básicas) de termos que serão usados 

no decorrer do texto. 

or se refere genericamente aos equipamentos eletrônicos 

conhecidos como computadores (incluindo processador (es) , memória, periféri- 



cos, etc). 

i Cada elemento capaz de processar dados armazenados em alguma porção de 

memória será chamado processador. 

e 'Farefa diz respeito ao programa (algoritmo) sendo executado por um pro- 

cessador. Como cada processador idealmente executa uma tarefa, esses dois 

termos podem ser empregados indistintamente para se referir ao processamen- 

to executado por um processador. 

ra Máquinas paralelas que possuem uma porção única de memória acessível por 

todos os processadores são ditas de memória com artilhada. Nas máquinas 

de memória distribuída cada processador possui sua porção de memória 

acessível apenas localmente e estes trocam informações através de mensagens 

enviadas por uma rede de comunicação. 

i Algoritmos síncronos são aqueles onde é garantido, através de um meca- 

nismo de temporização (relógio) global (único e acessível por todos os proces- 

sadores), que todos os processadores estarão executando o mesmo passo do 

algoritmo a cada instante. 

goritmos asslncronos permitem que processadores diferentes estejam em 

pontos diferentes do algoritmo, exatamente pela ausência de uma forma de 

garantir o contrário. Este paradigrna, por ser mais flexível, requer o tratamen- 

to de problemas que podem ocorrer, tais como: múltiplos acessos a mesma 

informação, incerteza na ordem em que a comunicação entre processos ocorre, 

divulgação de informação, etc. 

Algoritmo mestre-escravo: paradigma de programação assíncrona onde um 

dos processos gerencia a execução dos outros possuindo, assim, conhecimento 

global sobre o andamento de todo o algoritmo paralelo. 

s A lista de subproblemas ativos L (ver seção 2.5) pode crescer demais a pon- 

to de impedir o processamento em um determinado processador. Por esse 

motivo, considera-se a possibilidade de distribuir esta lista entre vários pro- 

cessadores disponíveis fazendo cada um destes manter localmente uma parte 



de L. Algoritmos que mantêm essa lista centralizada são ditos terem lista 

única, enquanto que algoritmos que a mantêm distribuída são ditos terem 

e Unidades o: porção mínima de dados que será tratada por um 

processador em cada passo do algoritmo. No nosso caso, ela corresponde 

a uma divisão de um subproblema incluindo o cálculo dos limites inferiores 

dos subproblemas gerados. O próprio termo subproblema muitas vezes pode 

sugerir a mesma idéia. 

c Subproblerna básico ou  primário: todo aquele que é gerado pelo algoritmo 

branch-and- bound sequencial 

Podemos encontrar alguns exemplos desses conceitos na literatura sobre algo- 

ritmos branch-and-bound, Por exemplo: [55] descreve um algoritmo assíncrono, dis- 

tribuído e de lista única; [86] e [44] trazem algoritmos mestre-escravo, também de 

lista única, assíncronos com passagem de mensagens e [88] e [ll] propõem algoritmos 

assíncronos de múltiplas listas, distribuídos e com troca de mensagens. 

Em [24], os autores classificam algoritmos branch-and-bound paralelos em três cate- 

gorias básicas segundo seu desenho: 

e Paralelismo t ipo 1: consiste em realizar as operações em cada unidade de 

trabalho de forma distribuída (usando vários processadores para realizar cada 

operação básica). Acelera-se a execução na medida em que diminui-se o tempo 

para processar cada subproblema. Por outro lado, não altera a estrutura geral 

do algoritmo branch-and-bound, ou seja, o algoritmo paralelo vai tratar os 

mesmos subproblemas na mesma ordem que o algoritmo sequencial. Adequado 

para problemas onde as unidades de trabalho demandam muito processamento. 



ismo tipo 2: consiste em construir a árvore branch-and-bound de 

maneira distribuída entre os processadores de forma que eles tratem indepen- 

dentemente os subproblemas atribuídos a si. Por esse motivo, o algoritmo 

paralelo possivelmente (e provavelmente) não vai tratar subproblemas na mes- 

ma ordem em que o algoritmo seqüencial o faria. 

e Paralelismo tipo 3: consiste em gerar várias árvores branch-and-bound em 

paralelo, cada árvore se caracteriza por uma operação diferente (divisão, se- 

leção, limitação, etc) e a informação gerada na construção de uma árvore pode 

ser (e é) usada na construção das outras. 

Em [87], encontramos uma taxonomia detalhada para algoritmos branch-and- 

bound. Em [18] e [24] também se apresentam modelos mais completos de classifi- 

cação de algoritmos branch-and-bound paralelos que o mostrado aqui. 

Uma diferença marcante entre os algoritmos paralelos e sequenciais é que, cada 

processador executando a versão paralela tem acesso a apenas uma parte da base 

de conhecimento (subproblemas, CS,  etc) gerada pelo algoritmo como um todo. 

Isso faz com que os processadores tomem decisões diferentes daquelas que seriam 

tomadas pelo algoritmo seqüencial. 

Definamos T(k) o tempo gasto para resolver uma dada instância de um problema 

aplicando um algoritmo paralelo a k processadores. Usaremos T(1) para representar 

tempo de execução do algoritmo seqüencial com o qual será comparada a versão 

paralela. 

O conceito de aralelização perfeita [84] é baseado em hipóteses de divisibili- 

dade, independência e interação pouco realistas. Mas pode ser usado para caracteri- 

zar o comportamento de algoritmos paralelos. Define-se TPP = T(l) /k  o tempo de 

paralelização perfeita e anomalia o comportamento que foge desse "comportamento 

ideal". Alguns poucos testes mostram que o que normalmente occorre 6 a anoma- 



'uízo (T(l)/k 5 T(k) 5 T(1)). Outras anomalias são: anomalia 

(T(k) > T (1)) e anomalia acelerativa (T (k) < T (l)/k). Além 

disso, devido ao não-determinismo, o algoritmo paralelo pode gastar tempos dife- 

rentes em execuções distintas para resolver a mesma instância. Quando a diferença 

entre esses tempos varia muito, estamos diante de uma anomalia de flutuação. 

É importante ressaltar que estamos comparando um algoritmo determinístico com 

um não-determinístico. 

Vários autores (c.f., [85, 84, 52, 551) já estudaram essas anomalias e determi- 

naram algumas propriedades que o branch-and-bound paralelo deve apresentar para 

evitar a ocorrência de anomalias desacelerativas (permitindo ainda a aceleração). 

Essas propriedades são: 

e função de busca heurística (ver 4.5) deve ser injetiva e 

e função de busca heurística deve ser não-enganosa (ver Eq. 4.3). 

As três condições a seguir decorrem dessas propriedades. As duas primeiras 

garantem que o algoritmo paralelo não irá executar num tempo superior ao do 

algoritmo sequencial. E a última permite que aceleração do algoritmo ocorra. 

e se durante a execução do algoritmo paralelo não restarem subproblemas pri- 

mários na ou em nenhuma das listas L, então o algoritmo já deve estar de 

posse da solução ótima e pode terminar (o conhecimento gerado pelo branch- 

and-bound paralelo deve ser um superconjunto do conhecimento gerado pelo 

branch-and- bound sequencial) ; 

ea em cada ponto da execução do algoritmo paralelo, pelo menos um subproblema 

primário deve estar sendo processado e 

s a eliminação de subproblemas primários é possível durante a execução paralela 

do algoritmo. 

IDO inglês: detrimental, significa danoso, nocivo, e no nosso caso deve ser entendido como com 
prejubo já que o tempo de execução é maior do que TPP. 



Se o algoritmo fizer uso de regras de dominância, mais algumas propriedades 

precisam ser colocadas para garantir essas condições. Propriedades estas que res- 

tringem as regras de dominância. [84] demonstra todaq essas propriedades e [85] é 

um artigo bem explicativo sobre o assunto. [17] resume este último. 

Assim como todo algoritmo branch-and-bound se caracteriza pela5 quatro regras 

propostas por Mitten [61], um algoritmo branch-and-bound paralelo deve definir as 

seguintes estratégias: 

Ge ra~ão  e  e  Unidades 

Geralmente o algoritmo branch-and-bound inicia com um número de unidades de 

trabalho menor que o número de processadores. Por esse motivo, algum tempo será 

gasto decidindo que parte do problema inicial será entregue a que processador. Isso 

tem sido feito de várias maneiras, mas a estratégia geral citada em [24] pode ser ex- 

pressa como: " Use todos os processadores o mais  cedo possivel evitando, n o  entanto,  

entregar apenas subproblemas não  promissores (que não t ê m  u m a  boa chance de con- 

t e r  u m a  solução) para qualquer um dos processadores". Isso significa que, mais vale 

esperar e distribuir igualmente a probabilidade de sucesso entre os processadores do 

que não gastar o tempo necessário e obter um algoritmo cuja eficiência vai depender 

pesadamente da estratégia de balanceamento adotada. 

ação 

Como foi visto na seção 4.8, a segunda regra de eliminação diz respeito à eliminação 

de subproblemas que não produzem soluções melhores que uma cota superior (CS) 

conhecida até o momento. Manter o CS como variável local de cada processador 

apenas provoca uma ineficiência desnecessária no algoritmo pois a melhor cota su- 

perior (conhecida por apenas um dos processadores em cada momento) permitiria 



a eliminação de mais subproblemas caso fosse conhecida pelos outros processos. A 

solução para isso é manter um esquema de divulgação periódico onde cada proces- 

sador pode compartilhar um novo CS local encontrado e todos os processadores 

tomariam conhecimento do menor CS encontrado por todos eles em um dado in- 

stante. 

Esse não chega a ser um problema em arquiteturas de memória compartilhada 

(já que todos os processadores têm acesso à mesma posição de memória onde se 

guardaria um único valor para CS). Já em arquiteturas de memória distribuída, 

esquemas de divulgação são necessários e dentre eles podemos citar: 

a) Periodicamente, os processadores executam um algoritmo de divulgação de infor- 

mação (c.f. [5]) após o qual todos os processadores conhecem o menor dos CS. 

Desvantagem: induz pontos de sincronização que podem diminuir a eficiência em 

sistemas assíncronos. 

b) Ao encontrar um novo CS, um processo divulga este para todos os outros pro- 

cessadores que o aceitarão se o C S  recebido for menor que o CS local. Esse 

esquema é chamado em [87] de compartilhamento de conhecimento completo pois 

todos os processadores conhecem o melhor CS. No caso de gargalo na comu- 

nicação, pode-se optar por não compartilhar o conhecimento logo que é gerado 

(compartilhamento de conhecimento completo atrasado). 

c) Outro esquema pode garantir que o novo C S  é enviado apenas para os proces- 

sadores topologicamente vizinhos daquele que gerou o novo dado (compartilha- 

mento de conhecimento parcial ou local [87]). Como admite-se que todos os 

processadores são ligados entre si mesmo que indiretamente, ainda é possível que 

o melhor CS chegue a qualquer processador ainda que leve mais tempo. 

O balanceamento da quantidade de unidades de trabalho com que cada processador 

vai trabalhar (balanceamento de carga) pretende garantir que nenhum dos proces- 



sadores fique ocioso por falta de unidades de trabalho (starvation, c. f. [5]) enquanto 

outro esteja sobrecarregado, além de mantê-los como na seção 5.3.1: com chances 

iguais de encontrarem uma boa solução. Dentre as várias estratégias de balancea- 

mento podemos citar: 

a) Manter todos os subproblemas num só processador (lista única) facilitando a 

implementação do balancemaneto mas limitando a quantidade de unidades de 

trabalho à quantidade de memória deste processador. 

b) Manter múltiplas listas de subproblemas o que exigirá que alguns destes sejam 

transferidos da lista de um processador para a de outro de tempos em tempos. 

Esse tipo de estratégia é denominada alocação dinâmica. Ela possui variações 

em relação ao momento em que os subproblemas são transferidos: 

B com pedido: um processo ocioso pede mais subproblemas, 

a sem pedido: um processo muito ocupado envia subproblemas e 

e combinação: ambas as situações anteriores podem acontecer. 

[72] descreve uma taxonomia para estratégias de balanceamento de carga e [6] des- 

creve um paradigma híbrido de processamento que incorpora esquema de balan- 

ceamento e divulgação de CS que será explicado mais adiante. [56] apresenta um 

esquema de balanceamento de carga com realimentação (feedback). 

Algoritmos assíncronos possuem um problema a mais para resolver que é: cada pro- 

cessador saber que todos os outros já acabaram seu processamento. Nos algoritmos 

assíncronos, mesmo que todos os processadores tenham esvaziado suas respectivas 

listas de subproblemas ativos, por causa do balanceamento de carga, pode ainda 

haver transferências de unidades de trabalho em andamento o que significa que pelo 

menos um processador ainda vai ter unidades de trabalho para processar. Pode-se 

aplicar algoriimos genéricos para detectar a terminação de algoritmos distribuídos 



como os descritos em [5], algum esquema centralizado (mestre-escravo) ou mesmo 

específicos da aplicação que podem diminuir a complexidade do algoritmo. 

[77] faz várias considerações sobre algoritmo branch-and-bound intervalar para- 

lelo. 

A medição de desempenho de algoritmos distribuídos é particularmente difícil pois 

existem vários critérios muitas vezes independentes uns dos outros e que conduzem 

a resultados incompatíveis. Como por exemplo: 

a) Qualidade da solução: em algoritmos aproximativos, aquele que encontrar uma 

solução mais próxima da solução ótima que um outro algoritmo é considerado 

ter melhor desempenho. 

b) Número de problemas gerados: aquele algoritmo que gerar menos subproblemas 

é considerado mais eficiente. Existem algumas variantes aqui: 

e considerar o número de subproblemas total gerado; 

c considerar apenas o número de subproblemas gerado até encontrar o ótimo; 

c para uma mesma estratégia de seleção, o número máximo de elementos na 

lista de subproblemas abertos. 

Algumas desvantagens são: não mede trabalho gasto com paralelismo (divul- 

gação do CS, envio/recepção de subproblemas, etc), pode ser difícil avaliar em 

algoritmos assíncronos ou branch-and-bound tipo 3, além do quê, essa medida 

pode variar muito em algorimos não-determinísticos. 

c) Aceleração e eficiência: Essa medição é feita com relação ao tempo. Seja T(p) 

o tempo necessário para resolver o problema com p 2 1 processadores. Defi- 

nimos aceleração (speedup) como A(p) = T(l)/T(p) e eficiência E(p)=A (p)/p. 



Essas medidas já levam em consideração o esforço gasto no paralelismo, mas elas 

possuem questões não resolvidas tais como: 

e Como medir o tempo? Como evitar que o sistema interfira no desempenho 

do algoritmo distribuído? 

T( l )  se refere a quê? Ao tempo do algoritmo paralelo executado em apenas 

um processador? Ou ao tempo do melhor algoritmo sequencial? Qual seria 

esse algoritmo? 

Uma variação seria medir o número de avaliações de funções objetivos (no nosso 

caso, C F  e suas derivadas, ver seção 1.4). Isso daria alguma independência da 

medição sobre o tempo e a carga do sistema, mas não sobre a questão de T(1). 

Além disso, os conceitos de aceleração e eficiência não consideram necessidade 

de sincronia, admitem tempo constante para cada comunicação e admitem que os 

processadores possuem mesmo poder computacional (c.f. [&I]). 



Neste capítulo descreveremos as regras escolhidas para implementação do branch- 

and-bound (tanto sequencial quanto paralelo) bem como algumas melhorias incor- 

poradas à implementação para torná-la mais eficiente. 

A fim de não gastar esforço com problemas de implementação que são importantes 

para o algoritmo proposto, mas que fogem do objetivo do trabalho, usamos um 

pacote disponível publicamente chamado VerGO [38] que implementa um algoritmo 

branch-and-bound intervalar (possui sua própria biblioteca de funções intervalares). 

Deve ser dito aqui que a escolha desse pacote se deu pela adequação ao trabalho, 

já que ele oferecia uma versão do algoritmo branch-and-bound testado (embora não 

exatamente aquele definido por [31], mas que poderia ser modificado) e que oferecia 

a facilidade da sintaxe natural dos operadores intervalares (e.g. x = x + y ao invés 

de SUM(x, y, x)). Outra observação a ser feita é a de que o código-fonte é pouco 

documentado e por vezes sua lógica se tornou quase ilegível (ou ilógica!), fato este 

que não compromete a corretude do algoritmo. 

Dito isso, podemos seguir para a definição dos componentes do algoritmo branch- 

and-bound usado tanto no que se refere à implementação sequencial quanto à dis- 

tribuída, além de especificar os mecanismos adicionados ao método. 



As duas estratégias mais usadas na literatura são Best-first e Depth-first. A nos- 

sa idéia é aproveitar as vantagens de cada estratégia através de uma estrutura de 

dados híbrida que possa se comportar ora como heap (Best-first), ora como pilha 

(Depth-first) (ver [12]). Desa forma, podemos mudar a estratégia em vigor durante 

a execução do branch-and- bound. 

Numa implementação seqüencial, essa estrutura permite que a estratégia seja 

mudada em determinado momento dado que alguma situação seja atingida onde 

outra estratégia seja recomendada. Por exemplo: pode-se começar a execução usan- 

do a estratégia Best-first, gera-se vários subproblemas e, a medida que se garanta 

que um dado subproblema possui apenas um mínimo local (teste de concavidade na 

seção 4.8), podemos usar a estratégia Depth-first para chegar a uma subcaixa dentro 

da tolerância pré-definida que contenha o mínimo e assim eliminar toda aquela região 

e possivelmente obtendo uma cota superior baixa mais rapidamente que a estratégia 

anterior. Outra idéia seria começar usando Depth-first para tentar conseguir uma 

boa cota superior no início da execução de forma que, na fase subseqüente, a estraté- 

gia Best-first mais subproblemas seriam eliminados implicitamente. A alternância 

entre estratégias pode ser feita sempre que conveniente. 

Numa implementação distribuída, essa estratégia híbrida pode ser usada para 

diversificar a atuação dos processos fazendo com que uns procurem diminuir a cota 

superior atual usando a estratégia Depth-first enquanto outros procuram o mínimo 

mais efetivamente usando Best-first. Note-se que, mesmo nesse caso, ainda temos 

uma única árvore branch-and-bound (ver classificação na seção 5.2.2 segundo [24]) o 

que nos garante que todos os subproblemas ativos representam regiões não intersec- 

tantes do espaço de busca. Isso nos exime da preocupação de que processos distintos 

estejam operando numa mesma região do espaço (como acontece em algoritmos do 

tipo 3). 

Aproveitando a estrutura híbrida que permite uso de mais de uma estratégia de 

seleção, podemos incluir, sem muito esforço, a estratégia Índice de Rejeição (seção 



4.5 .~) )  que também pede uma estrutura tipo heap. A inclusão de Breadth-First 

(seção 4.5.d) também é possível mas não foi considerada pelo pouco interesse na 

estratégia. 

Como regra de divisão, usamos a regra B (4.6) pois, apesar da literatura mostrar 

que as regras B e C apresentam desempenhos compatíveis, a regra C (4.6) possui um 

produto por um vetor intervalar, o que torna o teste mais caro computacionalmente. 

e Eliminação 

Como regra de eliminação, usamos o teste do limite superior ( F ( X )  > CS elimi- 

na subcaixa), teste de monotonicidade (O $ G ( X )  elimina subcaixa) e concavidade 

(3i I Hii (X)  < O elimina subcaixa). Usamos uma versão relaxada do teste concavi- 

dade por motivos de custo computacional como comentado na seção 4.8. Não foi 

aplicado nenhum teste de dominância. 

Os métodos de redução mencionados na seção 4.9 são os sugeridos em [31]. No 

VerGO, estão disponíveis, além do método de Gauss-Seidel, algumas rotinas de 

busca local (Gradiente Conjugado, Newton Truncado [19] e duas versões do método 

BFGS) que são usadas para reduzir uma subcaixa convexa a uma vizinhança do 

mínimo local. 

O algoritmo da figura 6.1 apresenta um esboço do algoritmo sequencial do branch- 

and- bound implementado pelo VerGO. 



01 inicia valor de L, L,, L, CS 
02 enquanto (L # 0 and L, # 0) 

enquanto (L # 0) 
X := próxima caixa de L 
se (F(X)  < CS)  - 

E (divide(X,B1,B2) < tol) 
adiciona X a 

senão 
não conseguir eliminar B1 e/ou B2 
adicione B1 e/ou B2 a L 

fim enquanto 
aplica teste limite e algoritmos de redução a L, 
enquanto (L, # 0) 

X := próxima caixa de L, 
se (w(X) < tolcaixa) - 

adiciona X a L 
senão 

para cada vetor intervalar V(i) contendo a vizinhança das bordas de X 
E (O E G(V(i))) 

adiciona V(i) a L 
fim se 

fim enquanto 
23 fim enquanto 

Figura 6.1 : Algoritmo básico do VerGO (sequencial) 

A seguir, detalharemos os aspectos de paralelização do algoritmo branch-and-bound. 

Para efetuar a comunicação entre os processos foi feito uso da biblioteca de funções 

chamada MPI (Message Passing Interface) [82]. Esta biblioteca foi criada para 

promover o desenvolvimento de aplicações paralelas e distribuídas fornecendo um 

padrão que fosse ao mesmo tempo eficiente e portável. Os esforços de padroniza- 

ção começaram em 1992 e, desde então, o MPI vem se tornando cada vez mais 

popular contando com várias implementações tanto comerciais quanto de domínio 

público. A implementação utilizada (MPICH) é pública e está disponível em http:// 

www.mcs.an1. gov/mpich/download.html. 

Adotamos, como já foi mencionado, um esquema proposto em 161, onde um 



processos centraliza algumas informações e responsabilidades, mas de forma que 

não se torne um gargalo para o processamento como um todo. Esse processo será 

chamado media or enquanto os outros processos que implementam o branch-and- 

bound propriamente dito serão chamados trabalha 

Geração e ocação de 

O processo mediador inicia a execução dividindo a caixa inicial (região viável) em 

cada uma das suas dimensões até conseguir um número de subcaixas igual ao número 

de processos e então envia uma caixa para cada um deles. 

plicação da egra de Eliminação 

Com certa freqüência (a ser definida de forma que não provoque excesso de comu- 

nicação e pouco benefício), os processos enviam ao mediador suas cotas superiores 

(CS) assim como recebem deste o melhor (menor) valor conhecido por todos em um 

dado momento. Desta forma, todos os processos podem usufruir do conhecimento 

global do algoritmo e eliminar subcaixas mais rapidamente do que se fosse esperar 

ele próprio (um processo isolado) chegar a essa cota superior. O processo mediador 

simplesmente mantém a menor cota superior enviada para ele e, de tempos em tem- 

pos divulga a informação para os trabalhadores (compartilhamento de conhecimento 

completo atrasado). Esse intervalo de tempo pode ser abreviado caso a variação no 

valor da cota superior seja considerável. 

ocação e Com 

Responsável pelo balanceamento de carga, o mediador monitora a carga (tamanho 

da lista L (ILI) ) de cada trabalhador e coordena a transferência desse excesso de 

um trabalhador para outro(s) através de uma variável que indica o número máximo 

( M A X )  de caixas que cada trabalhador deve ter. De tempos em tempos, o mediador 

avalia a informação sobre carga recebida dos trabalhadores, determina um novo valor 



para M A X  e o divulga. Cada trabalhador, ao receber o novo valor, decide se está 

em excesso ou não, devolvendo este ao mediador. 

A decisão de quantas caixas devem ser enviadas ao mediador é simples, mas a de 

quais caixas, não. Tanto enviar as caixas mais promissoras (início de L) quanto as 

menos (fim de L) podem não diminuir o desbalanceamento pois algum trabalhador 

(o que envia essas caixas no primeiro caso e o que recebe no segundo) pode ficar 

com caixas pouco promissoras o que consiste em má utilização do processamento 

daquele processador, i. e. seu processamento não estará contribuindo para procurar 

a solução. Um esquema de escolha simples é tomar caixas dentre as de ordem par 

em L. Resolvemos escolher as caixas de maneira uniforme dividindo o resto da lista 

L em [LI - M A X  - 1 partes e selecionando uma caixa de cada (ver exemplo da 

figura 6.2). 

Figura 6.2: Exemplo de caixas excedentes selecionadas para envio ao mediador 

Decidido quantas e quais caixas serão enviadas, o mediador se encarregará de 

recebê-las, guardá-las, testá-las e redistribuí-las quando necessário. 

O valor de M A X  não é estático e deve ser decidido pelo mediador com base na 

carga atual dos trabalhadores (]LI) bem como no tamanho da lista do mediador. 

Resolvemos levar em consideração um fator de correção na distribuição que permita 

enviar mais caixas aos processadores que possuam mais recursos (memória, por 

exemplo). 

Para dar maior flexibilidade ao balanceamento, resolvemos adotar o seguinte 

l0 fato de uma caixa ser promissora ou nã.0 tem ma.ior influência nas estratégias de seleção 
adaptativas 



esquema: Dados MEMi (tamanho da memória do processador i), CARGAi (]LI no 

processador i) e N (o número de processos, mediador incluído), definimos: 

Utilização média (UTmd) := 
C,", CARGAi 

C ? M E M ~  Z=I 

Utilização ideal (UTidi) := MEMi x UTmd 

C,", UTidi - CARGAi 
Desvio (DSV) := 

N 

O objetivo é manter DSV o mais baixo possível. Para isso, o mediador envia 

UTmd para todos os trabalhadores de modo que cada um deles calcule sua Utid 

e decida sobre sua situação quanto ao balanceamento. Para evitar que os proces- 

sos iniciem muitas comunicações tentando chegar ao balanceamento idealizado pelo 

mediador, uma tolerância (TOL) estipulada por este mesmo processo e enviada aos 

trabalhadores faz com que estes tomem as decisões quando o excesso não estiver 
(CARGA, -UTidi) dentro da tolerância ( cARGAi > TOL). 

Note que a estratégia de reação a alteração de conhecimento desse esquema 

de balanceamento de carga ocorre tanto por demanda (o mediador interrompe a 

execução do trabalhador para enviar-lhe informações que o farão tomar decisões) 

quanto por pedido (trabalhador com lista vazia espera mais caixas do mediador). 

Figura 6.3: Esquema explicativo da comunicação entre mediador e trabalhadores 



No esquema aqui descrito, a tarefa de detectar a terminação global do algoritmo é 

relativamente simples e não requer muito processamento. Já que um trabalhador 

só pede mais caixas para o mediador quando sua lista está vazia, a única fonte 

direta de subproblemas do trabalhador é o mediador e, ele (o trabalhador) não faz 

mais nada enquanto não receber uma resposta do mediador sobre o pedido de mais 

subcaixas, então podemos garantir que não há nenhuma mensagem pendente que 

pudesse alterar a situação desse trabalhador. Quando todos os trabalhadores estão 

esperando caixas do mediador e esse também está vazio, ele "sabe" que o algoritmo 

terminou e pode informar esse evento para os demais processos enviando zero caixas 

como resposta ao pedido de cada trabalhador. 

As figuras 6.4 e 6.5 mostram os algoritmos usados para o mediador e o trabalha- 

dor respectivamente. 

0 1 inicia valor de L, L,, E, C S  
02 enquanto (#pedidos < #processos - 1) 
03 recebe qualquer mensagem 
04 caso (tipo da 
O 5 PEDIDO: 
O 6 CS : 
O 7 
o 8 
09 
1 O NUM: 
I1 CARGA: 
12 s e ( L # 0 )  

mensagem seja) 
anote novo pedido na lista de pedidos 

(CSlocal > Csrecebido) 
CSlocal := Csrecebido 

senão 
envia CSlocal 

e tamanho e lista caixas para incluir em L 
recebe informação da carga de um trabalhador 

13 para cada pedido pendente 
14 envia caixas para trabalhador 
15 aplica teste de eliminação em L 
16 (carga dos trabalhadores mudou) 
17 recalcula UTmd e TOL e envia para todos os trabalhadores 
18 fim enquanto 
19 envia zero caixas para todos os trabalhadores 

Figura 6.4: Algoritmo do processo mediador 



01 inicia valor de L, L,, E, C S  
02 repita 
03 enquanto (L # 0 and L, # 0)  
04 enquanto ( L  f 0) 
o 5 . . . 
O 6 envia C S  para mediador 
07 possivelmente recebe C S ,  UTmd e T O L  do mediador 
08 aplica teste limite e algoritmos de redução a L, 
09 enquanto (L ,  # 0) 
10 . . . 
11 UTmd e T O L  indicam que processo está com excesso 
12 envia excesso de caixas para mediador 
13 fim enquanto 
14 envia pedido de caixas para mediador 
15 recebe tamanho e lista de caixas 
16 inclui caixas em L 
17 que tamanho da lista recebida seja zero 

Figura 6.5: Algoritmo do processo trabalhador 



Problemas de Otimização Global, como por exemplo o de conformação molecular 

(PCM), são de difícil resolução, principalmente quando não se deseja apenas uma 

resposta aproximada. 

Neste trabalho, aplicamos um método branch-and- bound intervalar paralelo na 

busca do mínimo global de uma função-teste bem conhecida (CF). O algoritmo 

paralelo apresentado é classificado como do tipo 2 por [24] e apresenta as seguintes 

características principais: 

e a utilização de uma estratégia híbrida de seleção do próximo subproblema 

escolhido onde a estratégia pode alternar entre as 3 escolhidas (duas das quais 

são mais utilizadas na literatura) durante a execução do algoritmo; 

a o compartilhamento de informação é dinâmico e ocorre tanto por demanda 

quanto por pedido; 

s o balanceamento de carga segue o esquema descrito em [6] (mediador x tra- 

balhador). Dentre suas vantagens estão: 

- dinâmico (se adapta de acordo com o andamento do algoritmo); 

- decisões não são totalmente centralizadas (mediador não é gargalo de 

comunicação) ; 

- transferências de unidades de trabalho tem custo fixo devido à topologia 

simplificada (mediador trabalhador); 



- oferece poucos pontos de sincronização; 

- facilita a detecção de término distribuído. 

e desenhado para suportar ambientes heterogêneos (carga pode ser distribuída 

de acordo com os recursos de cada processador). 
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