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Abstract

Um método para a resolugao de um problema de otimizagao continua nao con-
vexo utilizando as técnicas de geragao de colunas em otimizacao nao linear.
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1 Introducao

Estudaremos a resolucao de um problema especial de otimizagao nao-linear e
nao-convexo, para o qual apresentaremos um algoritmo associado aos métodos
de geragdo de colunas em otimizacao linear, diferente do apresentado em [1].
Conseguimos dessa maneira obter o 6timo global, algo muito diicil nos algorit-
mos de otimizagao nao-linear utilizados. Uma revisao rapida sobre a geragao
de colunas em Otimizac¢ao Linear pode ser feita em [3] e sobre a programacgao
nao-linear [2].



2 Definicoes

Considere o modelo cldssico de programacao linear (1)-(3) com n varidveis e m
restricoes:

(LP) min z = ch x; (1)

jeJ
S. a Zaijxj :bi7 1el (2)
JjeJ
x; >0, jelJ (3)
sendo I ={1,...,m} e J ={1,...,n}. Os parametros a;;, b; ¢ ¢; sdo conheci-

dos, para todo ¢ € I e para todo j € J.

Se considerarmos que cada a;; é varidvel com valores no intervalo [o;, 5;; ],
sendo oy; e f;; parametros conhecidos, o modelo se torna um problema de
otimizagao nao-linear e ndo-convexo, como em (4)-(7):

(QP) min z = ch x; (4)
JjeJ

s. a Zaijxj = b;, iel (5)
j€J

5 >0, jelJ (6)

ai; < oay; < Bij, rel, jeld (7)

3 Reformulacgao!

Poderfamos, para cada x;, montar todas as colunas a; = (ai;,az;, - - .,amj)T
possiveis. Serd uma quantidade infinita e nao-enumerdvel de colunas. Deno-
taremos cada uma das possibilidades por a;i, sendo k € K. Para cada uma
delas, criaremos uma cépia da varidvel z;. Assim, para uma determinada col-
una a,, associaremos a varidvel x;i, resultando em uma quantidade infinita
e nao-enumeravel de varidveis. Porém, somente uma dessas varidveis podera
assumir valor nao-nulo, indicando quais sao os valores de a;; na solucao do
problema original. Duas idéias para forcar que somente uma varidvel assuma
valor nao-nulo:

e O produto entre todos os pares de cdpias deve ser 0:
Tiky * Tjky = 0, klﬁkg, k’l,kQEK

Teremos um conjunto infinito e nao-enumeréavel de restrigoes, além de
tornar o modelo resultante nao-linear.

e Usar varidveis bindrias y;, que assumem valor 1 se x;; > 0 e valor 0 se
z; = 0. Usamos as restricoes

rjp < My, keK



Zyjk <1

keK
Yk € {0,1}

Para o big-M, se «;; > 0, pode-se usar b;/a;;p. Teremos um conjunto
infinito e ndo-enumeravel de restrigoes, além do uso de varidveis inteiras.

Assim, poderfamos reformular (4)-(7) como um problema de programagcao
linear inteira mista, como segue:

(ILP) min z = Z ch Zjk (8)

jeJ keK

s a S aikwn = b, i€l (9)
jeJ keK
zjp > 0, jed ke K (10
zjr < Myjk, jeJ ke K (11
>y <1 (12)
keK
yjx € {0,1} (13)

Conjectura: O valor 6timo da varidvel a;;, em (5), serd ou «;; ou B;;, para
todo i € I e para todo j € J.

Cada coluna a; = (aij,as;,... 7amj)T pertence a um paralelepipedo em
R™, definido pelos limitantes dessas varidveis. Cada um desses paralelepipedos
contém 2™ vértices. A partir da conjectura, podemos considerar, no modelo
(8)-(13), apenas as colunas que correspondem a vértices desses paralelepipedos.
O modelo terd, entdo, uma quantidade finita de restrigdes e de varidveis.

4 Exemplo que nao usa o modelo de otimizacao
acima
O método para a solugdo de (P) pode ser escrito baseando-se no exemplo a

seguir.
Consideremos um problema (P) com os seguintes dados:

m=2, n==6, by =240, by =500, ¢c;1 =2, co =3, c3 =4, ¢4 =4,
0522, 06:1.

4 <ap <10, 6 <ag <8

3<aip <5, 8< az <105



2<a13 <8, 5 < as <15
7<aps <12, 10 < azs < 16;
5 <as <7, 8 <ags < 10;
15 < a1 < 22, 20 < agg < 30.

Tomaremos uma solugao bésica vidvel associada as colunas a; € ag, por exem-
ploa; = (4 6)T e ay= (3 8)T e formaremos uma matriz B :

o ayj; ai2 o 4 3
B_(am azz)_<6 8)
Obteremos a inversa de B
1 8 -3
-1 _
5= 14( —6 4 )

Sejam x5 = (z1 x2)T e b= (b1 by)T = (240 500)7.

Queremos calcular z5 tal que Bxg = b, isto é, z = B~1b = (30 40)7,
fazendo com que z = 2z; + 325 =230+ 3 - 40 = 60 + 120 = 180.

Obtivemos uma solugdo bésica vidvel fonecendo um valor igual a 180 para a
fungao objetivo. Verificaremos se é étima.

Definiremos c¢g = (¢1 ¢2) = (2 3), a; = (a1; as;)T, 2z; = cgBla,

Serda que existe uma coluna ax, 1 < k < 6, que possa entrar na nova base
visando a diminuir o valor de z.

Podemos escrever:

2 =180+ (cx — zx) 21, x5 = (30 40)T — B lay.
Verificaremos se exixte um k, tal que (cx — z) < 0.
Como c¢g =1 ¢ o menor custo, minimizaremos (cg — 26), isto é,
min [1 — cgB~lag], que equivale a max [z = cgB~Lag].

max 26 = (2 3)B as.

Explicitando:

1 1
- (=2 r_ 1 _
26 14( 6)(ais az) 14( aie + 6asge)



Como 15 < a1 < 22, 20 < agg < 30, facilemte verificamos que o maximo de

zg serd no ponto aig = 15 e agg = 30. Fornecendo o maximo de zg = 115—40.

logo
136
i - =—-——<0.
min(cg — zg) T4
Temos que B~tag = 77(30 30)7.
Poderemos escrever: 136
= ]_ _—
z 80 14 Tg

30
1=30— T1w6 20

30
I2:40—ﬂ$620

Qual é o maximo valor que xg pode chegar mantendo 1 >0 e 9 >0
E facil verificar que o méximo de xg = 14, fazendo com que x1 =0 e x5 = 10,

fornecendo z = 49.
15 3
B= < 30 8 )

Isto é B = (ag az). Esta solucdo é 6tima?

A nova base

Verificaremos.
Obteremos a inversa da nova B

1L/ 8 -3
-1 _ =
b _30(30 15)

Teremos que minimizar os novos ¢; — z; , para j = 1,3,4,5.
: _ _ _ T _ -1
Definiremos o novo cg = (¢g ¢2) = (1 3), a; = (a1; ag;)’, z; =cgB 'a;

Calculemos o minimo de cada ¢; — zj,j = 1, 3,4,5. Comecaremos por calcular

1
“1=-(1 = (=82 49).
cgB (1 3)B 30(8 )



z1 = cgB~ta; = %(—82@1 +42a21), cujo maximo serd para a;; =4 e ag = 8.

min(01*21):2*3*10(—82*4 + 42*8):273;50>0.

z3 = cgBlag = %(—82a13+42a23), cujo maximo serd para aj3 = 4 e asg = 8.

min(03—23)=4—3f10(—82*2 + 42*15):4_%>0,

24 = cgBltay = %(—82@14—&-420,24), cujo maximo serd para a4 = 7 € agq = 16.

min(cs — 24) =4 — o5 (—82%7 + 42x16) =4 — 38 > 0.

25 = cgB~la; = %(—826115—&—426125), cujo maximo serd para ais = 5 e asgs = 10.

min(cs — z5) =2 — & (~82%5 + 42%10) =2 — 10 > 0.

Como a coluna ay = (3 8)T, escolhida inicialmete é um vértice do para-
lelepipedo 3 < a1s < 5, 8 < agy < 10, devemos verificar se hd um outro
vértice que nos dé um novo co — zo < 0.

min(cy — 22) =3 — 55(—82x3 + 42x10) =3 - 1 = -2 <.

Logo a solug@o encontrada ainda ndo é 6tima. Consideraremos agora ag =
(3 10)T.

A nova base sera:
s_ (15 3
30 10
Isto é B = (ag a2). Esta solugao é étima?

Verificaremos.
Obteremos a inversa da nova B

1/ 10 -3
_1_7
. _60<—30 15)

Calcularemos zg e w2 novamente: (zg z2)T =B~ b= (15 5)7,
cujo valor da funcao objetivo z = 15xg + 5xo = 15% 1 4+ 5% 3 = 30.

Podemos garantir que g = 15, 2 = 5 seja uma solucao étima para z = 30 7



Verificaremos novamente:

Calculemos o minimo de cada ¢; — 25,5 = 1,2,3,4,5,6. Comecaremos por
calcular

1

B =(1 3)B7' = —(-80 42).

60

21 =cgBtay = %(—82(111 +42a91), cujo maximo serd para aj; =4 e ag = 8.

min(c; —21) =2 — (-804 + 42x8)=2— 1>

29 = cgB~tag = %(—82a12+42a22), cujo maximo serd para ajo = 3 € ase = 10.

min(c; — 22) =3 — 45 (=80 %3 + 42x%10) =3 — 222 =0, estd na base.

23 = cgB~las = &(780a13+42a23), cujo maximo serd para aiz = 2 € asg = 15.

min(cz — 23) =4 — 45 (—80%2 + 42x15) =4 — 80 =4 6.15 < 0.
21 = cgBlay = ﬁ(fSOam + 42a94), cujo maximo serd para ajq = 7 €
ao4 = 16.

min(cs — 24) =4 — o5 (—80% 7 + 42x16) =4 — 2 > 0.

25 = cgBlay = 6—10(780a15 + 42a95), cujo maximo serd para aj5 = 5 e
ags = 10.

min(cs — 25) =2 — & (~80%5 + 42%10) =2 — 20 > 0.

26 = cgB7la = %(780(116 + 42a96), cujo maximo serd para a;g = 15 e
26 = 30.
min(cs — z5) = 1 — g5(—80 %15 + 42%30) =1 -5 =1-1 =0, estd
na base.

Como min(cg — z3) < 0, o valor de z pode ainda diminuir.

Colocaremos a3 = (2 15)7 no lugar de a; na nova matriz B :

15 2
B‘(30 15)

Isto é B = (ag a3).



Verificaremos.
Obteremos a inversa da nova B

Calcularemos zg e x3, isto é,

520 60 760
T -1 T
(@5 23) 53 33 "7 5
ou ainda:
520 60 760
=—=1 = — =1,8181... =—=2
Tg 33 5,7575..., 3 33 ,8181..., z 33 3,0303
Calculemos o minimo de cada c¢; — z;,j = 1,2,3,4,5,6. Comegaremos por
calcular .
B t=(1 4B 105 58
cgB™ =1 487 = 7=(= ).
21 = egB la; = %( 105a11 + 58as91), cujo méximo serd para aj; = 4 e
a1 = 8.

min(c; — z1) =2 — 1= (—105 %4 + 58%8) =2 — =L > 0.

29 = cgB lay = %( 105a12 + 58as2), cujo méximo serd para aiz = 3 e
a9 = 10.

min(ey — 22) =3 — 1= (—105 %3 + 58 10) = 3 — 265 > 0,

23 = cgB lag = %( 105a15 + 58ass), cujo méximo serd para aiz = 2 e
ag3 = 15.

min(cs — z3) = 4 — 15s(—105%2 + 58x15) =4 — 83 =4 -4 =0, estd
na base.

24 = cgBlay = %( 105a14 + 58as4), cujo méximo serd para ayqy = 7 e
04 = 16.

min(cs — 24) =4 — 1=(—105%7 + 58 16) =4 — 122 > (.

z5 = cgB7lag = %( 105a15 4 58asg5), cujo maximo serd para a;s = 5 e

o5 = 10.



min(cs — 25) = 2 — 74z (=105 %5 + 58x10) =2 — 22 > 0.

26 = cgBlay = = (—105a16 + 58ass), cujo maximo serd para a;g = 15 e

165
agse = 30.

min(cs — 25) = 1 — 14=(—105% 15 + 58%30) =1 — 132 =1 —1 =0, estd na
base.

Agora podemos dizer que a solucao 6tima do exemplo é

520 __ 60 760

Te = %3, T3 = 33, ¥; =0, j=1,2,4,5, fornecendo z = 5.

Observacao: se x; = 0, a;; podera tomar qualquer valor entre o;; € 355, ¢ =1, 2.

4.1 Considerando ag, a3 duas colunas no interior dos seus
respectivos paralelepipedos

Cosideraremos ag = (16 22)T e az = (3 14)7.
16 3
b= ( 22 14 )
(v6 w3)T = B71(240 500)T. Obteremos a inversa da nova B

_ 1 14 -3
1_ -
B =1 ( —-22 16 >
Logo (z¢ z3)T = B~1(240 500)T. Obteremos

z6 = B2 e w3 = 1330, implicando z = %70 = 80,632911...

Uma solugao muito pior comparada ao 6timo.

4.2 Usando o software ALGENCAN

O mesmo exemplo foi resolvido pelo ALGENCAN, sotware para prolemas de
otimizagao nao-linear, tendo sido encontrado um 6timo local:

1‘2:5, g = 15— 2’230, a12:3, a22:10, CL16:15, asg = 30.

4.3 Resultado importante

Em cada escolha de troca de base enumeramos implicitamente todas as possi-
bilidades do ¢; — z;, 7 =1,2,...,n visando a obtengao de

cr— 2k = j:{I}Ql’I.l”,n(Cj — zj).



O total de operagoes em cada troca é da ordem de n(n — m), lembramos que o
total de vértices é n2™.

5 Algoritmo para solucionar (P)

O pequeno exemplo solucionando exatamente (P) gerando colunas serd a base
para descrevermos o nosso algoritmo.

6 Maneira classica de resolver (QP), ver [1]

Consideremos novamente o problema (QP) com os dados do nosso exemplo.
Como todos os paralelepipedos estdo em R2, sé ha duas restricoes associadas
aos xj, j=1,2,...,6 havendo apenas 4 vértices em cada paralelepipedo.

Eis os dado:

m:2, n=6, b1:240, b2=500, 61:2, 62:3, 63:4, 6424,
6522, 6621.

Paralelepipedo associado a varidvel xy :

4 <ap; <10, 6 < ag < 8, possui os seguintes vértices: (4 6)7, (10 6)7, (4 8)T, (10 8)T.
Paralelepipedo associado a varidvel xs :

3 <aiz <5, 8 < ag < 10; possui os seguintes vértices: (3 8)7, (5 8)T, (5 10)T, (3 10)T.
Paralelepipedo associado & varidvel x3 :

2 < a3 <8, 5 < ays < 15; possui os seguintes vértices: (2 5)7, (8 5)T, (8 15)T, (2 15)T.
Paralelepipedo associado a variavel x, :

7 < ayy <12, 10 < ayy < 16; possui os seguintes vértices: (7 10)7, (12 10)7, (12 16)7, (7 16)7.
Paralelepipedo associado a varidvel xs :

5 < a5 <7, 8 < ags < 10; possui os seguintes vértices: (5 8)T, (7 8)T, (7 10)T, (5 10)7.
Paralelepipedo associado a varidvel xg :

15 < aze < 22, 20 < ags < 30; possui os seguintes vértices: (15 20)T, (22 20)7, (22 30)7, (15 30)7.
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Consideremos as varidveis Ajp, k =1,2,3,4 7 =1,2,3,4,5,6. tais que
Ei:l A]k = 1a ] = 1a 2a 3) 47 57 6a
Ak >0, 7=1,2,3,4,5,6; k=1,2,3,4.

Denominaremos v, um vértice do paralelepipedo asociado a variavel z;, onde
7j=1,2,3,4,5,6 e k=1,2,3,4.

Consideremos a; = (a1 az;)”, j=1,2,3,4,5,6.
Poderemos escrever que:

6 4
min z = E (E \jkCi)T;
j=1 k=1
sujeito a:

6 4
> O Ajrvir)z; = (240 500)", x; > 0,5 =1,2,3,4,5,6.
k

j=1 k=1

A funcdo objetivo z serd escrita da seguinte forma:
z =21+ 29,

onde

21 = (2A11+2A12+2XM13+2X14) 21+ (3A21 +3A22+3A23 +3N24 ) X2+ (431 +4A32+4 N33 +4 N34 ) 23

zo = (AAa1+ 4 ao+ 4 a3+ 4A44) 4+ (2A51+2A52+2A534+2A54) 25+ (A61+ A2+ A6+ A6a ) 6

Restrigoes g = 240 e h = 500:

g1 = (4)\11+10)\12+4)\13+10>\14)$1+(3)\21+5)\22+5>\23+3)\Q4)$2+(2)\31+8)\32+8)\33+2/\34).’L‘3

g2 = (7)\41+12/\42—|—12/\434—7)\44)1‘44-(5)\51+7/\52+7>\53+5)\54)1‘5+(15)\61+22)\62+22/\63+15/\64)$6
9=91+g2 =240

h1 = (6A114+6A12+15A13+15A14) 214+ (8A21+8A22+10A234+10A24 ) 22+ (5A31+5A32+15 33+ 1534 ) 23

hy = (10)\41+10)\42+16)\43+16/\44)CC4+(8/\51+8)\52+10)\53+10/\54)$5—|—(20)\61+20/\62+30/\63+30>\64)I6
h = hi + he = 500

Para resolver o problema min z, sujeito a: g = 240, h = 500 faremos o seguinte:

11



Mudanca de varidvel: Ajpz; = uj, > 0. Consideramos, implicitamente, que
A >0, k=1,2,3,4 j=1,2,3,4,5,6. tais que
S Ak =1, 1=1,2,3,4,5,6,
O novo problema de otimizagao serd:
(P): min 2= 2 + 2
21 = 2u11+2u10+2u13+2u 14 +3uoq +3uos +3uss +3uoy +4us  +4uss +4usz+4usy

2 = 4ugy +4ugo + 4ugz +4ugy + 2us1 +2uso + 2us3 + 2us4 + ug1 +Us2 + Us3 + Ugs

Sujeito a:

40, e h =500 e u;, > 0,5 =1,2,3,4,5,6 ¢ k = 1,2,3,4.

QI
Il
[\

Onde g=g1 +go e h=hy + hy
g1 = 4u11+10uq2+4u13+10u14 43U +Dusa+DUz +3Uzs +2Us1 +8usa +8uss+2usy

g_2 = 7u41+12U42+12U43+7U44+5U51+7U52+7U53+5U54+15U61 +22u62+22u63+15u64
Hl = 6u11+6u12+8u13+8u14+8us1 +8use+10us3+10usgs+5uszy +5usz9+15us3+15us4
hjg = 10u41+10ug2+16us3+ 16144 +8us1 +8us9+10us3+10Us54+20ug1 +20ug2+30ug3+30Ugs

O problema (P) ¢ de otimizagao linear com duas restri¢oes e 24 varidveis.
Seja ik, j = 1,2,3,4,5,6; k = 1,2,3,4 uma solucio 6tima de (P), sabemos
que se U, = 0, para todo k, entdo z; = 0. Por outro lado, caso @, > 0, para

algum k, poderemos escrever
N, — Uik ;
Ak = 7 Ou ainda que

4 4
S e = h=Lh g
k=1 i
Obteremos 7; = Zi:l Uk, j=1,2,3,,4,5,6, uma solugdo étima de (QP)

Solucao encontrada:
u34 = 1.8182 = x3, ub4 = 15.7576 = 26 e z = 23.0303.
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