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O algoritmo VQF ( Variational Quantum Factoring), que consiste em uma abor-
dagem hibrida de pré-processamento cléssico seguido da aplicacao do QAOA (Quan-
tum Approzimate Optimization Algorithm), foi proposto de modo a verificar o pro-
blema de fatoracao de inteiros no cenério de dispositivos quanticos atuais. Foi
entao testada, neste trabalho, a performance desse algoritmo e de uma variagao
proposta baseada no algoritmo QWOA (Quantum walk-assisted Optimization Algo-
rithm), uma generalizagao do QAOA assistido por CTQW (continuous-time quan-
tum walk). Foram realizadas simulagoes em ambientes ideal e ruidoso, identificando
o impacto altamente negativo do ruido na probabilidade de se medir os fatores corre-
tos. Foram comparados diferentes otimizadores classicos, BFGS e L-BFGS-B, e dois
métodos de inicializagao de parametros distintos, o original de busca em grade e um
segundo baseado na superficie de custo da fungao objetivo. Foi identificada ainda a
possibilidade de desenvolvimento de heuristicas de inicializacao de parametros mais
eficientes. Foi verificado, a partir da anélise de relagbes numéricas, que propriedades
como simetria p <> ¢ e presenca de bits de transporte, nos fatores primos, tendem
a promover um aumento da taxa de sucesso do algoritmo. Foi analisado ainda o
efeito do processo de transpilagao sobre as propriedades dos circuitos logicos dos al-
goritmos, tendo sido constatado que a restrigao imposta pelo mapa de conectividade
do processador quantico supercondutor ocasiona um aumento expressivo de portas
CNOT e profundidade do circuito e, portanto, de ruido. Por fim, verificou-se que
a variacao testada (com quantum-walk mixer) apresentou resultados melhores para
determinados conjuntos de instancias (de tamanho até 6 qubits), embora tenha es-
calado de forma pior que a versao original (com transverse-field mixer) para outros

conjuntos de instancias (tamanho de 8 qubits).
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The VQF algorithm ( Variational Quantum Factoring), which consists of a hybrid
approach of classical preprocessing followed by the application of QAOA (Quantum
Approzimate Optimization Algorithm), was proposed in order to verify the integer
factoring problem in today’s quantum device scenario. This work then tested the
performance of this algorithm and a proposed variation based on the QWOA algo-
rithm (Quantum walk-assisted Optimization Algorithm), a generalization of QAOA
assisted by CTQW (continuous-time quantum walk). Simulations were carried out
in ideal and noisy environments, identifying the highly negative impact of noise on
the probability of measuring the correct factors. Different classical optimizers were
compared, BFGS and L-BFGS-B, and two different parameter initialization meth-
ods, the original grid search and a second based on the cost surface of the objective
function. The possibility of developing more efficient parameter initialization heuris-
tics was also identified. It was verified, from the analysis of numerical relationships,
that properties such as symmetry p <> ¢ and the presence of carry-bits in the prime
factors tend to promote an increase in the algorithm’s success rate. The effect of
the transpilation process on the properties of the algorithms’ logic circuits was also
analyzed, and it was found that the restriction imposed by the connectivity map
of the superconducting quantum processor causes a significant increase in CNOT
gates and circuit depth, and therefore in noise. Finally, it was found that the vari-
ation tested (with quantum-walk mixer) showed better results for certain groups of
instances (up to 6 qubits), although it scaled worse than the original version (with

transverse-field mixer) for other sets of instances (8 qubits in size).
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Capitulo 1

Introducao

O problema da fatoragao de inteiros (IFP) constitui a base de algoritmos criptografi-
cos, como o RSA (Rivest-Shamir-Adleman) [8], que, por sua vez, estdo presentes em
diversos protocolos de encripta¢do, como o TLS/SSL (Transport Security Layer/-
Secure Socket Layer), utilizados em diversas aplicagoes e sistemas de comunicagao
atuais [9, [10].

Nesse contexto, o algoritmo de Shor, publicado em artigo por Peter Shor em
1999, surge como uma ameaca quantica aos algoritmos de criptografia baseados na
dificuldade de resolugao do IFP, uma vez que consegue resolvé-lo, para diversos casos,
superpolinomialmente mais rapido, em um computador quéantico, do que o melhor
algoritmo classico sendo executado em um computador classico [I1]. Dessa forma,
caso um computador quantico que pudesse executa-lo de forma eficiente existisse,
a maioria dos sistemas de critografia de chave piblica atuais estariam ameacados
[12, 13].

Entretanto, o cenario atual de dispositivos quanticos disponiveis nao permite a
sua implementagao para casos praticos. Denominado NISQ era (Noisy Intermediate-
Scale Quantum) [14],15], ou era quantica de ruido de escala intermediéria, é caracte-
rizado por dispositivos com nimero limitado de qubits, presenca de ruido e auséncia
de corregao de erros. Sendo assim, no curto/médio prazo nao é possivel implementar
o algoritmo de Shor para fatorar nimeros criptograficamente relevantes, uma vez
que ¢é estimado que seriam necessarios mais de 20 milhoes de qubits para fatorar
inteiros RSA de 2048 bits em 8 horas [16]. Outra estimativa realizada, baseada na
existéncia de memoria espacial adequada, mostra uma reducao no requisito de qubits
para 13 436 qubits, porém com o contraponto de aumento consideravel de tempo
(177 dias) [I7]. Sendo assim, os maiores inteiros ja fatorados pelo algoritmo Shor
em um computador quantico real sao 15 e 21, visto que os requisitos de circuito sao
também proibitivos [I8]. Trabalhos recentes estimam ainda que seriam necessarias

2.78 x 10" portas logicas quanticas e uma profundidade de circuitd’| de 2.24 x 10*

INtmero de portas légicas quanticas no caminho mais longo que um qubit precisa percorrer,



para fatorar inteiros de 1024 bits [18]. Ja para o caso de inteiros de 2048 bits seriam
necessarias 2.23 x 10'2 portas logicas quanticas e profundidade de 1.8 x 10'2. Essa
alta demanda de recursos ocorre devido a presenca de ruido, fator que tenta-se cor-
rigir com a utilizagao de correcao quantica de erros, porém essa solucao demanda
milhares de qubits, o que é inviavel no cenério atual [19].

Faz-se necesséario entao o desenvolvimento de estratégias de modo a utilizar esses
dispositivos NISQ para possivelmente alcancar vantagem quantica. Com esse ob-
jetivo em foco surgiram os algoritmos quéanticos variacionais ( Variational Quantum
Algorithms - VQA) [1]], estratégia promissora fundamentada no uso de um otimiza-
dor classico para otimizar um circuito quantico parametrizado. Realiza-se assim um
trade-off entre recursos cléassicos e quanticos.

Com esse cenario em foco, foram propostas algumas abordagens, inspiradas em
diferentes estratégias. Uma abordagem utilizada foi uma combinagao entre Quantum
Annealing e geometria algébrica computacional (especificamente Bases de Grobner)
[20]. J4& outra, também baseada em Quantum Annealing, utilizou modelos HUBO
(higher-order unconstrained optimization) ¢ QUBO (quadratic unconstrained binary
optimization) [21] para modelar as fungoes de custo. Houve ainda abordagem utili-
zando o algoritmo generalizado de Grover para fatorar tetra e pentaprimos (ntimeros
formados pelo produto de quatro e cinco primos, respectivamente) [22]. Nos casos
citados, houve também a transformacao do problema de fatoracao de inteiro em um
problema de otimizacao binaria combinatoria.

Ainda no campo dos VQAs, um dos algoritmos mais promissores é o QAOA
(Quantum Approximate Optimization Algorithm) [23], utilizado para a resolugao
de problemas de otimizacao, algoritmo esse que foi posteriormente generalizado de
modo a permitir a alternancia entre familias mais gerais de operadores, culminando
no Quantum Alternating Operator Ansatz, de mesma sigla [24]. Uma abordagem
baseada nesse algoritmo é uma combinacao hibrida do uso do QAOA para otimizar
o algoritmo classico de fatoragao de Schnorr [25].

Seguindo nesse caminho, Anschuetz et al. propuseram um algoritmo hibrido
baseado no QAOA, o VQF (Variational Quantum Factoring) [2], abordagem que
consiste em um pré-processamento classico seguido da aplicagao do referido algo-
ritmo. Outros trabalhos deram continuidade ao original, testando a sua resiliéncia
a erros de portas logicas quanticas (erro de leitura) e o efeito de novas transforma-
¢oes do hamiltoninano de custo [26], comparando a sua performance e utilizagao
de recursos variando o QAOA pelo VQE (Variational Quantum Eigensolver) [19] e,
por fim, analisando a resiliéncia a diferentes tipos de ruido do VQF original e a sua
performance quando executado em um processador quantico supercondutor real [4].

Sendo assim, visando testar novas variacoes e possivelmente encontrar resultados

assim como de outras portas com as quais interage, desde a entrada até a saida do circuito.



promissores, esse trabalho se propds a analisar a performance do algoritmo VQF
com uma nova variagao, substituindo o algoritmo QAOA pelo algoritmo QWOA
(Quantum walk-assisted Optimization Algorithm) [27]. O QWOA é considerado uma
generaliza¢ao do QAOA assistida por CTQW (continuous-time quantum walk) [28],
e a sua aplicacao ja foi numericamente analisada em problemas como Roteamento
de Veiculos Capacitados [29] e Otimizagao de Portfolio [30]. Cabe ressaltar que,
devido a dificuldade de se obter resultados analiticos para a analise do algoritmo,
sua performance deve ser caracterizada de forma experimental [19].

Dessa forma, pode-se elencar as principais contribui¢oes do trabalho:

1. Analise da performance do VQF com a variacao baseada em QWOA e da
versao original. Compara-se as duas variagoes em relacao as métricas de Taxa
de Sucesso, valor minimo da funcao objetivo e ntiimero de avaliacoes da funcao

objetivo necessarias até o determinado otimizador classico utilizado convergir.

2. Investigacao das hipoteses de relagoes numéricas deixadas pelos autores no
artigo original. No artigo original ¢ levantada a hipétese de que a presenca
de bits de transporte (carry-bits) e de simetria nos fatores que constituem o
biprimo a ser fatorado influenciam na probabilidade deste ser fatorado com

sucesso. Tal hipotese é testada e verificada no trabalho realizado.

3. Teste das variagoes de algoritmos classicos de otimizacao e de inicializacao
de parametros. Testa-se dois algoritmos classicos distintos, BFGS e L-BFGS-
B, demostrando que o segundo aproxima bem o primeiro, além de constituir
uma boa opcao para utilizacao eficiente de recursos; e é observado e testado
um comportamento para a superficie de custo da funcao objetivo que pode
permitir a construcao de heuristicas de inicializacao de parametros de modo a

reduzir substancialmente a complexidade do algoritmo.

4. Analise das performances das duas variagoes sobre a presenca de ruido.
Verifica-se o impacto sobre a taxa de sucesso do algoritmo, para as duas ver-

soes, do ruido caracteristico de um processador quantico supercondutor.

5. Analise das propriedades dos circuitos 16gicos quanticos utilizados e do efeito
da transpilagao para execugao no simulador que simula o processador quantico
supercondutor. Sao analisadas as propriedades dos circuitos como nimero
de portas logicas quanticas, seus tipos, profundidade e como escalam com o
namero de camadas do algoritmo. E analisado também o efeito do processo

de transpilagao sobre tais propriedades.

Pode-se agora, por fim, explicitar a organizagao desta dissertacao: No capitulo

é realizada uma contextualizacao do cenario atual para a fatoracao quantica e das



solugoes propostas baseadas no arcabouco dos algoritmos quéanticos variacionais. Ja
no capitulo 3| é apresentado, em detalhes, o funcionamento do VQF, assim como da
sua variacao baseada no QWOA e da métrica de sucesso utilizada. Em sequéncia,
no capitulo [4] sdo detalhadas todas as simulagoes realizadas, tanto em ambiente
ideal como com ruido, e os resultados obtidos, além de explicar, detalhadamente, o
processo de construcao dos circuitos logicos utilizados e dos circuitos transpilados
para execucao no processador quantico supercondutor. Finalmente, no capitulo

sao desenhadas as conclusoes e elencados possiveis trabalhos futuros.



Capitulo 2

Contextualizacao do Problema

2.1 Criptografia e sistemas de comunicagao

A histéria da criptografia acompanha a prépria histéria da humanidade. Embora a
criptologia [31] seja uma ciéncia relativamente nova, ha relatos do uso de criptografia,

para esconder mensagens secretas, héd milhares de anos.

2.1.1 Uma breve histéria da criptografia

Acredita-se que a primeira aplicacdo de criptografia ocorreu ha aproximadamente
4000 anos, no Egito. Foram identificadas, na cidade de Menet Khufu, na tumba do
nobre Khnumhotep II, inscrigoes de hieroglifos que foram escritos com um nimero
incomum de simbolos de modo a confundir ou esconder o real significado das ins-
crigoes [32]. Embora nao tenha sido uma aplicagdo padrao de criptografia, o texto
continha um de seus componentes essenciais, a modificacao do texto.

Outro exemplo, ainda na antiguidade, consiste no dispositivo criptogréafico in-
ventado pelos Espartanos, em 5 A.C., para enviar e receber mensagens secretas.
Tal dispositivo, denominado Citala (Scytale), consistia em um bastdo cilindrico e
um pedaco de couro ou papiro. O remetente entao enrolava o bastao ou o papiro
no bastao, escrevia a mensagem e entao enviava apenas o material no qual havia
sido escrita, de modo que exibia apenas uma sequéncia de caracteres, aparentemente
aleatorios, que nao apresentavam qualquer significado. O receptor entao recebia o
material, o enrolava em um dispositivo cilindrico de mesmo diametro e assim con-
seguia ler a mensagem. Foi criado assim o primeiro codigo de cifra de transposigao,
ou seja coédigo em que os caracteres sao mantidos, porém a sua ordem é trocada.
Fica caracterizada ainda uma das principais aplicacoes da criptografia ao longo da
histéria: como arma de guerra.

Com o passar dos séculos, e até milénios, outras técnicas foram criadas. Pode ser

citada a Cifra de César, que foi a primeira cifra de substituigao (simples) utilizada,



ou seja em que caracteres sao substituidos, individualmente, por outro de acordo com
um alfabeto de substituicao. Outro caso é o do criptografo francés Blaise de Vigenére
que, baseado no trabalho de cifras de sistemas poli alfabéticos desenvolvido pelo
italiano Leon Battista Alberti, concebeu o primeiro sistema pratico dessa classe, que
ficou conhecido como Cifra de Vigenére. Durante séculos esta técnica foi considerada
inquebravel.

Entretanto, posteriormente foi desenvolvida uma técnica de ataque estatistico,
baseada na frequéncia de caracteres em uma determinada linguagem, que quebrou
a Cifra de Vigeneére. Essa técnica ficou conhecida como o Teste de Kasiski devido
ao seu desenvolvedor, o prussiano Kasiski. Por outro lado, é dito que o primeiro a
desenvolver a técnica foi o inglés Charles Babbage, por volta de 1946 a 1954, tal
que ja conseguia decriptar mensagens encriptadas pelo uso da Cifra de Vigenére.
Esse fato foi possivelmente mantido em segredo devido ao uso do seu trabalho pelos
ingleses para decifrar as mensagens trocadas na Guerra da Criméia [32].

Percebe-se que, assim como a tecnologia no geral, a guerra foi sempre uma grande
promotora de inovagoes no campo da criptologia. Um caso emblemaético consiste na
méquina ENIGMA, utilizada pelos alemaes na 22 Guerra Mundial e o esfor¢o de
guerra do ULTRA (codenome inglés para SIGINT - Signal Intelligence), denomi-
nacao dada pelos ingleses para as informagoes de inteligéncia de alto nivel do Eixo
decriptografadas e, em especifico, das mensagens geradas pela ENIGMA.

Munidos dos resultados dos trabalhos desenvolvidos pelos poloneses na década
anterior, em especial pelo matematico Marian Rejewski, os ingleses conseguiram
desenvolver Bombes (dispositivo mecanico desenvolvido pelos poloneses para extrair
a chave da ENIGMA) mais eficientes e métodos para extrair as chaves diarias da
ENIGMA, feito primordial para a vitéria dos aliados e fim acelerado da guerra.
Grande parte do trabalho original realizado pela equipe de criptoanalistas inglesa
pode ser atribuida ao matemético inglés Alan Turing, conhecido como o pai da
ciéncia da computagao moderna.

Dessa forma, até a 2* Guerra Mundial e nos anos posteriores, grande parte dos
avancos na area da criptologia foi incentivada pelas aplica¢goes em guerras. O autor
David Kahn, em sua obra The Code Breakers [33|, desenvolve com profundidade
todos os exemplos citados anteriormente, além de intimeros outros, demonstrando
como a criptografia e, posteriormente, a criptoanalise, e seus agentes, moldaram
a historia da humanidade, desde o Egito antigo até o mundo atual; atuando em

guerras, diplomacia, espionagem etc.



2.1.2 Advento do mundo digital

A partir dos anos 1980 e, principalmente, a partir do final da década de 90, o mundo
evoluiu para uma era digital. Diversos meios de comunicagao surgiram e/ou foram
digitalizados, como a Internet, redes de radio, redes de telefones moveis etc; além de
diversas aplicacoes e servigos, fazendo que nao s6 empresas, como também usuérios
finais passassem a se preocupar com a seguranca dos seus dados e informacoes.

Nesse contexto, foram desenvolvidos novos algoritmos de criptografia de modo
a serem utilizados em protocolos de comunicacao e para protecao de dados fixos.
Atualmente, a NIST (National Institute of Standards and Technology) [34], agéncia
americana nao reguladora que promove a inovagao por meio do avango da ciéncia,
padroes e tecnologia de medicao, define os padroes recomendados a serem utilizados
para cada de tipo algoritmo de criptografia, dependendo do objetivo que visa-se
alcancar. Esses algoritmos aprovados, por sua vez, sao divididos em trés grandes
classes, que sao definidas pelo niimero ou tipo de chaves criptogréaficas que sao
utilizadas com os mesmos [35]: fungoes de Hash, algoritmos de chave simétrica e
algoritmos de chave assimétrica.

As fungbes de Hash criam um pequeno resumo (valor de Hash) a partir de um
grande volume de dados por meio de um processo de caminho tnico, ou seja cujo
caminho inverso é computacionalmente muito dificil. Sao normalmente utilizadas
em solugoes de gerenciamento de chaves criptogréaficas e provisao de servigos como
verificacao de assinaturas digitais, geracao de codigos de autenticagao de mensagens
(MACGs), geragao de ntumeros aleatérios deterministicos etc. Como exemplos pode-se
citar o SHA (Secure Hash Standard) e o SHA3 (Secure Hash Standard 3).

J& os algoritmos de chave simétrica transformam dados de modo que seja ex-
tremamente dificil ler o seu contetido sem a posse da chave criptografica secreta
utilizada no processo; chave essa denominada simétrica pois é utilizada tanto para
encriptacao quanto para a decriptacao. Sao utilizados para prover confidenciali-
dade de dados, geracao de MACs (criacao e validagao), estabelecer chaves durante
processos de estabelecimento de chaves etc. Tem-se o AES (Advanced Encryption
Standard) e o TDEA (Triple Data Encryption Algorithm) como exemplos.

Por fim, os algoritmos de chave assimétrica utilizam um par de chaves (uma
publica e outra privada) para executar o determinado objetivo em foco, sendo fre-
quentemente denominados de algoritmos de chave publica. A chave publica é de
conhecimento geral, enquanto a chave privada ¢ de conhecimento apenas de quem
gerou o par. Caso o objetivo seja garantir a confidencialidade da mensagem, utiliza-
se a chave publica para criptografar os dados e apenas quem possuir a chave privada
serd capaz de decripté-los e ler o seu contetido. Entretanto, caso o objetivo seja

garantir a autenticidade de quem escreveu a mensagem, utiliza-se a chave privada



para criptografar os dados e, ao utilizar a chave piblica, sera possivel identificar o
correto emissor. Sao utilizados para gerenciamento de identidades, estabelecimento
de chaves entre partes e computar assinaturas digitais. Como exemplo, pode-se ci-
tar o DSA (Digital Signature Algorithm), RSA (Rivest-Shamir-Adleman) e ECDSA
(Elliptic Curve Digital Signature Algorithm).

2.1.3 A ameaca quantica

Em 1994, Peter Shor, professor no MIT (Massachusetts Institute of Technology),
apresentou em conferéncia [36] um algoritmo, oficialmente publicado em artigo em
1999, conhecido como Algoritmo de Shor [I1], capaz de realizar fatoragao de inteiros
e encontrar logaritmos discretos em tempo polinomial, sendo superpolinomialmente
mais rapido que o melhor algoritmo classico existente executado em um computador
classico.

Surgiu assim uma ameaga aos algoritmos de criptografia baseados na dificuldade
de se fatorar inteiros e encontrar logaritmos discretos, como o RSA, DSA e ECDSA,
citados anteriormente [12]. Dessa forma, passou a constitituir uma possivel ameaga
a criptografia de chave publica em geral, assumindo que um dispositivo quéantico em
que pudesse ser executado realmente existisse.

Nesse contexto, consistiu também em uma ameaga aos meios e sistemas de co-
municacao em geral, visto que diversos dos protocolos de encriptacao utilizados em
comunicagao utilizam os referidos algoritmos de criptografia de chave publica men-
cionados.

Sendo assim sdo ou ja foram utilizados com o TLS/SSL (Transport Security
Layer/Secure Socket Layer) de modo a garantir a seguranga de comunicagoes en-
tre dois individuos, como por exemplo entre o lado cliente (navegadores web) com
servidores (aplicagoes web), com PGP (Pretty Good Privacy) para encriptar mensa-
gens e assiné-las digitalmente, principalmente no caso de e-mails. Também sao ou
ja foram utilizados em VPNs (Virtual Private Network), provendo canais seguros
criptografados ponta a ponta, assim como com SSH (Secure Shell) , funcionando de
forma similar & VPN, de modo a permitir a conexao remota segura a computadores,
servidores, dentre outros |9, [10].

Entretanto, conforme sera visto na secao seguinte, o cenério dos dispositivos
quanticos existentes, devido a uma série de limitagoes de hardware, nao permite a
execucao do algoritmo de Shor de forma pratica para problemas condizentes com
os cenéarios reais encontrados. Devido a isso, possiveis solugoes alternativas foram
propostas e estao sendo estudadas e testadas de modo a responder se a criptografia de
chave publica atual esta segura em relacao a ataques quanticos baseados no algoritmo

de Shor até que a sua implementacao eficiente seja possivel ou se o curto/médio prazo



j& apresenta ameagas possivelmente relevantes.

2.2 Fatoracao na computacao quantica

Conforme mencionado na secao anterior, os algoritmos de Shor demonstraram a
capacidade de um computador quantico em resolver o problema da fatoracao de
inteiros (IFP), o problema do logaritmo discreto de campo finito (DLP) e o problema
do logaritmo discreto de curva eliptica (ECDLP) [12] superpolinomialmente mais
rapido que um computador classico. Este trabalho serd focado no primeiro dos
problemas mencionados (IFP) e, portanto no algoritmo RSA [§].

Entretanto, um ponto importante a ser levantado, conforme mencionado breve-
mente na introducao, é o estado atual da computacao quantica, conhecido como
Noise Intermediate-Scale Quantum era (NISQ era). Nesse cenério, os dispositivos
quanticos disponiveis possuem nimero de qubits limitado, nao sao tolerantes a fa-
lhas, apresentam alta sensibilidade a ruido e nao permitem a implementagao de
correcao de erro necessaria. Sendo assim, a implementagao da fatoragao inteira de
numeros criptograficamente relevantes via algoritmo de Shor ainda nao é possivel,
uma vez que este requer um elevado niimero de qubits para correcao de erro e uma
grande profundidade de circuito para ser implementado, o que, por sua vez, torna-se
inviavel devido ao ruido gerado.

Sendo assim, baseado no arcabouco dos VQAs, que seré descrito na secao [3.22]
foram desenvolvidas diversas propostas de solu¢oes, conforme citado na introdugao,
buscando tornar a fatoragao viavel utilizando os meios disponiveis no curto/médio
prazo e determinar se os sistemas de comunicagao baseados em esquemas de chave
publica estao completamente seguros ou se ja ha a possibilidade de ameacgas antes
da implementacao eficiente do algoritmo de Shor ser possivel.

Dessa forma, devido a sua fundamentacao no QAOA, algoritmo altamente pro-
missor no ambito dos VQAs, optou-se por estudar e testar diferentes implementagoes
para o VQF. Este, por sua vez, consiste em uma abordagem hibrida classico/quéan-
tica, baseada em um pré-processamento classico seguido da aplicagao do Quantum
Approzimate Optmization Algorithm (QAOA), de acordo com a mengao breve rea-
lizada na introducao.

Inicialmente, o algoritmo mapeia o problema de fatoracao em um modelo de
Hamiltoniano de Ising, reduzindo o ntmero de qubits necessério, com o uso de es-
quemas de pré-processamento cléssico, sempre que possivel. Em seguida, ¢ treinada
a ansatz [ QAOA para o respectivo hamiltoniano, por meio do uso de algoritmos de

otimizacao cléssicos.

! Circuito quantico parametrizado utilizado para criar um estado inicial experimental que precisa
ser especificado para o problema em foco.



Por fim, o problema ¢ transformado em um problema de otimizacao combinato-
ria de minimizacao, em que o objetivo é encontrar o estado que minimiza o valor
esperado do hamiltoniano, que corresponde a encontrar o autovalor minimo, ou seja
o seu estado fundamental de energia. E nesse estado que esta codificada a resposta

para o problema original [37|. Segue-se entao, finalmente, para a caracteriza¢ao do

arcabougo dos VQAs.

2.3 Algoritmos Quanticos Variacionais

Como discutido na segao anterior, os dispositivos quanticos disponiveis atualmente
apresentam diversas limitagoes. Nesse contexto, faz-se necessario o desenvolvimento
de estratégias de modo a utilizar esses dispositivos NISQ para possivelmente alcangar
vantagem quantica.

Sendo assim, uma estratégia promissora com esse objetivo consiste nos Algorit-
mos Quéanticos Variacionais (Variational Quantum Algorithm - VQA), grupo a que
pertence o VQF apresentado anteriormente. Cerezo et al. [I] apresentam um guia
extenso para o cenario atual dos VQAs, abordando desde os blocos construtores dos
algoritmos (fungao de custo, ansatz, otimizador classico etc), como também diferen-
tes aplicagOes para as quais ja ha propostas de algoritmos (otimizagao, encontrar
estados fundamentais e excitados de Hamiltonianos, compilagao, correcao de erro
etc), discutindo ainda sobre os desafios enfrentados atualmente (treinamento e ini-
cializagdo de parametros, e construgao de ansatz especifica para o problema), e até
mesmo abordam possiveis desdobramentos futuros (possibilidade de alcance de van-
tagem quantica, aplicagoes em quimica e ciéncias dos materiais, em fisica nuclear e
de particulas, em aprendizado de méquina etc).

Basicamente, os VQAs utilizam um otimizador classico para treinar um circuito
quantico parametrizado, de modo a promover um trade-off entre recursos classicos
e quanticos. Dessa forma, serao discutidos, de acordo com o apresentado pelos
autores, os blocos construtores e conceitos bésicos, que podem ser observados na
Figl2.1] de modo a introduzir o arcabougo sobre o qual é baseado o VQF, que, por
sua vez, serda abordado de forma mais profunda no Capf3|

Nesse contexto, ainda em relagdo ao diagrama apresentado na Fig. [2.1] tem-
se como entradas para o algoritmo uma funcdo de custo C'(6) parametrizada, um
conjunto € de parametros que codificam a solucao para o problema e que devem
ser treinados, uma ansatz cujos pardmetros sao treinados de modo a minimizar (ou
maximizar) a fungdo de custo e, por fim, ha a possibilidade de um conjunto de
dados de treinamento {p;}. Cabe ressaltar que no VQF apenas os trés primeiros
estao presentes. A ansatz é representada como um circuito quantico parametrizado,

que é analogo a uma rede neural.
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A cada iteragao do lago do algoritmo, o computador quéntico é utilizado para
estimar a funcao de custo. Em seguida, o resultado ¢ passado para um computador
classico que utiliza um otimizador classico para percorrer a superficie de custo e assim
resolver o problema de otimizacao. Ha diferentes formas possiveis para as saidas,
as quais dependem do problema especifico em foco: estado quéantico, distribuicao
de probabilidade, bitstring, sequéncia de portas logicas ou até mesmo um operador
quantico. No caso do VQF, a saida procurada é dada por bitstrings. Pode-se agora
apresentar de forma mais detalhada os elementos, mencionados anteriormente, que

estao presentes no algoritmo em foco.

Training set
Cost function

Ansatz

] i Quantum state
Optimizer Probability distribution
arg min C(0) B Bitstring
2 E Gate sequence
Quantum operator

Updated parameters

Hybrid Loop

Figura 2.1: Diagrama esquematico do VQA. Figura retirada de Cerezo et al. [1].

Primeiramente, a partir do tipo de problema a ser tratado, deve-se desenvolver
uma func¢ao de custo C' que codifica a solugao para o mesmo. Em seguida, define-se
uma ansatz parametrizada em funcao de um conjunto de parametros 6 que serao
treinados, ou seja otimizados para o caso em foco. Dessa forma, a ansatz é treinada

em um lago hibrido classico-quantico de modo a resolver o problema de otimizagao:

0" = argmin C(0) ou
o (2.1)
0" = arg(gnax C(0)
Sendo assim, o VQA utiliza o computador quantico para estimar a funcao de
custo C(#), enquanto utiliza um otimizador classico para treinar o conjunto de
parametros 6 (busca os parametros 6timos de acordo com o objetivo). Pode-se

entao definir, de forma genérica, a fun¢ao de custo como:

C(0) = f ({pe} . {0k}, U(O)) (2.2)
onde f é uma determinada funcdo, U(#) é um unitario parametrizado, 6 é um
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conjunto de parametros, {py} sdo estados de entrada de um conjunto de treinamento
e {Ox} ¢ um conjunto de observaveis fisicos.

Portanto, a funcao de custo mapeia valores, a partir dos parametros ¢, para os
reais. Pode-se ainda observar que a funcao de custo define uma hipersuperficie,
denominada também de superficie de custo, a qual é navegada pelo otimizador
classico de modo a identificar minimos ou maximos globais (de acordo com o objetivo
do problema sendo trabalhado).

Em seguida, os autores definem critérios desejaveis que a fungao de custo deve

apresentar:

1. A fungao de custo deve ser fiel no sentido de que o minimo de C(f), no caso
de um problema de minimizagao, deve corresponder a solu¢ao do problema (o

inverso ocorrendo para um problema de maximizagao).

2. Deve ser possivel estimar a funcao de custo de forma eficiente, em um com-
putador quantico, por meio da realizagao de medigoes e possivelmente com a

aplicagao de poés-processamento.

3. A funcao de custo deve ainda ter significado operacional, ou seja menores
valores devem indicar uma melhor qualidade de solugao, no caso de problemas

de minimizacao (o inverso deve ocorrer para problemas de maximizagao).

4. Por fim, a funcao de custo deve ser treinavel, ou seja deve ser possivel otimizar

de forma eficiente o conjunto de parametros 6 do qual depende.

Apos a definicao da funcao de custo, pode-se passar para a ansatz. A sua forma
define o que sao os parametros # e como podem ser treinados. Como exemplo,
conforme sera visto nas segoes e estes representam o tempo de execugao na
evolugao adiabatica trotterizada, no primeiro caso, e da realizagao de uma quatum-
walk (caminhada quantica), no segundo. Usualmente, a sua estrutura especifica ira
depender do problema que se pretende resolver, embora tal fato nao seja obrigatoério,
visto que existem estruturas mais genéricas e/ou independentes do problema.

Sendo assim, os parametros # podem ser codificados em um operador unitério
U(#) do qual depende a fungao de custo C(f), assim como visto anteriormente na
Eq.(2.2). Este operador, por sua vez, ¢ aplicado nos estados de entrada do circuito.
Pode-se agora definir matematicamente, de forma genérica, o operador U(f) como

o produto de L unitarios aplicados de forma sequencial:

U(6) = UL (0r)--- Uz (62) Uy (61) (2.3)

tal que:
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U (6) = [[ e m W, (2.4)

m

onde W,, é um unitario nao parametrizado, H,, ¢ um operador Hermitiano e #; é o
[-ésimo elemento em 6.
Finalmente, definidos os conceitos bésicos relacionados ao VQA, arcabougo no

qual o VQF ¢é baseado, pode-se avangar para a descri¢ao detalhada do algoritmo em

si, conforme sera visto no Capf3]
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Capitulo 3

Fatoracao (Quantica Variacional

(VQF)

Conforme mencionado brevemente na segao 2.2} o algoritmo VQF consiste em uma
abordagem hibrida classico/quantica, baseada em um pré-processamento classico
seguido da aplicacao do Quantum Approximate Optmization Algorithm (QAOA).
Nesse contexto, esse capitulo tem como objetivo descrever com profundidade cada

uma de suas etapas, iniciando pelo pré-processamento classico.

3.1 Pré-processamento classico

O pré-processamento classico representa a etapa inicial do algoritmo. Em um pri-
meiro momento, a fatoracao de inteiros, no caso deste trabalho a decomposicao
de ntimeros biprimos (semiprimos, ou seja formados pelo produto de dois ntimeros
primos) nos seus fatores, é modelada como um problema de otimizagao binaria.

Em seguida, é associada uma clausula a cada equacao do sistema de equacoes
binarias obtido no passo anterior. Com o objetivo de reduzir o niimero de cldusu-
las e variaveis binérias como um todo, é entao aplicado um esquema de regras de
pré-processamento classico. Finalmente, o sistema final de clausulas simplificadas
¢ mapeado para um Hamiltoniano de Ising, em cujo estado fundamental estao co-
dificadas as solucoes dos fatores. Nas secoes [3.1.1 cada um desses passos é
detalhado.

3.1.1 Fatoracao como otimizacao binaria

Burges [3] demonstrou que o problema de fatoragao de inteiros pode ser mapeado em
um problema de otimizacao combinatoéria binaria de minimizacao. Nesse contexto,

pode-se observar a fatoracao do biprimo m = p.q, em que p e ¢ sao os fatores
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primos que o compoem. Primeiramente, deve-se colocar m, p e ¢ nas suas expansoes

binarias:

Nm—1 np—1 ng—1

m = Z Xme, p= Z 2%, ¢ = Z 2% gk (3.1)
k=0 k=0 k=0

onde my € {0,1} é o k-ésimo bit de m e n,, ¢ o namero de bits do biprimo m.
Analogamente define-se py, qx, n, € 7.
A partir das expressoes definidas na Eq. (3.1]), pode-se realizar a multiplicagao

bindria m = p.q e obter o seguinte sistema de equacoes:

0= Z qiPi—j + Z Zji — My — Z 2 Ziit+j (32)

V0 <i<ny, onde z; € {0,1} representa o carry-bit da posicdo ¢ para a posi¢ao j
e %i+; = 0, onde (i + j) > n,, — 1. O carry-bit (bit de transporte) representa o bit
“vai um” de uma coluna para a outra na tabela de multiplicacao binaria, conforme
Fig. 3.1}

Entretanto, pensando em implementacao, deve-se ter um ponto de partida para
os tamanhos de p e ¢q. Sendo assim, primeiramente, deve-se notar a seguinte propri-
edade:

Em qualquer fatoragao de um inteiro positivo 1" em dois fatores F; e F5, com
Fy > F,, entao ng, < (%TW 13].

Dessa forma, quando p e ¢ sao desconhecidos (o que ocorre quando se recebe ape-
nas um ndamero m para ser fatorado), pode-se assumir, sem perda de generalidade,
que p > q, Ny =Ny, € Ny = (”me 12].

Pode-se entao reescrever a Eq. obtendo a nova equagao:

ne—1

0= Z q;Pi—j + Z Zji — My — Z 221 (3.3)
=0 j=0 =1

V0<i<nonden.=n,+n,—1ez;e{0,1} representa o carry-bit da posigao
i para a posi¢ao j. Tem-se ainda que m; = 0, onde i > n,, — 1 e 2;,; = 0, onde
(i+7) >n.— L

Sendo assim, tem-se que o sistema expresso pela Eq. possui 1, = n,+ng—1
equagoes, tal que n, € O(n,,) [2]. Deve-se ressaltar ainda que as Eqs. e
sao obtidas a partir da soma, por coluna, dos valores na tabela de multiplicacao
binaria, como pode ser visto no exemplo dado pela Fig. [B.I] que demonstra a

multiplicagao binéria do biprimo 15 = 3 x 5, com as consideragoes anteriores.
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P2 P1 Po

P2q0 p1qo poqgo
+ P21 P1g1 poqi
+ 203 202 %01 |—2%20,1
+ z13 212 |—2212 —4202
+ z93|—2223 —4213 —820,3
1 1 1 1.

Figura 3.1: Tabela exemplificando o caso da multiplicacao binaria de 15 = 3 x 5,
cuja forma binaria é dada por 15, = 1111. As equacoes que compoem o sistema
expresso pelas Egs. e sao obtidas a partir da soma dos temos em cada
coluna, respectivamente. - Foi considerado, nesse esquema, que os tamanhos de p e
q eram previamente conhecidos de modo a reduzir o nimero total de bits. Figura
retirada de Anshuetz et al. [2].

Em seguida, pode-se associar uma clausula C;, sobre os inteiros (Z), para cada

equacao, de tal forma que:

Nne—1

C; = Z qjPi—j + Z Zji — My — Z 2 2t (3.4)
j=0 Jj=0 Jj=1

Dessa forma, a fatoragao pode ser representada como encontrar as atribuicoes

das variaveis binarias {p;}, {¢:} e {2i;} que resolvem o sistema de clausulas:

Ne—1

d =0 (3.5)

visto que ¢ demonstrado por Borges [3] que F(m) = Y 7;" C? possui um minimo
global em F'(m) = 0, sob essas condicoes.

Sendo assim, tem-se que o problema de fatoragao de inteiros foi transformado em
um problema de otimizacao combinatéria de minimizagao com variaveis binérias, tal

que seu modelo ¢ dado por:

min { F'}

. (3.6)
Di, di, zi,j € {07 1}7v (2W)

-1 - - L. . . .
onde F'=>"" " C? e todas as solugdes sao vidveis (ou seja, irrestrito).

Pode-se entao perceber a semelhanga com problemas de satisfatibilidade (SAT).
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Por outro lado, embora seja, de certa forma, um problema de satisfatibilidade, ele
difere dos problemas SAT padrao, uma vez que equagoes SAT sao definidas em
um campo finito binario (e expressas usualmente na forma normal conjuntiva ou
disjuntiva), enquanto no caso em foco as equagoes sao sobre os inteiros [3].
Definido entao o problema de fatoracao de inteiros como um problema de otimiza-
¢ao binaria, pode-se passar para o proximo passo, que consiste em tentar simplificar

o sistema de clausulas obtido.

3.1.2 Simplificacao de clausulas

Com o objetivo de simplificar o sistema de clausulas obtido no passo anterior, pode-
se aplicar relagoes (regras) de modo a resolver diretamente para um subconjunto
das variaveis que tenham facil resolucao classica, conforme discutido por Dattani et
al. [37]. Esse conjunto de regras sera denominado, no contexto deste trabalho, de
esquema de pré-processamento classico. Um exemplo é apresentado e utilizado por

Anschuetz et al. 2], conforme descrito a seguir:

ry—1=0=az=y=1,
r+y—1=0= a2y =0,

a—br=0=x=1,

Y r=0=2;=0Vi (3.7)

Z$i—@:0:>Ii:1,Vi-
i=1

onde z,y € {0, 1} sdo variaveis binarias e a,b € Z* sdo constantes inteiras positivas.

Neste trabalho, foi utilizado o esquema de pré-processamento classico descrito
pelas Egs. em conjunto com as regras adicionais apresentadas pelas Eqs. ,
na segao [4.1][] Nesse contexto, o esquema adotado é aplicado de modo iterativo em
cada clausula C; definida na Eq. , um nimero constante de vezes.

Como ultimo detalhe na simplificacao do sistema de clatisulas, existe a possibili-
dade de truncar o somatorio do tltimo termo na Eq. [2]. Para este fim, pode-se
notar que se o termo 27, presente no somatoério, for maior que o maximo resultado

possivel da soma dos outros trés termos, para uma mesma cldusula, ou seja, se:

2j > max {Z qiPi—j + Z Zji — mz} (38)
=0 J=0

IRessalta-se que existem ainda outros esquemas de pré-processamento classico, conforme apre-
sentado por Karamlou et al. [4].
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para cada i, tal que 0 <7 < n,, entao o termo z;;4; que o acompanha nao poderé ser
1. Caso contrério, o lado direito da equacao em Eq. seria sempre negativo, para
todas as atribuigoes possiveis das demais variaveis, de modo que a equacgao nunca
seria satisfeita. Sendo assim, V 7,7, tal que a condicao expressa pela Eq. é
satisfeita, faz-se z;;4; = 0, limitando-se assim o nimero de elementos do somatoério
presente no ultimo termo. Dessa forma, limita-se a magnitude da Eq. , para
cada i, a O(ny,) [2].

Em relagao & complexidade computacional deste procedimento, primeiramente
deve-se atentar para a identidade n. = n, + n, — 1, onde n, < n,, e ng < [%W
[3]. Dessa forma, tem-se que n. € O(n,,). Lembra-se ainda que o procedimento
de pré-processamento cléssico é aplicado em cada uma das n. clausulas um nimero
constante de vezes, logo em O(n,,) clausulas.

Por outro lado, ao analisar cada cldusula dada pela Eq. , percebe-se que ha
O(n.) termos. Isso pode ser percebido devido ao fato de, em cada clausula, o ultimo
somatorio apresentar n. — 1 termos e ainda haver o termo relativo ao biprimo m, m;,
e, no pior caso, ou seja para ¢ = n. — 1 cada um dos somatorios restantes apresentar
n. — 1 termos. Sendo assim, o procedimento passa por O(n,,) clausulas, cada uma
contendo O(n,,) termos, resultando em uma complexidade de O(n2)) [2].

Por fim, denomina-se C! a clausula C; apés a aplicagdo do procedimento de
simplificagao descrito. Tendo sido simplificado o sistema de clausulas, resta agora
maped-lo para um Hamiltoniano de Ising que tem codificado no seu estado funda-

mental as solugoes das variaveis remanescentes.

3.1.3 Codificagao em um Hamiltoniano de Ising

O Modelo de Ising, desenvolvido por Ernest Ising, foi inicialmente desenvolvido
para o estudo de transigao de fase de diferentes materiais ferromagnéticos [38]. Os
blocos construtores do Modelo de Ising sao particulas quanticas binédrias de dois
niveis, assim como os elétrons com spin +1/2. O modelo é entdo formado por
grupos destes elétrons (ou outras particulas) em uma configuracao especifica em
que os spins (niveis) de elétrons vizinhos (adjacentes) afetam uns aos outros em
uma maneira especifica [39)].

Nesse contexto, esse modelo pode ser representado matematicamente por um
Hamiltoniano (Hamiltoniano de Ising), que consiste em um observavel fisico que
quantifica a energia total de um sistema. Uma histoéria da evolucao do Modelo de
Ising pode ser analisada em diversos trabalhos [40, [41].

Sendo assim, foi visto anteriormente que o problema de fatoracao de inteiros
foi transformado em um problema de otimizacao combinatéria de minimizagao com

variaveis binarias. Foi mostrado ainda, em trabalhos anteriores |2, 4] 20} 26, 37], que

18



esse novo problema pode ser codificado no estado fundamental de um Hamiltoniano
de Ising.
Para perceber esse fato, primeiramente deve-se notar que a funcao F =

S et O ¢ a fungio de energia classica [2], tal que:

ne—1

E=Ycp (3.9)
=0

onde C!, V i, sdo as clausulas apds o processo de simplificagdo descrito na segao
3.1.21

Dessa forma, as solugoes das equagoes do sistema simplificado C! = 0 correpon-
dem a minimizar a fungao de energia classica dada pela Eq. (3.9).

Pode-se agora mapear cada clausula simplificada C! para um termo C; em um

Hamiltoniano de Ising H; [4]. Para este fim, utiliza-se a seguinte transformacao:

by, — % (1 —Zy) (3.10)
onde by, € {p;, ¢i, zij} € Z), & o operador de Pauli Z aplicado no k-ésimo qubit. Logo,
os autovalores +1 de Z correspondem aos spins positivo e negativo dos elétrons do
modelo (niveis das particulas) [42]. Ou seja, cada bit é mapeado para um operador
qubit e pode-se afirmar que a funcao classica de energia foi quantizada.

Portanto, tem-se que o problema de fatoragao foi mapeado para o problema de
encontrar o estado fundamental (de energia minima) de um Hamiltoniano de Ising

dado por:

Hy =Y C? (3.11)

que possui um um estado fundamental de energia Ey = 0 bem definido [4].
Por fim, Cao et al. [38] demonstraram a viabilidade de modelar o Hamiltoniano

de Ising em computadores quanticos da IBM, que é o que foi realizado na sec¢ao [4.3|

3.2 Algoritmo de otimizacao quantica aproximada

(QAOA)

Conforme dito no inicio do capitulo, o algoritmo VQF consiste em uma aborda-

gem hibrida classico/quantica, baseada em um pré-processamento classico seguido
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da aplicacao do algoritmo QAOA. Este, por sua vez, é um algoritmo hibrido classi-
co/quantico para ambiente NISQ que resolve, aproximadamente, problemas classicos
de otimizagao [23]. Finalizada entdo a descrigdo do pré-processamento classico na
secao anterior, deve-se agora entrar na parte referente ao QAOA.

Sendo assim, o QAOA consiste no principal componente do esquema VQF [2],
sendo um resolvedor de estado fundamental quantico aproximado para o Hamilto-
niano descrito na Eq. . Com esse objetivo em mente, deve-se entao definir a
funcao de custo e a ansatz a serem utilizadas, assim como discutido na segao [2.3]

Para definir a funcao de custo a ser utilizada no algoritmo, primeiramente deve-
se lembrar da equacao de Schrodinger, que descreve a evolugao no tempo de uma
funcao de onda que é a caracterizagao, na mecanica quantica, de um sistema fisico

isolado [43] 44]. Na sua forma béasica (independente do tempo) é dada por:

Hlp) = El) (3.12)

onde H é o Hamiltoniano que representa a quantidade fisica de interesse (no escopo
deste trabalho, a energia do sistema quantico), 1)) é um estado especifico do sistema
quéntico (fun¢do de onda) e E ¢ o valor da energia no determinado estado [¢)).

Percebe-se, portanto, que a funcao de onda neste caso ¢ um autovetor do Hamil-
toniano H, [¢), de modo que a energia E correspondente ao estado representado é
dado pelo seu autovalor associado.

Sendo assim, pode-se manipular a equagao Eq. (3.12)) de modo a isolar a energia:

Hly) = Elp) = (W|H[¢) = E = E = (V|H|¢) (3.13)

Conclui-se, a partir da Eq. , que a energia correspondente a determinado
estado [¢) é igual ao valor esperado do Hamiltoniano, que representa a energia do
sistema, no respectivo estado.

Sendo assim, o objetivo agora é encontrar qual desses estados corresponde ao
menor valor de energia para o sistema, ou seja o seu estado fundamental. Com
esse objetivo em foco, faz-se uso do método variacional [45], que consiste em um
método aproximado para encontrar estimativas aproximadas da energia do estado
fundamental. Essa técnica é baseada no Principio Variacional (Teorema Variacional)
[46]:

Seja [1)) uma solucao experimental (teste) adequadamente normalizada para a
Eq. , onde H é um hamiltoniano conhecido independente do tempo. O Prin-

cipio Variacional entao afirma que a energia do estado fundamental, Ej, é sempre
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menor ou igual ao valor esperado de H calculado com a solugao experimental:

Ey < (Y|H|Y) (3.14)

Dessa forma, por meio da variacao de |i)) até que o valor esperado de H seja
minimizado, é possivel obter aproximagoes para a solugao e para a energia do estado
fundamental.

Finalmente, pode-se assim definir a funcao de custo a ser minimizada pelo QAOA
modificando a Eq. para ser parametrizada:

E(0) = (¥ (0)[H|(0)) (3.15)

Pode-se agora seguir para a defini¢ao da ansatz a ser utilizada no QAOA. Foi visto
anteriormente que o objetivo é encontrar o estado fundamental do Hamiltoniano
que representa a energia do sistema, denominado Hamiltoniano de Custo no QAOA
(Hc). Entretanto, este costuma ser complexo e o referido célculo extremamente
complicado ou até invidvel.

Nesse contexto, introduz-se um novo hamiltoniano H,, denominado hamilto-
niano admixing (mixing ou mixer), H,, cujo estado fundamental é conhecido e é
eficientemente calculado. Farhi et al. [23] fazem entdo uso do Teorema Adiaba-
tico Quantico [47]: como o hamiltoniano H, introduzido anteriormente é escolhido
de modo a satisfazer os requisitos de Perron-Frobenius [48, [49], pode-se evoluir o
sistema, que esté inicialmente no autovetor de menor autovalor de H, (estado de
menor energia, ou seja fundamental), sobre a influéncia de um hamiltoniano que
interpola lentamente de H, para H. por um longo periodo de tempo 7', de modo
que o estado final do sistema é o de autovetor de menor autovalor do hamiltoniano

H¢, conforme desejado [50]. Seja entao a interpolagao linear:

t t
Ht)==Hc+(1—= ) H 3.16
(0= pto+ (1= ) (3.16)
onde t € [0,T].

Entretanto, tem-se que a interpolagao anterior é realizada em um intervalo con-
tinuo, sendo necessario discretiza-lo para permitir a sua simulagao. Com esse obje-
tivo, considera-se novamente a equacao de Schrodinger, porém agora dependente do

tempo:
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[%(t)) = e7]3(0)) (3.17)

onde H, no caso em foco, é o Hamiltoniano que representa a energia do sistema
quéntico, [¢(0)) é o estado inicial do sistema (no tempo t = 0) e |1(t)) é o estado
em que estara o sistema em um determinado tempo t.

Sendo assim, realiza-se uma Trotterizagao [51] na evolugao temporal em s passos
temporais, seguida de uma nova Trotterizacao em cada termo resultante, de modo

a culminar na evolucao de estado [50]:

—

|3,7) = e"Batlag=iv:to | o=ihilap=imHe () (3.18)

onde |1(0)) corresponde ao estado fundamental de H, e as 2s varidveis § =
(B1,...0s) e ¥ = (71,.-.,7s) sd@o parametros de otimizagdo cujos valores 6timos
correspondem a um caminho de evolu¢do que replica o de H(t) (Eq. (3.16)) o mais
proximo que o espago de parametros permite.
Pode-se agora, finalmente, definir especificamente a funcao de custo e a ansatz
utilizadas para o QAOA. Os autores [23] introduzem o hamiltoniano admixing H, =
g_l X;, tal que o seu estado fundamental é dado por uma superposicao uniforme

sobre os estados base computacionais:

16(0)) = jz_an (3.19)

onde ¢ indica o qubit em que o operador de Pauli X estd atuando e n o niimero de
qubits do sistema.

Sendo assim, a ansatz (estado de teste parametrizado) utilizado é dado por:

S

18.7) = [ J(emHtemmitie) ) en (3.20)

=1

onde |+)®" ¢ a superposicao uniforme sobre os estados base computacionais.

J& a funcao de custo parametrizada a ser minimizada é obtida a partir da Eq.
, atualizando o estado parametrizado pela ansatz do QAOA com os respectivos
parametros e o hamiltoniano H pelo hamiltoniano de custo do problema, H¢, tal

que He = Hj, que é o Hamiltoniano de Ising dado pela Eq. (3.11)):
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E(3,7) = (8,7 Hc|B,7) (3.21)

Sendo assim, o QAOA utiliza um algoritmo cléssico de otimizacao para otimizar
os parametros [ e v, para um nimero fixo s de camadas, e assim minimizar a fungao
de custo.

Ressalta-se ainda que, para s — oo, E(ﬁ, 7) atinge o valor minimo quando a
fidelidade entre | 3, 7) e o verdadeiro estado fundamental de Hq é 1 [2].

Pode-se ainda discutir a funcao de cada operador na Eq. . Tem-se os dois

operadores:

Up(y) = e He (3.22)
n—1

Ua(B) = e7#%0 % = [ e (3.23)
0

onde Ug(y) é conhecido como operador separador de fase, sendo responsével por
aplicar uma fase de emaranhamento de acordo com o hamiltoniano de custo H¢.
Ou seja, aplica uma mudanca relativa de fase entre os estados, introduzindo viés de
acordo com a sua qualidade (estados com menor energia tém melhor qualidade).

Ja U,(B) é conhecido como operador transverse-field mixer (mixing ou admi-
xing), sendo responsével por gerar interferéncia entre os estados com o objetivo de
aumentar a amplitude das solugoes (estados) de alta-qualidade, ou seja aumentar a
probabilidade das solu¢oes de melhor qualidade serem medidas [52].

Por tultimo, cabe mencionar que Hadfield et al. [24] apresentaram uma generali-
zagao do QAOA original, denominada Quantum Alternating Operator Ansatz (man-
tendo a mesma sigla), de modo a permitir a alternancia entre familias mais gerais
de operadores. A motivagao consistiu na importancia demonstrada pelos autores do

preparo de operadores e de estados iniciais especificos para cada problema.

3.2.1 Inicializagcao de parametros

Como passo final do VQF e, como parte do QAOA, se faz necessario fornecer um
bom ponto inicial para o otimizador classico a ser utilizado, de modo que este possa
otimizar os parametros do circuito.

O método escolhido pelos autores é o de grid search (busca em grade), que
consiste em uma busca por forca bruta, camada por camada, em uma grade formada
a partir de nimeros igualmente espagados em um intervalo de busca, prédefinido

para cada parametro, definidos por um tamanho de grade escolhido.
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Sendo assim, para otimizar os parametros § e 7, inicialmente realiza-se essa
busca em cada par de parametros (v;, 3;), onde 1 < i < s. Faz-se necessario entao
definir o tamanho de grade a ser utilizado e o intervalo de busca.

O tamanho de grade introduzido ¢ dado por O(n?n?*) (resolugao final de grade
resulta em O(n?n?) x O(n?n%)), onde n ¢ o ntimero de qubits (variaveis, ou seja,
bits remanescentes apos o pré-processamento classico). Isso garante que o 6timo
encontrado pela grid search difere do 6timo verdadeiro por uma constante e garante
ainda uma escala polinomial da grade de busca [2].

Como o Hamiltoniano de Ising do problema (Hj) e o transverse-field mixer (H,),
conforme definido nas secoes e [3.2] possuem apenas autovalores inteiros, os
intervalos v € [0,27)° e 8 € [0, 7]° garantem que a busca produzird um resultado
eficiente [23]. O resultado dessa busca é entao fornecido ao algoritmo de otimizagao
global escolhido, BFGS [563]. Dessa forma, para s camadas, tem-se que sao realizadas
sg? avaliacoes do circuito quantico parametrizado, onde g ¢ o tamanho de grade
escolhido, e, consequentemente, da fungao objetivo. Portanto, esse passo tem uma
complexidade total de O(snin®).

Por fim, tem-se que o restante da complexidade do algoritmo é dado pelo procedi-
mento de otimizagao dos parametros realizado pelo algoritmo de otimizacao classico.
Os resultados numeéricos do artigo original [2], assim como os obtidos na se¢ao m
e indicados na Fig. deste trabalho, sugerem que a escala de complexidade da
execucao do algoritmo cléssico de otimizacao até a convergéncia, seja para um mi-
nimo local ou global, é aproximadamente independente do tamanho da instancia do
problema e dependente linearmente do nimero de camadas do circuito QAOA.

Sendo assim, para um circuito QAOA de s camadas, tem-se que o custo total
de execucao do VQF ¢é dado por O(s*nin®). Entretanto, é ressaltado pelos autores
que, numericamente, esse limite parece solto, uma vez que tamanhos de grade sig-
nificativamente menores (produzem resolugdes de grade mais grossas ou espagadas)
sao suficientes para o algoritmo. Ressalta-se ainda que nao ha garantia de que o

algoritmo sempre ira gerar a solugao global 6tima.

3.2.2 Taxa de sucesso

Apos a execucao do algoritmo de otimizacgao classico, conforme descrito na segao
.2.1], tem-se que os pardmetros foram otimizados, tendo sido encontrados valores
6timos locais ou globais. Com esse resultado em maos, pode-se finalmente preparar
o circuito parametrizado final | 7, ﬁ;pt) no computador quantico e medi-lo.
Realiza-se entao a amostragem do circuito preparado e verifica-se se o resultado
obtido (string de bits medida) satisfaz o sistema de clausulas C] = 0. Em caso

positivo, pode-se entdo mapear os bits medidos para as variaveis {p;}, {¢:} e {z;}
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remanescentes apos o pré-processamento cléssico, procedimento este denominado de
pos-processamento classico.

Dessa forma, o sucesso do VQF é medido pela probabilidade da string medida co-
dificar os fatores corretos. Entretanto, pode-se observar um fato interessante: ainda
que o objetivo seja que a bitstring medida satisfaga todas as clausulas, na realidade
basta que codifique corretamente as variaveis remanescentes {p;} e {¢;}, correspon-
dentes aos fatores p e ¢. Ou seja, ainda que os valores medidos correspondentes as
variaveis {z;;} (carry-bits) estejam incorretos, se os valores medidos corresponden-
tes as variaveis {p;} e {¢;} estiverem corretos, os fatores p e ¢ continuarao sendo
medidos corretamente

Dessa forma, define-se entao o conjunto M, = {b;} formado por todas as bits-
trings amostradas do computador quantico que codificam as variaveis remanescentes
{pi} e {¢;} corretamente. Em seguida, define-se a taxa de sucesso, s(7, @, como
a proporc¢ao de bitstrings amostradas do computador quantico com o estado final

parametrizado (circuito) | Yope, Bopt) que codificam corretamente as variaveis {p;} e

{¢;} em C] =0:

- 2\ ‘Ms|

M| ={b;e M |pi=plas=¢/ VNpePVqgecQqQ}

onde |M;| é o ntimero de amostras que codificam as variaveis {p;} e {¢;} correta-
mente, |[M| é o nimero total de medicoes amostradas, Py = {p/} e Q; = {¢'}
correspondem aos valores corretos, nos fatores originais em forma binaria, nas res-
pectivas posicoes i, e 0 < 5(7,@ < 1. Tem-se ainda que P' = {p;} e Q' = {q;} s@o
os conjuntos das variaveis binarias dos fatores p e ¢, respectivamente, remanescentes
apos o processo classico de simplificacao de clausulas.

Sendo assim, bastaria que uma tnica bitstring, dentre todas as amostras, aten-
desse aos critérios descritos acima para que os fatores corretos fossem obtidos. En-
tretanto, quanto menor a frequéncia de bitstrings satisfatorias, menor é a taxa de
sucesso e, portanto maior é o niimero necessario de preparos e medi¢oes do estado
de teste | Yopt, Bopt)-

Nesse contexto, como se trata de um processo estocastico e, portanto nao deter-
ministico, o objetivo é obter valores maiores para a taxa de sucesso, preferencial-
mente s(7, 5) =1, o que indicaria que os fatores estao codificados corretamente em
todas as bitstrings amostradas. Cabe ressaltar que a taxa de sucesso se aproxima

de 1 na medida que a fung@o objetivo definida pela Eq. (3.21) se aproxima de 0.

2Tal fato ocorre, pois, na implementagao, as varidveis correspondentes aos fatores {p;} e {¢},
ao serem eliminadas, nunca sdo colocadas em funcao das variaveis {z;;}. Apenas o inverso ocorre.

25



Ou seja:

(3.25)

3.3 Algoritmo de otimizacao assistido por cami-
nhada quantica (QWOA)

De modo a seguir a metodologia proposta para o trabalho de testar variagoes para
cada etapa, procurou-se testar outro algoritmo variacional de otimizagao e assim
comparar os resultados obtidos pela variagao com o original e possivelmente gerar
novos benchmarks para o algoritmo.

Nesse contexto, escolheu-se testar o Quantum walk-assisted optimization algo-
rithm (QWOA) [27]. O QWOA ¢ considerado uma generalizagao do QAOA, sendo
portanto uma escolha natural, baseada na alternancia entre caminhadas quanticas
de tempo-continuo (continuous-time quantum walks - CTQW) [54] sobre solugdes
vidveis que podem ser identificadas de modo eficiente, e mudangas de fase depen-
dentes da qualidade das solucoes.

A caminhada quéntica de tempo-continuo, de modo similar as caminhadas ale-
atorias (random walks), descreve, em um grafo, o movimento de um caminhante
sobre um conjunto de caminhos predeterminados. Entretanto, ao invés de jogar
uma moeda a fim de decidir qual caminho percorrer em cada ponto, o caminhante
quantico pode pegar véarios caminhos ao mesmo tempo [55]. Sendo assim, enquanto
a random walk é deterministica, no sentido de que, em cada ponto, sabe-se exa-
tamente onde esté, a quantum walk é nao-deterministica, podendo estar em varios
pontos ao mesmo tempo, devido a superposi¢ao quantica.

Segue-se agora para definir a ansatz e a func¢ao de custo utilizadas no QWOA.
Ao contrario do QAOA que, conforme visto anteriormente, utiliza como arcabouco
a evolugao adiabéatica trotterizada, o QWOA utiliza a CTQW como ansatz [27], de
modo que a evolugao do sistema quantico é dado pela alternancia destas com as

mudancas de fase dependentes da qualidade das solucoes:

onde [1)) é o estado inicial definido por uma superposi¢ao uniforme entre todas as
solugdes combinatoérias viaveis, Uy, (7y) ¢ o operador mudanca de fase assim como

definido para o QAOA na secao , Uw (t) é o operador quantum-walk mixer que
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aplica uma CTQW por um tempo ¢ sobre o dominio combinatério e, por fim, os
2s parametros £ = (t1,...t;) e ¥ = (11,...,7s) sao utilizados para a otimizacio da
funcao de custo, assim como também no QAOA.

Dessa forma, o operador Uy, (y) aplica uma mudanca de fase em cada solugao de
acordo com a sua qualidade, enquanto o operador Uy, (t) realiza uma quantum-walk
no grafo, misturando as amplitudes entre as solu¢oes. Sendo assim, a alternancia de
aplicacao entre os dois operadores provoca um aumento da amplitude dependente
da qualidade das solugoes, ou seja aumenta a probabilidade de medigao de solugoes
de melhor qualidade (no escopo deste trabalho, de menor energia associada) [5].

Cabe agora definir matematicamente o operador Uy, (t), uma vez que o operador
Un,. (%) ja esta definido pela Eq. (3.22)) [5]:

Uw (t) = e ¢ (3.27)

onde t > 0 pode ser entendido como o tempo de duracao da quantum-walk, conforme
ja dito, e £ é a matriz Laplaciana do grafo circulante que conecta todas as solucoes
viaveis do problema.

A escolha de um grafo circulante [56] (como exemplo o grafo completo ou um
ciclo) se deve a preservagao de simetria e ao fato de todo grafo circulante ser dia-
gonalizado pela Transformada de Fourier. Dessa forma, a Transformada de Fourier
Quantica [57] (Quantum Fourier Tansform - QFT) pode ser utilizada para diagonali-
zar qualquer escolha de grafo circulante, enquanto a estrutura do circuito permanece,
em grande parte, inalterada [27].

Nesse contexto, Bennet et al. [5] propdem uma estrutura altamente eficiente para
executar a simulagao acelerada de quantum-walk em grafos completos conectando
todas as solugoes viaveis. A escolha do grafo completo Kj,, onde M é a cardinalidade
do conjunto de solugbes viaveis, se deve ao fato de ja ter sido mostrado que a
QFT modulo-arbitrario consiste em uma abordagem eficiente para a realizacao de
quantum walk nesse grafo [27].

Entretanto, é conhecido que a QFT é sensivel a ruido o que, para o escopo NISQ
em que este trabalho se foca, é altamente indesejavel. Dessa forma, na estrutura
proposta pelos autores, o Laplaciano £ presente na Eq. , pode ser expresso

da seguinte forma:

L= M(I—[¢){]) (3.28)

onde M é a cardinalidade do conjunto de solugoes viaveis, conforme ja dito, I é a
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matriz Identidade e [¢)) é a superposi¢ao uniforme entre as solugoes viaveis.
De posse da expressao Eq. (3.28)), pode-se reescrever o operador quantum walk,

até uma fase global, na forma:

Uw(t) = e ™ =T+ (=1 + ™) [¥) (Y] (3.29)

Tem-se ainda que a Eq. expressa a rotagao do sistema em torno de um
estado especifico ) [58].

Outro detalhe que ainda nao foi especificado é o estado inicial [¢)). Como o
problema abordado de fatoragao como otimizacao binaria constitui um problema
irrestrito, conforme discutido na se¢ao [3.1.1], tem-se que o estado inicial é dado pela
superposicao uniforme de todas as solugoes do espacgo solucao, uma vez que todas

as solugdes sao viaveis. Sendo assim, tem-se que o estado |1)) é dado por:

1
¥) = > lw) (3.30)

onde M = |S| = 2", S é o conjunto das solugoes e n é o nimero de qubits do sistema
quantico.
Pode-se agora entdo, finalmente, reescrever a equagao ([3.26) com as novas ex-

pressoes detalhadas:

17,8 = H{[]I + (=14 ) [ (e ey ) (3.31)

onde |—{—)®" é a superposicao uniforme sobre os estados base computacionais.

Em continuacao, procura-se agora definir a funcao de custo, conforme desejado.
Nesse caso, é analoga & do QAOA, em que procura-se minimizar o valor esperado
para o Hamiltoniano que representa a energia do sistema, substituindo apenas a
ansatz (estado de teste parametrizado) do QAOA pelo que acabou-se de definir
para o QWOA:

Bennet et al. [5] apresentam ainda os pré-requisitos, sendo compostos por quatro

critérios, para que um problema seja um bom candidato para o QWOA:

1. A cardinalidade do espago de solugdes viaveis (tnicas) M deve ser eficiente-
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mente computavel, dada uma instancia especifica do problema:
No caso em foco, todas as solugoes sao viaveis (problema irrestrito), logo M
¢ dado diretamente pelo espaco de Hillbert para o ntiimero n de qubits do

sistema: M = 2™.

. Deve existir um algoritmo eficiente de indexacao e desindexacao do espago
solucao:

Nao se aplica ao caso em foco, uma vez que todo o espago solugao é composto
de solugoes viaveis, que ja estao codificadas em strings de n-bits, em ordem
lexicografica. Exemplos de aplicacao do processo de indexagao e desindexa-
¢ao podem ser vistos nos trabalhos |27, 29 30 50], para diferentes tipos de

problemas e objetos combinatorios.

. A qualidade de qualquer solugao arbitraria deve ser eficientemente computével:
Foi visto anteriormente na segao [3.2] que a qualidade de uma determinada
solugdo (estado) é o autovalor associado ao correspondente autovetor. Sendo
assim, como cada autovetor corresponde a um estado da base computacional,
o seu autovalor pode ser obtido de forma eficiente a partir da multiplicacao
do Hamiltoniano de Ising relativo ao sistema pelo respectivo autovetor. Isso
corresponde a multiplicar uma matriz (n x n), onde n é o nimero de qubits,
por um dos seus respectivos autovetores (dimensao n), que é conhecido, o
que resulta no autovetor multiplicado pelo respectivo autovalor. Nesse ponto,
basta apenas verificar qual termo ¢é diferente de zero. Essa operagao pode ser

realizada em O(n?).

. O problema deve estar na classe NPO-PB, ou seja, a classe dos problemas de
otimizacao em que a fungao objetivo é limitada polinomialmente no tamanho
da instancia do problema [50]:

Pode-se lembrar, da Eq. , que a funcao objetivo é obtida a partir da soma
dos quadrados de cada clasula (que podem ser reduzidas pelo esquema de pré-
processamento classico). Foi visto ainda, na segao m que a magnitude da
Eq. ¢ limitada a O(n,,). Como os termos do somatorio sdo quadraticos e
tem-se O(n,,) clausulas no somatorio, pode-se concluir que a fung¢ao objetivo

F € O(n3)), sendo polinomial no tamanho da entrada m.

Conclui-se portanto que a fatoracao como problema de otimizagao combinatoéria

binaria atende aos pré-requisitos. Entretanto, uma grande vantagem do QWOA

consiste na reducao do espago de busca, por meio da preparacao de estado, ou seja

na capacidade de restringir o espago solu¢do a apenas as solugoes viaveis (objetos

combinatorios corretos), ganho esse que nao é observado no caso em foco uma vez

que é irrestrito, conforme ja mencionado.
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Sendo assim, a manutencao dos testes com essa variacao é baseada no fato de
se obter uma possivel vantagem devido ao quantum-walk mixer, cujo arcabougo em
grafo completo impede o viés inicial entre possiveis solugoes. Dessa forma, um possi-
vel espalhamento mais rapido para solucoes de melhor qualidade foi investigado. De
fato, para determinadas instancias do problema, esse comportamento foi observado,
conforme descrito na secao [£.2.5]

Do exposto nessa secao, percebe-se, para o caso de fatoracao estudado neste
trabalho, as similaridades entre o QAOA e o QWOA, sendo a diferenca entre as
variacoes sendo dada pelos operadores mixers aplicados (transverse-field mixer para
0 QAOA e quantum-walk mixer para o QWOA).

Em relagao a inicializacao dos parametros ~ e ¢, foi utilizada a técnica de ini-
cializagao descrita na secao [3.2.1] Foi mantida ainda, para fins de comparagao, a
resolugao de grade O(n?n?) x O(n?n?), entretanto uma anélise analitica deve ser
realizada a fim de verificar se € um bom limite superior. Por outro lado, como o
quantum-walk mixer nao possui necessariamente valores inteiros, o intervalo dos pa-
rametros ¢ nao podem ser restringidos a [0, 7]°, enquanto o intervalo dos parametros
~ podem ser mantidos em [0, 27]°, visto que o hamiltoniano de custo H¢ é 0 mesmo
nos dois casos [50]. Sendo assim, foi utilizado o intervalo [0, 27]* para os parametros
t, o que se mostrou eficiente pelos resultados das simulac¢oes, conforme expresso na
secao [A.2.5]

Outro fato que cabe ser mencionado, é o de que, assim como no caso do QAOA,
conforme discutido na secao |3.2.1] os resultados ntimericos expressos na se¢ao
sugerem que a escala de complexidade da execucao do algoritmo classico de otimi-
zagao até a convergéncia, seja para um minimo local ou global, é aproximadamente
independente do tamanho da instancia do problema e dependente linearmente do
numero de camadas do circuito QWOA. Sendo assim, para um circuito QWOA de s
camadas, tem-se que o custo total de execugao do VQF, nesta variacao, é dado por
O(s?nin®). Por fim, ressalta-se que as ressalvas realizadas na segao em relagao

a solucao global 6tima sao mantidas.
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Capitulo 4

Analise Experimental

4.1 Pré-processamento classico

O objetivo desse experimento era verificar a eficiéncia do pré-processamento classico
em simplificar o sistema de cldusulas por meio da redug¢ao no ntimero de clausulas
e de variaveis. Como consequéncia, verifica-se a eficiéncia na reducao do niimero de
qubits necessarios para construir o Hamiltoniano de Ising que representa o estado
de energia do sistema e no qual o resultado da otimizacao esta codificado.

Nesse contexto, foram utilizadas as regras de pré-processamento descritas na
secao em conjunto com as seguintes regras de paridade, tal que z,y,z € {0,1}

sao variaveis bindrias e a,b, c¢,d € Z" sao constantes inteiras positivas:

r+y—2z=0=>z=y==2
r+2y—22=0=2=0&y==x (4.1)
r—2241=0=2x=1&z2=1
a+b+2c+2d—2x—4y=0=a=0>

Ressalta-se novamente que existem outras regras que podem ser aplicadas.E]
Sendo assim, com o objetivo de analisar o comportamento de escala do niimero
de qubits necessario para o algoritmo, foi aplicado o processo de pré-processamento
classico em todos os nimeros biprimos até 10%, obtendo os resultados conforme
apresentado nas Figs. 1.1} 1.2 e [4.3]

Pode-se entao perceber, na Fig. [1.1], que o esquema de pré-processamento cléssico
é extremamente eficiente na tarefa de redugao do niimero de qubits, inclusive quando
os tamanhos dos fatores p e ¢ nao sao previamente desconhecidos, cenario esse

que condiz com quase a totalidade dos casos encontrados na pratica. Segue dessa

'Para as instancias m € {56153,291311} testadas neste trabalho, foi utilizado o esquema de
pré-processamento apresentado em [37].
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Figura 4.1: Resultado empirico da redugao no nimero de qubits necessario para
o algoritmo apoés a realizacao do pré-processamento classico. O salto discreto ob-
servado no caso sem o pré-processamento classico (azul) ocorre devido ao fato de
numeros de mesma grandeza serem representados com o mesmo nimero de bits. J&
o comportamento irregular do caso com pré-processamento cléassico (laranja) ocorre
devido ao efeito de eliminacao das variaveis do sistema de equagoes; assim como
observado por Anschuetz et al. [2]. (a) Foi considerado que os tamanhos dos fatores
p e q eram previamente conhecidos a fim de reduzir o nimero de qubits necessario.
(b) Resultado sem conhecimento prévio dos tamanhos de p e ¢, condizente com o
cenario real encontrado.

2001 = 5Sem pre-processamento classico wod - Sem pre-processamento classico
175 { = Pré-processamento classico o = Pre-processamento classico -
£ —— Ofnlogin)} 2 —— Olnlagin}}
2 B0 =— om Z 150 ] — om
4 * 4
o 125 ) (=]
5 5
A 100 4 A
¢ g 19
R g
e 2
o501 . " ] I o5
= * ' =
2 35 ' ' = :
ol * : : ; |} ! l I I : ! E E . § ol * ' ; i
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
4 & 8 10 12 14 15 18 20 4 & 8 10 12 14 16 18 20
Bits para representacac binaria de m Bits para representacao binaria de m

(a) Tamanhos dos fatores p e q conhecidos  (b) Sem conhecimento dos tamanhos dos fatores
peq

Figura 4.2: Observa-se que, sem a aplicagao de pré-processamento classico (azul), o
numero de qubits necessario para o algoritmo escala de forma empirica, aproxima-
damente, como O(nlog(n)) (vermelho). Ja com a aplicagdo de pré-processamento
classico (laranja), este escala aproximadamente como O(n) (verde); conforme pre-
visto por Borges [3] e observado por Anschuetz et al. [2] e Karamlou et al. [4]. Onde
n é o numero de bits necessarios para representar o biprimo m na sua forma binaria
(n = np).

observagao que melhorias nas regras de pré-processamento implicam diretamente

na reducao do nimero de qubits necessario para a constucao do Hamiltoniano de
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Figura 4.3: Numero de qubits reduzidos pela aplicagao do esquema de préprocessa-
mento classico em relagao ao caso sem préprocessamento.

Ising e, consequentemente para a construcao do circuito quantico parametrizado do
QAOA e QWOA.

Por outro lado, pode-se observar, na Fig. [£.2] a escala empirica do namero de
qubits em relacao ao ntmero de bits necessario para a representacao binaria do
biprimo m. Percebe-se, portanto, que o esquema de pré-processamento ocasiona
uma escala linear do ntmero de qubits.

Por fim, observa-se, na Fig. a escala do numero de qubits reduzidos ao
aplicar-se o esquema de préprocessamento classico, ou seja a diferenca entre o niimero
necessario de qubits sem o préprocessamento classico e o ntimero necesséario de qubits

apo6s a aplicagao das regras.

4.2 Simulacao ideal

Como ponto de partida das simulagoes numéricas de otimizacao, optou-se por rea-
lizar sinula¢oes sob condicoes ideais, ou seja, sem a presenca de ruido que pudesse
prejudicar os resultados encontrados. Nesse contexto, o objetivo era analisar o com-
portamento dos algoritmos na pratica e comparar os resultados com o previsto na
literatural] Dessa forma, foram escolhidas as instancias descritas na tabela [4.2]f]
Ainda neste contexto, faz-se necessario estabelecer o conceito de simetria p < ¢
considerado neste trabalho. Seja P'= {p;}, onde 0 < i < n, — 1, o conjunto

formado pelos bits remanescentes do fator p original, na sua forma binéria, apos

20 trabalho realizado por Michal Stechly, presente em https://github.com/mstechly /vqf, foi
utilizado como inspiragao inicial para a implementagao realizada nesta dissertagao.

3Com o objetivo de reduzir o niimero de qubits necessario para construir o Hamiltoniano de
Ising e, consequentemente para executar o algoritmo VQF, devido & limitacoes de hardware, foi
assumido que os tamanhos dos fatores p e ¢ eram previamente conhecidos. Essa premissa nao
interfere nos experimentos e seus resultados.
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a aplicacdo do esquema de pré-processamento apresentado. Seja ainda P°= {pf},
onde 0 < i < n, — 1, o conjunto formado pelos bits do fator p original, na sua
forma binaria, ja calculados por meio do esquema de pré-processamento apresentado.
Analogamente define-se os conjuntos Q)" e Q°.

Afirma-se entao que existe simetria p <+ ¢ entre os dois fatores se e somente se os
conjuntos P’ e )" e os conjuntos P¢ e Q° tém a mesma cardinalidade, os elementos da
primeira dupla, na mesma posi¢ao, sao o complementar um do outro, e os elementos

da segunda dupla, na mesma posi¢ao, sao iguais, ou seja, deve-se ter:

|Pl| - |Q/|a Di = qi

(4.2)
[Pl = |Q°, pi = q;

Na pratica, pode-se verificar esse comportamento na instancia m = 56153, por
exemplo, que foi utilizada nas simulacoes. Apo6s a aplicacao do esquema de pré-

processamento classico, obtém-se o seguinte sistema de clausulas:

p3+qg—1=0
patq—1=0 (4.3)
Paqz +p3qa —1 =0

Neste momento, os fatores, em suas respectivas formas binérias, estao represen-
tados de acordo com a tabela [4.1]

Fatores | 27 [ 26 | 25 [ 24 | 23 | 22 | 21 [ 20
p 1 1 1 Pa | P3 0 0 1
q 1 1 1 1qgilqgs| 0] 0|1

Tabela 4.1: Representacao binaria dos fatores p e ¢ da instancia m = 56153 apoés a
aplicacao do esquema de pré-processamento classico.

De modo a encontrar os fatores corretos que formam a instancia, isto é, 233 e

241, hé as seguintes possibilidades para os bits p; e ¢;:

P3=0,pp=1q3=1,q4=0 (4.4)
pP3 = 17p4 = 07Q3 - 0;94 =1 (45)

Percebe-se, portanto, que as duas possibilidades expressas pelas Eqs. (4.4) e
(4.5) e os bits ja calculados para os fatores, expressos de acordo com a Tabela ,
atendem ao deerminado pela Eq. (4.2)), concluindo-se assim que os fatores 233 e 241
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apresentam simetria p < q.

A consequéncia deste fato consiste em que ambas as equagoes implicam no calculo
correto dos fatores, apenas invertendo-os. Ou seja, no primeiro caso temos p = 241
e ¢ = 233 e no segundo caso temos p = 233 e ¢ = 241.

Ja os tamanhos de grade utilizados seguem os limites definidos na se¢ao [3.2.1]
embora, como ja dito anteriormente, resultados numéricos tenham indicado que
tamanhos de grade menores sao suficientes [2]. Fato este que também foi observado
neste trabalho.

Finalmente, apos a defini¢ao das instancias, pode-se caminhar para as simulacoes
de fato.

‘ Biprimo "m" ‘ Ntiimero de qubits ‘ Numero de "carry-bits" ‘ Simetria p < q ‘ Tamanho de grade ‘
1981 = 7 x 283 2 0 Nao 6x6
319 =11x29 6 3 Nao 24 x 24
69169 = 263 x 263 8 5 Nao 36 x 36
2363 = 17 x 139 3 1 Nao 9x9
56153 = 233 x 241 4 0 Sim 12x 12
291311 = 523 x 557 6 0 Sim 24 x 24

Tabela 4.2: Tabela descrevendo as instancias utilizadas nas simulagoes ideais. Pri-
meira coluna: Indica os nimeros biprimos utilizados na simulagao ideal. Segunda
coluna: Expressa o niimero total de qubits necessario para executar o algoritmo
VQF apos a aplicagao das regras de pré-processamento descritas pelas Egs. (3.7)) e
. Terceira coluna: Representa, dentro do ntimero total de qubits necessério, o
ntmero de carry-bits. Quarta coluna: Indica se existe simetria entre os fatores p e ¢
apos a aplicacao das regras de pré-processamento classico. Quinta coluna: Tamanho
de grade utilizado na inicializagao de parametros por grid search.

4.2.1 Otimizacao via QAOA

Nesta simulagdo, realizou-se o teste do algoritmo QAOA, descrito na segdo [3.2)f]
Utilizou-se o método de grid search para a inicializagao dos parametros a serem
fornecidos ao algoritmo cléssico de otimizagao, o algoritmo de otimizacao classico
BFGS e as instancias detalhadas na tabela [4.2]]

No estudo, foram analisados os comportamentos da taxa de sucesso do algoritmo,
do valor da funcao objetivo e do ntimero de avaliagoes da funcao objetivo pelo

algoritmo de otimizagao classico até a convergéncia, de acordo com o nimero de

camadas do QAOA.

4Para a realizacdo das simulacdes em ambiente ideal, utilizou-se o framework Python Qiskit da
IBM, com o backend Aer Simulator. Ja os otimizadores classicos sdo implementados via classe
minimize, presente na biblioteca Python open-source SciPy.

5Foi considerada uma tolerancia de tol = 10~° para o algoritmo de otimizacdo classico e o
numero de amostras v = 1000. As barras verticais de erro nos graficos indicam, cada uma, um
desvio padrao em trés instancias do problema.
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Nesse contexto, a Fig. [4.4] representa a taxa de sucesso de encontrar os fatores
corretos p e ¢ em funcao do nimero de camadas s do QAOA. Pode-se perceber que,
para m = 1981, 2363, 56153 a taxa de sucesso cresce com o aumento do niimero de
camadas, conforme esperado, convergindo ainda para o valor maximo. Isso significa
que os fatores corretos estavam codificados em todas as bitstrings amostradas.

Ja para as instancias m = 319,69169, 291311 a taxa de sucesso nao escala tao
bem, ocorrendo um aumento marginal. Uma analise inicial sugere que essa discre-
pancia de resultados apresentados pelos dois grupos de instancias esta relacionado
a diferenga no nimero de qubits necessério para executa-las no VQF, assim como &
presenca ou nao de carry-bits e simetria p <> ¢, hipotese essa levantada pelos autores

originais [2]. Uma andlise numérica mais profunda acerca desses fatores ¢ realizada

na secao [4.2.4]
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Figura 4.4: A taxa de sucesso do algoritmo VQF para cada instancia do problema.

Outra anéalise importante, como dito anteriormente, foi do comportamento do
valor da fungao objetivo em relagao ao nimero de camadas do algoritmo, conforme
representado na Fig. [4.5] Percebe-se que, para as instancias m = 1981, 2363, 56153,
o valor converge para zero, atingindo o valor minimo. J& para as demais instan-
cias, o valor da fungao objetivo é minimizado, porém de modo menos eficiente,
indicando que o algoritmo de otimizacao classica ficou preso em um minimo local
(m = 291311,69169) ou que ¢ necessario um namero maior de camadas até a con-
vergéncia para zero (m = 319). No caso da instancia m = 319, resultados numéricos
mostraram que o valor da fungao objetivo chegou préoximo de zero e o valor da
taxa de sucesso atingiu 0,9 com s = 30 camadas do QAOA, tendo atingido o valor
maximo em s = 59 camadas. J& para as outras duas instancias, um aumento do
ntmero de camadas nao correspondeu a uma melhora no valor da funcao objetivo e,
consequentemente, da taxa de sucesso. Uma analise da superficie de custo percor-
rida pelo algoritmo de otimizagao cléssica se faz necessaria para tentar compreender
melhor o comportamento do segundo grupo de instancias. Entretanto, cabe ressal-

tar que o comportamento do valor da fungao objetivo condiz com o previsto e com o
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observado no comportamento da taxa de sucesso, uma vez que, conforme discutido
na segao a taxa de sucesso se aproxima de 1 (valor maximo) na medida em
que o valor da fungao objetivo se aproxima de 0 (Eq. (3.25))).

751
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0.0 = ‘_‘-:-:_-—_—_,t_! =

Valor étimo da fungdo objetivo

Mamero de camadas do circuito

Figura 4.5: O valor da funcao objetivo E(g, 7) (Eq. (3.21])) para cada instancia do
problema.

Por fim, analisou-se o nimero de avaliacoes da funcao objetivo realizadas pelo
algoritmo de otimizacao classica BFGS, sinalizando a exigéncia da parte classica de
otimizagdo do VQF, resultado esse apresentado na Fig. [£.6] Os resultados indi-
cam que a escala do numero de avaliagoes é aproximadamente linear no nimero de

camadas e aproximadamente independente do tamanho do problema.
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Figura 4.6: (a) Numero de avaliagdes da funcio objetivo E(f,7) (Eq. (3.21)) até o
algoritmo BFGS convergir. (b) Aproximadamente linear no nimero de camadas n.

4.2.2 Otimizadores classicos

Neste estudo, buscou-se comparar o algoritmo de otimizagao classico BFGS com a

sua variacao, o algoritmo classico L—BFGS-BH

. . N . _r . . . ~ L .
SFoi considerada uma tolerancia de tol = 107> para o algoritmo de otimizacdo classico e o
numero de amostras v = 1000. As barras verticais de erro nos graficos indicam, cada uma, um
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Este algoritmo deriva do algoritmo L-BFGS (Limited-memory BFGS) que, por
sua vez, deriva do algoritmo BFGS ja citado anteriormente. O L-BFGS, assim como
o seu antecessor, ¢ um método quasi-Newton voltado para otimizagoes nao-lineares
de larga escala. Entretanto, sua vantagem consiste no fato de aproximar o BFGS
utilizando uma quantidade limitada de memoria computacional [59].

Nesse contexto, o algoritmo L-BFGS-B vai além, permitindo a manipulagao de
restrigoes simples da forma [; < x; < u;, ou seja, de limites superiores e inferiores
para cada variavel [60]. Dessa forma, torna-se possivel aplicar, na otimizagao classica
dos parametros, as restrigoes v € [0,27]* e § € [0, 7]*, apresentadas na se¢ao

Sendo assim, repetiu-se as simulagoes realizadas na secao [4.2.1], substituindo o
algoritmo classico de otimizacao utilizado de BFGS para o L-BFGS-B. Inicialmente
na Fig. [4.7] pode-se observar que o comportamento da taxa de sucesso foi mantido,
com pequenas variacoes. Para as instancias m = 1981, 2363, 56153, a taxa de sucesso
permaneceu tendo uma boa escala com o aumento do nimero de camadas, tendo as
instancias m = 1981, 2363 convergido para o valor maximo mais tardiamente. J&
as instancias m = 319, 69169, 291311 apresentaram taxas de sucesso cujos valores se

mantiveram, aproximadamente, em torno dos mesmos valores apresentados para o

caso BFGS.
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Figura 4.7: (a) A taxa de sucesso do algoritmo VQF para cada instancia do pro-
blema, utilizando o algoritmo de otimizacao classica L-BFGS-B. (b) A taxa de su-
cesso do algoritmo VQF para cada instancia do problema, utilizando o algoritmo de
otimizacao classica BFGS.

Ja na Figll.§| verifica-se a comparagdo entre os valores das fungdes objetivo
para os dois casos. Para as instancias m = 1981,2363,56153, o valor da func¢ao
objetivo convergiu para o valor minimo em um nimero maior de camadas. Ja para

as instancias m = 319, 69169, 291311, seus valores foram reduzidos, porém em menor

desvio padrao em trés instancias do problema. Foi utilizado, em ambos os casos, a inicializagao de
parametros pelo método de grid search.
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escala, tendo se mantido em patamares semelhantes ao observado no caso do BFGS.

Pode-se observar que, novamente, o valor da fungao objetivo se comportou como o

esperado, sendo inversamente proporcional & taxa de sucesso.
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Figura 4.8: (a) O valor da funcio objetivo E(5,7) (Eq. (8.21)) para cada instancia
do problema, utilizando o algoritmo de otimizagao classica L-BFGS-B. (b) O valor

da funcao objetivo (ﬁ ,7) (Eq. (3.21))) para cada instancia do problema, utilizando
o algoritmo de otimizagao classica BFGS.

Finalmente, na Fig. [4.9] pode-se comparar o nimero de avaliagoes da fungao ob-
jetivo, realizado pelo algoritmo de otimizacao classico, para os dois casos. Percebe-
se, portanto, que a linearidade em relagao ao nimero de camadas permanece. En-
tretanto, uma discrepéancia percebida consiste no fato de que o algoritmo L-BFGS-B
realiza um nimero menor de avaliagoes da funcao objetivo até a convergéncia, com-
portamento esse observado em todas as instancias testadas, o que resulta em um
menor custo computacional classico. Uma hipoétese é que esse comportamento é
devido ao carater de aproximagao do L-BFGS-B em relacao ao BFGS, porém uma
analise mais profunda deve ser realizada para a sua compreensao.

Dessa forma, do apresentado nesta secao, pode-se concluir que os resultados

observados condizem com o esperado, visto que, conforme dito anteriormente, o
L-BFGS-B busca aproximar o BFGS.

4.2.3 Inicializacao de parametros

Durante a realizacao das simulagoes numéricas, observou-se um fato bem interes-
sante. Ao inicializar os parametros iniciais, a serem fornecidos para o algoritmo de
otimizacao classico, todos com o valor 1, os resultados obtidos foram extremamente
similares e, em alguns casos, até melhores do que ao utilizar o método de grid se-
arch. Esse tipo de inicializacao de parametros seré, a partir de agora, denominada

inicializacao unitaria de vetor.
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Figura 4.9: (a) Ntumero de avaliagoes da funcdo objetivo E(f,7) (Eq. (3.21)) até o
algoritmo L-BFGS-B convergir. (c) Numero de avaliagoes da funcao objetivo E(f3, ¥)

(Eq. (3.21)) até o algoritmo BFGS convergir. (b) e (d) Aproximadamente linear no
nimero de camadas n.

Dessa forma, repetiu-se as simulacoes realizadas na secao porém substi-
tuindo a inicializagao de parametros por grid search pela inicializacao de parametros
por inicializagao unitaria de vetorﬂ

Nesse contexto, pode-se observar, na Fig. que o comportamento da taxa
de sucesso para as duas simulagoes é extremamente similar. No caso das instancias
m = 1981,2363, 56153, a inicializacao unitaria de vetor faz com que a conversao
da taxa de sucesso para o valor maximo seja mais rapida. Ja para as instancias
m = 319,69169, 291311, essa apresenta um comportamento mais erratico, embora
tenha se mantido, aproximadamente, nos mesmos valores.

Ja na Fig. pode-se perceber novamente o mesmo comportamento para
o valor da funcao objetivo, sendo, nos dois casos, inversamente proporcional &

taxa de sucesso, conforme esperado. Os valores atingidos nos dois casos tam-

"Foi considerada uma tolerancia de tol = 107° para o algoritmo de otimizacdo classico e o
numero de amostras v = 1000. As barras verticais de erro nos graficos indicam, cada uma, um
desvio padrao em trés instancias do problema. Em ambas as simulagoes foi utilizado o algoritmo
classico de otimizagao BFGS.
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Figura 4.10: (a) A taxa de sucesso do algoritmo VQF para cada insténcia do pro-
blema, utilizando a inicializagao de parametros por inicializagao unitaria de vetor.
(b) A taxa de sucesso do algoritmo VQF para cada instancia do problema, utilizando
a inicializacao de parametros por grid search.

bém foi aproxidamente igual, tendo atingido o valor minimo, para as instancias

m = 1981, 2363, 56153, mais rapidamente no caso da inicializagao unitaria de vetor.
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Figura 4.11: (a) O valor da funcdo objetivo E(8,7) (Eq. (3-21)) para cada instancia
do problema, utilizando a inicializacao de parametros por inicializagao unitaria de
vetor. (b) O valor da funcéo objetivo E(3,7) (Eq. (3-21)) para cada instancia do
problema, utilizando a inicializacao de parametros por grid search.

Finalmente, para o caso do ntimero de avaliagoes da funcao objetivo, realizadas
pelo algoritmo de otimizagao cléssico, também foi observado o mesmo comporta-
mento aproximadamente linear relativo ao ntimero de camadas e independente do
tamanho da instancia do problema, conforme expresso na Fig. [£.12] Entretanto,
foi percebido que o algoritmo de otimizacao classico realiza um nimero menor de
avaliagoes da funcao objetivo (seja por ter sido bem sucedida ou por algum critério
de parada) no caso da inicializa¢ao de parametros por inicializa¢ao unitaria de vetor.

Cabe ressaltar que os resultados observados acima foram mantidos ao substi-

41



2000 | —4— 1981 hd
| —4— 319 ."I 2000 4
w7307 4 galea / m
i 1500 { ~#- 2363 / £
8 D 8 %]
o 1250 1 —4— 291311 =
=] 2
4 1000 1 & 1000 A
.§ 750 A .§
] =
= 500 4 ® 500 4
i i
250 A
0 01
T T T T T T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 & 7 B 1 2 3 4 5 6 T 8
Nimero de camadas do circuito Ndmero de camadas do circuito
(a) (b)
4000 { —#— 1981 4000 1 = 0f(n)
—4— 319 —— 1981
w 2001 4 gaien w 3007 6 319
2 3pgp { —#- 2363 £ 3p0p | —#- 69169
g —4— 56153 2 —4— 2363
& 25001 —$— 291311 o 2500 1 —4— 56153
2 2 —— 291311
o 2000 - o 2000
= =
.§ 1500 .§ 1500
E 1000 4 E 1000 A
< <
500 A 500
04 01
T T T T T T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 3 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
Ndmero de camadas do circuito Ndmero de camadas do circuito

(c) (d)

Figura 4.12: (a) Numero de avaliagbes da fungao objetivo E(g, 7) (Eq. (3.21)) até o
algoritmo BFGS convergir, utilizando a inicializagao de parametros por inicializagao
unitéria de vetor. (¢) Numero de avaliacdes da funcdo objetivo E(5,7) (Eq. (3-21))
até o algoritmo BFGS convergir, utilizando a inicializagao de parametros por grid
search. (b) e (c) Aproximadamente linear no nimero de camadas n.
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tuir o algoritmo de otimizagao classica BFGS pelo algoritmo L-BFGS-B, conforme
esperado.

Para entender melhor esse comportamento, analisou-se a superficie de custo per-
corrida pelo algoritmo de otimizacao classica L-BFGS-B em instancias do algoritmo
VQF de tamanho 3, 4 e 5 qubits, conforme detalhado por Karamlou et al. [4].
Foi observado que as superficies de custo, para s = (2,...,8), seguem um mesmo
padrao, tanto entre camadas, como entre instancias do problema. Essa estrutura é
observada, inclusive, para circuitos de grande profundidade.

Dessa forma, analisou-se o comportamento do algoritmo, neste trabalho, de
acordo com as areas da superficie de custo apresentada na Fig. [4.13l De fato,
inicializando os parametros com os valores da area azul, ou seja, de menor valor de
energia (valor da fungao objetivo) provocou resultados da otimizacao classica com
menores valores para a funcao objetivo e maiores valores para a taxa de sucesso.
O oposto foi observado ao inicializar os parametros com valores das dreas verdes e

amarelas, conforme esperado.
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Figura 4.13: Superficie de custo para a otimizagao classica do QAOA. Para cada
instancia do problema (linhas), é explicitado o valor da fun¢ao objetivo E(3,7) (Eq.
(3.21))), em fungao do nimero de camadas do QAOA (colunas), e de acordo com as

grades definidas pelos valores de 7 e 5 . - Figura obtida de Karamlou et al. [4].

Sendo assim, faz todo o sentido que o método de inicializacao unitaria de vetor
tenha funcionado, uma vez que estd em uma area de bons valores para a funcao

objetivo, na superficie de custo, ou seja, mais proximo de um minimo local ou
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global. O mesmo comportamento foi observado para valores proximos de zero e
proximos de 7, para v e 3, condizente novamente com o explicitado pelas superficies
de custo.

Tal fato se torna importante, uma vez que, de posse do conhecimento da estrutura
perene (entre camadas e entre instancias) da superficie de custo, pode-se evitar a
realizacao de N = sg? avaliacoes do circuito quantico parametrizado |7, 8), por meio
de bons palpites para o ponto inicial dos parametos, reduzindo assim o custo total de
execugao do VQF. Esse resultado pode contribuir para a construcao de heuristicas
mais eficientes de inicializagao de parametros.

Entretanto, o método de grid search se provou muito eficiente para produzir
um ponto inicial adequado para o algoritmo de otimizacgao classica, o que, a priori,
sem conhecimento algum do comportamento da funcao objetivo do problema, se
torna essencial. Ressalta-se ainda que existem outros métodos de inicializagao de
parametros que podem ser testados e utilizados, como o INTERP e FOURIER [61].

4.2.4 Relagoes numéricas

O objetivo do estudo realizado nesta se¢ao foi analisar possiveis relagoes numéricas
entre os biprimos m e seus fatores p e ¢ que pudessem implicar em comportamentos
especificos, seja no nimero de qubits necessario para construir o Hamiltoniano de
Ising apos a aplicagao das regras de pré-processamento classico, seja diretamente na
taxa de sucesso do algoritmo VQF como um todo. Buscou-se ainda estudar mais
profundamente as hipoteses levantadas na secao em relagao as taxas de sucesso
apresentadas pelos dois grupos de instancias. Para este fim, utilizou-se o método
de inicializagao de parametros por inicializagao unitéria de vetor, o algoritmo de
otimizacao classico L-BFGS-B e as instancias detalhadas na tabela [4.3|]]

Inicialmente, procurou-se identificar alguma possivel relagao entre os biprimos
e os seus fatores que pudesse influenciar no nimero de qubits necessario para a
construgao do Hamiltoniano de Ising. Nesse contexto, as simulagoes realizadas indi-
caram apenas que o numero de qubits depende exclusivamente do esquema de pré-
processamento classico utilizado, conforme descrito na se¢ao Fica explicitado que
quanto mais completas e abrangentes forem as regras de pré-processamento classico
utilizadas, maior serd a reducao no numero de qubits necessario. Deve-se ressaltar,
no entanto, que o esquema de pré-processamento deve ser eficiente, uma vez que
ocasiona um maior custo computacional cléssico. Logo, o trade-off entre recursos
quanticos e classicos deve valer a pena.

Em um segundo momento, procurou-se investigar os fatores influenciadores da

8Foi considerada uma tolerancia de tol = 107° para o algoritmo de otimizacdo classico e o
numero de amostras v = 1000. As barras verticais de erro nos graficos indicam, cada uma, um
desvio padrao em trés instancias do problema.
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Biprimo "m" Numero de qubits | Namero de "carry-bits" | Simetria p <+ q | Tamanho de grade

1981 = 7 x 283 2 0 Nao 6x6
4735 = 5 x 947 2 1 Nao 6x6
973 = 7 x 139 3 0 Nao 9x9
2363 = 17 x 139 3 1 Nao 9x9
3437 = 7 x 491 3 2 Nao 9x9
56153 = 233 x 241 4 0 Sim 12 x 12
1165 = 5 x 233 4 1 Nao 12 x 12
1895 = 5 x 379 4 2 Nao 12 x 12
291311 = 523 x 557 6 0 Sim 24 x 24
319 = 11 x 29 6 3 Nao 24 x 24
961 = 31 x 31 6 4 Nao 24 x 24

Tabela 4.3: Tabela descrevendo as instancias utilizadas nas anélises numéricas. Pri-
meira coluna: Indica os nimeros biprimos utilizados. Segunda coluna: Expressa o
numero total de qubits necessério para executar o algoritmo VQF apoés a aplicagao
das regras de pré-processamento descritas pelas Eqs. e . Terceira coluna:
Representa, dentro do ntmero total de qubits necessario, o numero de carry-bits.
Quarta coluna: Indica se existe simetria entre os fatores p e ¢ apos a aplicacao das
regras de pré-processamento classico. Quinta coluna: Tamanho de grade utilizado
na inicializacao de parametros por grid search.

taxa de sucesso do VQF e, dentro desse contexto, as hipdteses levantadas na se-
cao [£.2.1] Sendo assim, foram realizadas diversas simula¢bes numeéricas, alterando
gradualmente o namero de qubits, o nimero de carry-bits e a existéncia ou nao de
simetria p <> ¢, entre as instancias utilizadas, com o objetivo de encontrar padroes.

Dessa forma, na Fig. (a), comparou-se as taxas de sucesso para o VQF no
caso das instancias m = 1981,4735, ambas com 2 qubits no total, e foi possivel
perceber que, no caso da segunda, essa convergiu mais rapido para o valor maximo.
Até o momento, a tnica diferenga presente consiste no fato de a segunda insténcia
apresentar um carry-bit dos dois qubits totais, enquanto a primeira nao apresenta
nenhum.

Ja na Fig. (b) comparou-se a taxa de sucesso para o VQF no caso das
instancias m = 973, 2363, 3437, todas com 3 qubits no total. Constatou-se que
a instancia m = 973 apresentou a pior taxa de sucesso, seguida pela instancia
m = 2363 e, por ultimo, por m = 3437, tendo as duas ultimas convergido para o
valor méximo. Pode-se notar que a tnica diferenca na disposicao das trés instancias
¢ o aumento gradual do ntimero de carry-bits presentes no niimero total de qubits
de cada uma: zero carry-bits no caso da primeira, um no caso da segunda e dois no
caso da terceira. De posse desse resultado e do descrito anteriormente, inicia-se a
percepcao de um padrao: o aumento do niimero de carry-bits, dentro do ntimero total
de qubits da instancia, promove um aumento da taxa de sucesso do algoritmo como
um todo. Por fim, o resultado desse grupo de instancias é inferior ao apresentado
pelo grupo anterior, indicando que um aumento no nimero de qubits total promove

uma redugao na taxa de sucesso alcancada.
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Figura 4.14: Relacoes numéricas - taxa de sucesso do algoritmo VQF em relagao ao

ntmero de camadas do QAOA.

Em seguida, na Fig. {4.14|(c), analisou-se a taxa de sucesso no caso das ins-
tancias m = 56153,1165,1895, com 4 qubits no total, cada uma. A instancia
m = 56153 apresentou o melhor resultado para a taxa de sucesso, exibindo uma
boa escala, tendo convergido rapidamente para o valor maximo. J& as instancias
m = 1165, 1895 apresentaram uma escala menos eficiente para a taxa de sucesso,
atingindo valores préoximos do maximo. Observa-se ainda que a primeira instancia
¢ a Unica, dentre as trés, que apresenta simetria p <+ ¢ e nao possui carry-bits.
Ja as instancias m = 1165, 1895 possuem, respectivamente, um e dois carry-bits,
tendo a segunda apresentado resultados melhores que a primeira. Sendo assim, fica
reforcado o padrao do efeito da presenca de carry-bits mencionado anteriormente e
inicia-se a percepcao de um novo padrao: a existéncia de simetria p <> ¢ promove
um aumento significativo da taxa de sucesso.

Por fim, na Fig. 4.14(d), verificou-se o comportamento da taxa de sucesso para
as instancias m = 291311,319,961, que possuem 6 qubits. A instancia m = 961
apresentou o melhor resultado para a taxa de sucesso, seguida por m = 291311 e

m = 319, em sequéncia. Como visto anteriormente, o resultado relativo entre as
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instancias m = 961 e m = 319 é justificado pelo maior niimero de carry-bits. Ja o
resultado apresentado pela instancia m = 291311, em relacao a instancia m = 319
é justificado pela presenca de simetria p <> ¢, reforcando o novo padrao observado
anteriormente. Como m = 961 convergiu para valores maiores que m = 291311,
pode-se perceber que, a partir de certo ponto, o nimero de carry-bits pode ser mais
relevante que a presenga de simetria p < q.

Sendo assim, dos resultados ntmericos acima, pode-se concluir que o aumento do
numero de qubits para representar o Hamiltoniano de Ising e, consequentemente para
a construgao do circuito quantico parametrizado, tende a ocasionar uma reducao na
taxa de sucesso do algoritmo VQF'. Tal resultado é esperado, uma vez que aumenta
a complexidade e profundidade do circuito quantico.

Finalmente, pode-se ainda concluir que a presenca de simetria p <> ¢ e de carry-
bits parece promover um aumento da taxa de sucesso. No primeiro caso, o fenémeno
observado faz sentido, uma vez que a simetria faz com que um maior nimero de
estados medidos codifiquem os valores corretos remanescentes dos fatores p e ¢,
j& que os seus bits remanescentes sao complementares e os ja calculados pelo pré-
processamento classico sao iguais, conforme detalhado na secao Ja no segundo
caso, a presenca de carry-bits também promove um aumento do ntimero de estados
que codifica corretamente as varidveis restantes p; e g;, visto que as variaveis z;;,
devido a natureza da implementacao, sao irrelevantes em termos de medicao de

estados, conforme descrito na segao [3.2.2]

4.2.5 Otimizacao via QWOA

A simulacao realizada nesta secao tem como objetivo comparar os comportamentos
do algoritmo QWOA com o QAOA . Para este fim, foi utilizado o método de inicia-
lizagao de parametros por grid search, o algoritmo classico de otimizacao L-BFGS-B
e as instancias ja descritas na tabela ﬂ

Sendo assim, analisou-se a taxa de sucesso, o valor da func¢ao objetivo e o nu-
mero de avaliagoes da funcao objetivo realizada pelo otimizador classico para os
dois casos. Percebe-se, na Fig. que, para as instancias m = 1981, 2363, 56153,
a taxa de sucesso no caso do QWOA escala bem, convergindo para o valor mé-
ximo, assim como no caso do QAOA. Entretanto, nota-se ainda que, para o pri-
meiro algoritmo, esse patamar foi atingido em um nimero menor de camadas para
m = 2363, 56153; tendo escalado melhor para m = 1981. Ja para o caso das instan-
cias m = 319,69169, 291311, a taxa de sucesso nao escalou tao bem, apresentando

melhoras marginais. Cabe ressaltar ainda que apresentou valores maiores que o

9Foi considerada uma tolerancia de tol = 10~° para o algoritmo de otimizacdo classico e o
numero de amostras v = 1000. As barras verticais de erro nos graficos indicam, cada uma, um
desvio padrao em trés instancias do problema.
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QAOA para as instancias m = 319,291311 e menores para m = 69169.
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Figura 4.15: (a) O valor da taxa de sucesso para cada instancia do problema, uti-
lizando o algoritmo QWOA. (b) O valor da taxa de sucesso para cada instancia do
problema, utilizando o algoritmo QAOA.

Dessa forma, pode-se agora analisar o valor da func¢ao objetivo, de acordo com o
definido na Eq. (Fig. . Conforme esperado e ja observado anteriormente
para as demais simulagoes, o valor da funcao objetivo teve um comportamento
inverso ao da taxa de sucesso. Nesse contexto, observa-se que o seu valor, no caso
das instancias m = 1981,2363, 56153, converge para zero e, em relacao ao QAOA,
em camadas anteriores. Por outro lado, em relacao ao segundo grupo de instancias,
o valor da func¢ao objetivo é minimizado, porém em escala marginal. Assim como
o ocorrido no caso do QAOA, simulacoes numéricas indicaram que o algoritmo de
otimizacao ficou preso em um minimo local nas instancias m = 291311,69169 e
que um numero maior de camadas até a convergéncia é necessario para a instancia
m = 319. Entretanto, uma diferenca relevante foi constatada: o valor da funcao
objetivo convergiu para zero e, consequentemente, a taxa de sucesso convergiu para
um, no caso de m = 319, em s = 18 camadas no algoritmo QWOA, enquanto
que, no algoritmo QAOA, apresentou valores de taxa de sucesso na faixa de 0,9 nas
simulagoes com s = 30 camadas, tendo convergido para o valor maximo em s = 59
camadas[/]

Finalmente, examinou-se o ntimero de avaliagoes da funcao objetivo até a con-
vergéncia do algoritmo classico de otimizagao, conforme disposto na Fig. [£.17} Os
resultados, assim como no caso do QAOA, indicam que a escala do nimero de
avaliacoes ¢ aproximadamente linear no niimero de camadas e aproximadamente in-

dependente do tamanho do problema. Somado a isso, com excecao da discrepancia

10As simulacbes para verificar a convergéncia para a instancia m = 319 foram realizadas nas
mesmas condigbes para a comparagao entre os dois casos. Ambos com mesma inicializagao de
parametros e mesmo algoritmo classico de otimizagao.
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Figura 4.16: (a) O valor da funcao objetivo E(7,t) (Eq. (3.32))) para cada instancia
do problema, utilizando o algoritmo QWOA. (b) O valor da funcao objetivo E(f3,7)
(Eq. (3.21))) para cada instancia do problema, utilizando o algoritmo QAOA.

observada em relacao a instancia m = 319, o nimero de avaliagoes é similar para os
dois algoritmos.

Pode-se agora entao refletir sobre os resultados obtidos.  Esses indicam
que o QWOA apresentou melhores taxas de sucesso para as instancias m =
319, 1981, 2363, 56153, 291211 de 2, 3, 4, 6 e 6 qubits, respectivamente; tendo apre-
sentado uma pior taxa de sucesso no caso da instancia m = 69169, de 8 qubits.

Uma hipétese para essa ocorréncia é o fato de o operador mixer continuous-time
quantum-walk implementado ser beaseado em uma continuous-time quantum walk
em um grafo completo (h& conexdo direta no grafo entre todas as solugdes viaveis),
enquanto o operador mixer transverse-field do QAOA, mixer original do QAOA, é
baseado em um hipercubo (ha conexao direta apenas entre as solugdes viaveis com
diferenca unitaria de distancia de hamming); o que pode permitir que se espalhe
mais rapido no grafo, alcangando as solucoes de melhor qualidade mais rapido para
grafos menores.

Ao analisar a estrutura do operador mixer do QWOA (continuous-time quantum
walk mixer) e o operador Grover-mixer [62], percebe-se grande semelhanga, tendo
inclusive sido mencionado que o Grover-mixer é efetivamente uma caminhada quan-
tica em tempo-continuo (continuous-time quantum walk) em um grafo completo
[63].

Nesse contexto, trabalhos recentes ([64], [65], [66]) estudaram o comportamento
do algoritmo QAOA no ambito de problemas Max 2-SAT e Max 3-SAT, compa-
rando diferentes operadores mixers, estando inclusos o transverse-field mixer (mixer
campo-transversal) e o Grover-mixer, ja mencionados anteriormente. Sendo assim,
os resultados obtidos demonstraram que o operador Grover-mixer foi melhor que o

operador transverse-field mixer para instancias dos problemas de até 7 qubits, en-
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Figura 4.17: (a) Namero de avaliacbes da funcdo objetivo E(7,t) (Eq. (3.32)
até o algoritmo L-BFGS-B convergir, utilizando o algoritmo QWOA. (c¢) Numero

de avaliacoes da funcao objetivo E(ﬁ, ) (Eq. (3.21)) até o algoritmo L-BFGS-
B convergir, utilizando o algoritmo QAOA. (b) e (¢) Aproximadamente linear no
nimero de camadas n.

quanto o inverso foi observado para insténcias a partir de 8 e até 14 qubits (maior
tamanho de instancias testadas). Tais resultados estao alinhados com o que foi ob-
servado acima para o caso deste trabalho, que trata do problema de fatoragao como
otimizacao binaria.

Os resultados mencionados sao importantes no contexto deste trabalho, visto
que, assim como o Max 2-SAT e o Max 3-SAT, o problema de otimizagao combi-
natoria tratado no VQF também é um problema irrestrito, no sentido que busca-se
minimizar uma funcao objetivo em que, a principio, todas as solu¢oes sao viaveis.

Tal fato, aliado a semelhanca e possivel equivaléncia entre o operador Grover-
mixer e o operador continuous-time quantum walk, sugere que o mesmo compor-
tamento observado para aqueles problemas com o operador Grover-mixer pode
ser observado no problema de fatoracao como otimizacao binaria com o operador
continuous-time quantum walk. No caso, os resultados obtidos neste trabalho in-

dicam que tal comportamento de fato ocorre, entretanto simulagoes numéricas de
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mais instancias, com tamanhos maiores (maior numero de qubits) e com um ntimero
maior de camadas sao necessérias para uma melhor anélise.

Sendo assim, pode-se concluir que o estudo do VQF com a variacao do operador
mixer utilizado no QAOA original, realizado neste trabalho, é um importante passo
na compreensao do real poder do VQF e no estabelecimento deste algoritmo como
referéncia para aplicagoes em computadores quanticos, de modo que permita refe-
renciar a capacidade de um dispositivo quantico para realizar operacoes unitarias

arbitrarias [4].

4.3 Simulacao com ruido

O objetivo do estudo realizado nesta se¢ao era analisar e entender o efeito de ruido no
algoritmo VQF', assim como na variacao utilizando QWOA, e com isso compreender
melhor a possibilidade de escalabilidade do algoritmo em ambientes ruidosos que
apresentam alta fidelidade ao encontrado na realidade atual.

Na secao [4.2 anterior, as simulagoes foram realizadas no modelo de caixa preta,
ou seja, os estado finais parametrizados foram calculados algebricamente, de acordo
com as Eqs. B20)(15,7)) e (|7,1)), e inicializados diretamente na classe
nativa Quantum Circuit, presente no framework Qiskit utilizado; assim como os
valores das fungoes objetivos foram calculados algebricamente de acordo com as
Egs. (B(5,7)) e (E(7.1)).

Entretanto, para esta simulagao, foi utilizado como backend o FakeBoeblingen V2,
presente no modulo Fake Provider da IBM, que tem como objetivo simular sistemas
quanticos IBM reais por meio da utilizagao de snapshots do sistema quéantico original.
Em especifico, simula o processador quantico supercondutor ibmg-boeblingen, hoje
ja aposentado pela IBM. Sua escolha busca manter a estrutura de pesquisa utilizada
por Karamlou et al. [4], além de possuir um nimero de qubits adequado para os
tamanhos de instancias utilizados.

Dessa forma, foi necessario seguir outra abordagem de construcao dos circuitos

para simulagao, como seré discutido nas préximas segoes.

4.3.1 Processador Quantico Supercondutor

O processador quantico supercondutor é um processador quantico multi-qubits for-
mado por qubits supercondutores que, por sua vez, armazenam informac¢ao nos
graus quanticos de liberdade de osciladores anarmoénicos nanofabricados, construi-
dos a partir de elementos de circuito supercondutores [67]. A implementagao de
qubits com circuitos supercondutores integrados é discutida por Devoret et al. [68],

assim como uma historia evolutiva da plataforma é apresentada por Girvin [69].
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Embora as simulacoes ideais considerem sistemas quanticos fechados, ou seja
que nao sofrem interagoes indesejadas do mundo externo, esse cenério utopico difere
bastante do mundo real. No mundo real nao existem sistemas completamente fecha-
dos, de modo que sistemas quanticos reais sofrem com essas interagoes indesejadas,
que, por sua vez, aparecem como ruido nos sistemas quéanticos de processamento de
informagoes [6]. Ou seja, sao fatores que podem afetar os célculos realizados pelo
computador quantico, uma vez que podem fazer com que a informagao armazenada
no qubit desapareca gradualmente.

Nesse contexto, o ruido pode ser separado em duas categorias: coerente e in-
coerente. O primeiro é descrito por operagoes unitarias que mantém a pureza do
estado quantico na saida do circuito, sendo uma fonte comum desse tipo os erros
sisteméticos originados de dispositivos nao calibrados perfeitamente que, em con-
sequéncia, nao aplicam as portas logicas desejadas de forma exata. Ja o segundo é
originado do emaranhamento entre um computador quantico e o seu ambiente ex-
terno, resultando em estados mistos, ou misturados, descrito como distribui¢oes de
probabilidade sobre diferentes estados puros. Dessa forma, implica em resultados
que sao aleatorios, independentemente de em qual base é realizada a medicao.

Sendo assim, as principais fontes de ruido incoerente presentes no processador
quantico sao relaxamento de qubits (qubit relaxation) e decoeréncia, enquanto a
fonte dominante de erro coerente é o acoplamento-ZZ (ZZ-coupling) residual entre
os qubits transmon [[4], [70]]. Em relacdo ao erro coerente, a interagao ocorre devido
ao acoplamento entre os niveis mais altos de energia dos qubits, e é especialmente
pronunciado em transmons devido a sua fraca anarmornicidade.

Descritas as caracteristicas de ruido referentes ao processador em foco, pode-
se especificar outras propriedades de grande relevancia para este estudo. O ibm-
boeblingen consiste em um sistema quéantico de 20 qubits supercondutores (transmon
qubits de frequéncia fixa), com portas logicas quéanticas single-qubit e two-qubit
dirigidas por microondas, e apresenta um mapa de conectividade entre os qubits
fisicos confome especificado na Fig. [£.18 Essas propriedades sao importantes, pois
limitam os tipos de portas logicas quanticas que podem ser utilizadas nos qubits
(single-qubit e two-qubit) e entre quais qubits pode-se aplicar as portas two-qubit.
Como consequéncia direta, tem-se a necessidade de adaptagao dos circuitos quanticos

logicos para que possam ser executados no processador, conforme sera visto na segao

4.3.2

4.3.2 Construcao de circuitos

Conforme discutido na secao 4.3.1 a arquitetura dos processadores quanticos su-

percondutores disponibilizados pela IBM limita as portas quanticas single-qubit e
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Figura 4.18: Mapa de conectividade dos qubits fisicos do FakeBoeblingenV2 (ibm-
boeblingen). Os nos correspondem aos qubits fisicos e as arestas direcionadas cor-
respondem as portas logicas C NOT' permitidas, com a origem e destino correspon-
dendo, por sua vez, aos qubits de controle e alvo, respectivamente.

two-qubit que podem ser implementadas diretamente nos qubits fisicos. As por-
tas single-qubit implementadas diretamente sdo dadas pela biblioteca (ou alfabeto)
de Clifford+T, que consiste de NOT, CNOT, H, S, S, T, e TT, assim como pe-
las portas Pauli X, Y, Z e, por fim, pelas portas single-qubit um-parametro U1,
dois-parametros U2 e trés-parametros U3 [71].

Nesse contexto, construiu-se os circuitos para executar o algoritmo VQF original
e com a variagao utilizando QWOA, tendo sido necessarias adaptagoes para que
a sua execucao no FakeBoeblingenV2 fosse possivel. Sendo assim, iniciou-se pela
construgao dos circuitos légicos para o algoritmo.

Primeiramente, discute-se a construcao dos blocos dos circuitos que sao iguais
para as duas versoes, ou seja, o preparo do estado inicial e a aplicacao do operador
de fase, dado pelas Egs. e . No caso do estado inicial, tanto no caso
do QAOA, como no caso do QWOA (devido ao fato do problema ser irrestrito,
ou seja todas as solugbes sao viaveis), tem-se que o estado inicial é dado por uma
superposicao uniforme sobre os estados base computacionais. Sendo assim, o estado
pode ser obtido via aplicagao da porta de Hadamard (H) em cada qubit, resultando
no estado |+)*" = H®"|0)*",

Pode-se agora entao discutir a construgao do operador de fase, a partir do Hamil-
toniano de custo (de fase ou do problema) H., dado pela Eq. . Conforme discu-
tido na segao cada clausula C!, obtida apos a aplicagdo do pré-processamento
classico, pode ser mapeada para um termo C; em um Hamiltoniano de Ising por
meio da associacao expressa na Eq. . Dessa forma, a partir da equacao que
expressa o hamiltoniano, percebe-se que ¢é formado a partir da combinagao de pro-
dutos tensoriais de portas de Pauli Z;, aplicadas ao respectivo qubit 7.

Sendo assim, o objetivo é conseguir decompor o operador de fase Uy () de modo
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que seja possivel implementa-lo utilizando portas quanticas conhecidas. Para este
fim, primeiro deve-se atentar a seguinte propriedade:

Sejam A e B matrizes n x n. Pode-se entdo afirmar que eA+B)t = eAteBt v ¢
sse [A, B] =0 [72].

Ou seja, a exponencial de uma soma de matrizes pode ser decomposta no pro-
duto de exponenciais das respectivas matrizes, desde que estas comutem entre si.
Esse fato é essencial, pois sabe-se ainda que todas as matrizes diagonais comutam
entre si [72]. Logo, como o operador de Pauli Z é uma matriz diagonal, tem-se que
produtos tensoriais entre eles, assim como entre eles e a matriz Identidade (tam-
bém diagonal), também o sao, e, como consequéncia, a combinagao desses produtos
tensoriais de termos também é uma matriz diagonal. Dessa forma, utilizando essas
propriedades, consegue-se decompor o operador de fase, que é a exponencial de uma
soma de matrizes, em um produto de exponenciais de matrizes. Pode-se ver essa

decomposi¢ao para o caso da instancia m = 2363, utilizada neste trabalho:

—ivH
Un(y) =e 7 =
_ e*i’y(4121110+0.51211Z0+1.512Z12070.512Z1[070.5Z211Z070.5Z2Z1]071.5Z211[0) —

— =142 10) ,—=i7(0.51211 Zo) iy (151221 Zo) ,—~iy(=0.512 21 I0) , —i(~0.5Z2 11 Zo) , —i/(~0.5Z2 Z1 Io)

e e

e~ (=1.522111o)

(4.6)

onde ha produtos tensoriais entre os termos simples de Pauli e o indice i € {0, 1,2}
indica em qual qubit o operador esta sendo aplicado.

A partir da Eq. , pode-se verificar que cada exponencial correspondera a
uma composicao de portas quanticas que irao representar cada produto de termos
Pauli. Para este fim, primeiramente deve-se notar que os operadores I podem ser
ignorados nos produtos de termos Pauli nos expoentes [0, [73]. Logo, baseado no

exemplo acima, pode-se observar essa afirmagao, na pratica, na Eq. (4.7)).

e*i’y(fo.f)ZQIlZo) — 67757(70.522Z0) (47)

Whitfield et al. e Nielsen e Chuang [6, [73] demonstram ainda outras equivaléncias

para os produtos de termos de Pauli que utilizam apenas portas single-qubit (R,) e
two-qubit (CNOT):
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e#hZot — CNOTO?) R (—2¢)CNOT 2 (4.8)
4120t — o NOT OV R (—2t)CNOTOY (4.9)
ot 2221 Zot _ CNOT(O’l)CNOT(l’Z)R(f) (—2t)CNOTIDCNOTO (4.10)

onde os indices indicam os respectivos qubits em que as portas logicas quanticas
estao sendo aplicadas. Analogamente obtém-se as respectivas equivaléncias para
produtos de termos de Pauli maiores.

Finalmente, de posse das equivaléncias expressas pelas Eqs. , , ,
pode-se construir os circuitos equivalentes, que estao representados na Fig. [4.19]
onde e~ = R!(27), ou seja, aplica uma rotagao em torno do eixo Z no respectivo

qubit i.

R.(27) [ ]
R.(27)

iY(ZRZ)

e

R.(2v)

b= R.(27)

e—(Z8Z22) e NZRIRERZ)

Figura 4.19: Mapeamento de equivaléncia em circuito dos componentes do operador
decomposto, onde Z é o operador de Pauli Z.

Dessa forma, até o momento, é possivel construir o estado inicial e o operador
de fase, ambos comuns as duas versoes testadas do algoritmo, conforme desejado
inicialmente. Como préximo passo, faz-se necessario construir os circuitos equiva-
lentes ao operador mixer do QAOA (transverse-field mixer) e ao operador mixer do
QWOA (quantum-walk mixer).

No primeiro caso, pode-se observar, a partir da equacio U,(3) = =% 5 Xi que
o operador mixer transverse-field original do QAOA consiste em uma exponenencial
de soma de operadores de Pauli X aplicados a cada um dos qubits. Dessa forma,
pode-se usar a propriedade ja citada de exponenciais de matrizes para decompor

o operador em um produto de exponenciais de matrizes, conforme descrito na Eq.
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(@ 11).

n—1

Ua(B) = efiﬁzal*l Xi _ H e~ iBXi (4.11)
0

onde e~"#Xi = R (273), ou seja, aplica uma rotacao em torno do eixo X no respectivo
qubit i.

Tem-se, portanto, que o operador mixer transverse-field do QAOA original con-
siste na aplicagdo de uma porta R,(25) em cada qubit do circuito.

Resta, portanto, construir o circuito correspondente ao segundo caso, ou seja
que execute o definido pela Eq. (Uw(t)), que, conforme ja dito, expressa a
rotagao do sistema sobre um estado especifico |1)). Com esse objetivo, adaptou-se o
circuito fornecido por Bennet et al. [5], para o caso em foco, em que o problema de
otimizacao combinatoéria é irrestrito e, portanto, todas as solugoes sao viaveis. Tal
circuito pode ser observado na Fig. [4.20]

——0—0

g [} e i)

|
]
T
R0 R0 b R.o)H__ |-

Figura 4.20: Circuito que executa a operacao definida pela Eq. , que consiste
na rotagao do sistema sobre um estado especifico |¢). Onde G = GT = H®" ou
seja, prepara uma superposicao uniforme entre todos os estados. Figura adaptada
do artigo Bennett et al. [5].

Finalmente, pode-se agora construir de forma completa os circuitos 16gicos para
as duas versoes testadas, conforme desejado. Na Fig. [4.21] estao explicitos os dois
circuitos para o caso da instancia m = 2363.

Entretanto, para a execugao dos circuitos logicos no processador quantico, al-
gumas observagoes ainda devem ser realizadas, conforme sera discutido na segao
4.3.9l

4.3.3 Transpilagao de circuitos

Foi discutido na secao 4.3.2] o processo de construgao dos circuitos logicos utilizados
neste trabalho para a execucao do algoritmo VQF. Foram ainda reforgadas as li-
mitagoes que a arquitetura dos processadores supercondutores disponibilizados pela
IBM impoem aos circuitos que podem ser executados nos seus dispositivos.

Nesse contexto, é necessaria a aplicagao de um novo processo, a transpilacao:
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Figura 4.21: (a) Circuito logico para execu¢ao do VQF com QAOA para a instancia
m = 2363. (b) Circuito logico para execu¢ao do VQF com QWOA para a insténcia
m = 2363. - Nos circuitos, os parametros (3, v e t foram inicializados com 1 para
facilitar a visualizacao.

transpilacao é o processo de reescrever um dado circuito de modo que corresponda a
topologia de um dispositivo quantico especifico, e/ou para otimizar o circuito para
execucdo nos sistemas quanticos ruidosos atuais [74].

Para este fim, utilizou-se o modulo Qiskit Transpiler da IBM, com nivel de oti-
mizacao 1 (otimizagao leve) e com o layout de qubits fisicos, para cada insténcia
testada (m = 1981, 2363, 56153), de acordo com o definido na Fig. |4.22| Foi esco-
lhido o modo de otimizagao 1 de modo a buscar otimizagao do circuito final (menor
numero de portas logicas utilizadas, principalmente C NOT, que é fonte relevante
de ruido; assim como menor profundidade de circuito), ao mesmo tempo que nao
gera um custo computacional tao alto. J& o layout de qubits fisicos foi escolhido de
modo a manter uma mesma estrutura topologica de conectividade entre os qubits
fisicos utilizados e por apresentarem fidelidades single-qubit e two-qubit mais altas
(ou seja, precisdo da operagao quantica realizada em comparac¢ao com o esperado)
e erros de leitura (na medigao do qubit) mais baixos [4].

As portas logicas quanticas presentes no circuito do VQF original (com QAOA)
jd podem ser implementadas diretamente, tendo traducoes diretas para os seus equi-
valentes no backend (H, R.,, CNOT e R,). Ja no caso da variagdo testada (com
QWOA), as portas H, R,, CNOT e X possuem tradugoes diretas, nao ocorrendo

o mesmo com as portas NOT multi-controladas, que exigem transformagcoes aplica-
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Figura 4.22: Mapa de conectividade dos qubits fisicos do FakeBoeblingenV2 (ibm-
boeblingen) com os qubits escolhidos para cada instancia utilizada. Para a insténcia
m = 1981 sdo utilizados os qubits 0 e 1 (vermelho). Ja para a instancia m = 2363
sao utilizados os qubits 0, 1 e 2 (azul). Finalmente, para a instancia m = 56153,
sao utilizados os qubits 0, 1, 2 e 3 (verde).

das pelo proprio modulo do transpiler (portas Toffoli e NOT' 3,4-multi-controladas).
Caso o numero de qubtis de controle das portas NOT multi-controladas seja maior
que 4, nao hé implementacoes diretas no Qiskit, ou seja, que sao compreendidas dire-
tamente pelo modulo transpiler. Sendo assim, faz-se necesséaria a sua decomposigao
em portas menores (com menor nimero de qubits).

Referente a decomposicao das portas NOT multi-controladas que nao possuem
mapeamentos diretos realizados pelo médulo transpiler, Nielsen e Chuang [6] e Ba-
renco et al. [7] propdoem métodos para a decomposi¢ao de portas quanticas multi-
controladas, conforme descrito na Fig.

Como as instancias utilizadas para a simulac¢ao com ruido foram de até 4 qubits
no total, nao foi necessaria a decomposi¢ao mencionada anteriormente. Sendo as-
sim, realizou-se a transpilagao dos circuitos para a execugao no backend. Na Fig.
pode-se observar o resultado para o caso da instancia m = 2363. Percebe-se,
portanto, que o operador mixer quantum-walk implica em uma profundidade de
circuito bem maior que o operador mixer transverse-field, que requer profundidade
1 para implementacao tanto no circuito légico como no circuito transpilado. Uma
analise mais profunda dos circuitos ¢ realizada na secao Os demais circuitos

logicos e transpilados para as instancias testadas podem ser verificados no apéndice

Al
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Figura 4.23: (a) Decomposigao proposta por Nielsen and Chuang [6], exibindo rede
que implementa a operagao C™(U) para n = 5. Este método requer n — 1 qubits
auxiliares adicionais, assim como 2(n — 1) portas Toffoli e uma tnica porta CU
(unitario controlado), onde n é o ntimero de qubits de controle. (b) Esquema retirado
do artigo de Barenco et al. [7]. Este método utiliza um total de 2™ — 1 portas V e
2" — 2 portas C NOT, onde novamente n é o niimero total de qubits e V4 = U no
exemplo tratado.

4.3.4 Andalise de circuitos

Nas secoes e foi discutida a construgao dos circuitos logicos e transpilados
do VQF para execucao no ambiente ideal e no ambiente ruidoso em foco.

Nesse contexto, é importante analisar certas propriedades dos circuitos que in-
fluenciam diretamente na sua eficiéncia em executar as operacoes desejadas, como
nimero de portas quanticas, seus tipos e a profundidade do circuito como um todo.

Em um computador quéntico ideal, a qualidade da solucao é elevada de forma
monotdnica com o aumento da profundidade do circuito. Entretanto, o aumento da
profundidade em dispositivos NISQ atuais introduz ruido, deteriorando a qualidade
da solugao observada [75].

Cada porta logica em um computador quantico possui uma taxa de erro deter-
minada pelo qubit em que atuam (lembra-se ainda que cada qubit tem um erro de
leitura caracteristico). Somado a isso, portas que atuam em dois qubits sdo penaliza-
das por erros que dependem dos dois qubits fisicos em que atua. Consequentemente,
as taxas de erro para portas two-qubit sao usualmente maiores que para as portas

single-qubit, o que implica em um circuito com portas two-qubit apresentar mais
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Figura 4.24: (a) Circuito transpilado para execu¢ao do VQF com QAOA, para a
instancia m = 2363, no backend FakeBoeblingenV2. (b) Circuito transpilado para
execucao do VQF com QWOA, para a instancia m = 2363, no backend FakeBoe-
blingenV2. - Nos circuitos, os parametros § e v e t foram inicializados com 1 para
facilitar a visualizacao.

ruido do que um circuito com o mesmo niimero de portas, porém estas sendo portas
single-qubit. Esse fato se provou essencial para compreender a diferenca de resulta-
dos na taxa de sucesso para as duas variacoes implementadas, nos dois ambientes
utilizados, conforme sera discutido de modo mais profundo na segao [£.3.5

Foi visto ainda nas secoes anteriores que a topologia do processador quantico
utilizado limita as conexoes diretas que podem ser realizadas entre qubits, ou seja
entre quais qubits podem ser aplicadas portas two-qubit (na Fig. as arestas
determinam entre quais qubits tais portas podem ser aplicadas e em quais senti-
dos). Dessa forma, faz-se necesséria a realiza¢ao de transformacoes no circuito de
modo que portas two-qubit possam ser aplicadas entre qubits fisicos que nao pos-
suem ligacoes diretas entre si. Essas transformacoes sao realizadas via adi¢ao de
portas SWAP que, por sua vez, sao implementadas por trés portas C NOT cada no

IBM Qiskit Transpiler [74]. Em consequéncia, cada porta SWAP representa uma
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operacao bastante ruidosa no circuito transpilado, assim como custosa computacio-
nalmente, uma vez que o médulo de transpilagao executa um algoritmo heuristico
estocastico (SabreSwap [T0]) para realizar dito mapeamento.

Outra limitagao consiste na necessidade de decomposicao de portas 3+-qubit em
portas two-qubit e single-qubit. Essa limitacao tem implicacao direta na transpilagao
do circuito do operador mixer quantum-walk, uma vez que possui portas NOT
multi-controladas que, em consequéncia, devem ser decompostas. Como exemplo,
uma porta Toffoli (NOT multi-controlada com dois qubits de controle) pode exigir
até 6 portas CNOT e outras portas single-qubit para ser executada no backend.
Portanto, tal fato implica em um algoritmo de maior profundidade e mais afetado
por ruido.

Realizadas essas consideracoes, efetuou-se uma analise das propriedades descritas
anteriormente nos circuitos propriamente ditos, que, por sua vez, estao expressas nas

tabelas do apéndice [B]

Analise de circuito utilizando QAOA

Primeiramente, foram analisados os circuitos para o caso do algoritmo VQF com
utilizagao do QAOA (original). Nesse contexto, as tabelas [B.1} [B.3| e |B.5|explicitam

a evolugao dos requisitos para o circuito logico, de acordo com o aumento do tamanho

das instancias. Pode-se perceber, a partir do exposto por elas, que hd um aumento de
profundidade do circuito, assim como do ntimero de portas single-qubit e two-qubit
(CNOT). Como a tunica diferenga entre as instancias é o circuito para execugao
do operador de fase Uy(y), visto que o operador mixer transverse-field (U,(5))
permanece o mesmo, conclui-se que esse aumento se da exclusivamente devido ao
aumento de complexidade (sistema de clausulas apés o pré-processamento classico
com numero crescente de clasusulas e variaveis) do Hamiltoniano de Ising (Hj),
conforme o esperado, devido ao aumento de tamanho, em ordem crescente, das
instancias m = 1981, 2363, 56153.

Por outro lado, pode-se perceber, a partir das tabelas e que O pProcesso
de transpilacao do circuito, no caso da instancia m = 1981, nao altera a sua pro-
fundidade ou a quantidade e disposicao das portas logicas quanticas utilizadas. Isso
se deve ao fato de serem utilizados apenas dois qubits fisicos na simulagao ruidosa,
que apresentam ligacao direta entre si, nao exigindo, portanto, inser¢ao de portas
SWAP (trés portas CNOT no circuito transpilado), e ao fato de o transverse-field
mixer ser implementado em profundidade de circuito 1 (com apenas portas R, que,
por sua vez, sao traduzidas diretamente, assim como as demais portas single-qubit
presentes no circuito 16gico).

Esse comportamento, no entanto, nao é observado no caso das instancias

m = 2363,56153, que apresentam um aumento consideravel de profundidade de
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circuito e de portas C NOT', conforme pode ser observado nas tabelas Esse
comportamento é explicado pela necessidade de insercao de portas SWAP pelo al-
goritmo de mapeamento, de modo a permitir a aplicacao de portas two-qubit entre
qubits fisicos que nao possuem ligagao direta entre si. Finalizada essa etapa, pode-se

agora analisar os circuitos utilizando QWOA.

Analise de circuito utilizando QWOA

Novamente, em um primeiro plano, foi analisada a evolugao dos requisitos entre

os circuitos logicos correspondentes as instancias utilizadas, conforme descrito nas

tabelas [B.7], [B.9 e [B.11}

Assim como no caso anterior, pode-se perceber, a partir do exposto por elas, que

h& um aumento de profundidade do circuito, assim como do ntimero de portas single-
qubit e two-qubit (CNOT). Entretanto, hd uma nova variavel presente nos circui-
tos: portas NOT multi-controladas. Com o aumento de tamanho das instancias,
aumenta-se o nimero de qubits de controle das portas NOT multi-controladas. Um
detalhe que deve ser observado, no entanto, é que as portas NOT multi-controladas
e as portas CNOT do operador mixer quantum-walk Uy, (t) sdo implementadas com
profundidade de circuito 1.

Sendo assim, o comportamento descrito anteriormente é explicado majoritari-
amente pelo aumento de complexidade do Hamiltoniano de Ising, assim como de
algumas portas single-bit (H e X) introduzidas pelo operador mixer quantum-walk
de acordo com o aumento de tamanho das instancias.

Cabe agora analisar o efeito do processo de transpilagao nos circuitos logicos
construidos. No caso da instancia m = 1981, percebe-se, a partir das tabelas |B.7]
e[B.8 que o processo de transpilagao do circuito nao ocasiona aumento de profun-
didade no circuito, assim como do nimero de portas single-qubit e two-qubit. Na
realidade, é observada uma redugao no ntumero de portas single-qubit e da profun-
didade do circuito.

Em relagdo & manutencao do nimero de portas CNOT' durante o processo de
transpilagao, o comportamento é explicado da mesma forma que no caso anterior,
ou seja devido ao fato das portas two-qubit serem aplicadas em qubits fisicos que
possuem ligacoes diretas entre si.

Jé& no caso da reducao no niimero de portas single-qubit, esse fato é explicado pela
aglutinagao de portas logicas realizadas pelo compilador sempre que possivel. Por
exemplo, se em uma mesma linha de circuito houver duas portas NOT (X)) seguidas,
o compilador ird4 converté-las em uma tunica porta logica equivalente I (identidade)
e retird-la do circuito. O mesmo ocorrendo com portas H, X, H em sequéncia,
sendo convertidas em uma porta Z, equivalente. Outra possibilidade, efetuada pelo

transpilador, é aglutinar portas em uma mesma porta no circuito transpilado. Como
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exemplo, pode-se citar a aglutinacao de uma porta X e uma porta H em uma porta
2-parametros U2, que ird executar as operagoes equivalentes.

Caso nao seja desejavel, por algum motivo, permitir essas aglutinagoes, deve-se
colocar barriers (instrugdes presentes no Qiskit) de modo a separar tais portas e/ou
até areas do circuito como um todo. Dessa forma, esse recurso nao é meramente
estético, sendo um indicador visual de areas do circuito, mas atuando também como
uma diretiva para o compilador, de modo a delimitar areas de tal forma que qualquer
otimizagao ou reescrita seja restrita a elas [77].

Por ultimo, em relagao as instancias m = 2363, 56153, nota-se que o processo
de transpilacao provoca um aumento expressivo na profundidade do circuito, as-
sim como do numero de portas single-qubit e two-qubit, conforme detalhado nas
tabelas [B.9}B.12] Esse comportamento ¢ explicado por duas causas: a necessidade
de insercao de portas SWAP pelo algoritmo de mapeamento e a necessidade de
decomposicao das portas NOT multi-controladas.

Em relacao & necessidade de inser¢ao de portas SWAP, é o mesmo comporta-
mento ja explicado no caso com QAOA anterior. J& em relagao a necessidade de
decomposicao das portas NOT multi-controladas, foi visto anteriormente nesta se-
¢ao e na secao [4.3.3] que esse processo resulta em diversas portas CNOT e outras
portas single-qubit.

Finalmente, da analise caso a caso das propriedades dos circuitos logicos e trans-
pilados, tanto no caso com QAOA, como no caso com QWOA, pode-se perceber
que a segunda versao resulta em circuitos de maior profundidade e maior niimero
de portas logicas, sejam elas single-qubit ou two-qubit. Essa diferenca é explicada
pela diferenca entre os operadores mixer transverse-field e mixer quantum-walk. Na
secao é discutido como essas diferencas impactam os resultados obtidos para a

taxa de sucesso do algoritmo VQF.

4.3.5 Ambiente ideal x ruidoso

As simulagoes realizadas nesta secao tém como objetivo comparar os resultados
obtidos para a taxa de sucesso do algoritmo em ambiente ideal com os obtidos em
ambiente ruidoso, de modo a verificar a sensibilidade do algoritmo, nos dois casos,
ao ruido.

Dessa forma, realizou-se simulagoes para os dois casos (QAOA e QWOA), em
ambiente ideal (backend Aer) e ambiente ruidoso (backend FakeBoeblingenV2), uti-
lizando o método de inicializagao de parametros por grid search e o algoritmo clas-

sico de otimizacio L-BFGS-BY Foram utilizadas ainda trés instancias, conforme

1Foi considerada uma tolerancia de tol = 10~° para o algoritmo de otimizacdo classico e o
numero de amostras v = 1000. As barras verticais de erro nos graficos indicam, cada uma, um
desvio padrao em trés instancias do problema.
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especificado nas Tabelas [4.4] e [4.5]

‘ Biprimo "m" ‘ Niumero de qubits ‘ Numero de "carry-bits" ‘ Simetria p < q | Tamanho de grade QAOA ‘
1981 = 7 x 283 2 0 Nao 6x6
2363 = 17 x 139 3 1 Nao 12 x 12
56153 = 233 x 241 4 0 Sim 18 x 18

Tabela 4.4: Tabela descrevendo as instancias utilizadas nas simulagoes em ambiente
ruidoso para o caso utilizando QAOA. Primeira coluna: Indica os ntimeros biprimos
utilizados. Segunda coluna: Expressa o niimero total de qubits necessério para exe-
cutar o algoritmo VQF apos a aplicagao das regras de pré-processamento descritas
pelas Egs. e (4.1). Terceira coluna: Representa, dentro do ntmero total de
qubits necessério, o nimero de carry-bits. Quarta coluna: Indica se existe simetria
entre os fatores p e ¢ apds a aplicagao das regras de pré-processamento classico.
Quinta coluna: Tamanho de grade utilizado na inicializagao de parametros por grid
search.

‘ Biprimo "m" Numero de qubits | Nuiimero de "carry-bits" ‘ Simetria p <+ q | Tamanho de grade QWOA ‘
1981 = 7 x 283 2 0 Nao 12x 12
2363 = 17 x 139 3 1 Nao 12x 12
56153 = 233 x 241 4 0 Sim 18 x 18

Tabela 4.5: Tabela descrevendo as instancias utilizadas nas simulagoes em ambiente
ruidoso para o caso utilizando QWOA. Primeira coluna: Indica os niimeros biprimos
utilizados. Segunda coluna: Expressa o niimero total de qubits necessério para exe-
cutar o algoritmo VQF apos a aplicagao das regras de pré-processamento descritas
pelas Eqgs. e ([4.1). Terceira coluna: Representa, dentro do ntmero total de
qubits necessério, o nimero de carry-bits. Quarta coluna: Indica se existe simetria
entre os fatores p e q apds a aplicagao das regras de pré-processamento classico.
Quinta coluna: Tamanho de grade utilizado na inicializagao de parametros por grid
search.

Iniciando pelo caso original (com QAOA), comparou-se os resultados obtidos
para a taxa de sucesso no ambiente ideal e no ambiente com ruido (agora com im-
plementacao em circuito construido de acordo com o exposto nas se¢oes anteriores),
conforme pode observado na Fig. [4.25]

Em relacao a instancia m = 1981, pode-se perceber que, para uma camada, os
dois casos (ideal e ruidoso), apresentam, aproximadamente, o mesmo valor para a
taxa de sucesso. Entretanto, conforme o ntimero de camadas do QAOA aumenta,
percebe-se que a taxa de sucesso, para os dois casos, converge para valores distintos.
Para o caso ideal, a taxa de sucesso converge para o valor maximo, enquanto para
o caso ruidoso, é elevada até atingir um plateau, se mantendo, aproximadamente,
na mesma faixa de valores. Dessa forma, observa-se que, para os dois casos, o valor
da taxa de sucesso ¢ elevada até atingir determinado valor, se mantendo no mesmo
(no caso com ruido, de forma aproximada). FEntretanto, cabe ressaltar que um
comportamento de inicio marginal de declinio na taxa de sucesso, com o aumento

do nimero de camadas, comecga a ser percebido. Pode-se notar, portanto, o efeito
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Figura 4.25: Varia¢ao com QAOA (original). (a) O valor da taxa de sucesso do VQF
para a instancia m = 1981. (b) O valor da taxa de sucesso do VQF para a insténcia
m = 2363. (c¢) O valor da taxa de sucesso do VQF para a instancia m = 56153.

do ruido caracteristico do processador quantico supercondutor, de modo a reduzir
o valor da taxa de sucesso obtida no ambiente com ruido. Conforme observado
por Karamlou et al. [4] e mencionado anteriormente, a fonte dominante de ruido
no processador quantico supercondutor é o acoplamento-ZZ residual nos qubits
(ocasionado pela aplicagao das portas CNOT'). Isso fica ainda mais evidente quando
analisamos os circuitos logico e transpilado e as suas propriedades, dispostos na Fig.
e tabelas e[B.2) de modo que ndo hé acréscimo de portas logicas devido ao
processo de transpilagao.

Pode-se seguir entdao para a anéalise da instancia m = 2363. Assim como no
caso ideal da instancia anterior, percebe-se que o valor da taxa de sucesso aumenta
conforme o numero de camadas do algoritmo também aumenta, até convergir para
um valor, agora, bem proximo do méximo. Por outro lado, percebe-se um efeito
mais acentuado do ruido para o caso da simulagao em ambiente ruidoso. O valor da
taxa de sucesso ¢ severamente reduzido e mesmo o aumento do niimero de camadas

do algoritmo que, idealmente, deveria aumenté-la, nao consegue compensar o efeito
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provocado pelo ruido. Isso se deve ao aumento da quantidade de portas logicas
quanticas no geral, principalmente das portas CNOT, e de profundidade do circuito
no processo de transpilagao, conforme pode ser percebido na Fig. [A.2]e tabelas [B.3]
eB.4

Por fim, pode-se analisar o caso da instancia m = 56253. Observa-se um com-
portamento semelhante ao ja mencionado anteriormente para a instancia m = 2363.
No ambiente ideal, auxiliado pela simetria p <> ¢ presente na instancia, a taxa de
sucesso converge rapidamente para o valor maximo. J& no ambiente ruidoso, nota-se
novamente um efeito negativo acentuado no valor da taxa de sucesso do algoritmo,
de modo que é reduzido a cada camada adicional. Mais uma vez, a adicao de ca-
madas nao consegue compensar o efeito do ruido e, na pratica, reduz ainda mais a
taxa de sucesso, uma vez que o nimero de portas logicas do circuito (principalmente
CNOT) e profundidade do circuito, devido ao processo de transpilacdo, aumenta em
uma proporc¢ao maior do que a melhoria promovida pelo maior nimero de camadas.
Tal fato pode ser observado na Fig. e tabelas e [B.6

Analisados os resultados para o caso com QAOA, pode-se seguir para o caso
da variacao utilizando QWOA. Novamente, comparou-se os resultados obtidos para
a taxa de sucesso no ambiente ideal e no ambiente com ruido, conforme pode ser
observado na Fig. [4.26]

Pode-se observar, a partir dos resultados nos graficos, que o comportamento das
instancias no ambiente ideal e ruidoso foi 0 mesmo que o observado no caso da varia-
¢ao original anteriorB Logo, conclui-se que a variagao proposta e testada também é
sensivel ao ruido caracteristico do processador quantico supercondutor. Novamente,
o principal agente causador de impacto negativo na taxa de sucesso do algoritmo
¢ o ruido devido ao acoplamento-ZZ residual, provocado pela aplicacao de portas
CNOT entre qubits. Outra vez, as restricoes impostas pelo mapa de conectivi-
dade do FakeBoeblingenV2 aos qubits fisicos ocasionam um aumento expressivo de
portas CNOT, no processo de transpilagao, devido a necessidade de aplicacao de
portas SWAP para permitir a aplicagao de portas CNOT entre qubits fisicos que
nao possuem conexao direta entre si. Assim como no caso anterior, esse efeito é ob-
servado nas instancias m = 2363 e m = 56153. Somado a isso, um efeito adicional
para a multiplicagao do ntimero de portas logicas no circuito transpilado, principal-
mente CNOT, é a necessidade de decomposicao das portas NOT multi-controladas.
Finalmente, os resultados piores obtidos para a taxa de sucesso para o ambiente rui-
doso, em comparacao com os obtidos, no mesmo cenario, com o QAOA, se devem

a maior profundidade de circuito e nimero de portas logicas quéanticas ocasionados

12 A tinica excecdio consiste na instancia m = 56153 no ambiente ideal, visto que ficou presa em
um minimo local, sendo necessarios outros testes com maior nimero de camadas e tamanhos de
grade para compreender completamente o seu comportamento. Os testes adicionais realizados com
essas mudangas de parametros chegaram a culminar em taxas de sucesso de 0,7 a 0,8.
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Figura 4.26: Variacao com QWOA. (a) O valor da taxa de sucesso do VQF para
a instancia m = 1981. (b) O valor da taxa de sucesso do VQF para a insténcia
m = 2363. (c¢) O valor da taxa de sucesso do VQF para a instancia m = 56153.

pela transilagao do operador quantum-walk mixer. As correlagoes descritas podem

ainda ser analisadas nas Figs. e Tabelas

Por fim, cabe ressaltar que as diferencas entre os resultados obtidos, para o

cenario ideal, entre a simulacao realizada nesta se¢ao e as simulagoes no modo caixa

preta, descritas na segao [4.19] se devem as diferencas de implementacao, conforme

ja descrito no inicio da segdo [£.3] Outro fato que deve ser notado é a diferenca

no tamanho de grade utilizado para certas instancias. Isso foi necesséario devido as

diferencas de implementagao mencionadas.
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Capitulo 5
Conclusao

Neste trabalho, foi estudada a performance do algoritmo VQF em relagao a uma
variacao utilizando o quantum-walk mixer do QWOA. Em ambas as variacoes, que
consistem em abordagens hibridas, h&d duas partes principais, conforme descrito
no capitulo B} o pré-processamento classico e o algoritmo quantico variacional de
otimizacao. Enquanto a primeira parte tem como objetivo mapear o problema
como uma otimiza¢ao combinatéria binaria de minimizagao e codifica-lo no estado
fundamental de um Hamiltoniano de Ising, reduzindo o ntimero de qubits necessario
sempre que possivel, a segunda parte busca minimizar a fungao de custo e , com isso,
encontrar o referido estado fundamental, onde os fatores originais estao codificados.

Em relagao ao pré-processamento cléssico, foi demonstrado que o esquema de
pré-processamento é extremamente eficiente em reduzir o nimero de qubits neces-
sario para representar o Hamiltoniano de Ising que codifica o problema. Foi visto
ainda que o conhecimento prévio de propriedades dos fatores, mais especificamente
o seu tamanho, reduz ainda mais significativamente o nimero de qubits necessario.
Ressalta-se ainda que tal conhecimento prévio dificilmente esta presente em situa-
¢oes reais, entretanto o seu uso é bastante interessante para a reducao de requisitos
de hardware necessarios para a relizacao de simulagoes e experimentos, permitindo
assim a averiguacao de comportamentos e padroes.

Ja em relacao a parte de otimizagao, comparou-se o algoritmo de otimizacao
classico BFGS com a sua variacao, o L-BFGS-B, verificando que de fato o segundo
se comporta como uma boa aproximacgao para o primeiro, com uma menor utilizacao
de recursos, conforme esperado de acordo com a sua proposta.

Por outro lado, quanto a questao de inicializacao dos parametros a serem for-
necidos como ponto inicial para o algoritmo de otimizacao classico, constatou-se
novamente a eficiéncia do método de grid search. Entretanto, a partir da analise de
superficie de custo realizada por Karamlou et al. [4], e os testes realizados neste tra-
balho, observou-se que a estrutura da superficie de custo percorrida pelo otimizador

classico, para cada funcao objetivo, pode ser utilizada para o desenvolvimento de
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heuristicas mais eficientes de inicializacao de parametros, reduzindo assim o custo
total de execucao do algoritmo de forma relevante, uma vez que pode-se evitar um
numero elevado de avaliagoes do circuito quantico parametrizado.

No quesito de relagoes numéricas, concluiu-se que o niimero de qubits necessério
para a construcao do Hamiltoniano de Ising parece depender exclusivamente do
esquema de pré-processamento classico utilizado, a nao ser que propriedades dos
fatores originais sejam conhecidas previamente, o que, a priori, nao sera o caso.
Entretanto, concluiu-se que a presenga de simetria p <+ ¢ entre os fatores e presenca
de carry-bits parece promover o aumento da taxa de sucesso, confirmando assim a
hipotese deixada pelos autores no artigo original [2].

Focando-se agora na variacao utilizando QWOA, percebeu-se que apresentou
resultados melhores para instancias do problema de tamanho até 6 qubits, tendo,
no entanto, apresentado resultados piores para instancias maiores (no caso testado
de 8 qubits). Dessa forma, a principio, ndo constitui uma boa substitui¢ao para
a versao original no quesito de busca por escalabilidade, embora mais simulagoes
numéricas sejam recomendadas.

Passando para as simulagoes realizadas em ambiente ruidoso, percebeu-se que as
duas variagoes sao sensiveis aos ruidos caracteristicos dos processadores quanticos
supercondutores. Ao analisar os respectivos circuitos logicos e quanticos, conclui-se
ainda que os requisitos sao proibitivos, uma vez que sao necessarias diversas portas
CNOT e, no caso da variagao testada, diversas portas NOT multi-controladas. Uma
hipotese deixada é a de que topologias de processadores que permitam o mapeamento
fisico de qubits com maior nimero de conexoes entre eles, idealmente no modelo
de grafo completo, promoveria uma reducao altamente significativa no ntimero de
portas CNOT utilizadas, principalmente no circuito transpilado, o que, por sua vez,
reduziria o ruido introduzido.

O trabalho demonstrou também a relevancia da proposicao e teste de diferentes
hamiltonianos mixers para o problema em foco. O preparo de mixers mais adequados
ao problema, assim como de estados iniciais tém extrema importancia na qualidade
dos resultados obtidos.

Do demonstrado pelos trabalhos citados e pelos resultados obtidos neste estudo,
conclui-se que o arcabougo dos algoritmos quénticos variacionais ainda estd muito
além da capacidade de se tornar uma real ameacga quantica aos sistemas criptografi-
cos de chave publica existentes. Entretanto, o estudo de novas variagoes, para cada
etapa dos algoritmos, torna-se essencial para a evolucao das solugoes e a possivel
chegada na vantagem quantica antes que dispositivos que sejam capazes de executar
de forma eficiente o algoritmo de Shor sejam desenvolvidos.

Por fim, como trabalhos futuros, ha o teste de diferentes mixers e circuitos para

implementa-los, e possivel utilizacao de aprendizado de maquina e analise das su-
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perficies de custo das fungoes objetivo do problema de modo a otimizar a etapa de

inicializacao de parametros.
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Apéndice A

Circuitos légicos e transpilados para
o VQF

Nas Figs. A.6, sao apresentados os circuitos logicos e transpilados para o al-
goritmo VQF, para cada caso e instancia testados, discutidas nas segoes e
4.5.0l

Foi utilizado o modulo Qiskit transpiler da IBM [74] para transpilar os circuitos
logicos (utilizados nas simulagoes em ambiente ideal - backend Aer) para os circuitos
adequados ao backend FakeBoeblingen V2, tanto em termos de mapa de acoplamento

(conectividade) de qubits fisicos, como de portas logicas quanticas aceitas.
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Figura A.1: (a) Circuito l6gico para execugao do VQF com QAOA para a instancia
m = 1981. (b) Circuito transpilado para execugdo do VQF com QAOA, para a
instancia m = 1981, no backend FakeBoeblingenV2. - Nos circuitos, os parametros
B, v e t foram inicializados com 1 para facilitar a visualizacao.
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Figura A.2: (a) Circuito logico para execugao do VQF com QAOA para a instancia
m = 2363. (b) Circuito transpilado para execugdo do VQF com QAOA, para a
instancia m = 2363, no backend FakeBoeblingenV2. - Nos circuitos, os parametros
B, v e t foram inicializados com 1 para facilitar a visualizagao.
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Figura A.3: (a) Circuito l6gico para execugao do VQF com QAOA para a insténcia
m = 56153. (b) Circuito transpilado para execugao do VQF com QAOA, para a
instancia m = 56153, no backend FakeBoeblingenV2. - Nos circuitos, os parametros
B, v e t foram inicializados com 1 para facilitar a visualizagao.
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Figura A.4: (a) Circuito logico para execugao do VQF com QWOA para a insténcia
m = 1981. (b) Circuito transpilado para execu¢ao do VQF com QWOA, para a
instancia m = 1981, no backend FakeBoeblingenV2. - Nos circuitos, os parametros
B, v e t foram inicializados com 1 para facilitar a visualizagao.
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Figura A.5: (a) Circuito logico para execugao do VQF com QWOA para a instancia
m = 2363. (b) Circuito transpilado para execugdo do VQF com QWOA, para a
instancia m = 2363, no backend FakeBoeblingenV2. - Nos circuitos, os parametros
B, v e t foram inicializados com 1 para facilitar a visualizagao.
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Figura A.6: (a) Circuito logico para execugao do VQF com QWOA para a insténcia
m = 56153. (b) Circuito transpilado para execugdo do VQF com QWOA, para a
instancia m = 56153, no backend FukeBoeblingenV2. - Nos circuitos, os parametros
B, v e t foram inicializados com 1 para facilitar a visualizagao.
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Apéndice B

Propriedades dos circuitos légicos e

transpilados para o VQF

Nas tabelas [B.1}{B.12] sao apresentadas as propriedades dos circuitos logicos e trans-
pilados para o algoritmo VQF, para cada caso e instancia testados, discutidas na
segao [4.3.4]

Foi utilizado o modulo Qiskit transpiler da IBM [74] para transpilar os circuitos
logicos (utilizados nas simulagoes em ambiente ideal - backend Aer) para os circuitos
adequados ao backend FakeBoeblingen V2, tanto em termos de mapa de acoplamento
(conectividade) de qubits fisicos, como de portas logicas quanticas aceitas.

Por fim, ressalta-se, conforme também discutido na secao [4.3.4] que o IBM Qis-
kit Transpiler utiliza um algoritmo heuristico estocastico (SabreSwap) para realizar
o mapeamento no circuito transpilado. Sendo assim, devido a essa natureza esto-
castica, resultados diferentes sao obtidos a cada execu¢ao do moédulo. Dessa forma,
realizou-se o processo de transpilacao 10 vezes, para cada caso e instancia, e foi
escolhido o circuito que apresentou o menor ntamero de portas C'NOT', buscando-se
assim reduzir o nimero de portas two-qubit no circuito e, consequentemente o ruido

por elas gerado.

’ Camadas ‘ Portas CNOT ‘ Portas single-qubit | Profundidade do Circuito ‘

1 2 9 7
2 4 14 12
3 6 19 17
4 8 24 22
S 10 29 27
6 12 34 32
7 14 39 37
8 16 44 42

Tabela B.1: Propriedades do circuito logico, utilizado na simulagao em ambiente
ideal, para a instancia m = 1981, no caso com QAOA.
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Camadas | Portas CNOT | Portas single-qubit | Profundidade do Circuito
1 2 9 7
2 4 14 12
3 6 19 17
4 8 24 22
5 10 29 27
6 12 34 32
7 14 39 37
8 16 44 42

Tabela B.2: Propriedades do circuito transpilado, utilizado na simulacao ruidosa,
para a instancia m = 1981, no caso com QAOA. Foram utilizados os qubits fisicos
[0,1] para essa instancia.

Camadas | Portas CNOT | Portas single-qubit | Profundidade do Circuito
1 6 15 14
2 12 24 26
3 18 33 38
4 24 42 50
) 30 51 62
6 36 60 74
7 42 69 86
8 48 78 98

Tabela B.3: Propriedades do circuito logico, utilizado na simulagao em ambiente
ideal, para a instancia m = 2363, no caso com QAOA.

Camadas | Portas CNOT | Portas single-qubit | Profundidade do Circuito

1 9 15 18
2 21 24 36
3 30 33 92
4 42 42 70
S o1 51 86
6 63 60 104
7 73 69 120
8 84 78 138

Tabela B.4: Propriedades do circuito transpilado, utilizado na simulagao ruidosa,
para a instancia m = 2363, no caso com QAOA. Foram utilizados os qubits fisicos
[0,1,2] para essa instancia.
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Camadas | Portas CNOT | Portas single-qubit | Profundidade do Circuito

1 34 27 43

2 68 46 84

3 102 65 125
4 136 84 166
bt 170 103 207
6 204 122 248
7 238 141 289
8 272 160 330

Tabela B.5: Propriedades do circuito logico, utilizado na simulagao em ambiente
ideal, para a instancia m = 56153, no caso com QAOA.

Camadas | Portas CNOT | Portas single-qubit | Profundidade do Circuito

1 50 27 o6

2 100 46 110
3 150 65 164
4 200 84 218
S 250 103 272
6 300 122 326
7 350 141 380
8 400 160 434

Tabela B.6: Propriedades do circuito transpilado, utilizado na simulacao ruidosa,
para a instancia m = 56153, no caso com QAOA. Foram utilizados os qubits fisicos
[0,1,2,3] para essa instancia.

‘ Camadas | Portas CNOT ‘ Portas single-qubit | Portas MCX ‘ Profundidade do Circuito

1 4 20 0 14
2 8 35 0 26
3 12 50 0 38
4 16 65 0 50
) 20 80 0 62
6 24 95 0 74
7 28 110 0 86
8 32 125 0 98

Tabela B.7: Propriedades do circuito logico, utilizado na simulagao em ambiente
ideal, para a instancia m = 1981, no caso com QWOA. - MCX indicam as portas
NOT multi-controladas.
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Camadas | Portas CNOT | Portas single-qubit | Portas MCX | Profundidade do Circuito

1 4 16 0 13
2 8 27 0 24
3 12 38 0 35
4 16 49 0 46
5 20 60 0 57
6 24 71 0 68
7 28 82 0 79
8 32 93 0 90

Tabela B.8: Propriedades do circuito transpilado, utilizado na simulagao ruidosa,
para a instancia m = 1981, no caso com QWOA. Foram utilizados os qubits fisicos
[0,1] para essa instancia. - MCX indicam as portas NOT multi-controladas.

‘ Camadas ‘ Portas CNOT ‘ Portas single-qubit ‘ Portas C2X ‘ Profundidade do Circuito ‘

1 6 31 2 21
2 12 55 4 40
3 18 79 6 59
4 24 103 8 78
5 30 127 10 97
6 36 151 12 116
7 42 175 14 135
8 48 199 16 154

Tabela B.9: Propriedades do circuito logico, utilizado na simulagao em ambiente
ideal, para a instancia m = 2363, no caso com QWOA. - C2X indicam as portas
NOT 2-controladas.

| Camadas | Portas CNOT | Portas single-qubit | Portas C2X | Profundidade do Circuito |

1 33 41 0 95
2 63 74 0 110
3 90 107 0 168
4 124 140 0 221
5 150 173 0 278
6 186 206 0 332
7 213 239 0 382
8 239 272 0 434

Tabela B.10: Propriedades do circuito transpilado, utilizado na simulacao ruidosa,
para a instancia m = 2363, no caso com QWOA. Foram utilizados os qubits fisicos
[0,1,2] para essa instancia. - C2X indicam as portas NOT 2-controladas.

‘ Camadas ‘ Portas CNOT ‘ Portas single-qubit ‘ Portas C3X ‘ Profundidade do Circuito ‘

1 34 48 2 50

2 68 87 4 98

3 102 126 6 146
4 136 165 8 194
5 170 204 10 242
6 204 243 12 290
7 238 282 14 338
8 272 321 16 386

Tabela B.11: Propriedades do circuito logico, utilizado na simulagao em ambiente
ideal, para a instancia m = 56153, no caso com QWOA. - C3X indicam as portas
NOT 3-controladas.
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‘ Camadas | Portas CNOT ‘ Portas single-qubit | Portas C3X ‘ Profundidade do Circuito

1 136 61 0 141
2 282 110 0 300
3 427 159 0 468
4 567 208 0 633
5 720 257 0 788
6 866 306 0 953
7 1012 355 0 1110
8 1157 404 0 1273

Tabela B.12: Propriedades do circuito transpilado, utilizado na simulacao ruidosa,
para a instancia m = 56153, no caso com QWOA. Foram utilizados os qubits fisicos
[0,1,2,3] para essa instancia. - C3X indicam as portas NOT 3-controladas.
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