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O problema de otimizacao de portfélio é um dos problemas mais eminentes no
mercado financeiro, que tem como objetivo encontrar o maior retorno e o menor
risco para um determinado portfélio, que tera a contribuicao da computacao quan-
tica, considerando as pesquisas e trabalhos em andamento na area financeira, e a
sua complexidade computacional depende da sua formulacao e restrigoes utilizadas.
Apresenta-se, nesta dissertacao, a aplicacao da computacao quantica, no problema
de otimizagao de portfolio, utilizando o método QAOA (Quantum Approximate Op-
timization Algorithm), na busca pelo maior retorno e menor risco dos investimentos.
Utilizamos os conceitos de retornos médios, covariancia, correlacao e fronteira efi-
ciente, entre outros. Realizamos experimentos na selecao de ativos em portfélios
gerados a partir dos dados da B3 e do Banco Central do Brasil, e que serviram de
base para utilizacao e criacao de algoritmos quanticos, através da execucao em am-
bientes quanticos. Os resultados obtidos mostram que o comportamento encontrado
no método classico e quantico fez uma selecao de carteira parecidas, em um tempo
de processamento aceitavel, considerando o volume de dados processados, e nos dois
casos, conseguindo alcancar o objetivo do problema. E de acordo com esse fato, a

computacao quantica mostra um potencial de evolugao no problema pesquisado.
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The portfolio optimization problem is one of the most eminent problems in the
finance market, which aims to find the highest return and lowest risk for a given
portfolio, which will have the contribution of quantum computing, considering ongo-
ing research and work in the finance area, and its computational complexity depends
on its formulation and restrictions used. This dissertation presents an application
of quantum computing, in the problem of portfolio optimization, using the QAOA
method (Quantum approximate Optimization Algorithm), in the search for the high-
est return and lowest risk on investments. We use the concepts of average returns,
covariance, transparency and efficient frontier, among others. We carried out exper-
iments in the selection of assets in portfolios generated from data from B3 and the
Central Bank of Brazil, which served as a basis for the use and creation of quantum
algorithms, through execution in quantum environments. The results obtained show
that the behavior found in the classical and quantum methods made a selection of
similar portfolios, in an acceptable processing time, considering the volume of data
processed, and in both cases, managing to achieve the objective of the problem.
And according to this fact, quantum computing shows a potential for evolution in

the researched problem.
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Capitulo 1

Introducao

Devido a necessidade de capacidade computacional cada vez maior, nao ha davidas
que a computacao classica atual enfrenta limitagoes em termos da sua capacidade
computacional para resolver problemas cada vez mais complexos. Nesse momento
que a computagao quantica emerge como uma alternativa promissora para superar
essas limitagoes.

Alguns algoritmos quanticos, como por exemplo Algoritmo de Shor [5] para fato-
racao e utilizado em diversos sistemas de criptografia atuais e Algoritmo de Grover
[6] de busca, mostram promessas de resolver certos problemas exponencialmente
mais rapido do que os melhores algoritmos conhecidos.

Mesmo com a limitacao atual em termos de qubits nos computadores quanticos
reais e a quantidade de erros, ja existem diversos estudos e atengao de pesquisadores e
empresas, com o objetivo de conseguir descobrir algoritmos quanticos mais eficientes
para alguns problemas que a computagao cléssica ja vem explorando ao longo dos
ultimos anos. E o fato da crescente evolugao de hardwares quanticos, criacao de
bibliotecas e algoritmos quanticos colaboram ainda mais para a busca por essas
respostas.

Ja & conhecido que a computacao quantica seréd importante em diversas areas
de atuacao, seja na saude, industria, governo, energia etc. Devido a possibilidade
de uma abordagem mais eficiente dos algoritmos quéanticos para problemas com-
plexos em modelagem financeira, otimizacao, simulagoes de risco e criptografia, a
area financeira tem recebido grande atencao, dado o fato do potencial existente de
contribuicao para a area.

A area financeira enfrenta diversos desafios que a computacao quantica tem po-
tencial para abordar, devido & complexidade dos problemas e ao grande volume de
dados envolvido nas anélises. Muitos desses problemas sao considerados dificeis, con-
siderando a complexidade, no que se tem conhecimento atualmente da computagao
classica relacionado a essas questoes.

Os desafios de otimizagao, muitos deles ligados a area financeira, surgem como os



mais promissores para o processamento quantico. Caracteristicas distintas da com-
putagao quantica, como emaranhamento e superposicao, sao elementos que trazem
uma nova perspectiva a esses problemas, despertando um crescente interesse entre
os pesquisadores e investimentos nesse campo.

Sendo assim, como no artigo [7], publicado em 2021, que abordou o conceito de
otimizagao de portfolio, e mais recentemente na dissertagao [§), nessa dissertacao
serd explorado com maior profundidade o mesmo problema, utilizando o QAOA
(Quantum Approximate Optimization Algorithm) [9] para minimizac¢ao dos resulta-
dos e processo decisorio da escolha do portfélio de ativos considerados da bolsa de
valores brasileira (B3) [10], utilizando os simuladores quanticos existentes na IBM
Quantum Computing e a linguagem de programacao Python, utilizando a biblioteca
qiskit [4].

Vale ressaltar a relagdo entre QAOA e QUBO (Quantum Unconstrainted Binary
Optimization) [I1] com a utilizagao de algoritmos quanticos para resolver problemas
de otimizacao combinatéria. O problema QUBO é uma forma de representar proble-
mas de otimizagdo combinatoria usando variaveis binarias (0 e 1), sendo formulado
como uma expressao quadratica, na qual coeficientes determinam as interagoes entre
as variaveis.

A otimizacao de portfolios é uma desafio crucial no a&mbito financeiro, desem-
penhando um papel fundamental na tomada de decisoes de investimento. Em um
mercado caracterizado por volatilidade e incerteza, a construgao cuidadosa de um
portfolio torna-se imperativa para atingir objetivos de retorno desejados enquanto
se gerencia o risco de maneira eficaz. Este campo envolve a alocacao estratégica
de recursos em uma variedade de ativos financeiros, como acoes, titulos e outros
instrumentos, visando maximizar o retorno esperado do investimento.

A otimizagao de portfélios tem como objetivo encontrar a combinacao ideal de
ativos que ofereca o equilibrio 6timo entre minimizar o risco e maximizar o retorno.
Esse desafio é complexo devido a correlagao entre os ativos, as flutuagoes do mercado
e as mudancas nas condi¢oes econdmicas. Tradicionalmente, métodos classicos de
otimizac@o, como a Teoria Moderna do Portfélio de Markowitz [12], tém sido am-
plamente empregados. No entanto, com o advento da computacao quantica, novas
abordagens estao sendo exploradas para enfrentar a complexidade computacional
associada a esses problemas.

A formulacao matematica para esse problema leva em consideragao a alocacao
de diferentes ativos financeiros, levando em consideragao seus valores de fechamento,
retornos esperados, volatilidades e relagao entre eles.

A complexidade do problema de otimizacao de portfélio depende de uma formu-
lacao especifica e restrigoes consideradas, pois é um problema que envolve selecionar

uma combinagao de ativos 6tima para alcancar um determinado objetivo, sempre



com o foco em maximizar o retorno e minimizar o risco, que esta sujeito a diversas
restrigoes que podem ser impostas.

Alguns estudos ja foram apresentados ou estao em andamento na area financeira,
e vale ressaltar alguns artigos como os publicados pela Multiverse Computing [13]
e [14], empresa fundada em 2019 e com foco no potencial da tecnologia quantica
para revolucioanr Al e solugoes de otimizacao, que abordam o problema de otimi-
zagao de portfolios implementando uma série de algoritmos quanticos em diferentes
plataformas de hardware disponiveis para uso.

Nesta dissertacao, examinaremos a importancia da otimizacao de portfolios, des-
tacando os desafios enfrentados na abordagem cléssica e as perspectivas promissoras
que a computacao quantica oferece para aprimorar esse processo decisorio fundamen-
tal no cenério financeiro.

Também sera demonstrado como a computacao quantica pode contribuir com
o mercado financeiro, com foco na otimizacao de portfélios, mostrando de forma
detalhada como sao utilizados os algoritmos quanticos para auxiliar na solu¢ao dos
problemas de otimizacao, e em particular como investidores podem utiliza-los na
tomada de decisao de seus investimentos.

Outros pontos importantes demonstrados foram as implementacgoes e resultados
alcangados, com uso do Qiskit [4], que é um mecanismo de construgao, otimizacao
e execucao de circuitos quanticos. O Qiskit é uma SDK para executar calculos
quanticos que utiliza esses principios quanticos usando a linguagem de circuitos e
portas quanticas.

No capitulo [2 é apresentado os aspectos fundamentais da computacao quéntica,
passando pelos postulados da mecénica quantica, conceitos basicos, como superpo-
sicao, emaranhamento, qubit, estados de bell, esfera de bloch, as principais portas
utilizadas nos circuitos executados nos problemas apresentados e como criar algo-
ritmos quanticos utilizando o Qiskit.

No capitulo [3] é apresentado o conceito do QAOA, os operadores utilizados e
como ele é fator importante para o problema de otimizacao na computagao quan-
tica, devido a utilizar um otimizador classico na sua formulagao. Com o intuito de
utilizar um problema base para a implementacao do QAOA foi selecionado o pro-
blema de Partigao de Conjuntos, com a implementacao e obtencao de resultados nos
simuladores disponiveis.

No capitulo[d] é apresentado os aspectos fundamentais da area financeira e topicos
de estatistica, e os conceitos que dao o alicerce para o problema da otimizagao de
portfolio e os conceitos sobre a area de investimentos. Também apresentarei a visao
inicial para os investidores, sobre a selecao de ativos em um portfolio.

No capitulo 5| é apresentado o método de otimizacao de portfélio, os resultados

obtidos ao executarmos os algoritmos cléssicos e quanticos para determinados grupos



de ativos, de acordo com dados selecionados da B3 [10], a relagdo com indices do
Banco Central [I5] e como usar os conceitos expostos para auxiliar na decisao da
escolha do melhor portfélio para investimento, com o auxilio de graficos e dados que
contribuem para a tomada de decisao no investimento.

No capitulo[f]é apresentado a visao das conclusoes que foram avaliadas ao final de
toda a pesquisa realizada nessa dissertacao e as contribuigoes para trabalhos futuros
e como poderd evoluir ainda mais as acoes atuais na relagao entre a computacao

quantica e a area financeira.



Capitulo 2

Aspectos Fundamentais da

Computacao Quantica

2.1 Histoéria

As primeiras pesquisas para o desenvolvimento da computagao quéantica foram ini-
ciadas na década de 50, com o intuito de aplicar as leis da fisicas e da mecanica
quantica nos computadores.

Em 1981, em uma conferéncia do MIT, o fisico Richard Feynman [I6] apresentou
uma proposta para a utilizacao de sistemas quanticos em computadores, fazendo
com que sua capacidade de processamento fosse superior aos computadores classicos.
Posteriormente, em 1985, David Deutsch [17], da Universidade de Oxford, descreveu
o primeiro computador quantico, uma Maquina de Turing Quéantica e simulou um
computador quantico.

Bem mais tarde, apenas em 1994, tivemos novamente informacoes sobre a com-
putacao quantica, quando em Nova Jersey, no Bell Labs da AT&T, o professor de
matematica aplicada Peter Shor [I8] desenvolveu o algoritmo de fatoragdo de nu-
meros conhecido como Algoritmo de Shor [5], usado como base de varios sistemas
criptograficos propostos, capaz de fatorar grandes ntimeros, atualmente considerado
um problema dificil na computacgao classica e executando uma série de etapas poli-
nomiais no tamanho da entrada em um computador quantico. Em 1996, Lov Grover
[19], também na Bell Labs, desenvolveu o Algoritmo para busca de base de dados
nao ordenado, que ficou conhecido como Algoritmo de Grover [6], foi considerado
o primeiro Algoritmo para pesquisa de base de dados quanticos. Mais tarde, nesse
mesmo ano, foi proposto um modelo de corregao do erro quantico [20].

Em 1999, tivemos, no MIT, a construcao dos primeiros prototipos de computa-
dores quanticos utilizando montagem térmica. No ano de 2007 surge o Orion, um

processador quantico de 16 qubits que realiza tarefas praticas, que foi desenvolvido



pela empresa canadense D-Wave [21], quando em 2011, a mesma empresa, langou
o primeiro computador quantico para comercializacao, o D-Wave One, que possuia
um processador de 128 qubits, porém foi identificado que nao existia ganhos de

velocidade, ao compararmos com os computadores classicos.

Figura 2.1: Foto do computador quantico da IBM.
(Fonte: https://research.ibm.com)

Em 2016, a IBM [22] anunciou algo que revolucionou e aproximou varios novos
cientistas da computagao quantica, que foi o primeiro computador quantico (Figura
com acesso remoto e publico, com a proposta de que qualquer pessoa poderia
ter acesso a um computador quantico através de uma plataforma conhecida como
IBM Quantum Experience. Nesse momento, era possivel simular e até mesmo exe-
cutar um experimento em um computador quantico de 5 qubits. Na Figura [2.1] &
apresentada uma das primeiras imagens do computador quantico da IBM lancado.

Em 2017, a IBM lancou um software de cédigo aberto para trabalhar com com-
putadores quanticos no nivel de circuitos, pulsos e algoritmos. FEsse kit fornece
ferramentas para criar e manipular programas quanticos e executé-los dentro do
IBM Quantum Experience ou em simuladores em um computador local. O Qiskit
utiliza como linguagem de programacao o Python, e por ser um c6digo aberto, evolui
com a contribuicoes da comunidade ao redor do mundo.

Em 2020, de acordo com a Figura[2.2 a IBM langou um roadmap do seu hardware
quantico, mostrando um caminho para langamento de um computador quantico de
mais de 1.000 qubits, visando incorporar os tltimos 50 anos de licoes aprendidas com
a computacao classica, para acelerar a integracao de sistemas quanticos e classicos
de maneira exponencial.

Atualmente a IBM mostra evolu¢ao no roadmap e langou alguns computadores



quanticos com capacidade maiores de qubits, ja disponibilizando os computadores
reais para alguns parceiros que estao utilizando os computadores para pesquisas e

trabalhos na area.

Development Roadmap IBM Quantum

Natural Sciences Finance

Optimization
ita

Mac! g
Natural Sciences Finance Prebuilt quantum Prebuilt quantum +
runtimes. HPC runtimes
Optimization Machine Learning
Cireuits Qiskit Dynamic Circuit libraries Advanced control systems.
Runtime circuits
le Cor

Falcon Hummingbird E:

Osprey ndor Beyond

agle
27 qubits 127 qubits 433 qubits 1121 qubits 1K - 1M+ qubits

18M Cloud Circuits Programs Models

Figura 2.2: Roadmap IBM para a construcao de um ecossistema de software quantico
aberto. (Fonte: https://research.ibm.com/blog/quantum-development-roadmap)

2.2 0O que é Computacao Quantica?

A computagao quéntica é a ciéncia que estuda as aplicagoes das teorias e proprieda-
des da mecanica quantica na Ciéncia da Computagao, com foco no desenvolvimento
do computador quantico.

Os computadores quanticos aproveitam os comportamentos exclusivos da fisica
quantica, como superposi¢ao, emaranhamento e interferéncia quantica, e os aplicam
a computacao.

Importante considerar que a computagao quantica é considerada por muitos,
como uma evolugao dos computadores, quando na década de 50, com o surgimento
dos transistors, tiveram sua capacidade aumentada através da minituarizacao dos
componentes. E nesse caso, o limite destes componentes é o tamanho quantico, e
considerando a escala quantica, os conhecimentos da fisica classica nao podem ser

aplicados.

2.2.1 Bit x Qubit

Na computagao classica a maneira que existe de codificar a informacao é através
de nimeros binérios (0 ou 1), a computagao quéantica é construida sobre o mesmo

conceito, mas atribuimos o nome de bit qudntico ou qubit.

7



Dessa maneira, os dois possiveis estados do computador classico é 0 ou 1 e para
os computadores quanticos, os dois estados possiveis de um qubit ¢ |0) e |1), onde |)
¢é a representacao de um estado quantico; chamado de notagao de Dirac para estados
quanticos.

Importante mencionar a notacao de Dirac ou Bra-Ket. A notacao Ket é usada
para representar um estado quantico do vetor v, como |v) e denotam os vetores de
coluna . A notagao Bra é o conjunto transposto de ket, como (v|, denotam os
vetores linha . Segue exemplo:

10) = (;) ) = (2) , (2.1)

=1 0) (= (0 1). (2.2)

A principal diferenca entre o bit e o qubit é que os qubits podem assumir estados
diferentes de |0) ou |1). Sendo possivel formar superposigdes de estados (combina-
goes lineares), por um estado quantico genérico |¥), que é um vetor em um espago
vetorial complexo bidimensional, onde |0} , |1) forma uma base ortonormal, chamada

de base computacional, representado por:

W) = a]0) + B [1). (2.3)

Considerando que « e 8 as amplitudes de probabilidades satisfazem a condigao
de (Ja]®> + |B]* = 1) podendo ser iguais ou nao, e pertencem ao espago vetorial
complexo C?; considerando que |0) e |1) sdo os estados da base computacional e
Linearmente Independentes.

Pode ser observado que o estado |0) nao é o vetor zero, mas simplesmente o pri-
meiro vetor da base. As representagoes matriciais dos vetores |0) e |1) sdo geralmente

dadas por:

(2.4)

2.3 Postulados da Mecanica Quéantica

Nas subsecoes abaixo serao demonstrados os postulados da mecanica quantica, e os
impactos diretos que ele agrega na computacao quéntica. A referéncia utilizada para
os textos abaixo foi baseada no livro de Marquezino et al. [23], o artigo de Segal [24]
¢ as notas de aula do professor do MIT, Robert L. Jaffe [25].



2.3.1 Postulado I - Espaco de Estados

O estado de qualquer sistema fisico é especificado, em cada instante, por um vetor
no espaco de Hilbert. Este vetor, também conhecido como vetor de estado, possui
todas as informacoes necessarias sobre o sistema, adicionalmente a superposicao
destes vetores também descreve um estado quantico do sistema.

O Espago de Hilbert é um espaco vetorial definido em termos do produto interno
e que dispensa um nimero finito de dimensoes, como ocorre no espaco de Euclides
[26].

O vetor de espago complexo V' é um espago de Hilbert se houver um produto

interno, escrito por (¢|p), definida pelas seguintes regras:

L (¢lo) = (pl¥)
2. (pl(alu) + Bv))) = a(plu) + B{plv)
3. (plp) > 0se ) #0

onde a, B € C, o), 1), |u),|v) € V, e (p|t) é um operador conjugado complexo.

A norma do vetor |¢) é dada por

1) 1= v/ {ele)- (2:5)

A notagao (| é usada por um vetor dual para o vetor |p). Esta dualidade é um

operador linear do vetor espaco V para satisfazer os vetores complexos

(el (fv)) = (plv), V) eV, (2.6)

Dado dois vetores |p) e 1)) no vetor espago V, existe também um produto externo

|1 (|, definido como um operador linear em V satisfazendo

(1) (l) [v) = 1) (plv),  V]v) € V. (2.7)

Se [¢) = «|0) + 1) e |¢b) = ~v]0) + 0 |1), as representagoes das matrizes dos

produtos internos e externos, respectivamente sao:

(elw) = o] H = oy + 8%, (2.8)

e een] avy*  ad*
'“W'_H [va}—lw /35*]‘ (2.9)



A matriz do produto externo é obtida pela multiplicacao de matrizes. Podendo
também substituir a multiplicagdo de matrizes pelo produto tensorial, |¢) (¢| =
) ® (ol

Um estado quantico, por sua vez, é definido por uma reuniao de todas as pro-
priedades fisicas de um sistema quantico, que inclui quatro propriedades principais:
1) posicao, 2) momento, 3) spin (giro), e 4) polaridade.

Considerando o sistema isolado (ou fechado) entendesse um sistema fisico que
nao influencia nem é influenciado pelo exterior. Na préatica, o sistema nunca esté
completamente isolado, portanto o postulado do espago de estados ¢ uma idealizagao.

Com base nesse postulado, um qubit é influenciado tanto pela base computaci-
onal, quanto pela superposicao quantica. A base computacional de calculo afirma
que, como um qubit representa dois estados exclusivos, o vetor que representa os
estados 0 e 1 é bidimensional. Ja o principio da superposicao quantica, afirma que
se um sistema quantico pode estar no estado de |0), entao ele também pode estar
no estado de |1).

2.3.2 Postulado II - Medidas sobre Estados Quanticos

Uma medigao projetiva é descrita por um operador Hermitiano O atuando sobre o
espago de estados do sistema que esta sendo medido. Este operador O é chamado

observavel e tem uma representacao diagonal,
O =) AP, (2.10)
A

onde P, é o projetor no autoespaco de O associado ao autovalor A\. Os possiveis
resultados de medicao do observavel O sao os autovalores A\. Se imediatamente
antes da medicao o sistema estiver no estado [¢), entdo a probabilidade de obter o

resultado A é dada por || Py [¢) ||, que é equivalente a

Py = (| Py|¢). (2.11)

Se o resultado da medicao for \, entao o estado do sistema é irreversivel colap-

sando para:

1
V Py

Quando o contexto é claro, é comum referir-se ao resultado da medi¢ao como o

Py ) . (2.12)

estado colapsado. No entanto, precisa ter em mente que o resultado é rigorosamente

descrito como um numero real, ou seja, o autovalor de um operador Hermitiano.
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Probabilidade de Medida

Uma das caracteristicas marcantes da Mecanica Quantica é certamente a incerteza
associada a obtencao de valores de medida. Isto porque em termos fisicos, uma
particula subatomica, pode assumir muitos estados quanticos antes que algum agente
externo venha interferir em seu estado. Este postulado, nos ensina como obter as
probabilidades relacionadas a determinada caracteristica de um evento, e, utiliza
do principio da superposicao que sao, as amplitudes de probabilidades que cada
autoestado carrega consigo.

Neste postulado, observasse que, a probabilidade de obter um valor especifico
de medida z,, associada a um estado |¢,,) é o modulo quadrado da amplitude de
probabilidade (a;,) relacionada a este estado, como pode ser visto no trabalho de
[27] e [28]. A amplitude de probabilidade é dada pelo produto interno de tal estado,
com o autoestado correspondente ao determinado valor da medida analisado. Entao,

considerando um sistema isolado, de acordo com o principio de superposicao, onde:

) = Z%‘ i) - (2.13)

Entao, a probabilidade P(z,) de encontrar o estado |¢;), é o modulo quadrado
da amplitude de probabilidade associada a este autoestado. Demonstrado abaixo:

play) L) P o -

@ly)  (Wlp)
onde, (1)) =1 & o produto interno. Entao, P(z,) = |a,|*.

Considerando isso, ao efetuar uma medicao, alterasse o estado de um sistema de

|1) para |¢;) de acordo com a relagao:

X [thn) = n |n) (2.15)

onde, X é um operador hermitiano que representa um observavel e x,, é o auto-
valor de X na base |1n). Entao, nesse postulado, conclui-se que a probabilidade de
obter |¢,,) € o modulo quadrado de .

Algo muito importante de observar nesse postulado é que, ainda que a mecanica
quantica esteja de encontro a ideia deterministica da mecéanica classica, ha como
determinar a possibilidade de prever um possivel estado para um sistema dinamico

quando uma medida for efetuada.

Descrigcao Quantica de Observaveis

Toda quantidade fisica observavel ou variavel dindmica de um sistema fisico possui

um operador linear hermitiano correspondente, cujos autovetores formam uma base
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completa. Um operador hermitiano A é um operador linear igual ao seu adjunto Af.

E costume representé-lo desta forma:

Al = (49T = A (2.16)

Apresenta-se, A* a matriz conjugada complexa de A e AT a matriz transposta
de A.

Isso significa que, a cada particula observavel na mecanica classica (representada
pelo bit), corresponde um operador hermitiano na mecanica quantica (representada
pelo qubit). Este postulado vem da observacao de que o valor esperado de um ope-
rador que corresponde a um observavel deve ser real e, portanto, hermitiano, que
baseado no fato da sua aplicacao em um estado produz autovalores reais. Pode-se as-
sociar uma base ortonormal no espaco de estados que seja formada pelos autovetores

do operador.

2.3.3 Postulado III - Evolucao com o Tempo

A evolucao de um sistema quéantico isolado é descrita pela equacao de Schrodinger
[29]:
L d
H|y(t)) = ih— [¢(1)) (2.17)
onde H é um operador hermitiano chamado de Hamiltoniano, e & é igual a constante
de Planck [30] divida por 27.

Em muitos casos considerasse que o Hamiltoniano é independente do tempo.

Neste caso, a solugao da equacdo de Schrodinger [29] é dada por:

[¥(t)) = exp(ihHt) [¢(0)) = U |4(0)) (2.18)

onde U é um operador unitario.

2.3.4 Postulado IV - Sistemas Compostos

O espaco de estados de um sistema composto é dado pelo produto tensorial do
espago de estados de seus componentes. Se [tg) , Y1), ..., |n_1) sdo os estados de
n sistemas isolados, entao |1y) @ [11) @ -+ - @ |1, _1) é 0 estado do sistema composto.
O estado geral [¢) de um computador quantico de 2-qubits é a superposicao de
estados |00) , |01),]10) e|11), como

) = @ [00) + B]01) + 4 |10) 4 6 [11) . (2.19)
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Considerando as restri¢goes
o + 181" + * + [0]* = 1. (2.20)

Sejam dois vetores de estado, conforme descritos em,
V= altn), =Y Biles) (2.21)
k=1 j=1

O espago de Hilbert [3I] |x) associado ao sistema composto ¥y, é o produto
tensorial dos espagos de Hilbert [31] associados aos sistemas simples 1) e ¢. Dessa

maneira, demonstrar-se conforme abaixo:

Y11
Yoo

Y1om
a1
V22
[V)®lp) = 3 = [{) o) = au B [th1) |p1)+aiBa 1) [02)+ -+ Bm [¥n) [m)
Yaom

X)

¢n%01
wnSDQ

o,
(2.22)

|x) representa um estado composto, ou seja, o produto tensorial de outros vetores
de estados. Segundo [32], sistemas compostos sdo uteis pelo fato de preservarem

todas as informagoes do sistema fisico.

2.4 Conceitos Basicos

2.4.1 Superposigcao

A superposicao quantica é um aspecto fundamental da Mecanica Quéantica. Ele
afirma que, assim como as ondas na fisica classica, quaisquer dois (ou mais) estados
quéanticos podem ser somados (“sobrepostos”) e o resultado sera outro estado quén-

tico valido; e, inversamente, que todo estado quantico pode ser representado como

13



uma soma de dois ou mais outros estados distintos. Matematicamente, refere-se a
solugdo da equacao de Schrodinger [29]. A equagao de Schrodinger [29] é linear.
Qualquer combinacao linear de solugoes também sera uma solugao.

A superposic¢ao é importante na computagao quantica. Ao contrario dos digitos
binarios classicos - 0 “1” e 0 “0”, que formam a base da computacgao tradicional - os
qubits podem existir em varios estados (uma propriedade chamada superposigao) e
podem se unir (emaranhamento). Essas propriedades, exclusivas da fisica em escala
de particulas, dao aos computadores quanticos acesso a um poder de processamento

potencialmente maior.

2.4.2 Emaranhamento

O emaranhamento ¢ um fenémeno da mecanica quéantica que permite que dois ou
mais objetos estejam de alguma forma tao ligados que um objeto nao possa ser
corretamente descrito sem que a sua contra-parte seja mencionada - mesmo que
os objetos possam estar espacialmente separados por milhoes de anos-luz. Isso
leva a correlagoes muito fortes entre as propriedades fisicas observaveis das diversas
particulas subatomicas.

Ao mencionar sobre Emaranhamento, nao pode-se deixar de mencionar a existén-
cia de portas com miultiplos qubits, que serao muito importantes na nossa abordagem

para esse topico.

Portas de Miiltiplos Qubits

Existem diversas portas diferentes para multiplos qubits, porém nesse trabalho va-
mos abordar a porta CNOT.

A porta CNOT é uma porta condicional que executa uma Porta X no
segundo qubit (alvo ou destino), de acordo com o estado do primeiro qubit (controle).
A porta s6 causa influéncia no qubit alvo, caso o estado do qubit controle seja |1).
Esse comportamento pode ser observado nas figuras e2.4

Quando os qubits nao estdo em superposigao de |0) e |1) (com caracteristicas de
bits classicos), a porta CNOT é muito simples e intuitiva de entender seu compor-
tamento. Para melhor visualizar a sua atuacao, importante visualizar a tabela [2.1}
Para descrever o estado de dois qubits é necessario quatro amplitudes complexas. E

armazenar essas amplitudes em um vetor 4D, conforme abaixo:

Apo

ap1

|CL> = Qo ’00> + ap1 |01> + aqo ‘10> + a1 ’11> = (223)

aio

a1
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Go —p— %N )
/Ty oy
qr —L— R NNz
11) (1)
(a) (b)

Figura 2.3: (a) Representagao do circuito utilizando a porta CNOT, através do
comando qc.cx(0,1). (b) Representagao da porta CNOT na Esfera de Bloch, no

qubit 0 e no qubit 1. (Fonte: Autor, utilizando a linguagem de programagao Python
e biblioteca Qiskit)

qubit 0 qubit 1
o) o)
’, -': \ .-"I \|
Qo —.— — //7/ y ;//y
ST 77 X z
(a) (b)

Figura 2.4: (a) Representagao do circuito utilizando a porta CNOT, através do
comando qc.x(0) e qc.cx(0,1). (b) Representacao da porta CNOT na Esfera de Bloch,
no qubit 0 e no qubit 1. (Fonte: Autor, utilizando a linguagem de programagcao
Python e biblioteca Qiskit)

Atuando em nosso vetor de estado, existe uma das duas matrizes abaixo:

1000 1000
0001 0100

CNOT = ., CNOT = (2.24)
0010 0001
0100 0010

Dependendo de qual qubit é o controle e qual é o alvo, pode ter diferentes maneira

de ordenagao dos qubits. Nesse caso, a matriz da esquerda (2.24]), corresponde a

Entrada(a,c) = Saida(a,c)

00 00
01 11
10 10
11 01

Tabela 2.1: Tabela Verdade para valores da porta CNOT, onde “a” é o qubit alvo e
“c” & o qubit controle. (Fonte: Qiskit[4])
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porta CNOT no circuito acima. Essa matriz troca as amplitudes de |01) e [11), em

nosso vetor de estado:

oo Qoo

)= ™, oNOT|ay = |™ (2.25)
a10 a0
aiy Qo1

Observasse acima como a porta age nos estados classicos, mas devesse observar

agora como ele age em um qubit em superposi¢ao. Coloca-se o qubit no estado |+)

1 1
superposi¢ao), aplicando a porta H no qubit 0, vetor de estado |—= —= 0 0},
(superposigao), ap p q { 75 7 }

(|00) + |01)), apds esse passo, aplicaremos a porta

1 1
CNOQOT, alterando o vetor de estado {— 0 0 E} , reproduzindo um novo estado

V2

(|00)+]11)). Esse estado ¢ interessante, pois ele esta emaranhado,

reproduzindo o estado |0+) = —
V2

CNOT ‘O—f—) = E
chamado como um dos estados de Bell 2.4.2] que abordara com mais detalhes na

proxima sessao.

Estados De Bell

Existem 4 estados possiveis de Bell e serao abordados abaixo e como podem ser

construidos:

1. Estado de Bell 1: Para representar esse estado de Bell, precisa seguir algumas
etapas, demonstradas na figura [2.5
(a) Construir um circuito com dois qubits

(b) Aplicar a porta Hadamard no primeiro qubit, colocando ele em estado de
superposicao [2.4.]
(¢) Aplicar a porta CNOT, utilizando o primeiro qubit como controle e o

segundo qubit como alvo.

Gerado o seguinte vetor de estados:

) = {% 00 %} (2.26)

Dessa forma sera construido o seguinte estado de Bell:

1

[¥) = —=(100) +[11)). (2.27)

Sl
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g1 0.00 -
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(a) (b)

Figura 2.5: (a) Representagao do circuito do estado de Bell. (b) Resultado das
probabilidades dos estados, apds execucao do circuito. Considerando 50% no estado
|00) e 50% no estado |11). (Fonte: Autor, utilizando a linguagem de programagao
Python e biblioteca Qiskit)

2. Estado de Bell 2: Para representar esse estado de Bell, precisa seguir algumas

etapas, demonstradas na figura [2.6}

segundo qubit como alvo.

Gerado o seguinte vetor de estados:

) = 7 00 vk (2.28)

Dessa forma sera construido o seguinte estado de Bell:

1

\/5(\00) —|11)). (2.29)

[¥)

3. Estado de Bell 3: Para representar esse estado de Bell, precisa seguir algumas

etapas, demonstradas na figura [2.7}

(a) Construir um circuito com dois qubits
(b) Aplicar a porta Hadamard no primeiro qubit
(¢) Aplicar a porta X no segundo qubit
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0.60
0500 0500
w 0.45
v
=
= 0.30
18]
=
& 0.15 -
To
0.00 -
a1
S ~

(a) (b)

Figura 2.6: (a) Representagao do circuito do estado de Bell. (b) Resultado das
probabilidades dos estados, apds execucao do circuito. Considerando 50% no estado
|00) e 50% no estado |11). (Fonte: Autor, utilizando a linguagem de programagao
Python e biblioteca Qiskit)

(d) Aplicar a porta CNOT, utilizando o primeiro qubit como controle e o

segundo qubit como alvo.

Gerado o seguinte vetor de estados:

) = {0 = - 0}. (2.30)

Dessa forma sera construido o seguinte estado de Bell:

1

75100 +110)). (2.31)

[¥)

4. Estado de Bell 4: Para representar esse estado de Bell, precisa seguir algumas

etapas, demonstradas na figura [2.8}

Construir um circuito com dois qubits

(a
(

b) Aplicar a porta X no primeiro qubit

)
)
(¢) Aplicar a porta Hadamard no primeiro qubit
(d) Aplicar a porta X no segundo qubit

)

(e) Aplicar a porta CNOT, utilizando o primeiro qubit como controle e o

segundo qubit como alvo.
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(a) (b)

Figura 2.7: (a) Representagao do circuito do estado de Bell. (b) Resultado das
probabilidades dos estados, apds execucao do circuito. Considerando 50% no estado
|00) e 50% no estado |11). (Fonte: Autor, utilizando a linguagem de programagao
Python e biblioteca Qiskit)

Gerado o seguinte vetor de estados:

1 1
=0 — — 0 2.32
) % 75 9 (232
Dessa forma sera construido o seguinte estado de Bell:
1
[¥) = —=(101) — [10)). (2.33)

Sl

2

Definicao

E conhecido que os estados quanticos estdo emaranhados, quando os valores de suas
propriedades nao estao classicamente correlacionados com os valores que as mesmas
propriedades assumirao para outros estados.

Os estados de Bell sao os exemplos mais simples de emaranhamento e, conside-
rados como estados puros maximamente emaranhados.

O emaranhamento desempenha um papel fundamental para a computagao quan-
tica, isso se confirma, ao verificar que um computador quantico nao pode ser ex-
ponencialmente mais rapido que os computadores classicos, se eles nao utilizarem o

emaranhamento.
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Figura 2.8: (a) Representagao do circuito do estado de Bell. (b) Resultado das
probabilidades dos estados, apds execucao do circuito. Considerando 50% no estado
|00) e 50% no estado |11). (Fonte: Autor, utilizando a linguagem de programagao
Python e biblioteca Qiskit)

2.4.3 Esfera de Bloch

Na computacao quantica, o escalar e é denominado fator de fase global. Nota-se
que dois qubits quaisquer [¢)) = a |[0) + 8 ]1) e € tem a mesma probabilidade, caso
sejam medidos, produzindo os estados |0) e |1), considerara-se que o mesmo ocorre

para (3, pois:

=10+ e el = [é¥lal = ol (2:34)

E de conhecimento, também, que a evolucdo de um g-bit é descrita, matemati-
camente, pela aplicacao sucessiva de operadores unitarios. Ao aplicar uma matriz
unitéria U em um g-bit [¢p) = e”[cos(€) |0) + € sin(€) |1)], obtém-se:

U [¢) = €Ulcos(€)]0) + e sin(€) |1)]. (2.35)

Note que o fator de fase global nao se modifica pela aplicacdo de um operador
unitério. Usando essas propriedades, despreza-se o fator e e, a partir desse mo-
mento, a tentativa de encontrar uma representacao geométrica para um ¢-bit em
IRJ,I'f

A Esfera de Bloch é a demonstracao geométrica de todos os vetores de Bloch.

Desse modo, algumas observagoes sao importantes sobre a esfera de Bloch:

1. Os elementos da base computacional |0),|1) sdo representados a Esfera de

Bloch pelos pélos norte (0,0,1) e sul (0,0,-1), respectivamente.

2. V leva todos os pontos do equador de SE? no poélo sul (0,0,-1) de S2.

20



3. Fazendo a mudanga de variavel & — £, na equagdo |¢)) = e"[cos(€) |0) +

e sin(€)[1)], onde 0 < v < 2w, 0 < p < 2w e 0 < & < /2, obtém-se a forma

para a representacao polar de um ¢-bit mais comum na literatura da éarea:

. 0 , 0
) = e”[cos(ﬁ) 0) + €' sin<§> 11)], (2.36)
e, para o vetor de Bloch, tem-se:

V) » = (cospsinf, senysin @, cos ), 0<p<2r,0<0 <. 2.37
B

4. Cada ponto da Esfera de Bloch representa todos os qubits de formato €™ |1},
para 1) = [cos(%)]0) + e sin($) [1)] fixado e 0 < v < 27

L)

Figura 2.9: Esfera de Bloch com representagao de um qubit genérico |¢) e dos qubits
|0) e |1). (Fonte: [1])

2.4.4 Portas Quanticas

Como ja visto anteriormente, os qubits podem ser representados por vetores 2D e

que seus estados sao limitados a forma:
0 , 0
lq) = cos 5 0) + €' sin o 1) (2.38)

Observasse que 0 e ¢ sao numeros reais. Abaixo é demonstra que as portas

quanticas sao responsaveis por mudar os estados dos qubits. Existem muitas portas
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quanticas atualmente, mas sera cobertas as principais portas e as mais relevantes,
considerando o tema de pesquisa.

Antes de rodar nos computadores quanticos reais, todas as operagoes de qubits
tnicos sao compiladas para as portas I, X,SX, R., por essa razao, em algumas

momentos existe a referéncia para essas portas, como portas fisicas.

Portas de Pauli

As matrizes de Pauli sao bastante conhecidas na Algebra Linear e mostra-se que
essas matrizes podem representar algumas portas quanticas muito usadas para a

criacao dos circuitos quanticos

1. A Porta Pauli X:

A Porta Pauli X é representada pela matriz Pauli X:
0 1
10

Para ver o efeito que a porta X tem em um qubit, simplesmente devesse

= 10) (1] + 1) (0] (2.39)

multiplicar o vetor de estado do qubit pela porta X. Pode-se ver que a porta

X muda as amplitudes dos estados |0) e |1):

Eﬂmzmﬂ” (2.40)

Demonstrando no Qiskit a criagao do circuito utilizando a Porta X:

1 ## Criar uma porta X no qubit $\ket{0}$
2 gc = QuantumCircuit (1)

3 qc.x(0)

] qc .draw ()

Observasse na figura ver que o estado do qubit é |1) como esperado.
Pensando nisso como uma rotagao por 7 radianos em torno do eixo x da esfera
de Bloch. A porta X também é frequentemente chamada de portao NOT,

referindo-se ao seu analogo classico.

2. As Portas Pauli Y e Z:
Da mesma forma que a porta X, as matrizes Pauli Y e Z também atuam como
as portas Y e Z nos circuitos quanticos, representadas na figura e2.12

0 — 1 0
T B T




qubit 0

v . l

(a) (b) ()

Figura 2.10: (a) Representacao do circuito utilizando a porta X, através do comando
qc.x(0). (b) Representagao da porta X, aplicado no qubit 0, na Esfera de Bloch. (c)
Q-sphere no estado |0), fase 0. (Fonte: Autor, utilizando a linguagem de programa-
gao Python e biblioteca Qiskit)

Y = —[0) (1] + 1) (0], Z =0) 0] — [1) (1] (2.42)

Ambas as portas realizam rotacao por m, nos eixos y e z da esfera de Bloch.

AW
(a) (b) (c)

Figura 2.11: (a) Representacao do circuito utilizando a porta Y, através do comando
qc.y(0). (b) Representacao da porta Y, aplicado no qubit 0, na Esfera de Bloch.
(c¢) Q-sphere no estado |0), fase w/2. (Fonte: Autor, utilizando a linguagem de
programagao Python e biblioteca Qiskit)

Observasse na figura que a porta 7Z parece nao ter efeito em nosso qubit
quando esta em um desses dois estados |0) e |1), pois eles s@o os autoestados
da porta Z. De fato, a base computacional (a base formada pelos estados |0) e
|1)) & frequentemente chamado de base Z. Esta nao ¢ a tnica base que pode-se

usar, uma base popular é a base X, formada pelos autoestados da porta X.

1
[_1] . (2.43)

Define-se esses dois vetores |+) e |—) como:

1

+) = —=(0)+[1)) =

Sl

1 1
H =)= E(I0>—I1>) =
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Outra base menos utilizada é aquela formada pelos autoestados da porta Y.
Estes sao chamados de |O) e |O).

qubit 0
|0)

~—

(a) (b) ()

Figura 2.12: (a) Representagao do circuito utilizando a porta Z. (b) Representacao
da porta Z, na Esfera de Bloch. Ambos aplicados no estado |0). (c) Q-sphere no
estado |0), fase 0. (Fonte: Autor, utilizando a linguagem de programagao Python e
biblioteca Qiskit)

H4, de fato, um ntmero infinito de bases; para formar uma base, precisa-se
simplesmente de dois vetores ortogonais. Os autovetores das matrizes her-
mitiana e unitaria formam uma base para o espago vetorial. Devido a essa
propriedade, existe a certeza de que os autoestados da porta X e da porta Y

realmente formam uma base para estados de 1 qubit.

Usando apenas as portas Pauli é impossivel mover nosso qubit inicializado para
qualquer estado que néao seja |0) e |1), ou seja, nao alcanga-se a superposicao.
Isso significa que nao é visto nenhum comportamento diferente daquele de um
bit classico. Para criar estados mais interessantes, precisa de mais portas no

circuito.

Porta Hadamard

A porta Hadamard (Porta H), representada nas figuras e ¢ uma porta
quantica fundamental. Permite se afastar dos polos da esfera de Bloch e criar uma

superposicao de |0) e |1). Tem a matriz:

1|11
H=— L _1] . (2.44)

Desse modo, verifica-se que essa porta realiza as transformagoes H |[0) = |+) e
H |1) = |-). Que seria o efeito de uma rota¢ao em torno do vetor Bloch [1,0,1] (a

linha entre os eixos x e z), ou transformar o estado do qubit entre as bases X e Z.
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(a) (b) (©)

Figura 2.13: (a) Representagao do circuito utilizando a porta H. (b) Representacao
da porta H, na Esfera de Bloch. Ambos aplicados no estado |0). (c) Q-sphere no
estado |0), fase 0. (Fonte: Autor)

qubit 0
|0)

-
X

1 —---Illlla

. - ll} o ,

(a) (b) (c)

Figura 2.14: Representacao do circuito utilizando a porta H. (b) Representacao da
porta H, na Esfera de Bloch. Ambos aplicados no estado |1). (c¢) Q-sphere no
estado |1), fase w. (Fonte: Autor, utilizando a linguagem de programagao Python e
biblioteca Qiskit)

Porta P

A porta P, representada nas figuras 2.15] e 2.16] considerada uma porta de fase,
¢ parametrizada, isso quer dizer, que ela precisa de um valor (¢), para que saiba
exatamente o que precisara fazer. A porta P realiza uma rotacao de ¢ em torno da

dire¢ao do eixo Z. Representado pela seguinte matriz:

P(g) = [1 O] : (2.45)

0 e
onde ¢ é um numero real.
Nota-se que a porta P é um caso especial da porta Z, com ¢ = 7. Visualiza-
se, a seguir, que existem algumas outras portas, que sao mais comuns de serem
referenciadas e sao casos especiais da porta P. No qiskit especificasse a porta P,

usando o comando p(phi, qubit).
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(a) (b) (©)

Figura 2.15: (a) Representacao do circuito utilizando a porta P. (b) Representacao
da porta P, na Esfera de Bloch. Ambos aplicados no estado |0). (c) Q-sphere no
estado |0), fase 0. (Fonte: Autor, utilizando a linguagem de programagao Python e
biblioteca Qiskit)

qubit 0
|0)

—

(a) (b) ()

Figura 2.16: Representacao do circuito utilizando a porta P. (b) Representacao da
porta P, na Esfera de Bloch. Ambos aplicados no estado |1). (c¢) Q-sphere no estado
|1), fase m/2. (Fonte: Autor, utilizando a linguagem de programagao Python e
biblioteca Qiskit)

Como ¢é observado, nas figuras e , ao aplicar a porta P, no estado |0) e
|1), ndo identificasse mudanga na representagao da esfera de bloch.

Isso ocorre, pois a porta P, apenas realiza a rotacao em func¢ao do eixo Z, que nao
é representado nessa imagem. Para que possa ser visualizada melhor essa mudanca
de fase, o Qiskit criou a Q-sphere, que demonstra a fase que o qubit se encontra,
como verificasse nas figuras e2.16]

Na figura é exibida a aplicac¢ao da porta P (7/4), no qubit 0, no estado |0),
com a fase de angulo 0. Na figura aplicada a porta P (7/4), no qubit 0, mas

dessa vez no estado |1) (apds aplicar a porta X), passando para a fase de dngulo /4.

Porta I

A porta I, representada na figura 2.17] é um caso especial da porta P, também

conhecida como Porta ID ou Porta Identidade, ¢ uma porta que nao causa nenhum
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mudanga, pois a sua matriz ¢ uma matriz identidade. Conforme representada abaixo:

10
_ v

(a) (b) (c)

Figura 2.17: (a) Representagao do circuito utilizando a porta I. (b) Representagao
da porta I, na Esfera de Bloch. Ambos aplicados no estado |0). (c) Q-sphere no
estado |0), fase 0. (Fonte: Autor, utilizando a linguagem de programagao Python e
biblioteca Qiskit)

Ao aplicar a porta I, em qualquer momento do circuito, ndao deve ter efeito no
estado do qubit, porém é interessante considerar como uma porta quantica. Isso

acontece por duas razoes:

1. A matriz identidade é frequentemente utilizada em calculos, por exemplo, pro-

var que a Porta X é seu proprio inverso: I = X X.

2. Por muitas vezes, ao considerar um hardware quantico real, pode-se precisar

da porta I, para especificar a operacao “do-nothing” ou “none”.
b , P p p g

Porta S

A Porta S, representada pelas figuras e 2.19] outro caso especial da porta P,
algumas vezes conhecido como Porta v/Z, esta ¢ a porta P com 7 /2. Essa porta
realiza um quarto de volta em torno da esfera de Bloch.

Outro ponto interessante da Porta S, que ao contrario das outras portas men-
cionadas, ela nao é seu proprio inverso. Como resultado, muitas vezes pode-se ver

a porta ST (também conhecida como Porta S-dagger, SDG ou Porta v/Z. Como

observado abaixo a ST é claramente a porta P com ¢ = —7/2:
1 0 1 0
S = im | St = i (2.47)
0 e2 0 e 2
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O nome de porta vZ é devido ao fato que, ao aplicar a porta S duas vezes

seguidas, tem o mesmo efeito, de aplicar a porta Z, sendo SS'|q) = Z |q).

qubit 0 qubit O
lo) o)

q— s -

(a) (b) ()

Figura 2.18: (a) Representacao do circuito utilizando a porta S. (b) Representagao da
porta S, na Esfera de Bloch, no estado |0). (c) Representagao da porta S, na Esfera
de Bloch, no estado |1). (Fonte: Autor, utilizando a linguagem de programagao
Python e biblioteca Qiskit)

q —S—

(a) (b) (c)

Figura 2.19: (a) Representagao do circuito utilizando a porta ST. (b) Representacao
da porta ST, na Esfera de Bloch, no estado |0). (c) Representacio da porta ST,
na Esfera de Bloch, no estado |1). Ambos aplicados no estado |0) (Fonte: Autor,
utilizando a linguagem de programagao Python e biblioteca Qiskit)

Como as portas S e ST tem o mesmo principio da porta P, relacionado ao fato
de realizar a rotagao no eixo z, pode-se verificar que na figura tem a aplicagao
da porta S, no qubit 0, no estado |1) (apds aplicar a porta X), com a fase de angulo
7/2. Na figura , aplicasse a porta ST, no qubit 0, no estado |1) (apés aplicar a
porta X), passando para a fase de angulo 37 /2.

Ao realizar a aplicacdo das portas S e ST em um qubit 0, em um estado 0, a fase

dos angulos, representados na Q-sphere 2.20] néo se alteram.
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Figura 2.20: Representacao da porta S e ST na Q-sphere. (a) Q-sphere, da porta S,
no estado |1). (b) Q-sphere, da porta ST, no estado |1) (Fonte: Autor, utilizando a
linguagem de programagao Python e biblioteca Qiskit)

Porta T

A porta T, representada na figura [2.21] e [2.22] é muito utilizada, ¢ uma porta P com

¢ = m/4. Representasse a matriz da porta T, da seguinte maneira:

1 0 1 0
T = it | Th = i (2.48)
0 e4d 0 e 4

Assim como a porta S, a porta T algumas vezes também é conhecida como porta

\4/7

q—T -

(a) (b) (©)

Figura 2.21: (a) Representagao do circuito utilizando a porta T. (b) Representacao
da porta T, na Esfera de Bloch, no estado |0). (c) Representacado da porta T, na
Esfera de Bloch, no estado |1). (Fonte: Autor, utilizando a linguagem de programa-
¢ao Python e biblioteca Qiskit)

Como as portas T e TT tem o mesmo principio da porta P, relacionado ao fato
de realizar a rotacao no eixo z, verifica-se que na figura foi aplicada a porta T,
no qubit 0, no estado |1) (ap6s aplicar a porta X), com a fase de angulo w/4. Na
figura foi aplicada a porta T, no qubit 0, no estado |1) (apés aplicar a porta
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Figura 2.22: (a) Representagao do circuito utilizando a porta T'f. (b) Representacio
da porta T, na Esfera de Bloch, no estado |0). (c) Representacao da porta 77,
na Esfera de Bloch, no estado |1). Ambos aplicados no estado |0) (Fonte: Autor,
utilizando a linguagem de programagao Python e biblioteca Qiskit)

X), passando para a fase de angulo 77 /4.
Ao realizar a aplicacdo das portas T e 77 em um qubit 0, em um estado 0, a fase

dos angulos, representados na Q-sphere 2.23] néo se alteram.

Figura 2.23: Representacao da porta T e T na Q-sphere. (a) Q-sphere, da porta T,
no estado [1). (b) Q-sphere, da porta T'f, no estado |1) (Fonte: Autor, utilizando a
linguagem de programacgao Python e biblioteca Qiskit)

Porta U

Como visto anteriormente, as Portas I, Z, S e T, sao casos especiais da porta P mais
geral. Da mesma forma, a porta U, representada nas figuras e [2.25, é a mais
geral de todas as portas quanticas de qubit tnico, ¢ uma porta customizada para os
computadores quanticos IBM. Essa porta é representada da seguinte maneira:
0 . 0
COS(§) —etA sin(ﬁ)
ue,e,\) =1 0 . 0 |- (2.49)
' sin (5) eV cos (5)
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Nas figuras e visualiza-se a representacao do circuito U(6, ¢, \). No
Qiskit o comando utilizado para representar esse circuito deve ser utilizado como
qc.u(pi/2, 0, pi, 0), onde o primeiro argumento é o €, o segundo argumento é o ¢, o
terceiro argumento é o A e o quarto argumento é o qubit que iremos aplicar a porta,

dentro do circuito referenciado.

(a) (b) ()

Figura 2.24: (a) Representacao do circuito utilizando a porta U(w/2,0,7). (b) Re-
presentagao da porta U, na Esfera de Bloch. Ambos aplicados no estado [0). (c)
Q-sphere no estado |0), fase 0. (Fonte: Autor, utilizando a linguagem de programa-
gao Python e biblioteca Qiskit)

qubit O
|0)
| il ____II"|“
E 5 3 1) O :
(a) (b) (c)

Figura 2.25: Representagdo do circuito utilizando a porta U(w/2,0,7). (b) Re-
presentacao da porta U, na Esfera de Bloch. Ambos aplicados no estado [1). (c)
Q-sphere no estado |1), fase 7. (Fonte: Autor, utilizando a linguagem de programa-
gao Python e biblioteca Qiskit)

Todas as portas demonstradas nas figuras[2.24]e poderiam ser representadas
como a porta U(€, ¢, \), porém devido a dificuldade na leitura, acaba nao sendo usual
nas representagoes dos circuitos.

Nas equagoes sao observados alguns exemplos de portas, caso elas fossem

representadas pela porta U:
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=P (250)

2.4.5 Medicao

Ao analisar a medi¢ao, em um cenario utilizando computadores cléassicos, conside-
rando que um bit pode assumir apenas os estado |0) ou |1), é de conhecimento que
nao é um processo disruptivo e pode ser realizado a qualquer momento.

Quando considerado um cenério utilizando computadores quéanticos, o processo
de medicagao é diferente. Como ja visto na sessao [2.2.1], o processo de medida, pode
obter |0), com uma probabilidade |ag|* ou |1) com uma probabilidade |a;|?.

Na figura e serao demonstrados os processos de medi¢ao dos circuitos,
para melhor ilustrar a diferenca encontrada nos cenéarios de computadores quanticos.
Para a medigao do estado 1 é necessario aplicar a porta X, ja explicada na sub-sessao

situada na pagina [22]

(a) (b)

Figura 2.26: (a) Representagao da medi¢ao do qubit 0. (b) Q-sphere no estado |0).
(Fonte: Autor, utilizando a linguagem de programagao Python e biblioteca Qiskit)

|
meas 2 @’

(a) (b)

Figura 2.27: (a) Representagao da medi¢ao do qubit 1. (b) Q-sphere no estado |1).
(Fonte: Autor, utilizando a linguagem de programagao Python e biblioteca Qiskit)

Pode-se verificar, que diferente dos computadores classicos, a tnica forma de sa-

ber as caracteristicas de um estado quantico qualquer [¢)) é preparando um conjunto
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de N de estados idénticos e realizando a medicao de cada um deles. Considerando
que a quantidade de N ¢é suficientemente grande, o resultado da medicao é a proba-

bilidade de medir cada um dos autoestados de |¢).

2.5 Qiskit - Quantum Information Software Kit

O Qiskit [33], sigla para Quantum Information Software Kit, foi criado com a ideia de
uma comunidade de c6digo aberto, com objetivo de difundir a computacgao quéntica,
gerando a possibilidade de acesso aos ambientes quanticos através da nuvem. O que
serd abordado abaixo, tem relagao direta com a documentacao criada, e ativamente
atualizada, de acordo com a referéncia [4].

Ao referenciar o Qiskit automaticamente é necessério entender o fluxo de trabalho
dessa ferramenta, e considerar, falando em alto nivel, que para qualquer criacao de

um circuito quantico, deve-se seguir quatro etapas:

1. Construcgao: E a etapa responsavel por criar o circuito quantico, de acordo

com o problema que esté sendo trabalhado ou estudado.

2. Compilacao: Nessa etapa efetua-se a compilagao dos circuitos, criados na
etapa anterior, de acordo com um servigo quantico especifico, como por exem-

plo um sistema quéantico ou um simulador classico.

3. Execugao: Nesse momento, é executado o circuito quantico criado (etapa
1), de acordo com o servigo quantico especificado (etapa 2). No qgiskit, esses

servicos podem ser na nuvem ou locais.

4. Analise: Apos todas as etapas realizadas anteriormente é alcangada a etapa
de receber os resultados dos calculos estatisticos realizados e visualizar os

resultados dos experimentos.

2.5.1 Fluxo de Criacao no Qiskit
Importar os Pacotes
Atualmente ja existem muitos pacotes, para diversas finalidades diferentes no Qjiskit,

porém para ilustrar os pacotes basicos que precisa para criar um circuito simples:

import numpy as np
from qgiskit import QuantumCircuit
from qgiskit.providers.aer import QasmSimulator

from qiskit.visualization import plot_histogram
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e QuantumCircuit: instrucgoes do sistema quantico. Este pacote contém todos

os operadores quanticos.
e QasmSimulator: é o simulador de circuito de alto desempenho Aer.

e plot histogram: cria os histograms (graficos de visualizagao de resultado).

Inicializar as Variaveis

Considerando o cédigo abaixo:

1 circuit = QuantumCircuit (2, 2)

Nesse caso ¢ inicializado um circuito quantico com 2 qubits no estado zero, e 2 bits

classicos com valor 0.

Adicionar as Portas Quanticas

Nessa etapa sao adicionadas portas quanticas para manipular os registros para o

circuito inicializado na etapa anterior. Considerando o codigo abaixo:

1 circuit.h(0)
2 circuit.cx (0, 1)

3 circuit.measure ([0,1], [0,1])

As portas quanticas sao adicionadas uma por uma, para formar o estado de Bell

[¥) = (|00) + [11))/v2
Nesse codigo os seguintes procedimentos sao realizados:

e circuit.h(0): A porta Hadamard H no qubit 0, que coloca o qubit no estado

de superposicao.

e circuit.cx(0, 1): A porta logica C-NOT (Nao-controlado) tendo o qubit 0
como controle (control) e o qubit 1 como alvo (target), colocando os qubits

em um estado de emaranhamento.

e circuit.measure(]0,1], [0,1]): se vocé passar o registro inteiro, quanticos e
classicos, para medir, o resultado da medicao do i-ésimo qubit sera armazenado

no i-ésimo bit classico.
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Visualizar o Circuito

Nesse momento o codigo abaixo é utilizado para visualizar o circuito criado, apos a
inicializacao, adicao das portas quanticas e medigoes.

circuit.draw ()

Jo — H

adi

- —

2
meas =

Figura 2.28: Circuito quantico gerado através do coédigo acima. (Fonte: Autor,
utilizando a linguagem de programagao Python e biblioteca Qiskit)

No circuito, os qubits sao ordenados com qubit 0 na parte superior e qubit 1
na parte inferior. O circuito é lido da esquerda para direita, o que significa que as
portas as portas seguem essa sequéncia de aplicagao no circuito.

Por padrao, o modo de visualizacao do circuito quantico é em formato de texto,
porém é possivel visualizar da mesma forma como demonstrado na figura [2.28] Para
que isso aconteca é necessario configurar o arquivo local do usuério, localizado por
padrao na pasta .../.qiskit/settings.conf, e com o nome de settings.conf. Apods
localizado, necessario alterar o parametro circuit drawer para “mpl”. Outras opgoes

disponiveis para visualizagao dos circuitos sao: text, mpl, latex, and latex source.

Simular o Experimento

Qiskit Aer é um framework de simulacao de circuito quénticos de alta performance.
Este pacote oferece diversos backends para atingir diferentes objetivos de simulagao.

Atualmente, existem os seguintes backends disponiveis:

AerSimulator(’aer _simulator’)

AerSimulator(’aer simulator statevector’)

AerSimulator(’aer simulator density matrix’)

AerSimulator(’aer _simulator _stabilizer’)

AerSimulator(’aer _simulator matrix product state’)

AerSimulator(’aer simulator extended stabilizer’)
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AerSimulator(’aer _simulator unitary’)

AerSimulator(’aer simulator superop’)

QasmSimulator('qasm _simulator’)

StatevectorSimulator ('statevector _simulator’)

UnitarySimulator("unitary _simulator’)
e PulseSimulator(’pulse simulator’)

Nao sera detalhado de cada um deles, mas é importante ter esse conhecimento para
utilizar o backend ideal para cada um dos objetivos, durante uma simulacao de um
circuito quantico.

Para a utilicao desse framework, serd necesséaria a instalacao do pacote Qis-
kit.Aer, em nosso exemplo utilizaremos o qasm_ simulator, porém existem outras
opgoes, cada um para uma finalidade diferente. Cada execucao desse circuito pro-
duzira a sequéncia de bits 00 e 11.

import numpy as np

from qgiskit import QuantumCircuit, transpile

from qiskit.providers.basicaer import QasmSimulatorPy

simulator = QasmSimulator ()
compiled_circuit = transpile(circuit, simulator)
job = simulator.run(compiled_circuit, shots=1000)

result = job.result ()

counts = result.get_counts (circuit)

print ("\nTotal count for 00 and 11 are:",counts)

Result: Total count for 00 and 11 are: {’11°: 497, °00’: 503}

Como esperado, a saida do bit 00 é de aproximadamente 50% das vezes. O
numero de vezes que o circuito serd executado pode ser especificado através do
parametro shots, presente no método run. Nesse exemplo foi executado o circuito
por 1000 vezes, porém o padrao é 1024.

Apos a execucao do circuito, obtém-se o objeto result, e podem ser acessado os
counts através do método get  counts(circuit), que fornecera os resultados agregados

da nossa execugao.

Visualizar os resultados

O Qiskit fornece muitas formas diferentes de visualizar os resultados da execugao

do circuito, nesse exemplo utilizaremos a funcao plot_histogram para visualizé-los.
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1 plot_histogram(counts)
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Figura 2.29: Visualizac¢do dos resultados da execugao do circuito. (Fonte: Autor,
utilizando a linguagem de programagao Python e biblioteca Qiskit)
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Capitulo 3

QAOA: Algoritmo de Aproximacao

Quantica

O Algoritmo de Otimizacao Aproximada Quéantica, em traducao para o inglés Quan-
tum Approximate Optimization Algorithm (QAOA) é um algoritmo hibrido, isso
quer dizer, utiliza o conceito classico e quantico, e tem como objetivo encontrar
solugoes aproximadas para problemas de otimizacao.

O QAOA vem tendo cada vez mais interesse da comunidade académia e en-
tusiastas da computacao quantica, principalmente para problemas de otimizagao
combinatoria [34], 35], que sdo problemas que buscam minimizar ou maximizar fun-
¢oes que tomam varidveis binarias como argumentos. Além do fato, que problemas
desse tipo, nem sempre tem algoritmos cléssicos eficientes para sua solugao.

O conceito do QAOA foi proposta inicialmente por Fahri [9] em 2014, através

o

da seguinte defini¢ao: “... O algoritmo depende de um inteiro positivo p e a qua-
lidade da aproximacao melhora & medida que p aumenta. O circuito quantico que
implementa o algoritmo consiste em portas unitarias cuja localidade é no méximo a
localidade da funcao objetivo cujo 6timo é procurado. A profundidade do circuito
cresce linearmente com p vezes (na pior das hipoteses) o nimero de restrigoes. Se
p for fixo, ou seja, independente do tamanho da entrada, o algoritmo faz uso de
um pré-processamento classico eficiente. Se p cresce com o tamanho da entrada,

uma estratégia diferente é proposta...”.

Vale ressaltar que a palavra localidade no
texto acima refere-se & medida em que a fungao objetivo depende de interagoes entre
diferentes partes do sistema. Em alguns casos, uma fun¢ao objetivo pode depender
apenas de qubits proximos uns aos outros. Desse modo consegue-se visualizar que
o QAOA é um método variacional, onde se é mapeado um Hamiltoniano de custo
He, que passa a codificar a solugao em seu autovalor de menor valor.

No artigo [7], publicado em 2021, ¢ abordado o QAOA para o conceito da oti-
mizacao de portfolio, onde sera explorar com maior profundidade nessa dissertagao.

A relagao entre QAOA (Quantum Approximate Optimization Algorithm) e
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QUBO (Quantum Unconstrainted Binary Optimization) [I1] com a utilizagao de
algoritmos quéanticos para resolver problemas de otimizacao combinatéria. Ao usar
o QAOA, vocé pode fornecer o Hamiltoniano correspondente ao problema QUBO
como entrada, permitindo que o algoritmo quantico busque uma solucao aproximada

O problema QUBO é uma forma de representar problemas de otimizacao com-
binatoria usando variaveis binarias (0 e 1), sendo formulado como uma expressao
quadratica, na qual coeficientes determinam as interagoes entre as variaveis.

0O QAOA tem como objetivo buscar minimizar o valor esperado do Hamiltoniano
(| He 1)), sobre estados [¢), pertencentes a uma determinada familia de estados
parametrizados a partir da otimizagao (cléassica), visando encontrar a cota superior
ao minimo verdadeiro de Hg, ou o préoprio valor minimo, atingivel apenas com o
autoestado correspondente.

O algoritmo do QAOA se baseia na aplicagao sucessiva de duas operagoes uni-

tarias:

e A unitaria de Custo Ug, corresponde a evolugao do Hamiltoniano de Custo
He

e A unitaria de mistura (mixer) Ug, corresponde ao Hamiltoniano de mistura
Hpg, onde:

1=1

onde X; é o operador de Pauli X (porta X [2.4.4]) atuando no espago do i-ésimo
qubit.

O problema de otimizacao pode ser modelado a partir do modelo de Ising, ou
também chamado Hamiltoniano de Ising. Esse algoritmo modela a fungao objetivo
como um Hamiltoniano de Ising e o transforma em operadores unitarios, aplicando
os operadores em um estado de entrada, medindo os valores esperados, atualizando
os parametros e repetindo o processo, até que a fungao objetivo seja minimizada.
Ao ter a funcao objetivo minimizada, a distribuicao de probabilidades apresenta
uma ocorréncia maior do autoestado de [1)), essa obtida ap6s a medi¢ao da fungao
de onda [¢), de acordo com os pardmetros 6timos definidos, e com isso gerando a

melhor configuracao para o problema.

3.1 Modelo de Ising

O modelo representa uma cadeia de particulas de spin %, que interagem em pares,
sendo que cada um esté sujeito a um campo de magnético de magnitude L;. Cada

particula de spin pode assumir apenas duas direcoes, up e down, e a interacao entre
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cada par de particulas fornece uma energia, positiva e negativa, de acordo com as
diregoes definidas pelos spins. Sendo assim, baseado na configuragao das diregoes

das particulas e spins, a seguinte fungao objetivo, deve ser minimizada:

<ij>
onde as variaveis z; podem assumir apenas valores unitarios, positivo ou negativo,
sendo z; € {+1,—1} e podem ser escritas como operadores de Pauli-Z(«,), ja que

+1 sao autovalores de «., associados as autofuncoes de spin das particulas.

3.2 Operador Fase

O operador fase representa a resposta entre as particulas adjacentes e ao campo
magnético aplicado. Deve ser escrita a fungao objetivo apresentada no modelo de
Ising ([3.2)), como um operador unitario, para que possa ser aplicada diretamente ao
circuito. Para descrever o hamiltoniano, pode-se definir o Operador Gamma através

da seguinte equacao:

U(C,y) = e CC) = ¢ Easss izt Sohiz (3.3)

Como ja foi explicado acima C(z) é expressa em termos dos operadores Pauli-Z
e o produto tensorial entre eles geram matrizes diagonais, U(C,~y) é uma matriz
diagonal unitaria, onde o parametro v é um dos parametros variacionais utilizado

no QAOA. Considerando isso, pode ser escrito o operador U(C, ) como:

N

UC,y) = H eZiZ; He”hiZi, (3.4)

<ij> i=0

esse operador apresentara a forma de uma matriz diagonal, assim como o produto
)

tensorial entre matrizes de Pauli-Z.

3.3 Operador de Mistura

O operador de mistura (mixer operator) U(B, ) é aplicado para misturar as am-
plitudes e possibilita explorar melhor a busca e aumenta a chance de encontrar o
ponto 6timo global da funcao objetivo. Nesse caso, pode ser descrito o operador de

mistura da seguinte forma:
N

U(B, ) = e P20 = [ e %, (3.5)

J=0
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Esse operador pode ser construido utilizando apenas operacao de rotacoes em
qubits individuais do tipo RX. Porém, a eficiéncia desse operador esta diretamente

ligada ao tempo de convergéncia e a precisao do algoritmo.

3.4 Funcao Objetivo do QAOA

No QAOA, cada conjunto das operagoes sao conhecidas como camadas ou layers, e

a 1-ésima camada do circuito pode ser demonstrada da seguinte forma

U(vi, Bi) = U(B, B;)U(C, i), (3.6)

a sequéncia desses operadores representa o operador geral do QAOA. A maior pre-
cisao do resultado do algoritmo é consequéncia da maior quantidade de parametros
do circuito, fazendo com que exista um maior nimero de camadas no circuito. No
QAOA a funcao objetivo é um valor esperado e é responsével pela criacao do an-
satz. A atuagao do operador geral do QAOA sobre o estado de entrada |s) pode ser

considerada da seguinte forma:

-

“7,6> (U (B, Bu)U(C, 7)) - - - (U(B, B)U(C,m))(U(B, 5o)U(C, %)) s) - (3.7)

Como o principal foco é encontrar a configuragao de menor energia para o hamil-
toniano, a fungao objetivo do problema é, novamente, a funcao dos valores esperados
de energia, que se minimizada, retorna o menor autovalor de energia do sistema. A

funcao objetivo do problema pode ser expressa como

(C(2)) = (3. 81C(2)7, B). (3.8)

Baseado no conceito do QAOA, o valor esperado de energia também pode ser des-
crito como um valor médio. Ao prepararmos e medirmos uma quantidade suficiente
de vezes, o estado quantico, a distribuicao de probabilidades obtida nos possibilita
calcular o valor esperado como a soma da quantidade de vezes que cada autoestado
da funcao de onda foi medido, multiplicada por suas respectivas energias associadas.

Desse modo, pode ser descrita a fungao objetiva como

-,

7, 81C(2)|7, B) =Eoao(d, Bl0) + Eren (7, 5I1)

. (3.9)
=0

Os parametros variacionais, v (operador gamma) e 5 (operador mistura), sdo

atualizados iterativamente através de métodos cléssicos de otimizacao até que o me-
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nor autovalor de energia seja encontrado. Considerando que esta sendo tratado um
problema de otimizagao combinatoéria, o interesse é no autoestado da base compu-
tacional associado ao menor autovalor, que é composto pela bitstring formada pela
configuragao 6tima do problema. Na figura tem uma representacao do QAOA,

que ilustra exatamente esse fluxo de processamento.
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Figura 3.1: (a) Circuito QAOA para um problema especificado com o Hamiltoniano
de Ising C. Uma sequéncia alternada de dois Hamiltonianos ((7 e é) ¢ aplicado a
uma superposicao igual de n qubits. Apos a medicao dos estados dos qubits, o custo
é calculado, e um algoritmo de otimizagao cléssico minimiza variando os angulos ¥
e 3. (Fonte: [2])

(b) Implementagao do QAOA com n = 2 usando fase controlada e portao de qubits
simples. A cor do circuito representa na imagem (a), em que parte ele esta sendo
implementado.

3.5 Aplicacao do QAOA: Problema da Particao de

Conjuntos

Com o objetivo de validar o conceito do QAOA e a implementacao necessaria do
método e a relagdo entre o problema de otimizagao de portfolio, foi escolhido o
problema de parti¢ao de conjuntos [36] que consiste em minimizar a diferenca entre
as somas dos elementos de dois conjuntos, disjuntos de uma lista L, apresentado em

dois subconjuntos nomeados como L; e Ls.
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O problema de decisao associado ao problema da particao de conjuntos é um
NP-Completo, ja o problema de otimizacao associado é um NP-Dificil.

O problema de particao de conjuntos é considerado o problema NP-Completo e
esté relacionado ao problema da soma de subconjuntos [37], que pode ser formulado
da seguinte maneira:

Dado um conjunto S de niimeros inteiro e um ndmero algo K, o problema de
subconjuntos pergunta se existe um subconjunto A de S tal que a soma dos elementos
de A seja exatamente igual a K.

A funcao objetivo do problema pode ser escrita, como uma fungao objetivo bi-

naria, onde s; € +1, —1, para achar mingf(s), da seguinte maneira:

f(5) = (Z siLi)?, (3.10)

note que:

f(gj = Z SiLi Z Sij = Z SiSjLiLj, (311)
i J i

os seguintes exemplos podem ser observados, para L=[2,1,1]:

FHL, 41, 41) = 16, f(+1, 41, —1) =4, f(+1, -1, +1) =4, f(+1,~1,—1) = 0
F(=1,41,41) =0, f(=1,41,—1) = 4, f(—1,~1,+1) = 4, f(—1,~1, ~1) = 16
Solugdes: S = (+1,—1, —1)ou(—1,+1,+1)poisf(35) = 0.

(3.12)

Nos exemplo citados da equagao |3.12| existem algumas solucoes complementares
analogas, por esse motivo (41, —1,—1) também possui como solu¢ao (—1,—1,+1).
Nesse caso é possivel existir uma outra resposta, considerando troca de posicao de
elementos dentro dos subconjuntos.

Transforma-se o problema de encontrar a melhor configuragao para o vetor § (de
variaveis binarias), para o problema de encontrar o menor autovalor de uma matriz
hermitiana. Pode-se expandir a equagao ((3.10))), e transformar as variaveis s;, como
na equagao ((3.11))), em operadores de Pauli-Z, que tem autovalores pertencentes ao
conjunto —1,+1, e dessa maneira a fungao objetivo se torna um problema de mini-
mizar valores, como ¢é visualizado no exemplo . Ao realizar os procedimentos
mencionados na sessao , na equacao , obtém-se o operador Gamma, que

pode ser escrito da seguinte maneira:

— —iy(2si8;L; L
UCy) =] e : (3.13)

<ij>
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Ao detalhar a equagao , pode-se notar o termo Y, s7, porém por ser uma
constante, pode ser descartada da equacao (3.11]), e representa a fase global do
operador gamma , nao alterando o resultado final da equacao. Ja o operador
de mistura pode ser apresentado como uma forma variacional arbitraria, que
auxiliara o algoritmo a varrer o espago de busca de maneira mais eficiente.

Considerando as diversas possibilidades para escolher um Operador de mistura,
deve ser definido como U(B, /), para demonstrar a dependéncia do operador com o
parametro variacional 3.

O estado inicial |s), de acordo com o abordado na equagao , pode ser criado
a partir da seguinte operagio: H®™ [0Y®" = |s).

3.5.1 Implementacao do problema

Nessa sessao seré abordado o passo a passo para implementar o problema da Partigao
de Conjuntos, considerando a implementacao dos operadores unitarios que compoem
uma layer do QAOA.

Como serda mostrado o passo a passo do algoritmo, seré iniciada a aplicagao
do QAOA para um conjunto simples L = {1,2,1}. E nesse momento ja pode ser
identificado que serd necessario trés qubits no circuito, para atender o conjunto de
trés elementos.

Primeiramente sera representado o Operador Gamma através de uma ma-
triz. Considerando que a matriz do expoente é dada pelo produto —i2vZ;Z;L;L;,

para isso serd feito o uso da exponenciacao do operador —i2yZ Zsl L, =

—i29(ZQ Z Q1)L Ls.

I 0 0 0
0 -1 0 0

1T = , 3.14

20 0 =1 0 (3.14)
00 0 I

onde [ e 0 sao matrizes 2 x 2. Nesse caso, sera aplicada a exponencia¢gao da matriz
de acordo com a equagao (3.15]) para obter o primeiro termo do produto do Operador
Gamma. O resultado dessa exponenciagao, considerando a matriz diagonal (3.14)),

com a multiplicagao dos termos —iys;s, é descrito pelo operador unitario dado por

e—i2vLiLy | 0 0 0

6—7L27Z1Z2L1L2 _ 0 6i2’YL1LQI 0 0 (315)
O 0 eiQ’yLlLQI 0 ’
0 0 0 e—i27L1Ls |
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Deve-se destacar que nao é necessario implementar essa operacao considerando
dispositivos quanticos que utilizagao portoes quanticos. Essa operacao logica pode
ser implementada diretamente através das portas X e Rz(i) e o operador gamma

pode ser implementado de forma semelhante.

qle]
. ome
ql2]

c3

Figura 3.2: Representagao do circuito quantico de um dos fatores do Operador fase.
Considerando o conjunto L = {1,2,1}, o angulo de Rz ¢ dado por —2vL; Ly = —47.
Na figura v é o parametro variacional, definido com o valor de 1. (Fonte: Autor,
utilizando a linguagem de programagao Python e biblioteca Qiskit)

A equacgdo (3.13]) pode ser expandida, visando facilitar o entendimento da im-
plementagao do Operador Gamma, considerando todos os fatores. Desse modo, o
Operador Gamma pode ser exibido da seguinte maneira:

U(C, 7) _ H e~ 22 Z;LiLly _ 12y, —iv4Z1Z3L1 Ly ,—iy4Z2Z3 L2 L3 ,—iy4Z1Z2 L1 Ly (3 16)
.. ) .
<1)>
onde os valores de Z;, Z, e Zs, respectivamente sao, 1,2,1, informados no conjunto
) 3 ) Lésydy
L. O elemento e 27, que ¢ uma fase global, surgiu dos elementos diagonais 7,71,
ZoZo e ZzZsz. O valor Dessa maneira seré exibida a implementagao completa do

circuito do operador unitéario de fase. (3.3))

Eé-éénéL-L

53]

Figura 3.3: Representacao do circuito quantico do Operador de fase, com parametro
variacional 7 e inicializado em 1. (Fonte: Autor, utilizando a linguagem de progra-
magao Python e biblioteca Qiskit)

J& o Operador de Mistura pode ser implementado como uma forma genérica

eficiente, independente do problema. Esse operador, considerando com o QAOA,
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conta com apenas um Unico parametro variacional § para cada layer. Pode-se

observar isso na figura

qloe]

ql[1]

Ex ek B S

ql[2]

c3

Figura 3.4: Representagao do circuito quantico do Operador Mistura, com para-
metro variacional § e inicializado em 1. (Fonte: Autor, utilizando a linguagem de
programagao Python e biblioteca Qiskit)

Considerando que foi definido os operadores U(C,~) e U(B, ), ja é possivel
definir a layer do QAOA como a forma variacional U(y, 8) = U(B, B)U(C,~), que
pode ser implementado considerando a implementacao dos dois operadores, que sera
a uniao das figuras e representado na figura Cada camada é composta
por dois parametros variacionais e aumentando o nimero x de camadas consegue
aumentar a precisao do calculo do valor minimo de energia do Hamiltoniano. O

numero total de parametros é dado por 2z.

aro) i R
- Ome B
Jb = é HOo E

=3

Figura 3.5: Uma Layer do QAOA, com os parametros variacionais 7y e [ inicializados
em 1. (Fonte: Autor, utilizando a linguagem de programagao Python e biblioteca
Qiskit)

Como foi mencionado no inicio do problema, o estado inicial do circuito, antes
da aplicagdo das camadas ¢ dado por H®™[0)®" = |+)®". Desse modo, a fungio

objetivo do problema, depende do conjunto de parametros 7 e 5 ¢ dada por

F(%,8) = (7.8C17.8). (3.17)

A funcao objetivo deve ser calculada através da distribuicao de probabilidades
obtida apds efetuado um conjunto de medidas sobre a funcao de onda. Esse procedi-

mento deve ser feito de forma iterativa utilizando algoritmos cléssicos de otimizagao,
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com o intuito de atualizar o parametro em busca do minimo global da funcao ob-
jetivo. Normalmente ¢é utilizado a técnica de otimizacao restrita por aproximacao
linear, chamada de COBYLA, disponivel no Qiskit.

Considerando o resultado da implementacao da particao do conjunto no circuito
QAOA B.6] podem ser visualizadas as portas geradas, a referéncias das camadas,
em relacao a repeticao dentro do circuito, e também o momento da execucao do

otimizacao classico.

JON | i B

a1 [ &-é B3 Iy

. omo : “ :
f

Parametros Variacionais: Otimizador Classico J
Y= Yu¥ar ¥pr B= BuBavs Bp (COBYLA)

Figura 3.6: Circuito QAOA implementado para o problema de particao de conjunto,
ilustrando as portas, camadas e aplica¢ao do algoritmo classico. (Fonte: Autor)

3.5.2 Resultados

Resultados da implementacao do algoritmo do problema de particao de conjuntos
para simuladores, simuladores quanticos e simuladores fakes de computadores quan-
ticos reais.

Tendo em vista a parte computacional de cada ambiente selecionado para execu-
¢ao, o simulador utiliza a capacidade do computador local que foi executado, nesse
caso um core i7 com 16Gb de ram que simula os qubits necesséario para o processo,
o simuladores quantico foi ibm qasm_simulator com 32 qubits, e o ibm _cairo com
27 qubits.

Com o intuito de coletar resultados da execucao do algoritmo quantico do pro-
blema de particao de conjunto, foi criado um script utilizando a linguagem de pro-
gramagao Qiskit.

Considerando o uso do script, foi executado em 3 backends diferentes, no simu-
lador local (qasm _simulator), simulador quantico da IBM (ibm_qasm_ simulator)
e simulador quantico fake (ibm_ cairo).

Cada um dos ambientes chegamos até o limite de qubits considerando os tempos
de execucgao viaveis, que sera explanada para cada caso abaixo.

Antes de explicar cada um dos ambientes executados, é importante demons-
trar na tabela , referente ao detalhamento da média dos tempos (em segundos),

quantidade média de execucoes e as quantidades das taxas de sucesso.

47



Vale ressaltar, que foi considerado sucesso, baseado no conceito do valor igual
do somatoério dos conjuntos e no minimo valor possivel para a divisao dos conjun-
tos, considerando que o algoritmo encontrou esse valor, entende-se que ele achou a

solucao 6tima, e o nao sucesso quando nao teve éxito na busca desse resultado.

3 0,5557 25 0 | 10 3 2339 0,108 25 o | 10 5 | 63sms 25 o | 10
4 0,4427 2 0 | 10 1 2771 0,1198 25,4 0 | 10 2 | 634004 25 0 | 10
5 0,6036 25 0 | 10 5 3196 0,127 251 o | 10 5 | 628741 25 o | 10
6 0,9073 26,3 0o | 10 6 260,3 0,1362 25 0o | 10 6 63,772 25 0 | 10
7 1,0739 25,1 0 | 10 7 268,1 0,156 25,7 K 7| 65,0952 25 o | 10
8 1,2039 25,1 0o | 10 8 3381 0,1702 25,7 0o | 10 8 | 77,3083 25 0 | 10
3 1,9074 313 2 | s 5 4798 0,245 26,1 o [ 10 5 [101883] 251 o | 10
10 | 2,0006 28,3 1| o 10 392,8 0,271 29,8 T | o 10 [470,9356] 251 0 | 10
11| 24938 26,9 1] s 11 2796 0,2832 27,7 2 [ 8 11 [1077,646] 255 o | 10
12 | 2,90% 27 0o | 10 12 283,2 0,4039 31 1| 9 12 |2353,057] 27 o | 10
13 3,227 25 0 | 10 13 2292 0,5288 258 o | 10 13 |s257,419] 25 o | 10
14 | a1362 252 1| o 12 12,5 0,845 25,4 o | 10 14 7579505 255 0 | 10
15 [ 57914 26,1 0 | 10 15 354,7 20,3513 254 o [ 10 15 [es01582] 254 1] o
16 | 7,006 25,1 0 | 10 16 203, 5,2567 26,1 0 | 10 16 [2154,551] 256 0 | 10
17 | 106207 252 0 | 10 17 20,3 7,907 %58 T s 17| s8194 255 o | 10
18 | 17,3506 | 26,1 1] s 18 2509 12,7109 253 0o | 10 18 |o156,307 25,7 o | 10
15 | 308851 255 0 | 10 19 398,7 26,2651 253 [ 19 |1970689] 25,9 o | 10
0 | 571858 | 254 0 | 10 20 4225 35,6323 253 0o | 10 0 [43a8852] 255 1] 9
21 [1164784] 263 1] o 2 268 51,1336 256 T [ o
2 [2336482] 256 0o | 10 2 518,83 90,1232 26,1 0 | 10
23 [s14,8971] 258 0 | 10 23 5578 151,2309 26,2 o | 10
21 [1085501] 26,5 1] s 2 7536 303,5491 26,9 K
25 [2314105] 264 1] s 25 9503 537,6354 253 o | 10
%6 | 488394 | 265 0o | 10 % 1529,1 | 11016529 26,2 0o | 10
27 2812,1 | 23057937 256 o [ 10
28 S589,2 | 4962,0383 26,5 0 | 10
5 | 23t ota 9 | 251 ota 2 |1
3,75%| 96,25% — 3,46%|96,54% Percentus 1,11%|98,89%

Figura 3.7: Tabela com os valores das execugoes da partigao de conjuntos. (Fonte:
Autor)

Simulador qasm__simulator

Para coleta dos dados, foram realizadas 10 execugoes do algoritmo para cada con-
junto, de 3 a 26 elementos ou qubits, apds esse procedimento, foi calculada a média
do tempo das execucoes para o calculo do resultado final.

Pode ser observado no grafico da figura [3.8(a) que existiu um aumento expo-
nencial do tempo de execucao do algoritmo, baseado no aumento da quantidade de
elementos do conjunto utilizado, que esta diretamente ligado a quantidade de qubits.
Porém esse crescimento aconteceu apenas apo6s 23 elementos no conjuntos, que até
entao o crescimento estava linear.

O mesmo foi realizado, como pode ser observado no grafico da figura [3.8(b),
sobre a média de execucoes para cada um dos conjuntos, usando a mesma estratégia
de repeticoes mencionadas acima, nesse caso existiu uma média de 25 execucao para
cada conjunto, considerando 2 camadas no QAOA.

E de acordo com o grafico da figura[3.§|c), o resultado de sucesso ou nao sucesso
do algoritmo, tivemos um percentual de 96,25% de sucesso e 3,75% de nao sucesso.

Para chegar a esses resultados foi necessario mais de 26 horas de execucao do

algoritmo, em todos os procedimentos.
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Figura 3.8: (a) Representagdo da média dos tempos. (b) Representagdo da média
das execugoes. (c¢) Representagao da quantidade de execugoes com sucesso. (Fonte:
Autor)

Simulador ibm qasm _simulator

Para coleta dos dados, foram realizadas 10 execucoes do algoritmo para cada con-
junto, de 3 a 28 elementos ou qubits, apds esse procedimento, foi calculada a média
do tempo das execucoes para o calculo do resultado final.

Pode ser observado no grafico da figura [3.9(a) que existiu um aumento expo-
nencial do tempo de execugao do algoritmo, baseado no aumento da quantidade de
elementos do conjunto utilizado, que esta diretamente ligado a quantidade de qubits.
Porém esse crescimento aconteceu apenas ap6s 23 elementos no conjuntos, que até
entao o crescimento estava variando, mas sem um crescimento exponencial.

O mesmo foi realizado, como pode ser observado no grafico da figura [3.9(b),
sobre a média de execucoes para cada um dos conjuntos, usando a mesma estratégia
de repeti¢oes mencionadas acima, nesse caso existiu uma média de 26 execugao para
cada conjunto, considerando 2 camadas no QAOA.

E de acordo com o grafico da figura (c), o resultado de sucesso ou nao sucesso
do algoritmo, tivemos um percentual de 96,54% de sucesso e 3,46% de nao sucesso.

Para chegar a esses resultados foi necessério mais de 30 horas de execugao e 55
horas do tempo total do algoritmo, em todos os procedimentos. Essa diferenca nos
tempos é dada pelo fato da existéncia de filas de execugao para o processamento do

algoritmo.
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Figura 3.9: (a) Representagdo da média dos tempos. (b) Representagdo da média
das execugoes. (c¢) Representagao da quantidade de execugoes com sucesso. (Fonte:
Autor)

Simulador com ruido Fake Cairo - ibm cairo

Para coleta dos dados, foram realizadas 10 execugoes do algoritmo para cada con-
junto, de 3 a 20 elementos ou qubits, apds esse procedimento, foi calculada a média
do tempo das execucoes para o calculo do resultado final.

Pode ser observado no grafico da figura [3.10|a) que existiu um aumento expo-
nencial do tempo de execugao do algoritmo, baseado no aumento da quantidade de
elementos do conjunto utilizado, que esta diretamente ligado a quantidade de qubits.
Porém esse crescimento aconteceu apenas ap6s 16 elementos no conjuntos, que até
entao o crescimento estava variando, mas sem um crescimento exponencial.

O mesmo foi realizado, como pode ser observado no grafico da figura m(b),
sobre a média de execucoes para cada um dos conjuntos, usando a mesma estratégia
de repeti¢oes mencionadas acima, nesse caso existiu uma média de 25 execugao para
cada conjunto, considerando 2 camadas no QAOA.

E de acordo com o grafico da figura|3.10|c), o resultado de sucesso ou ndo sucesso
do algoritmo, tivemos um percentual de 98,89% de sucesso e 1,11% de nao sucesso.

Para chegar a esses resultados foi necessario mais de 268 horas de execugao do

algoritmo, em todos os procedimentos.
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Figura 3.10: (a) Representagao da média dos tempos. (b) Representagao da média
das execugoes. (c) Representagao da quantidade de execugoes com sucesso. (Fonte:
Autor)

3.5.3 Conclusao

Para todos os casos expostos, observou-se uma taxa de sucesso acima de 90%, con-
siderando todas as execucoes realizadas para cada um dos simuladores.

Ao comparar o Fake Cairo com os outros simuladores, foi verificado um aumento
exponencial do tempo de execucao apds 16 elementos, contra 23 elementos para os
demais ambientes.

Apenas foi considerada a execucao para 2 camadas, pois ao realizar algumas
execugoes com 4 camadas foi observado apenas um aumento significativo de tempo

e execucgoes, mas que nao refletiu em um melhor resultado.
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Capitulo 4

Aspectos Fundamentais da Area

Financeira

O presente capitulo é destinado a uma breve contextualizacao necessaria para a com-
preensao de alguns conceitos norteadores sobre o mercado financeiro e sua dinamica

de funcionamento, no que se refere aos fundos de investimento.
O mercado financeiro é o todo ambiente em que ocorrem as operacoes de inves-
timento. De acordo com a definicao de A. Assaf,

“O mercado financeiro pode ser interpretado como o ambiente
da economia onde se realizam todas as transacoes com moedas
e titulos, e participagdes de capital. (...) O mercado financeiro
é geralmente representado pelo mercado monetario e mercado de
capitais, diferenciando-se esses segmentos notadamente pelos pra-
zos dos ativos negociados”. [38] p.100]

Em primeira analise, € importante observar que o cenario da economia — princi-
palmente, no ambito nacional — nos ultimos anos é caracterizado por certa estabili-
dade, motivada nao apenas pelas quedas de juros basicos, como também por opgoes
de investimentos com maior rentabilidade a longo prazo, como ¢é o caso da aplicagao
de agoes. Se por um lado, fundos de renda fixa e poupanca representavam a maior
parcela dos portfolios investidos nos tltimos anos, por outro, essas opcoes foram
se tornando menos atraentes, dada a queda das taxas de retorno, decorrente de
uma economia em estabilizacao. Por essa razao, as acoes tém se apresentado como
uma interessante alternativa para aqueles que desejam maior retorno de seus inves-
timentos. Entretanto, essa escolha, em geral, ¢ acompanhada de um nivel de risco
aumentado, necessitando de um maior cuidado que o investidor, principalmente o
de perfil conservador, deve ter para escolher a forma mais adequada de aplicar seu
capital, a fim de impedir perdas consideraveis.

Assim, diversas metodologias, como técnicas aprimoradas de composicao de car-

teira, tém sido desenvolvidas com o objetivo de mensurar e de controlar os possiveis
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riscos de um investimento de agoes. Nessa perspectiva, cabe-nos citar o modelo ela-
borado por Markowitz (1952) [12], considerado um dos principais avangos no campo
financeiro desde a tltima metade do século XX.

Com o objetivo de contribuir para esta contextualizagao, é importante explicar
alguns conceitos basilares que serao tratados aqui, como o de agao, de ativo e de
portfolio, para, finalmente, abordar os postulados teoricos de Markowitz [39]. Vale
ressaltar, entretanto, que, para o presente trabalho, pretende-se trazer apenas os
conceitos mais gerais dessas terminologias, para cumprir o papel didatico expla-
natorio, dispensando, assim, uma revisao tedrica mais aprofundada de um campo
diferente daquele em que esta pesquisa esta centrada.

No que se refere aos ativos financeiros, pode-se dizer que estes sao instrumentos
intangiveis, cujo valor deriva de um acordo contratual existente. No mercado finan-
ceiro, os ativos sao os investimentos, que podem ser divididos em duas definigoes:
os ativos de renda fixa, como por exemplo, poupanga, CDB, LCI (Letras de Crédito
Imobiliario), LCA (Letra de Crédito do Agronegécio), LC (Letra de Cambio), te-
souro direto, debéntures e fundos de renda fixa, e os ativos de renda variavel, como
por exemplo, agoes, fundos de investimento, ETFs (Exchange Traded Funds), fundos
imobiliarios, derivativos, cambios e moedas, BDRs (agoes no exterior), Ouro, CRI
(Certificado de Recebiveis Imobiliarios), CRA (Certificado de Recebiveis de Agro-
negocio) e Commodities. Essa conceituacao é bastante explorada nos estudos da
Contabilidade; alguns autores da area, como Hendriksen & Van Breda (1999) [40)],
afirmam que os “ativos sao essencialmente reservas de beneficios futuros”.

Além disso, os ativos financeiros sao divididos em trés tipos: os que geram renda,
os de reserva de emergéncia e os de crescimento de capital. Os principais tipos
disponiveis no mercado sao as agoes, os titulos piblicos e os titulos privados. Para
esta pesquisa, nos deteremos apenas nas agoes.

Com relacao as agoes, estas sao titulos de renda variavel, emitidos por empresas
de capital aberto ou Sociedades Anonimas (S/A), sendo o investidor de uma agao
um coproprietario da sociedade andénima da qual é acionista, participando de seus
resultados. As agoes sao convertidas em dinheiro, a qualquer tempo, por meio de
negociac¢do em bolsas de valores ou no mercado de balcao (GIAMBIAGI, 2010) [41].

O conceito de portfolio, por sua vez e na perspectiva da Economia, é definido
como conjunto de ativos em que uma pessoa ou uma empresa investe. Também
chamado de cesta ou carteira de investimentos, um portfélio retine todos os produtos,
tanto de renda fixa quanto de renda variavel, que o investidor escolheu para aplicar
seu capital. Como na montagem de um portfélio deve ser levado em conta, nao
apenas a escolha dos produtos, mas a proporcao de dinheiro que deseja investir em
cada um deles, faz-se necessario que o investidor utilize o principio da diversificagao,

para evitar maiores prejuizos. Tal diversificacao pode ser feita de iniimeras maneiras,
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como variagao de classes de investimento (renda fixa, renda variavel, fundos de
investimento e ETFs).

Na figura ¢ exibido o grafico do indice S&P (Standard & Poor’s 500)que
é o indice composto por 500 ativos cotados nas bolsas de NYSE ou NASDAQ),
qualificados devido ao seu tamanho de mercado, sua liquidez e sua representacao de
grupo industrial.

Diante da necessidade latente de se criar uma carteira com maior rentabilidade
e menor risco, a Teoria Moderna de Portfélios, de Harry Markowitz, publicada
em 1952[12], contribuiu para um processo de otimizacao de carteira, sugerindo aos
investidores a nao concentrarem seus investimentos em um tnico lugar.

Vale ressaltar o aumento do uso de varios métodos classicos de computacao
para enfrentar diferentes cenérios e uso dessas tecnologias, no campo da Anélise
do Mercado Financeiro aumento exponencialmente a versatilidade das carteiras e
reduziu os riscos relacionados a eles quando comparados aos estégios iniciais dos
mercados. Hoje em dia muitas empresas tentam resolver problemas enfrentados
diariamente e fazem uso da computacao para enfrenta-los, e com a computagao

quantica novos paradigmas poderao ser ultrapassados.

S&P 500 (1950-2016)
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Figura 4.1: Indice S&P 500 (Fonte: Wikipedia)

Estabelecida através de um modelo matematico, a abordagem de Markowitz
constatava que os retornos de uma carteira se comportam como uma variavel alea-
toria, e, por isso, desenvolveu um modelo de composicao de carteiras com o objetivo
de minimizar desvio padrao como uma medida de risco. Considera-se, nesse caso, 0s
parametros de média, de variancia e de covariancia dos retornos esperados das agoes,

que sao opc¢oes para fazer parte da carteira. Tais parametros sao estimados com base
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em informacoes de séries historicas, levando-se em conta um vetor de médias e uma
matriz de covariancia desses retornos. Dentro da Teoria do Portfélio, ha conceitos
basicos como o de retorno esperado, risco, varidncia, covariancia, diversificacao e
fronteira eficiente. Portanto, faz—se necessério esclarecer alguns desses pressupostos

gerais.

4.1 Topicos de Estatistica

Nessa secao seré abordado os conceitos de estatistica que darao o alicerce para os
calculos que serao utilizados posteriormente no problema de otimizac¢ao de portfélios

e como eles se relacionam na manipulagao dos dados considerados para os ativos.

Meédia de Dados

Considerando que os dados analisados tendem para um valor central de distribuicao,
a média é representada pelo quociente entre a soma de todos os valores de x; de uma
amostra, igualmente provéaveis, pelo nimero N de termos que esta amostra possui.
A média p é

n

D i Ti
=11
=== 4.1

X (11)

Variancia

Variancia é uma medida de dispersao ou variabilidade, ja que mede a diversificacao
das variaveis em torno da média. Ela é representada pela média aritmética dos
quadrados dos desvios em relacao a média. Considerando uma populagao de dados,
definimos a variancia como desvio em relacao a média a diferenca entre cada x; de

uma amostra e a média u. A representacio algébrica da variancia o? é

0_2 — Z?:l(]x\; — M)Q. (42>

Desvio Padrao

O Desvio Padrao é uma medida de dispersao ou variabilidade que, diferente da
variancia, possui unidades lineares em relacao a média. E representado pela raiz

quadrada positiva da variancia. O desvio padrao o da variavel aleatéria x é

Z?ﬂ(%‘ — p)?
o= \/ N . (4.3)
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Covariancia

Em teoria a covariancia é uma medida do grau de interdependéncia numeérica entre
duas variaveis aleatorias.
Sejam duas variaveis aleatorias x; e y;, com valores esperados p; e pj, a medida
da associacao entre elas é o produto destas em torno da média, numa amostra de N
termos. Pode ser representada a covariancia o;; como
E(wi — pa) (Y — 1)
(4.4)

05 = .

N

A covariancia é interpretada da seguinte forma:

1. 0;; > 0: a associagao linear entre as varidveis x e y ¢ positiva, ou seja, se os

valores de z aumentam, os de y também aumentarao.

2. 0;; < 0: a associagao linear entre as varidveis z e y é negativa, ou seja, se os

valores de x aumentam, os de y diminuirao.

Correlacgao

Quando normalizada, a covariancia leva em consideracao a relagao entre os coefici-

entes p;; e calculado como:
(oF¥
py = 2L (45)

003 ’
O grau de associacao entre as variaveis pode ser avaliado por meio do coeficiente
de correlagao ou coeficiente de Pearson. Nesse caso os diagramas de dispersao

podem ser classificados de acordo com o exposto abaixo:

1. pij = +1: considera-se que ¢ uma correlagao linear positiva perfeita, ou seja,

a distribuicao dos dados forma uma reta crescente.

Retorno ativo B

Retorno ativo A

Figura 4.2: Correlacao Positiva Perfeita - p;; = +1 (Fonte: Autor)

2. p;j = —1: considera-se que ¢ uma correlacao linear negativa perfeita, ou seja,

a distribuicao dos dados forma uma reta decrescente.
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Retorno ativo B

Retorno ativo A

Figura 4.3: Correlacdo Negativa Perfeita - p;; = —1 (Fonte: Autor)

3. pij = 0: considera-se que é uma correlagao nula, que nao existe uma correlagao

linear entre as variaveis.

. . .
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m .0 ‘ ¢
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.
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-
-
. ..
.
. A
.

Retorno ativo A

Figura 4.4: Correlagdo Neutra - p;; = 0 (Fonte: Autor)

4. 0 < p;; < 1: considera-se que a correlagao linear é positiva, variando de fraca

(o valor de p;; é proximo a zero), a forte (o valor de p;; é proximo a 1).

Retorno ativo B

Retorno ativo A

Figura 4.5: Correlagao Positiva - 0 < p;; < 1 (Fonte: Autor)

5. —1 < pi; < 0: considera-se que a correlagao linear ¢ negativa, variando de

fraca (o valor de p;; é proximo a zero), a forte (o valor de p;; € proximo a -1).
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Retorno ativo B

Retorno ativo A

Figura 4.6: Correlagdo Negativa - —1 < p;; < 0 (Fonte: Autor)

Diversificagao

O principal efeito da diversificacao é na diminuicao da volatilidade de um investi-
mento por combinar diferentes tipos de ativos, explicado pela covariancia e correla-
cao entre eles, e consequentemente, diminui o risco.

Um ponto importante para a diversificagao é ter o conhecimento e fazer a diferen-
ciagao entre os tipos de risco que existem, esse assunto sera abordado com maiores

detalhes, na sessao [4.2.1, sao divididos entre o risco nao sistematico e o sistematico.

4.2 A Teoria Moderna de Portfélios de Markowitz

Nessa se¢ao sera abordada a teoria moderna de portfélios e o modelo utilizado para
a otimizacgao de portfélios. Esses conceitos serao aprofundados, em relacao a secao

e com uma abordagem da relacao dos ativos com as carteiras.

4.2.1 Calculo da taxa de retorno esperado para uma carteira

Define-se risco, no contexto das finangas, como a incerteza de ganho futuro ou a
probabilidade da ocorréncia de adversidades. O modelo de Markowitz pressupoe
que os investidores sao avessos ao risco; em outras palavras, significa dizer que no
caso de dois ativos que oferecam o mesmo retorno esperado, os investidores vao
demonstrar preferéncia por aquele que apresentar menor risco.

O risco podera ser maior ou menor, resultando em ganho ou perda. Dessa ma-
neira, o tipo de risco ¢ uma categoria importante para que o investidor avalie o
retorno de seu investimento, estabelecendo-se, assim, uma relagao de risco-retorno.
Uma vez que o risco pode estar relacionado com situagoes imprevisiveis, como flu-
tuagoes do mercado, especulacoes, fatores politicos, a garantia da seguranca pode
ser sugerida através da diversificagao, isto é, investir em vérios tipos de ativos vai
permitir diferentes tipos de retorno e diminuir o risco, promovendo maior protecao

ao patrimonio.
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Considera-se os precos dos ativos dentro de uma linha do tempo, definida no

momento da analise:
P ={p1,p2,p3,---,Pn}- (4.6)

O retorno do ativo no momento do tempo t = 2 é dado Ry = ps — p1. Isso quer
dizer que, para saber o retorno do ativo, deve-se considerar o preco do ativo no
primeiro periodo (p;) e o prego no segundo periodo (ps). A diferenca desses valores,
considerando que existiria uma compra e venda nesses periodos, refletiriam com o
retorno da transacgao realizada. Porém, para facilitar os céalculos e a comparacgao
entre os ativos, precisa ser utilizado um retorno percentual como medida, que deve

ser representado como
P2 — D1
P1

Se avaliar apenas o retorno, isso nao seria suficiente para uma anéalise completa

Ry (4.7)

do ativo. Para isso, utiliza-se um conceito chamado retorno esperado, que efetua
analise do retorno no futuro. Isso quer dizer que o retorno esperado utilizara de um
artificio matemaético, chamado esperancga, para calcular uma expectativa do retorno.

Desse modo:

p=E(R;)= ZpiRi- (4.8)

Nesse caso, na equagao , o retorno esperado é o somatorio dos retornos dos
ativo ponderado pelas respectivas probabilidades de ocorréncia.

Ja a taxa esperada de retorno para a carteira de investimentos E(R) com n
ativos é calculada pela média ponderada das taxas de retornos esperados para cada
investimento na carteira, em que os pesos sao as proporcoes do valor total para o

investimento, que é representado por w;, na equagao a seguir:
E(R) =) wiE(R). (4.9)
i=1

Como nao é conhecido os valores dos retornos futuros de um determinado ativo,
entao pode-se utilizar os retornos histéricos para estimar os retornos preparados, e
essa estimativa ¢é realizada através da média aritmética dos retornos historicos do
ativo.

Um outro ponto importante para qualquer investidor é o risco associado ao in-
vestimento em qualquer ativo. Essa métrica esta relacionada ao quanto o valor do
retorno efetivo sera diferente do retorno esperado. O risco de um ativo é definido
como o desvio padrao dos retornos efetivos em relagao ao retorno esperado. Os
riscos podem ser classificados em dois tipos: risco nao sistemético e sistematico.

O risco nao sistematico esta associado a varidncia especifica do ativo medido,

sao riscos que nao dependem diretamente do ativo e nao sera tao relevante para o
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modelo que esta sendo apresentado. Normalmente afeta apenas uma instituicao ou
um setor especifico. Sendo assim, faz com que ele possa ser reduzido através da
diversificagao da carteira de investimentos.

O risco sistematico atinge a economia como um todo ou um determinado mer-
cado. Normalmente é um fato provocado por algum evento no mercado financeiro
que afeta as grandes institui¢oes, e automaticamente acabando se espalhando para

as demais, devido ao fato da ligacao entre elas.

4.2.2 Variancia e desvio padrao para um ativo em uma car-

teira

Considerando o conceito citado na sessao [4.2.1] é utilizada a variancia como método

de calculo, da seguinte maneira:
o = E[(R — pn)?]. (4.10)

A recomendagao para o uso da varidncia como uma medida de risco, leva em
consideracao que os retornos dos ativos sao muito inter-correlacionados e a diver-
sificagdo nao pode eliminar toda a variagao. Considerando uma taxa de retorno
esperada, a variancia do retorno da carteira pode ser reduzida através da diversi-
ficag@o, mas nao ser eliminada. A varidncia pode ser reduzida ainda mais, apenas
diminuindo o valor esperado da taxa de retorno da carteira.

A variancia de um retorno de portfolio pode ser determinada como uma funcao
quadratica dos pesos x; dos ativos. Devemos lembrar que a taxa de retorno R; do
ativo i é uma variavel aleatéria com meédia p;. Denotamos por 0]2- a variancia de
R; e por o;; a variancia entre as taxas de retornos dos ativos i e j, que pode ser

calculada como:

0ij = BE(R; — ) (R; — ). (4.11)

Ao normalizar, a varidncia tem relagdo com os coeficientes de correlagao 4.1 A

taxa de retorno da variancia de R; do portfélio x pode ser demostrada como:

o?(z) = z”: olx? +2 z": z”: TijT%;. (4.12)
i=1

i=1 j=i+1
Uma expressao equivalente pode ser obtida ao denotar a variancia do ativo i
como 0y;:
n n
O'2<£L') = E E OijliXj. (413)
i=1 j=1
No modelo de Markowitz a variancia é minimizada e um limite inferior g é

definido como taxa de retorno esperada da carteira. A forma classica do modelo de
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Markowitz é:
n n

min Z Z 0T, (4.14)

i=1 j=1

> nty = po, (4.15)
=1

d a=1, (4.16)

z>1  j=1,...,n (4.17)

4.2.3 Covariancia e correlagao dos retornos esperados de ati-

VOS em uma carteira

Covariancia e correlagao, considerando um ativo, ja foram abordados nas segoes [4.1]
agora serd demonstrado o comportamento de dois ativos, A e B, dentro de uma
carteira de investimento.

A covariancia das taxas de retorno é definida pelo produto do desvio em relacao
a taxa meédia de retorno de cada um dos ativos (A e B), considerando o mesmo

periodo de tempo.
COVA,B = E[RA — E(RA)][RB — E(RB)] (4.18)

A covariancia das taxas de retorno sera positiva, C'ovg g > 0, quando os sinais
dos desvios das médias de ambos ativos forem iguais, isto é, ambas expectativas
de retorno estao acima ou abaixo da taxa média. Nesse caso, a tendéncia é que os
ativos se comportem da mesma forma considerando o mesmo intervalo de tempo.

A covariancia das taxas de retorno serd negativa, Covs g < 0, quando os sinais
dos desvios das médias de ambos ativos forem diferentes, isto é, enquanto um ativo
tem o retorno esperado acima da média, o outro tem o retorno esperado abaixo da
média. Nesse caso, a tendéncia é que as taxas de retorno movam-se em diregoes
opostas, considerando o mesmo intervalo de tempo.

Devemos observar que o valor numérico da covariancia nao permite maiores es-
pecificidades, uma vez que ela é diretamente afetada pela variagao dos dados. Com
isso, precisa-se utilizar a correlagao, que visa a padronizacao dos desvios das taxas

de retorno em relacao a média, que é definida pelo quociente da covariancia das
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taxas de retorno pelo produto dos seus respectivos desvios padroes. Como
rap=-——". (4.19)

Da mesma forma como exposto na sessao [£.1 na parte referente a correlacao, os
coeficientes podem variar de -1 a 1, ou seja —1 < r4 5 < 1 e seguindo a relagao de

correlagao ja mencionadas na mesma sessao referenciada.

4.2.4 Variancia de uma carteira

Na teoria moderna de Markowitz foi considerado que o investidor sempre tem como
objetivo maximizar a relagao risco-retorno, independente de se investir em um ativo
de maior retorno ou nao. Dessa forma, considerando que uma carteira é composta

pelos ativos A e B, o retorno esperado E(R) para essa carteira é
E(R) = WaFE(R4) + WE(Rp). (4.20)

Considerando W, e W que sao constantes numéricas que representam os per-
centuais investidos em cada um dos ativos A e B, respectivamente, e E(A) e E(B)
variaveis aleatorias que representam as taxas de retorno esperada para os ativos A
e B.

Quando queremos medir o risco de investimento para essa mesma carteira, é

calculada a variancia dos retornos Var(R) da seguinte forma
Var(R) = Var(WaRa + WgRp), (4.21)

onde, R4 e Rp sao variaveis aleatorias e Wy, e Wy sao constantes numéricas. Logo,
com o intuito de calcular a variancia da combinacao linear de duas variaveis aleato-

rias. Nesse caso aplica-se a definigao e as propriedades da variancia [3] 12]:
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Var(R) = Var(WaRa+ WgRp)

B % zn:(WARAz‘ + WpRg,)? — [E(Ra) + E(Rp))?

- % Zil WiR%, + 2WaRAWpRp + WERE,
— E(R4)? — 2E(R4)E(Rp) — E(Rp)*
- DA BB S Wi - g (4
2 S WaAWBl(Ras R — E(RAVE(Rs)
=1
- % ; W2[R%, — E(Ra)? + % ; Wi[Rp: — E(Rp)’]

> ii[(RaiRpi — E(Ra)E(Rp)]

+ 2WWhg .
n
Como,

1 n
Vary = - Z;[RZM — E(Ra)?,

1 n
Varp =~ > [R%; — E(Rp)?

i=1
" Rp, — F E

Gl = EimlUaitns~ EURQE(Fp)]

entao,

Var(R) = Wi0ch + Wios + 2WaWgpCouvy p.

Considerando o efetivo de diversificacao de uma carteira, deve-se considerar o

nivel de correlacao entre os ativos que a compoem. Nesse caso, quanto menor a

covariancia, maior serd a diversificagao, e também menor serd o risco. Fazendo

relagdo com o modelo de correlagio entre ativos de uma carteira, observa-se [£.19}

Covap

rap=Corryp= <= Covgp=Corryp-oa-0p (4.23)

0AOB
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Substituindo Cova p em Var(R), onde:
Var(R) = Wic% +Wgos +2WWg - Corrap-o0a-0p (4.24)

De acordo com a formula[d.24] observa-se que quanto menor a correla¢ao, menor a
variancia da carteira, e com isso, menor o risco. Considerando que —1 < Corry g <
1, ao escolher duas agoes para um portfolio, o risco serd reduzido, desde que a
correlacao entre eles seja menor que 1 e o portfélio terd efeito de diversificacao

méxima se a correlacao entre eles seja igual a —1.

4.3 Fronteira eficiente

A fronteira eficiente é uma maneira de analisar a relagao entre retorno e risco de uma
carteira de investimentos. Ela permite realizar a simulagao de diversas combinagoes
entre os ativos presentes em uma carteira, com o objetivo de descobrir qual a carteira
mais eficiente.

Deve-se levar em consideracao que, com a utilizacao da fronteira eficiente,
verifica-se que ao analisar os ativos em conjunto, sao observados comportamentos
completamente diferentes, ao referenciar sobre risco e retorno, do que ao analisar os
ativos isoladamente.

Por esse motivo, a fronteira eficiente, esta diretamente ligada a diversificagao de
carteira, pois ela sempre considerara um conjunto de ativos para analise, e contribui
bastante para a otimizacao de portfolio.

Considerando uma carteira de investimentos composta por dois ativos A e B, e
a fronteira eficiente seré utilizada, efetuando uma variacao de investimentos entre
os dois ativos, para achar a melhor relacao risco x retorno.

Desse modo, verifica-se na tabela investindo W, no ativo A, representado
pela coluna A, investindo Wp no ativo B, representado pela coluna B e (Wp =
1 —Wj,), com o retorno esperado, representado pela coluna C, que é a multiplicagao
das variancias e os respectivos investimentos de cada ativo, de acordo com a equacao
423

Baseado na tabela acima é gerado o grafico da fronteira eficiente [1.7) a seguir,
onde claramente pode-se analisar alguns pontos importante para a diversificacao de
uma carteira de investimentos.

Observasse que o MVP (Minimum Variance Portfolio), que é o ponto de menor
variancia possivel, e todos os portfolios posteriores sao considerados eficientes, se
encontra no valor de 1, 53%, que representa o investimento de 55% no ativo A e 45%
no ativo B, até o MVP pode-se analisar que existe um alto risco, para um baixo

retorno, o que vai contra a criagdo de uma carteira de investimentos eficiente.
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A

B A A R D o P D

0,00% 100,00% | 1,08% | 0,004228 6,50%
5,00% 95,00% | 1,12% | 0,003913 6,26%
10,00% 90,00% | 1,16% | 0,003628 6,02%
15,00% 85,00% | 1,20% | 0,003372 5,81%
20,00% 80,00% | 1,24% | 0,003145 5,61%
25,00% 75,00% | 1,29% | 0,002948 5,43%
30,00% 70,00% | 1,33% | 0,002780 5.27%
35,00% 65,00% | 1,37% | 0,002641 5,14%
40,00% 60,00% | 1,41% | 0,002532 5,03%
45,00% 55,00% | 1,45% | 0,002452 4,95%
50,00% 50,00% | 1,49% | 0,002401 1,00%
55,00% 45,00% | 1,53% | 0,002380 4,88%
60,00% 40,00% | 1,58% | 0,002388 4,89%
65,00% 35,00% | 1,62% | 0,002425 4,92%
70,00% 30,00% | 1,66% | 0,002492 1,09%
75,00% 25,00% | 1,70% | 0,002588 5,09%
80,00% 20,00% | 1,74% | 0,002714 5,21%
85,00% 15,00% | 1,78% | 0,002869 5,36%
90,00% 10,00% | 1,82% | 0,003053 5,53%
95,00% 5,00% 1.87% | 0,003266 5,72%
100,00% 0,00% 1,91% | 0,003509 5,92%

Tabela 4.1: Tabela Exemplo para demonstrar a utilizacao da fronteira eficiente
(Fonte: Autor)
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Fronteira Eficientes de Markowitz

2,00%

1,80%

1,60%
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1,20%

1,00%
4,00% 4,50% 5,00% 5,50% 6,00% 6,50% 7,00%

Risco

—e&— Fronteira Eficiente de Markowitz
Figura 4.7: Fronteira Eficiente (Fonte: Autor)

Todo portfolio que possui a correlagao, entre seus ativos, diferente de 1 é afe-
tado pelo efeito de diversificagao, demonstrando a relagao entre diversificagao e a
correlacao entre os ativos, considerando a fronteira eficiente. Adicional a isso, a cor-
relacao nao afeta o retorno esperado, mas o risco do portfélio, onde quanto menor
a correlacao, menor o desvio padrao do portfélio.

Para uma carteira de ativos A e B, com o mesmo investimento (peso) em cada
ativo, e com uma variacao da correlacao entre os ativos, pode-se fazer a seguinte

referéncia:

e Corrap = —1 : Gréfico da fronteira eficiente entre os ativos sao duas retas

com intersegao no E(R,ort), risco zero.
e 0 <Corrap <1:Curva a direita do grafico, em relagao a Corryp =0
o —1 < Corrap <0: Curva a esquerda do grafico, em relacao a Corry g =0

o Corryp = 1: Nao ha efeito de diversificagao, pois nao existe para o mesmo
retorno esperado um risco inferior em outro portfolio, fazendo com que o desvio
padrao do potfélio seja linear entre os ativos, e representado por uma reta entre

eles.

Para montar um portfélio eficiente, precisa sempre observar o grafico da fronteira
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Figura 4.8: Grafico de relagao entre correlagao e diversificagao do portfolio entre os
ativos A e B e na fronteira eficiente (Fonte: Reilly et al, p.226, adaptado por [3].

eficiente entre os ativos, pois ele nos direcionaré para o melhor risco x retorno possivel

dentro da nossa analise.

4.4 Restrigoes (constraints)

Durante o processo da otimizagao de portfolio existem algumas maneiras de criar
restricoes para que sejam consideradas para a selecao da carteira. Essas restrigoes
sao divididas em algumas categorias e abaixo segue uma breve explicacao de cada

uma delas e como podem ser implementadas.

Por Peso

Limita a proporc¢ao de recursos que podem ser investidos em cada ativo. Importante
para os casos aonde deseja-se ter mais diversidade no portfélio e menos concentragao

em um unico ativo. Assim,
WL + Weko + ... + wpx, < W,,aT (4.25)
onde
e w; ¢ o peso (propor¢ao do investimento) do ativo no portfolio
e 1; ¢ a quantidade de ativos i que sera comprada (variavel de decisao)
e w,,ax é o limite maximo de peso permitido

67



Nesse caso, essa restricao limita a soma dos pesos dos ativos multiplicados por
suas quantidades a ser menor ou igual ao limite méaximo permitido.

Considerando que w,az = 0,3 (ou seja, 30%), significa que cada ativo nao pode
exceder 30% do valor total do portfolio. Isso forcara o otimizador a encontrar uma
solugao diversificada e equilibrada para o portfélio, em vez de se concentrar em

apenas alguns ativos.

Por Volatilidade

E um medida de risco que se refere a variacdo do retorno de um ativo ou de um
portfolio em relagao a sua média. Essa restri¢ao limita a volatilidade de um portfélio
a um nivel maximo desejado.

Exemplo: considerando que existe o desejo de limitar a volatilidade do seu
portfolio a 15%, deve ser adicionada uma restricao linear que limitaria a volatilidade
do portfolio a nao mais do que 15%.

Onde

Y wlilw[j]eov(i][5] < vol? (4.26)

i=1 j=1

onde
e w - é um vetor de pesos dos ativos no portfélio

cov - matriz de covariancia dos ativos

vol - volatilidade desejada

Essa restricao até garante que o portfolio resultante alcance um nivel de risco
aceitavel, porém pode limitar achar o melhor retorno possivel, pois alguns ativos

mais arriscados podem ser excluidos, devido a restricao da volatilidade.

Linear

Nessa restricao ¢ estabelecida uma relagao linear entre as variaveis do problema, e

essa restrigao deve ser satisfeita para que a solugao seja considerada vidvel.
Exemplo: Considerando que existe uma aplicagao de restricao para dois ativos

A e B, com um orcamento de 10 mil, pode ser expressada essa restricao da seguinte

maneira;:

1000A + 20005 < 10000 (4.27)

onde:

68



A e B - variaveis de decisao, considerando a quantidade de recursos alocados

para cada projeto, que a soma deles, deve ser <= 10 mil. Pode ser resolvida de

maneira eficiente por algoritmos de programacao linear

Outras restrigoes

Restrigoes de alocagao de ativos: Essas restri¢oes limitam a proporcao do
portfolio que pode ser investida em determinados ativos ou classes de ativos.
Por exemplo, um investidor pode querer limitar o investimento em agoes de

uma determinada industria a 10% do portfélio.

Restricoes de orgamento: Essas restri¢coes limitam o valor total do portfélio
que pode ser investido em todos os ativos. Por exemplo, um investidor pode

ter um orgamento limitado de $100.000 para investir.

Restrigoes de liquidez: Essas restri¢oes limitam a capacidade do investidor
de comprar e vender ativos. Por exemplo, um investidor pode querer limitar

as transacoes de compra e venda a um determinado nimero por més.

Restricoes regulatorias: Essas restricoes sao impostas por regulamentacgoes
governamentais ou do setor e podem limitar o tipo de ativos que um investidor
pode possuir. Por exemplo, um fundo de pensao pode estar sujeito a regula-

mentacoes que limitam o investimento em agoes de empresas estrangeiras.

Restrigoes de estilo: Essas restrigoes limitam a exposi¢ao a determinados
estilos de investimento, como agoes de pequena capitalizagao, acoes de valor

ou agoes de crescimento.
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Capitulo 5

Métodos de Otimizacao de Portfélio

Nesse capitulo sera abordado em detalhes o tema de pesquisa mencionado nessa dis-
sertacao, e comparando a otimizacao de portfélio utilizando uma abordagem cléassica
e uma abordagem quéantica.

Considerando a abordagem, com foco na Computagao Quéntica, serao utilizados
alguns conceitos dessa area para realizar um comparativo entre os métodos classicos
conhecidos e alguns métodos quanticos existentes na atualidade, que serd importante
para analisar as diferencas e aplicagoes entre eles.

Também serao analisados os valores de fechamento dos ativos, utilizando manei-
ras variadas de composicao, de acordo com o que foi extraido diretamente dos dados
da B3 (bolsa de valores brasileira), e utilizando as técnicas e formulas ja exploradas,
de acordo com as demonstracoes realizadas nos capitulos anteriores.

Para a realizacao das analises a seguir, utilizaremos conceitos como retorno meé-
dio, risco, varidncia, covariancia, correlacao, fronteira eficiente, que contribuiram
para o levantamento dos ativos existentes, para uma melhor aderéncia, considerando
o mercado, os dados disponiveis e informagoes relevantes.

Para uma melhor utilizagao do conceito, foi necessaria uma anéalise dos ativos e
segmentos, de cada um dos ativos, pois isso esta diretamente ligado a um conceito
jé explorado anteriormente, que é o de variacao de portfolio. Isso é importante pois
ativos do mesmo segmento tendem a ter a mesma variacao de valores, o que pode
comprometer na anélise de dados e também na melhor escolha do nosso portfélio
para investimento.

Outro fator importante, para termos melhor qualidade dos dados, foi desconside-
rar ativos que tivessem uma grande variagao no fechamento do prego, em um curto
espago de tempo, pois essas variagoes causavam um retorno médio negativo, o que
comprometeria os resultados dos graficos relevantes a analise do portfélio.

Na tabela ¢ exibida uma lista detalhada com os ativos, classificados por
segmento, nome da empresa e os codigos de referéncia.

Todos os dados, que constam na tabela, foram retirados do site da B3 [10] e Yahoo
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Finance [42], e extraidos através de uma biblioteca do Python chamada yfinance,
uma ferramenta extremamente importante para a coleta de dados reais da bolsa
de valores, que foram utilizados durante todo o processo de anélise e execucao dos
codigos dessa pesquisa.

Para que pudesse ter uma base de avaliacao dos ativos, foram utilizados alguns
indices de mercado brasileiro, que foram retirados da base do Banco Central, e ser-
viram como balizadores do investimentos que podem ser considerados interessantes
para ter em uma carteira.

Durante esse processo, considerando a computagao quantica, explorando o uso do
QAOA para aplicagao da otimizagao, para gerar um comparativo entre os métodos
e demonstrar a eficiéncia na busca do melhor retorno e menor risco na carteira de

imvestimentos.

5.1 Implementacao do Método

Como ja foi visto anteriormente, a otimizacao de portfélio tem como objetivo forne-
cer maximo retorno, com um minimo de risco nos investimentos selecionados. Esse
tipo de método é recorrentemente utilizado por investidores, pois existe uma busca
incessante por lucro e uma grande aversao ao risco e perdas financeiras.

No trabalho foi realizada a sele¢ao dos ativos conforme a tabela[5.1] Esses ativos
foram divididos em grupos de acordo com sua areas e definidos alguns critérios de
avaliacao de tempo, baseado nas informagoes coletadas dentro do pacote “yfinance”,
que utiliza os dados da bolsa de valores brasileira B3.

Os critérios foram importantes, pois visavam desconsiderar a escolha de ativos
com a mesma area de atuagao, o que geraria uma maior correlacao entre eles, e
também ativos que tiveram uma variacao abrupta dos seus valores de fechamento,
que iria causar uma variancia abrupta que poderia distorcer nos resultados para a
escolha dos ativos para o melhor portfélio.

Para facilitar a visualizacao das tabelas e graficos que serd demonstrado a seguir,
serd realizada uma amostragem dos ativos, baseado nos grupos definidos na tabela.
Entre esses gréaficos, podem ser destacados a variacao dos valores de fechamento
dos ativos, correlacao entre os ativos e a fronteira eficiente, demonstrando a relagao
entre os ativos e outros indices de investimento de mercado.

Também foi utilizada a base do Banco Central do Brasil [I5], que pode ser
instalado através da biblioteca python-bcb, para fazer as comparagoes de retorno
versus risco de outros indices que sao bases para diversos investimentos existentes
no mercado financeiro, como por exemplo Poupanca, CDI, IGP-M e IPCA.

Esses indices foram escolhidos por terem menor risco, ou quase nenhum, pois

alguns deles sdo protegidos pelo Fundo Garantidor de Crédito (FGC) ou sao indices
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EMPRESA SEGMENTO CODIGO COD.PY GP

PETROBRAS Exploragao, Refino e Distribuicao PETR PETR4.SA 1
OSX BRASIL Equipamentos e Servicos OSXB OSXB3.SA 2
VALE Minerais Metalicos VALE VALE3.SA 1
GERDAU Siderurgia GGBR GGBR4.SA 1
MANGELS INDL  Artefatos de Ferro e Aco MGEL MGEL4.SA 2
BRASKEM Petroquimicos BRKM BRKMb5.SA 1
FER HERINGER  Fertilizantes e Defensivos FHER FHER3.SA 4
UNIPAR Quimicos Diversos UNIP UNIP3.SA 3
PORTOBELLO Produtos para Construcao PTBL PTBL3.SA 1
KLABIN S/A Papel e Celulose KLBN KLBN4.SA 1
IRANI Embalagens RANI RANI3.SA 2
ETERNIT Produtos para Construgao ETER ETER3.SA 4
EMBRAER Aeronautico e de Defesa EMBR EMBR3.SA 2
MARCOPOLO Material Rodoviario POMO POMO4.SA 1
SCHULZ Motores, Compressores e Outros ~ SHUL SHUL4.SA 4
KEPLER WEBER Maq. e Equip. Industriais KEPL KEPL3.SA 3
GOL Transporte Aéreo GOLL GOLL4.SA 1
RUMO S.A. Transporte Ferroviério RAIL RAIL3.SA 2
CCR SA Exploracao de Rodovias CCRO CCRO3.SA 3
POMIFRUTAS Agricultura FRTA FRTA3.SA 4
BRF SA Carnes e Derivados BRFS BRFS3.SA 2
AMBEV S/A Cervejas e Refrigerantes ABEV ABEV3.SA 1
CARREFOUR BR Alimentos CRFB CRFB3.SA 2
JHSF PART Incorporacoes JHSF JHSF3.SA 3
VIVARA S.A. Acessorios VIVA VIVA3.SA 1
WHIRLPOOL Eletrodomésticos WHRL WHRL4.SA 4
TIME FOR FUN  Produgao de Eventos e Shows SHOW SHOW3.SA 2
CVC Brasil Viagens e Turismo CVCB CVCB3.SA 1
COGNA ON Servigos Educacionais COGN COGN3.SA 3
LOCALIZA Aluguel de carros RENT RENT3.SA 4
CEA MODAS Tecidos, Vestuario e Calgados CEAB CEAB3.SA 3
MAGAZ LUIZA Eletrodomeésticos MGLU MGLU3.SA 2
AMERICANAS Produtos Diversos AMER AMER3.SA 1
BIOMM Medicamentos e Outros Produtos BIOM BIOM3.SA 4
Servigos Médico -
DASA Hospital, Anéalises e Diagnosticos DASA DASA3.5A 2
POSITIVO TEC Computadores e Equipamentos POSI POSI3.SA 3
TOTVS Programas e Servigos TOTS TOTS3.SA 4
TIM Telecomunicacoes TIMS TIMS3.SA 4
ELETROBRAS Energia Elétrica ELET ELET3.SA 2
CEMIG Energia Elétrica CMIG CMIG3.SA 3
SABESP Agua e Saneamento SBSP SBSP3.SA 4
ITAUSA Bancos ITSA ITSA4SA 3
ITAU UNIBANCO Bancos ITUB ITUB4.SA 2
CIELO Bancos CIEL CIEL3.SA 4
PORTO SEGURO  Seguradoras PSSA PSSA3.SA 3
BR MALLS PAR  Exploracao de Imoéveis BRML BRML3.SA 3

Tabela 5.1: Lista dos ativos selecionados para realizagao das anélises
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bases para esses investimentos. Por exemplo, o CDI é base para CDB, LCA, LCI
e outros investimentos de renda fixa, o IGP-M ¢é indice base para o aluguel, inves-
timento muito utilizado por alguns investidores, e o IPCA é o indice da inflagao,
utilizado para rendas fixas, além de ser o indice que mostra a desvalorizacao da
nossa moeda. Esses indices sao normalmente escolhidos por investidores que tem o
perfil mais conservador.

Para iniciar a avaliacao, precisa ser obtido o valor do retorno para cada um dos
ativos [4.2.1) matriz de covariancia variancia [£.2.4] de acordo com o que sera
apresentado em detalhes para os grupos e ativos selecionados. O vetor de retorno
e a matriz de covariancia sao os dados base para a implementacao do problema
de portfolio, pois através desses dados, podem ser feitas avaliagoes da correlacao e
aplicagao nos ativos.

Baseado nisso, podem ser escolhidos alguns ativos para realizar testes e execugoes
do problema de otimizacao de portfolios. Nesse casos foram selecionados os ativos
dos grupos da tabela [5.1]

Apos a coleta dos dados e implementagao do método, podem ser observadas as
tabelas relacionadas ao grupo 1 (tabelase e relacionadas ao grupo 2 (tabelas
e que demonstram a sele¢ao do portfélio considerando o méaximo retorno,
minimo risco e a referéncia do portfolio, comparado aos indices de mercado. Esses
dados podem ser melhor visualizados e comparados ao avaliarmos os gréficos [5.7]
que sao as fronteiras eficientes dos portfolios selecionados para cada um dos grupos
escolhidos.

Finalmente, os dados foram transportados e as informacoes coletadas para o

método QAOA, e alguns resultados expostos no grafico foram encontrados.

5.2 Experimentos e Resultados

Nessa sessao serao avaliados os dados relativos de dois grupos de ativos. O Grupo 1 é
formado por: CCR SA (CCRO3), CEMIG (CMIG3), ITAUSA (ITSA4), JHSF Part
(JHSF3) e Kepler Weber (KEPL3). O Grupo 2 é formado por: Embraer (EMBR3),
Eternit (ETER3), Gerdau (GGBR4), Itat Unibanco (ITUB4) e Petrobras (PETR4).
Ambos os casos s@o relacionados aos tltimos 7 anos (01/Janeiro/2016 até 31/De-
zembro/2022).

Valores de Fechamento

Os valores de fechamento dos ativos [5.1] sao a base dos calculos para os retornos e
riscos. Esses valores sao gerados sempre ao final de cada pregao da bolsa de valores

da B3 do Brasil. O objetivo de usar esses valores é para considerar os valores que
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nao podem sofrer mais variagoes.

Nesses gréaficos destacam-se alguns itens importantes. No grupo 1, os ativos
JHSF3 e KEPL3 tinham os menores valores no inicio da coleta de dados, mas tiveram
altas significantes entre 2020 e 2023. Ja no grupo 2, o ativo ETERS3 teve uma alta
queda entre 2018 e 2021, mas pode ser observado uma queda de todos os ativos,

entre 2020 e 2021.
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Figura 5.1: (a) Gréafico dos pregos de fechamentos dos ativos em relagao ao periodo
considerado, para o Grupo 1 (esquerda) e Grupo 2 (direita). (b) Grafico dos pregos
de fechamentos dos ativos em relagao ao periodo considerado, com ajuste logarit-
mico, para corrigir as agdes cotadas abaixo de 1, para o Grupo 1 (esquerda) e Grupo
2 (direita). (Fonte: Autor - Dados extraidos da B3, bolsa de valores brasileira)

Retorno Diario

2

Algo importante para ser avaliado é o retorno diario dos ativos que estao sendo
analisados, pois é importante mostrar a variacao dos valores dos célculos de retorno,
de acordo com os valores de fechamento dos ativos ao longo do tempo. Sendo assim,

pode ser visualizado nos graficos [5.2] os itens do nosso estudo.

Retorno Médio e Risco

Considerando os valores de fechamento, pode-se extrair os retornos diarios médios
e riscos de cada ativo, que sdo visualizados na tabela [5.2]

Esses valores serao extremamente importantes para a montagem do nosso port-
folio, considerando que é a base dos calculos da otimizacao e veremos, em detalhes,

posteriormente.
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Figura 5.2: (a) Gréfico dos valores dos retornos diarios dos ativos, baseado nos va-
lores de fechamento em relagao ao periodo considerado, para o Grupo 1 (esquerda)
e Grupo 2 (direita). (b) Grafico dos valores dos retornos diarios dos ativos, baseado
nos valores de fechamento em relagao ao periodo considerado, com ajuste logarit-
mico, para corrigir as agdes cotadas abaixo de 1, para o Grupo 1 (esquerda) e Grupo
2 (direita). (Fonte: Autor - Dados extraidos da B3, bolsa de valores brasileira)

Ativos GP1 ‘ Ret. Médio ‘ Volatilidade ‘ Ativos GP2 ‘ Ret. Médio ‘ Volatilidade ‘
GG NOERY: 0.000676 | 0.411215 IDVISIERYN 0.173947 | 0.480704
EOYIERNVNN 0000825 | 0.454242 IOINDIRRISENE 0328806 | 0.727137
RENTVRTN 0.000377 | 0.306891 REICENRYRYNY 0.184625 | 0.478624
| JHSF3.5A | |
 KEPL3.SA |  PETRA.SA |

JHSF3.5SA  [EOKUNEse) 0.538351 JUNCISYRS N (.043631 0.329341
JDIBRRSYN (.000577 0.104362 0.500566

0.379790 PETRA4.SA

Tabela 5.2: Tabela dos valores de Retorno Médio Anual (Varidncia) dos ativos.
(Fonte: Autor)

Nos graficos podem ser avaliados os valores gerados de retorno médio (va-
ridncia) e Risco (volatilidade) dos ativos, todos baseados em uma média anual, de

acordo com o intervalo ja definido.

Covariancia

Assim como os valores dos retornos médio, a matriz de covariancia é importante
para o céalculo da otimizagao de portfélio.
Ao avaliar esses valores, de acordo com o apresentado no grafico [5.4] baseados

nos célculos e referéncias utilizadas na sessao [4.1]
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Figura 5.3: (a) Grafico dos retornos médios (Variancia), para o Grupo 1 (esquerda)
e Grupo 2 (direita). (b) Grafico dos riscos (volatilidade),para o Grupo 1 (esquerda)
e Grupo 2 (direita). (Fonte: Autor - Dados extraidos da B3, bolsa de valores
brasileira)

Correlacao

Considerando o tempo e valores dos ativos, pode ser criado uma correlagao entre
eles, que é determinante no momento da definicao do investimento no portfélio, pois
a correlagao, como ja explicada na sessao [4.1} pode definir se o investimento seré
realizado em ativos semelhantes ou nao, o que nao causaria um retorno satisfatorio.

No gréafico ¢é visualizada a correlacao entre os ativos escolhidos e a relacao
entre eles, que sera fator determinando para as decisoes e demonstragoes que serao

realizadas a seguir.

Geracgao de Portfélio e Fronteira Eficiente

Como mencionado anteriormente, para efetuar a criagao de um portfélio e fazer
uma analise eficiente dele, é necesséario selecionar os ativos e alguns indices e/ou
investimentos para efeitos comparativos.

Dessa maneira, foi escolhido a Poupanca, IPCA (Indice da Inflacdo), CDI (Indice
para Investimentos de Renda Fixa) e IGP-M (Indice para variacio dos valores de
aluguéis).

Foi criado um portfolio de 50 mil itens, que geraram diversas carteira diferentes,

todas elas atribuindo pesos aleatério para cada um dos ativos selecionados. Esses
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Figura 5.4: (a e b) Grafico da Covariancia entre os ativos. Grupo 1: (a) / Grupo
2:(b) (Fonte: Autor - Dados extraidos da B3, bolsa de valores brasileira)

Matriz Correlagdo entre os ativos Matriz Correlagao entre os ativos

CCRO3.SA EMBR3.SA

_08 -0.8
CMIG3.5A ) 1 055 037 0.2 ETER3.SA . 0.21
07 0.7
msas.sa [GY 055 041 022 0.6 GGBR4.SA
0.5
JHsF3.sA [OY 037 041 1 0.23 ITUB4.5A
0.4

KEPL3.5A 0.2 022 023 03 PETR4.SA
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Figura 5.5: (a e b) Gréfico da Correlagdo entre os ativos. Grupo 1: (a) / Grupo
2:(b) (Fonte: Autor - Dados extraidos da B3, bolsa de valores brasileira)

pesos sao relacionados para conter um investimento total do or¢amento definido pelo
investidor.

Baseado nessas carteiras efetuou-se a selecao do portfélio com maior retorno
e o portfélio com o menor risco, e comparacoes de cada um dos indices, sempre
considerando o acumulado dos tltimos 12 meses de cada um, esse indices foram
classificados da seguinte maneira: Poupanga (8,69%), CDI (13,73%), IPCA (4,78%)
e IGP-M (-7,03%), com referéncia de Setembro/2022 até Setembro/2023, de acordo
com o (5.0

Pode ser observado nas tabelas e que ao efetuar os calculos e a referéncias
com outros indices, a Poupanca, CDI e IPCA selecionaram o mesmo portfélio, e eles
ficam no meio do caminho entre o Retorno méximo e o risco minimo, mostrando
assim as caracteristicas de investimentos mais conservadores, entao a distribui¢ao nos
ativos tentou equilibrar melhor a perda. Em contrapartida, no Retorno (Méax), houve
uma distribuicao maior para o ativo que historicamente mostrou melhor desempenho
de lucratividade, e no Risco (Min) o ativo que se mostrou mais constante nos seus

aumentos e quedas de valores de fechamento.
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Figura 5.6: Grafico de varia¢do dos indices de mercado (Poupanga, CDI, IPCA e
IGP-M) (Fonte: Base do Banco Central)

Grupo 1 ‘ Portfolio etornc isc ‘ Desvio Padrao
Retorno(Méx) | 0,878109
Risco(Min) ‘ 39179 | 0,146525 | 0,260943 0,56152
Poupanca(8,31%) ‘ 35268 0,367858 | 0,354785 1,03685
CDI(13,4 ‘ 35268 | 0,367858 | 0,354785 1,03685
)
|

0,423673 | 0,482483

IPC‘A(l0,0 35268 | 0,367858 | 0,354785 1,03685
13253 | 0,332767 | 0,319842 1,040412

IGP-M(-6

Tabela 5.3: Tabela dos valores dos portfélios selecionados, relacionados ao Retorno,
Risco e Desvio Padrao - Grupo 1. (Fonte: Autor)

Observa-se nas tabelas e que ao realizar os calculos e a referéncias com
outros indices, o CDI selecionou o mesmo portfolio com retorno méximo, pois esse
se mostrou um bom portf6lio para retorno. Ao avaliar o Risco (Min) existe uma
melhor distribuicao dos valores dos ativos, sempre visando a melhor lucratividade.
Um fato importante é que em todos os portfolios, a PETR4 tem uma baixa indicagao
de investimento, isso é baseado na grande variacao de retornos diarios desse ativo,
o que demonstra instabilidade ao avaliar os dados.

Sendo assim, ao considerar os portfélios selecionados, forma-se o que pode ser
chamado de fronteira eficiente que foi representada na linha tracejada no grafico
5.7], identificando a posigao de cada um dos portfélios ao visualizar todos os portfélios

gerados.
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Grupo 1

Retorno (Max)
Risco (Min)
Poupanca (8,69%)
CDI (13,73%)
IPCA (4,78%)
IGP-M (-7,03%)

CCRO3.SA | CMIG3.SA

ITSA4.SA | JHSF3.SA KEPL3.SA

7.13% 4,27% 85,46% 2,65%
5,92% 51,76% 0,75% 33,43%
15,02% 0,19% 48,72% 35,01%
15,02% 0,19% 48,72% 35,01%
15,02% 0,19% 48,72% 35,91%
27,23% 1,60% 30,63% 40,40%

Tabela 5.4: Tabela dos valores dos portfélios selecionados, demonstrando os percen-
tuais de aplicagao para cada um dos ativos - Grupo 1. (Fonte: Autor)

Grupo 2

Retorno(Méx)

Risco(Min)

Poupanca(8,31%)
CDI(13,42%)

IPCA(10,06%)
IGP-M(-6,86%)

Portfolio

Retorno

Risco

Desvio Padrao

0,299481 | 0,622014 0,48147
3914 0,102912 | 0,301437 0,341405
13481 | 0,254428 | 0,452017 0,562873
13767 | 0,299481 | 0,622014 0,48147
36494 | 0,242877 | 0,421242 0,576574
9185 0,220123 | 0,380052 0,579191

Tabela 5.5: Tabela dos valores dos portfélios selecionados, relacionados ao Retorno,
Risco e Desvio Padrao - Grupo 2. (Fonte: Autor)

Retorno(Méax)

Risco(Min)

Poupanca(8,69%)

CDI(13,73%)

TPCA (4,78%)

Grupo 2 EMBR3.SA  ETER3.SA GGBR4.SA ITUB.SA PETRA4.SA
2,711% 82,60% 10,06% 0,59% 4,04%
16,38% 6,63% 12,53% 63,58% 0,87%
23,40% 50,21% 25,34% 0,67% 0,38%
2,71% 82,60% 10,06% 0,59% 4,04%
24,15% 41,48% 34,19% 0,05% 0,14%
35,75% 27,38% 35,43% 1,30% 0,15%

IGP-M(-7,03%)

Tabela 5.6: Tabela dos valores dos portfélios selecionados, demonstrando os percen-
tuais de aplica¢ao para cada um dos ativos - Grupo 2. (Fonte: Autor)
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Figura 5.7: (a e b) Grafico da Fronteira Eficiente dos portfélios selecionados. Grupo
1: (a) / Grupo 2:(b) (Fonte: Autor - Dados extraidos da B3, bolsa de valores
brasileira)

Aplicagao do Método QAOA

Considerando os resultados demonstrados nos gréaficos e figuras acima, foi realizado
o procedimento de execugao da otimizagao de portfélio utilizando a computagao
quéantica, através de codificacao do qiskit, e com o método QAOA.

Durante esse procedimento, avaliou-se a eficiéncia do algoritmo, a analise dos
dados e o retorno dos ativos selecionados, de acordo com alguns critérios que foram
adotados durante o processo.

Como ja mencionado anteriormente, para qualquer investimento, sempre deve ser
considerado o apetite do investidor para risco, o orcamento disponivel para aplicagao
e um fator de penalidade baseado na lista de ativos.

No nosso modelo, alguns critério foram utilizados, entre eles fator ¢ = 0.5 como
apetite de risco, pois ao aumentar o valor de ¢ serd possivel avaliar um retorno
maior, mas exige maiores riscos, a penalidade que foi o niimero de ativos existentes
na avaliacao do portfélio e o orgamento a metade da quantidade total de ativos mais
um, para melhor divisao dos percentuais de investimento.

Todas as execugoes foram realizadas, utilizando o qiskit, no simulador quantico
da IBM (ibmq_qgasm _simulator), com 3 camadas, utilizando o otimizador classico
COBYLA e o méximo de iteragoes de 250, que é o numero maximo de tentativas
que o método executa, até que ele entenda que encontrou uma solugao 6tima.

Ao avaliar a execucao do Grupo 1, foi obtida como solucao 6tima o vetor
[0.1.0.1.1.], com custo de —1.0230, que pode ser observado no grafico 5.8, para
demonstrar a variagao das probabilidades de cada um dos grupos.

Ao executar o procedimento para o Grupo 2, foi obtida solucao 6tima o vetor
[1.1.1.0.0.], com custo de —0.6896, marcado com a cor verde na tabela[5.7] Pode ser
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observado que o solver penaliza as carteiras que nao atendem o orcamento definido
no algoritmo, por exemplo para os casos marcados em vermelho na tabela.

Nos casos que existe uma quantidade bem acima ou abaixo da quantidade defi-
nida de ativos a ser selecionados, tem uma probabilidade bem baixa de selecao, pois
o solver automaticamente penaliza essas carteiras, para que elas nao sejam conside-
radas como um portfélio selecionavel, ja que nao atendem o orgamento definido no

inicio do algoritmo. Esses exemplos foram marcados em vermelho na tabela [5.7

== Grupo 1

I’ GGBR4, ITUB4, PETR4 = Grupo 2
0.100
1 JHSF3, CMIG e ITSA4

0.075

Valores

0.000

0.050
0.025 ‘
II LI | I 1 I sl I I
g g
8 g

Figura 5.8: Grafico com o comparativo das probabilidades entre os Grupos 1 e 2 na
execucao do QAOA (Fonte: Autor)

Ao comparar os ativos selecionados, considerando os dois métodos, pode ser
observado que na otimizacgao de portfélio, sem a utilizacao do método QAOA, os
ativos selecionados seriam no Grupo 1 (ITSA4, JHSF3 e KEPL3), para o Grupo 2
(EMBR3, GGBR4 e ITUB4), e ao incluirmos o método QAOA, a selegao dos ativos
para o Grupo 1 (JHSF3, CMIG e ITSA4) e Grupo 2 (GGBR4, ITUB4 e PETRA4).

Esse comportamento pode ser decorrente da quantidade de camadas e tentativas
executadas do método, até que ele pudesse encontrar a solucao 6étimo para a escolha
dos ativos.

Considerando a quantidade de ativos, valor que influencia diretamente na quan-
tidade de qubits utilizada no circuito, o aumento da quantidade de camadas nao
afetou o resultado obtido da solucao 6tima e probabilidades da escolha dos ativos.

Para os 5 ativos selecionados, o tempo de execucao, considerando o simulador
quantico da IBM, foi em média de 2 a 5 minutos. Alguns testes foram realizados em
outros backends e foi observado um aumento consideravel no tempo de execugao,

mas sem alteragoes relevantes de resultados dos ativos selecionados.
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140 al0o ODAD aade 150 al0o ODAD adade
0101 1] |-0.5071 0.1025 [11100] | -0.6896 0.1123
[11100]|-0.3308 0.0898 [11001]-0.6093 0.1045
[10101]-0.3286 0.0674 [01101]-0.6146 0.0938
[10011]]-07233 0.0674 [01110]-0.5545 0.0859
[11010]-0.7255 0.0664 [10101]-0.4655 0.0781
[00111]-0.8046 0.0615 [10110]-0.4053 0.0752
[01101]-0.6284 0.0615 [11010]|-0.5490 0.0723
[11001][-0.5470 0.0557 [01011]-0.4741 0.0684
[01110]|-0.8069 0.0479 [00111]-0.3303 0.0518
[10110]|-1.0230 0.0400 [10011]-0.3249 0.0664
[10111]]-0.7874 0.0371
[11101]]-06112 0.0322 000 11] | -0.1469 0.0205
[10100]|-0.0482 0.0303 [01000] [-0.3277 0.0166
[00101][-0.3454 0.0254 [00100]|-0.1842 0.0146
[11000]|-0.2666 0.0234
[01111]]-1.0872 0.0225 [10010][-0.2217 0.0107
[11110]]-0.7895 0.0215 [00101]-0.2875 0.0107
[10001]|-0.2642 0.0195 [10000]|-0.1785 0.0088
[00110]|-0.5242 0.0195 [10001]|-0.2821 0.0088
[11011]]-1.0057 0.0176 [00110]-0.2273 0.0088
0100 1] [-0.5639 0.0127 [00001] [-0.1039 0.0078
[01100][-0.3479 0.0127 [10111]-0.5080 0.0068
[10010]]|-0.4429 0.0117 [10100][-0.3624 0.0068

[11011]]-06510 0.0068
01010] |-0.7426 0.0098 [01111]]-06572 0.0059

[00010][-0.0434 0.0059
0001 1] |-0.7402 0.0088 [11101]-0.7923 0.0049
[00100] |-0.0648 0.0039 [11000] [-0.5060 0.0029
[00010] |-0.4596 0.0029 [01010][-0.3710 0.0020
[10000] | 0.0164 0.0029 [01001]|-0.4313 0.0020
[01000] [-0.2834 0.0020 [01100]|-05116 0.0020
[00001] [-0.2807 0.0020 [T1110]-0.7323 0.0010

Tabela 5.7: Tabela das probabilidades da execucao do QAOA para o portfolio do
Grupo 1 e 2. A coluna vetor representa todas as combinagoes existentes de qu-
bits.(Fonte: Autor)
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Capitulo 6
Conclusoes

O objetivo desta dissertacao foi explicar a aplicabilidade da computagao quantica
no problema de otimizacdo de portfélios utilizando o método QAOA (Quantum
Approximate Optimization Algorithm). O problema de otimizagao de portfolios
considera a diversificacao de uma carteira de investimentos visando alcangar o menor
risco e maior retorno no investimento desses ativos.

Toda a dissertagao foi construida de maneira a criar uma base de entendimento
do mundo de investimentos, a computacao quantica, e o método QAOA para que
estivessem bem explicados, e que pudesse mostrar a relacao entre cada um des-
ses temas e como podem influenciar como um método de implementacao para os
investidores e pesquisadores da &rea.

Foi abordada a relacao entre o investimento em renda variavel (agoes) e renda
fixa (poupanga, CDB, etc), e como a diversifica¢do dos investimentos deve ser con-
siderada, no momento que ¢é feita uma analise de onde deve ser colocado o capital a
ser investido.

Durante toda essa pesquisa foi demonstrado o potencial do uso desse algoritmo
na computacao quantica, e como ela podera auxiliar na evolucao das pesquisas de
otimizacao de portfolios, agregando o uso do método de algoritmos hibridos, como
o QAOA, utilizado como método da pesquisa.

Foi observado que os métodos fizeram uma escolha diferente entre os ativos es-
colhidos nos grupos, o que tem referéncia direta com o processo implementado e a
maneira como cada um dos métodos considera os dados abordados pelos algoritmos.

Com a crescente curiosidade e o interesse de investidores no mercado de agoes,
e também pessoas que nao tenham tanta familiaridade com os termos e o mercado
financeiro, a pesquisa pode auxiliar nesse estudo e como o método pode ser mais
uma ferramenta para auxiliar na identificacao dos melhores portfélios, trazendo mais
um ponto de seguranca, na analise dos investidores atuais.

Deve ser observado que, considerando a bolsa brasileira, a variacao de precos

de fechamento das agoes das empresas brasileiras sofrem diversas interferéncias ex-
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ternas, que nao estao somente ligadas a questao de mercado, mas também outras
questoes, entre elas politicas, especulativas e declaragoes de mercado que nao neces-
sariamente tem influéncias diretas nos ativos. Sendo assim, essa ferramenta é um
importante item a ser avaliado, porém pensando no capital que serd investido e o
investimento que sera realizado, uma série de outras avaliagoes externas devem ser
consideradas.

Estudos futuros poderao abordar o método na execucao em computadores quén-
ticos reais, com uma maior quantidade de qubits, criando carteira de investimentos
ainda maiores e variando a quantidade de dados a ser considerados para os calculos
de retorno e risco. Assim como a utilizacao de outros tipos de restrigoes, também
abordadas nessa dissertacao, com o objetivo de avaliar outras visoes para os dados
considerados para o portfolio.

Outro importante estudo futuro pode ser considerar implementar o método para
a bolsa estrangeira, por exemplo americana, pois diferente do comentado acima para
a bolsa brasileira, ela possui uma variacao menor de precos e menor interferéncia
externa nos valores de mercado das empresas, o que contribui na implementagao do

método.
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