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Resumo da Tese apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessarios para
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RELAXACOES CONVEXAS E DESIGUALDADES VALIDAS PARA O
PROBLEMA DA MOCHILA QUADRATICO BINARIO

Daniela Cristina Lubke de Mello

Marco/2019

Orientador: Marcia Helena Costa Fampa

Programa: Engenharia de Sistemas e Computagao

Consideramos a relaxacdo de programagdo quadratica paramétrica convexa, con-
vex quadratic programming, CQP, para o problema da mochila quadratico, quadratic
knapsack problem, QKP. Nesta relaxacdo mantém-se informacdes quadraticas parci-
ais da funcdo objetivo original do QKP, perturbando a fung@o objetivo para obter-se
um termo quadrético concavo. A parte ndo cOncava, gerada pela perturbacdo, é line-
arizada utilizando um procedimento padrdao no qual o problema é reescrito no espago
matricial. Apresentamos um método de pontos interiores primal-dual para otimizar a
perturbacdo da fungdo quadritica, em busca de limites superiores mais apertados para
o QKP. Provamos que o mesmo procedimento que perturba a fungdo objetivo, quando
aplicado no contexto de relaxacdes de programac¢do semidefinida, semidefinite program-
ming, SDP, para o QKP, ndo pode melhorar o limite superior dado pela relaxacao li-
near SDP correspondente. O resultado também pode ser aplicado para os problemas mais
gerais de programacgdo quadratica inteira. Finalmente, propomos novas desigualdades
validas para as varidveis matriciais derivadas das desigualdades de cobertura e das desi-
gualdades de mochila, para 0 QKP, e apresentamos problemas de separagdo para gerar
cortes para a solu¢do corrente da relaxacdo CQP . Nossos melhores limites sdo obtidos ao
alternarmos entre a otimizacao da relaxacdo quadrética paramétrica e a adicdo de planos

de cortes gerados pelas desigualdades propostas.
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We consider a parametric convex quadratic programming, CQP, relaxation for the
quadratic knapsack problem, QKP. This relaxation maintains partial quadratic infor-
mation from the original QKP by perturbing the objective function to obtain a concave
quadratic term. The nonconcave part generated by the perturbation is then linearized by
a standard approach that lifts the problem to the matrix space. We present a primal-dual
interior point method to optimize the perturbation of the quadratic function, in a search
for the tightest upper bound for the QKP. We prove that the same perturbation approach,
when applied in the context of semidefinite programming, SDP, relaxations of the QKP,
cannot improve the upper bound given by the corresponding linear SDP relaxation. The
result also applies to more general integer quadratic problems. Finally, we propose new
valid inequalities on the lifted matrix variable, derived from cover and knapsack inequal-
ities for the QKP, and present the separation problems to generate cuts for the current
solution of the CQP relaxation. Our best bounds are obtained from alternating between
optimizing the parametric quadratic relaxation over the perturbation and adding cutting

planes generated by the valid inequalities proposed.
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Capitulo 1

Introducao

Este trabalho tem como objetivo encontrar limites superiores para o problema da mo-
chila quadrética 0-1. Este problema é conhecido na literatura como Quadratic Knapsack
Problem QKP .

O problema da mochila quadratica € uma generaliza¢do do problema da mochila 0-1,
Knapsack Problem KP . No problema linear, dada uma mochila com capacidade maxima
¢ eum conjunto de n itens, de forma que cada item ¢ possui um peso w; € um beneficio
¢, todo os valores w;, g; € c sdo inteiros. A questio central do problema € selecionar os
itens de forma a maximizar os beneficios sem que a capacidade seja excedida. O KP pode
ser resolvido em tempo pseudo-polinomial usando programacao dindmica.

O problema da mochila € classificado na literatura como NP-Hard através da reducao

pelo problema de clique [[1]].

1.1 Problema da mochila quadratica 0-1 QKP

Seja ¢ a capacidade da mochilae N = {1,...,n} um conjunto de itens candidatos
a entrar na mochila. Cada item j possui um peso positivo w;. Seja ) = {¢;} uma
matriz n X n inteira com todos os elementos ndo negativos, onde cada ¢;; € o beneficio
alcangado se o item j for selecionado e 2¢;; corresponde ao beneficio alcangado se ¢ e
j sdo selecionados. O problema consiste em selecionar um subconjunto N’ de N que
forneca o maximo beneficio sem que a capacidade da mochila seja excedida. O problema

pode ser modelado como:

(QKP) maximize ) > q;;x;z;
i€N jeN

sujeito a: Y wjz; < ¢,
JEN
z; € {0,1}, Jj € N.
O problema da mochila quadratica aparece em uma ampla variedade de campos como

biologia, logistica, financgas, telecomunicagdes e teoria de grafos, e tem recebido muita

1



atencdo nas dltimas décadas. Uma aplicacio do QKP na drea de telecomunicacdes €
descrita por Witzgall [2]. O problema consiste em selecionar um nimero de locais para
estacdes de satélite de modo que o trafego global entre estas estacdes seja maximizado e
um or¢amento maximo seja respeitado. Aplicacdes similares surgem ao considerar-se a
localizag@o de aeroportos, estacdes ferrovidrias ou terminais de movimentacao de carga
(3.

Propomos nesta tese a construcdo de uma relaxa¢do de programacio quadratica pa-
ramétrica convexa, parametric convex quadratic programming, CQP , para encontrar li-
mites superiores para o problema da mochila quadratica. Nesta relaxacio mantém-se
informacdes quadréticas parciais da fungao objetivo original do QKP, perturbando a
fun¢do objetivo para obter-se um termo quadritico concavo. Finalmente, a parte nio
concava, gerada pela perturbacao, € linearizada utilizando um procedimento padrao que
redefine o problema para o espaco matricial.

Para otimizar a perturbacdo da fun¢do quadratica apresentaremos um método de pon-
tos interiores primal-dual, primal-dual interior point method IPM , que a cada iteracao
busca melhorar o limite superior encontrado para a relaxacdo do QKP . Apresentamos,
também, novas desigualdades validas, que sdo derivadas das desigualdades de cobertura.
Estas desigualdades podem ser aplicadas a outras relaxagdes de problemas quadraticos

binarios.

1.2 Sequéncia da Apresentacao

Este trabalho esta organizado em 6 capitulos. O Capitulo [2] apresenta a revisao bi-
bliogréfica sobre as relaxacdes do problema da mochila quadratica 0-1 e as defini¢des
para as conhecidas desigualdades de cobertura. O Capitulo [3| apresenta a metodologia
proposta para obtencdo de limites superiores, as definicdes e as propriedades das novas
desigualdades que foram inspiradas nas desigualdades de cobertura. No Capitulo 4] apre-
sentamos uma outra estrutura para encontrar limites superiores para o QKP utilizando
desigualdades vdlidas e programacao disjuntiva. O Capitulo[5]apresenta os experimentos
computacionais desenvolvidos e seus respectivos resultados. Finalmente, o Capitulo [

apresenta as conclusoes e sugestdes para trabalhos futuros.



Capitulo 2
Revisao Bibliografica

O problema da mochila quadratica 0-1, originalmente apresentado por Gallo et al.
[1], € um problema de complexidade ndo polinomial, conforme provado em [1] através
da reducdo pelo problema da clique que € NP-Hard.

O QKP, apesar de apresentar uma formulagdo simples, é dificil de ser resolvido, por
este fato, nas ultimas décadas diversos trabalhos t€ém proposto algoritmos branch-and-
bound para o QKP. A principal diferenga entre eles € o método utilizado para obter
limites superiores para os subproblemas [4-9].

Neste capitulo, apresentaremos algumas das principais relaxagdes propostas para o
QKP. Recomendamos as referéncias [4-8, [10], para uma leitura mais completa sobre as

diferentes metodologias utilizadas para a obten¢do de limites superiores para o problema.

2.1 Limitantes Superiores

Nesta se¢do, apresentamos algumas técnicas utilizadas para encontrar limites superi-

ores para o QKP.

2.1.1 Planos superiores

Os primeiros limites para o QKP foram apresentados por Gallo et al. [1]]. O problema
original € relaxado utilizando planos superiores.

Seja g uma funcdo linear tal que:

g(x) > Z Z ¢ijr;x; paraqualquer x vidvel.
iEN jEN



Os planos superiores sdao da seguinte forma:

§ :ijj

JEN

Assim o QKP pode ser relaxado como:

maximize g¢(z)= ) m;x;
JEN
sujeitoa:  » wyz; < ¢,
JEN
z; € {0, 1}, Jj € N.
E importante observar que com esta relaxacio linear, 0 QKP tornou-se um problema
da mochila linear KP. Em [1]] os autores apresentam quatro diferentes formas para deter-

minar ;.

2.1.2 Relaxacao Lagrangeana

Chaillou, Hansen e Mahieu [4]] utilizaram uma relaxacao lagrangeana do QKP e ob-

tiveram o seguinte problema lagrangeano:

maximize Y Y ¢;zix; — A Y wijr; —c)
ieN jEN JEN

sujeitoa:  x; € {0,1}, j € N.

O problema relaxado pode ser reformulado como um problema de programacao
quadrdtica 0-1, 0-1 quadratic programming problem ()P, ao definirmos ¢;; = ¢;j se i # j
eqzj :ql-j—)\wj sei:j.

Entéo:

maximize Y Y ¢;T;x; + A
iEN jEN
sujeitoa:  x; € {0,1}, j € N.
Picard e Ratliff [11] mostraram que este problema pode ser resolvido em tempo poli-

nomial se a matriz {¢;; } ndo tiver elementos negativos na diagonal principal.

2.1.3 Linearizacao do termo quadratico

Para encontrar limites superiores para o QKP Billionnet e Calmels [5] linearizaram o
termo quadratico e resolveram o problema linear relaxado.

Utilizaram para isso as varidveis y;; para substituir o produto z;x;, ¢ < j. Temos que
y;; = lseesomentese r; = lex; = 1.

Podemos formular essa equivaléncia pelas restri¢oes:



Vi STy Yig Sy, Tt xp <14y

O problema reformulado através da linearizacao do termo quadratico € dado por:

maximize > 2qiyi5+ Y g5
i,jEN i< JEN

sujeito a:  y_ wjz; < c.
jEN
Yij <, 1,7 €Ni<]j
vij <xj, 1, €N, 1<}
rita; <l+y; 1,jEN,i<]
zj, yi; €{0,1} i,jeN,i<j

2.1.4 Relaxacao Lagrangeana e Reformulacao

Caprara, Pisinger, Toth [6] também utilizaram o conceito de planos superiores para
encontrar limites superiores para o QKP . Para isto utilizaram a seguinte formulagdo para

o problema:

maximize Y > qi¥i; + D ¢T;
JEN ieN\{j} JEN

sujeitoa: Yy wjz; < c.
JEN
OSyUSIJSL ’l,jEN,j?éZ
Yij = Yji» ,J €EN,i <]

EZN’LUZyU S (C — U}j)l‘j, j € N

:Bja yij € {071} Z?] € N7Z 7&]
Caprara et al. [6] reformulam o problema e utilizam o melhor limite superior encon-
trado no né raiz ao longo do algoritmo de branch-and-bound. Este limite domina todos

os limites de Gallo, Hammer e Simeone [1]].

2.1.5 Decomposicao Lagrangeana

A decomposicdo lagrangeana € um tipo particular de relaxacdo lagrangeana, obtida
ao duplicar-se as varidveis do QKP . Michelon e Veilleux [12] utilizaram decomposi¢ao
lagrangeana mostrando que os limitantes sdo melhores que os encontrados ao utilizar-
se relaxacdo lagrangeana. Para isto utilizaram varidveis auxiliares que estdo ligadas as
varidveis originais do problema. Ao relaxar as restricoes de igualdade, € possivel dividir o
problema em uma série de subproblemas. Podemos escrever o problema de decomposicao

Lagrangeana da seguinte forma:



maximize Y Y ¢;;Ti%;
i€N jeN

sujeitoa: Y w;y; < ¢,
jEN
T; =Y j & N,
zj,y; € {0,1}, j €N,

Associando multiplicadores de Lagrange a restricdo z; = y; temos:

maximize Y > Qi TiTj — > Aj(z; — yj)
iEN jEN JEN

sujeito a: > wyy; < ¢,
JEN

Este problema ¢ decomposto em dois subproblemas:

e Problema quadritico (QP)

(QP) maximize ) ). %z,

iEN jEN
sujeitoa:  x; € {0,1}, j € N.

e Problema da mochila (KP)

(KP) maximize Y \;y;
ieN
sujeitoa: Yy w;y; < ¢,
JEN
y; €4{0,1}, j € N.
Os limites superiores e inferiores obtidos pela decomposi¢do lagrangeana sao mais
apertados, isto permite fixar mais varidveis e reduzir o nimero de nds durante o algo-

ritmo de Branch-and-Bound. Assim Michelon e Veilleux [12] mostram que para o QKP a

decomposicao lagrangeana € mais eficiente que a relaxagdo lagrangeana.

2.1.6 Programacao Semidefinida

Helmberg, Rendl e Weismantel [8, [10] propuseram limites superiores para o QKP
baseados em programacao semidefinida. Estes limites sdo validos para uma versao mais
geral do problema em que a matriz () pode conter elementos negativos.

Antes de apresentar a reformulagdo do problema utilizando programagdo semidefinida
introduzimos algumas notagdes e definicdes com o objetivo de relembrar alguns conceitos
de 4lgebra linear e auxiliar na leitura deste texto.

Dadas duas matrizes reais W,,»,, € Y, xn, 0 produto interno entre W e Y € definido

Ccomo:



(W.Y) = wago(W'Y) =3 % WYy
i=1 j=1
Neste texto denotamos por diag(W) o vetor que contém os elementos da diagonal da

matriz W.

Defini¢do 2.1.1. Seja A, ., uma matriz simétrica. Se x'Ax > 0 Vz entdo dizemos

que A ¢ semidefinida positiva, em simbolos A = 0.

Seja A € S", entdo svec(A) é um vetor definido como :

. T n(n+1)/2
svec(A) 1= (ai1, ..., Qn1, A2, - -+, Ana, -« Upy)T € RMFD/Z,

O operador sMat € o inverso de svec, assim sMat(svec(A4)) = A.

h

Denotamos por Apyin(A), o menor autovalor de A e \;(A) é o i maior autovalor de

A.

Definicao 2.1.2. Seja M uma matriz em blocos definida como:

[V B 2.1)
"\ R 8 ) '

O complemento de Schurde M é S — RP~'L. A matriz M é semidefinida positiva
se e somente se S — RP™'L > 0.

A fungdo objetivo do problema quadratico da mochila pode ser reformulada como:

Z Z QijTiTj = " Qu = (@, X),

ieN jEN
onde X := xz’, ouseja, X € a matriz com elementos Xi; = x;x;. Desta forma o

problema QKP pode ser reescrito:

maximize (@, X)

sujeitoa:  » w;z; < ¢,
jen (2.2)
X = xa”

z; €{0,1}, jeN.

E importante observar que na reformulagio do QKP existem dois tipos de ndo
convexidade: x; € {0,1} e X = zz”. Desta forma, para encontrar limites superio-
res para o QKP ¢é importante relaxar as duas restricdes. A restricdo de integralidade (a
primeira) pode ser relaxada como z; € [0, 1].

T

Para relaxar a restricdo X = zz* existem duas opgdes propostas na literatura:



e Primeira op¢ao:

Substituir X = zz” por X — zxl > 0, ou de forma equivalente utilizando o

complemento de Schur.

- 1 27
X —zx =0 <— = 0. (2.3)

e Segunda opg¢ao:

Substituir X = zz! por inequagdes lineares utilizando a Técnica de Reformulagio

Linear, Reformulation Linearization Technique (RLT). Para isto devemos ainda

substituir cada termo ndo linear, z;x;, por uma nova varidvel X;;.

Considerando entdo que para cada par z; e z; onde 4,j € {1,...,n}. Temos
Para z; Para x;
1—1'120 <—(Xl’]) 1—1}]20 F(Xl’l)

XTj — Ty ZO

Temos também:

1—xj—xi+mixj20
~—~

1—I]—l’1+ XUZO %(X—l)

U

ZL’ZZO,!T]ZO@ZL‘ZZL‘]ZO

J
X; >0

Assim deduzimos as desigualdades RLT:

Xij < @y,
Xij < wy,
r; + x5 < 1+ Xy,
Xi; > 0.

(2.4)

As desigualdades RLT foram utilizadas por Billionnet e Calmels [S]] e por Caprara,



Pisinger e Toth [6]. Elas sdo conhecidas na literatura com desigualdades de McCormick
[L3]].
Para cada varidvel z; i € {1,...,n} consideramos também o limite da restricdo

x; > 0 e arestricdo de capacidade
Z wjix; < ¢,
JEN

Multiplicando ambos os lados por z;:

dYwiz; <c — (xzy)
iEN

Z_GZN w; x;x; < ey (2.5)

> w; Xij < e
€N

Considerando que todas as varidveis do problema sao bindrias, temos
Xii =X = T Vi € {1, oo ,TL}

que pode ser reescrito como:

diag(X) = z.

Consequentemente temos que

Xi <1 (2.6)

Aplicando o complemento de Schur a matriz

1 27 T

0 <— X —zxz' = 0. 2.7
r X

Finalmente, substituindo z = diag(X) na equagdo[2.7]

1 diag(X)T

, 2(X)T ) ) X diag(X)diag(X)T = 0. (2.8)
diag(X) X

e na restri¢ao de capacidade substituimos x; = Xj;.

ijXij < cr;, == Zw]‘X@‘j < Xy <= ijXij —cXy; <0.

JEN JEN JEN



Assim obtém-se a relaxacdo proposta por Helmberg, Rendl e Weismantel:

(HRW) maximize (Q,X)
sujeito a: > w;X;; — Xje <0, i €N, (2.9)
JEN

X — diag(X)diag(X)? = 0,

Observe que nesta formulagdo a restrigio X — diag(X)diag(X)? = 0 garante que
0<x; <1.

Esta formulagdo proposta por [§] e [10] tem como base a formulagdo 2.2] e as
relaxacOes apresentadas acima com excecdo das restricoes RLT que nao foram utiliza-
das. Em [14] a partir de resultados computacionais mostrou-se que esta relaxacao SD P

apresentou os melhores limites superiores para o QKP nas instancias abordadas.

2.2 Politopo da Mochila e Desigualdades de Cobertura

Nesta secdo apresentamos o conceito do politopo da mochila, knapsack polytope
KPol, e as desigualdades de cobertura, cover inequalities CI. As desigualdades de co-
bertura foram originalmente apresentadas em [[15}16]; mais detalhes podem ser encontra-
dos em [17]. Estas desigualdades podem ser utilizadas em problemas de otimizagdo com
variaveis bindrias.

O politopo da mochila é o fecho convexo dos pontos vidveis do problema da mochila
linear KP':

KF = {7z € {0,1}" : w'z < ¢}.

2.2.1 Politopo da Mochila 0-1

Definimos o politopo da mochila 0-1 como:

KPol := conv(KF ) = conv{z € {0,1}" : w"z < ¢}.

A dimensao do politopo da mochila 0-1 €
dim(KPol) = n,
e o KPol é um sistema independente, isto €,

z € KPol,y € {0,1}",y <2 — y € KPol.

10



2.2.2 Desigualdades de Cobertura

O subconjunto C' C N é uma cobertura se satisfaz

> wp> e (2.10)

jel

As desigualdades de cobertura CI sdo definidas como

Yz <|Cl -1 2.11)

jeC
A CI ¢ chamada minima se nenhum subconjunto préprio de C' também for uma co-

bertura.

2.2.3 Desigualdades de Cobertura Estendida

Seja w* := max;ec wj, definimos a extensdo de C' como

E(C):=CU{je N\C:w; >w"}.

Assim a desigualdades de cobertura estendida, extended cover inequality ECI , é

> a0 -1

JEE(C)

2.2.4 Procedimento de /ifting para Desigualdades de Cobertura

No procedimento de lifting para desigualdades de cobertura, lift cover inequalities
LCI, dada uma cobertura minima C', existe pelo menos uma faceta definida por LCI da

forma:

i+ > ayr <0 -1, (2.12)
jeC JEN\C
onde a; > 0 paratodo j € N \C, além disso cada LCI domina ECI.
As desigualdades de cobertura foram intensamente discutidas em [[15H20]]. Detalhes
sobre a complexidade computacional dos LCI podem ser encontrados em [21} 22]]. O Al-
goritmo [T}originalmente apresentado em [23]], ¢ um procedimento para encontrar LCIde

uma dada cobertura minima C'.

11



Algoritmo 1: Procedimento para encontrar LCI

1 Ordene os elementos w; de forma crescente onde ¢ € N \ C, defina {i,42,...,0,}
2 Para: t=1tor

t—1
¢; = max 23:1 Qi Ti; 4 D e T

sujeito a: 23;11 Wi, Ti; 4 Yo Wity < € — wy, (2.13)

x € {0,1}1CH+=1,
Faga QG = |C| —-1- Ct

Fim

12



Capitulo 3
Método Proposto

O problema da mochila quadrética 0-1, introduzido por Gallo et al. [1l], consiste
em selecionar um subconjunto de itens de forma a maximizar o beneficio sem que a

capacidade da mochila seja excedida. Desta forma o problema é formulado como:
(QKP) maximize Y > ;7%
iEN jEN
sujeito a: > w,x; < c, (3.1
JEN
z; € {0, 1}, jEN
onde,
e N ={1,...,n} - conjunto de itens;
e w; - peso do item j;
o () ={g;;} - matriz n x n com beneficio dos itens;
® ¢;; - beneficio alcancado se o item j € selecionado;
e 2g;; - beneficio alcangado se os itens 7 e j sdo selecionados;

e 1, - variavel binaria. Indica se o item j € selecionado para entrar na mochila;

e ¢ - capacidade da mochila ¢ € N,

Neste capitulo apresentaremos uma relaxacdo para o QKP utilizando programacdo
quadrética paramétrica convexa, CQP . Nesta relaxacdo a funcdo objetivo do QKP ¢ per-
turbada, e obtem-se um termo quadréatico concavo mantendo as informagdes quadraticas
da fun¢do objetivo. A parte ndo concava gerada pela perturbagdo € linearizada.

Para otimizar a perturbacio da func¢do quadratica apresentaremos um método de pon-
tos interiores primal-dual, IPM, que a cada itera¢do busca melhorar o limite superior en-
contrado para a relaxacdo do QKP . Apresentamos também novas desigualdades validas
derivadas das desigualdades de cobertura. Estas desigualdades podem ser aplicadas a

outras relaxacdes de problemas quadraticos bindrios.
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3.1 Relaxacao convexa quadratica paramétrica

Para construir a relaxa¢do convexa do QKP, considere a seguinte reformulacdo do

problema no espago de matrizes simétricas definido por X := xz?.

pZKp,md := maximize trace(QX)
sujeito a: wlx < c
(QKP iified) (3.2)
lifted -
x € {0,1}".
Consideramos a relaxagdo linear inicial do QKP,
(LPR) maximize trace(QX) a3

sujeitoa:  (z, X) € P,

onde P C [0, 1]" x S™ é um poliedro tal que

{(@.X) : w'z <, X =aa’, 2 € {0,1}") C P,

3.1.1 Perturbacao da funcao objetivo

Nesta secao propomos uma relaxacao convexa quadratica utilizando o conjunto vidvel
definido em (3.3)), mas mantendo uma versdo perturbada concava da funcdo objetivo
quadratica do QKP, e linearizando apenas a parte restante nao concava derivada da

perturbacdo. Especificamente escolhemos (), € S™ tal que

Q-0 =0, (3.4)

e seja

" Qx = 17(Q = Q) + 27 Qur = #7(Q — Q) + trace(Qyra”)
=27(Q — Q,)x + trace(Q,X).

Definimos desta forma a relaxagdo convexa quadratica paramétrica do QKP :

Proe(Qp) := maximize z7(Q — Q,)x + trace(Q,X)

. (3.5)
sujeito a:  (z, X) € P,

(CQPg,)

3.1.2 Otimizacio do problema paramétrico sobre o parametro (),

O limite superior p,,(Q),) no problema convexo quadritico (3.5) depende da

perturbacdo vidvel (), da matriz Hessiana (). Para melhorar o limite superior conside-
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ramos o problema paramétrico

= ' . . 3.6
pardio Qn(Qp)iIZl(IS*Qp)jO chp(Qp) ( )

Resolvemos este problema com o algoritmo primal-dual de pontos interiores, IPM, e
descrevemos nesta secdo como encontrar a direcao de busca a cada iterag@o do algoritmo.
Iniciamos com a minimizacao da funcao barreira logaritmica. Usamos a fung¢do barreira,

B,(Qp, Z) com pardmetro ;> 0, para obter o problema

minimize B,(Q,, Z) = p*(Q,) — pnlogdet Z
syjeitoa: Q@ —Q,+2Z =0 (- A) (3.7)
Z =0,

onde A € S™ denota a matriz de varidveis duais. A funcdo Lagrangeana é

L(Qp, Z, ) = piep(Qp) — plogdet Z + trace((Q — Qp + Z)A).

Note que a fungdo objetivo para pj,(Qp) € linear em @, isto €, esta fungdo € o
maximo da fung¢do linear sobre o ponto vidvel x, X. Além disto é uma func¢do convexa.
Pela andlise de sensibilidade padrdo, por exemplo [24, Corolario 3.4.21,[25], [26, Teo-
rema 1], sabemos que se a solugdo 6tima x, X for unica, entdo o gradiente € obtido pela

diferenciacdo do Lagrangeano. Como (), aparece apenas da fung¢io objetivo em (3.5) e

ST Q@) irace(QpX) = 24 (AQ-Qy))wirace(Q, X) = 7 Qurttrace(Qy(~rx+X)),

tomamos a derivada direcional em (), na direcdo AQ),

D(pier(@p); AQp) = max trace((X — ") AQ,).

optimal x, X

No caso de unicidade da solugdo 6tima z = z(Q,), X = X((Q),), temos o gradiente

Vpis(Qp) = X — 2z’ (3.8)

O gradiente da func¢ao barreira, é entdo:

VB.(Q,) = (X —aa") — uz ",

As condigdes de otimalidade para (3.7 sdo obtidas pela diferenciacdo do Lagrangeano

15



L, emrelagdo a (), A, Z, respectivamente,

8%632,): szQP(QP)_A = 0,
o)

P Q-Q,+7Z = 0, (3.9)
2 —nZ 4+ A = 0, (ou) ZA — pul =0.

Isto resulta no seguinte sistema nao linear

vaQP(QZ)) —A
GuQpNZ)=| Q—-Q,+Z | =0, Z, A= 0. (3.10)
ZA — pl

Para o célculo da Hessiana p¢,,,, utilizamos a aproximagio BFGS, como se fosse duas

vezes diferencidvel e atualizamos a cada iteragc@o, (mais detalhes em [27]). Denotamos a

aproximagdo de VZ.,p*(Q,) por B, e iniciamos o algoritmo com a aproximagdo By = I.

E importante observar que se Q']‘;,Q’;“ sdo duas iteragdes sucessivas com gradi-
ente Vi, (Qr), Vi, (QET), respectivamente, e com aproximagao corrente da Hessiana

dada por B;, € S"("*1)/2 entio fixamos

Yy = vaQP(Q];+1) - VpZQP(QI;)7 Sk = Q];+1 - ];7

v = (Y, Sk), w := (svec(Sk), By svec(Sk)).

Note que a condi¢do de curvatura v > 0 deve ser verificada. Finalmente, calculamos

a atualizacao da Hessiana
1 T 1 T
By := By + — (svec(Yk) svec(Yy) ) - (B;c svec(S) svec(Sk) Bk) )
v w

A equagdo sobredeterminada para a direcdo de busca é

AQ,
G;(QP,A, Z)| AN | = -GL(Qp. A, 2), (3.11)
AZ
onde
Vp*(@Q,) — A Ry
Cu@pAZ)=| Q-Qu+7Z | = | R, |- (3.12)
ZAN —pl R,

Se B € a estimativa corrente da Hessiana, entdo o sistema pode ser reescrito como:
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sMat(B svec(AQ,)) — AN = —Ry,
“AQ, +AZ =R,
ZAN+ AZAN = —R...

Podemos substituir AA e AZ na terceira equagdo do sistema. Note que, como o
sistema € sobredeterminado, esta substituicdo muda a solucdo de minimos quadrados.
Ainda assim, a eliminacdo nos fornece um sistema simplificado e, portanto, aplicamos

isto ao algoritmo, usando as duas equacgdes abaixo para eliminar a substitui¢do reversa
AA = sMat(Bsvec(AQ,)) + Rq, AZ = —R,+ AQ,. (3.13)
Desta forma, temos que resolver uma equacgao Uinica e o sistema pode ser escrito como:
Z sMat(Bsvec(AQ,)) + (AQ,)A = —R. — ZRq + R,A.

Enfatizamos que, para calcular a direcao de busca a cada iteracao do algoritmo, IPM,
proposto, € necessario atualizar os residuos definidos na equagdo (3.12)) e portanto é
necessdrio encontrar a solugio 6tima x = z(Q,), X = X(Q,) da relaxagio convexa
quadrética CQP ( , para a perturbagdo corrente (),,. A cada iteragdo do IPM o problema
CQP (, € resolvido para uma nova perturbagio (),,.

Além disso note que a cada iteragdo do IPM, temos: Z >~ 0e () — (), < 0. Entdo o
problema CQP ¢, maximiza uma fungdo concava quadritica, sujeito a restri¢des lineares
e, portanto, tem uma solugdo 6tima tnica (veja ex.: [28]]). O resultado garante que o
gradiente em foi bem definido.

O Algoritmo 2] apresenta em detalhes uma iteracdo do IPM. O algoritmo & parte da

estrutura completa usada para gerar os limites para o QKP a ser descrito no Capitulo
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Algoritmo 2: Atualizagdo da perturbagio (),

Entrada: k, QF, Z%, AF, 2(QF), X(QF), Vi (QF), By, p¥, 7o :=0.95,
7, = 0.9.
Calcule os residuos:

Rd VPZQP(Q];) - Ak
R,| = Q- Ql; + Zk
R, ZENE kT

Resolva o sistema linear para AQ),,:
7% sMat(By svec(AQ,)) + (AQ,)A* = —R. — ZF Ry + R,A".
Fixar:

AN = sMat(By svec(AQ,)) + Ry,
AZ = —R,+ AQ,.

Atualize (), Z e A:
Qy! = Q + AQy,
ZM =728+ 4,AZ,
AR = AR 4 G AN,

onde

Gy := T, X min{l, argmax, {Z; + @,AZ = 0}},
Qg := T, X min{1, argmaxad{Ak + agAA = 0}}.

Obtenha a solugdo 6tima x(Q%™), X (Q4+!) da relaxagdo CQP ,, onde
Qp = QI;+1-

Atualize o gradiente de p¢,:
Vi@ ) = X(Q,") — 2(@Q, )2 (@, )"

Atualize a aproximagdo da Hessiana de p{,:

Yk = VpZQP<Q’;+1) - ijn?(@i)?
Sk = Ql;+1 - ];7

v = <Yk, Sk>,

w := (svec(Sk), By svec(Sk)),

Bii1:= By + % (svec(Yk) svec(Yk)T) — é (Bk svec(Sk) svec(Sk)TBk) )

Atualize p:
8 trace( ZFFLARFT)

n
Saida: Q51 ZF+1, AL 2(Q5Y), X (Q5H), Vpln(QEH), B, p .

k+1 .
pe =1y,
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3.2 A relaxacao quadratica paramétrica SDP

Para obter limitantes mais apertados uma abordagem que poderia parecer promissora
seria a adi¢do de restricdes SDP, X —xx” = 0, a relaxagiio quadratica paramétrica e desta
forma resolver uma relaxagdo SDP convexa quadratica usando o IPM . Entretanto, mos-
traremos nesta secdo que a relaxacdo SDP convexa quadrdtica ndo gera limites melhores
que a relaxa¢do SDP linear obtida ao considerar (), igual a ().

Considere a reformulacio QKP lifted €M (3.2), do problema da mochila quadratica
0-1, e sua relaxacdo SDP dada por

Pl = sup trace(QX)
(LSDP) sa. (z,X)€eF (3.14)
X —z2t =0,

onde F ¢ qualquer relaxacdo do conjunto vidvel do QKP lifted-
Considere a relaxag@o paramétrica SDP do QKP lifted dada por:

p(’;SDPQp = sup 27 (Q — Q,)z + trace(Q,X)
(QSDP ) sa. (r,X)€F (3.15)
X —axx” =0,

onde ) — @, = 0.

Teorema 3.2.1. Seja F qualquer subconjunto de R" x S™. Para qualquer escolha da

matriz (), que satisfaga () — @, = 0, temos

pZSDPQp > pzSDP' (316)
Além disso, inf{pi,, :+ Q — Qp X 0} = plgppe
Demonstracdo. Seja (Z, X ) uma solugdo viavel para LSDP . Temos
Dasoro, = T (Q — Q)T + trace(Q,X) (3.17)
= trace((Q — Q) (7" — X)) + trace((Q — Qp)X)
trace(QpX) (3.18)
= trace((Q — Q,) (22T — X)) + trace(QX) (3.19)
> trace(QX). (3.20)

A desigualdade (3.17) é vilida pois (%, X) também é uma solucdo vidvel para
QSDP,,. A desigualdade (3:20) é valida porque Q — Q, e £z — X sdo semidefini-
das negativas. Dado que pj,, € um limite superior para o valor da fungdo objetivo do
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LSDP em qualquer solugdo vidvel, podemos concluir que pg,,, = Pispp- Notadamente
Qp = Q esatisfaz () — @), = 0 < 0 e LSDP ¢ o mesmo que QSDP para esta escolha de

(Qp- Assim inf{péSDp% D Q—Qp 20} =pi O

Note que, pelo Teorema[3.2.T|ndo € necessdrio que a relaxagdo de F seja convexa nem
que haja qualquer relacdo com a regido vidvel do QKP . Além disso, em particular, para

alguma escolha de (), podemos ter pyp,, = +00 com pj,, = +00 ou ndo.
p

3.3 Desigualdades validas

Nesta secdo apresentamos novas desigualdades vélidas que fortalecem a relaxagao
do QKP no espago definido por X := zz”. Denotaremos por CRel qualquer relaxagio
convexa do QKP neste espaco, onde a equacio X = za” é relaxada de alguma forma
utilizando restri¢des convexas, i.e, qualquer relaxacdo convexa de QKP lifted"

Inicialmente, se a desigualdade

Ty < (3.2

¢ vélida para o QKP, onde 7 € Z"} e 8 € Z, entdo, como x € ndo negativo e X := xxl,

a desigualdade

T

(z X) <_5) <0 (3.22)

¢ vdlida para QKP ;7. Neste caso dizemos que (3.22) € uma desigualdade vélida para
QKP lifted derivada de (3.21]) que, por sua vez, é uma desigualdade valida para o QKP.

3.3.1 Adicionando cortes a relaxacao

Dada a solugdo (7, X) de CRel, nosso objetivo inicial é encontrar a desigualdade,
vélida para QKP lifted> derivada da desigualdade de cobertura, CI, que seja a mais violada
por (Z, X). Uma CIé formulada como o’z < efa — 1, onde a € {0,1}" e e denota
o vetor de uns. Entdo procuramos pela CI que maximiza a maxima violagdo entre a
desigualdade Yeut(a) < 0,onde Y := [z X] e

cut(a) = <_€Tz * 1) :

Para obter CI resolvemos o seguinte problema da mochila linear, KP,

v* = max{e’ Yeut(a) : wla>c+1, a € {0,1}"}. (3.23)
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Seja a* a solucdo de (3.23). Se v* > 0, entdo pelo menos uma das n desigualdades
vélidas no conjunto das desigualdades de cobertura, denotado por SCI, ¢ violada por
(, X).

*

«

_ T x
(x X)( ©o H) <0. (3.24)

Com base no Teorema [3.3.1] para fortalecer o corte (3.24), podemos aplicar o Algo-
ritmo (1| ao CI obtido e desta forma obter a desigualdade LCI, e finalmente adicionar a
desigualdade valida (3.22)) derivada de L.CI, ao CRel.

Teorema 3.3.1. A desigualdade vdlida (3.22)) para QKP lifted> que ¢ derivada de uma
LCl vdlida, domina todas as desigualdades derivadas de CI que podem ser reescritas
como LCI .

Demonstragdo. Considere a LCI (2.12)) derivada de CI (2.11)) para o QKP. As desigual-
dades de cobertura (3.22)) derivadas de CI e de LCI sdo, respectivamente,

> X <(IC] = Day, Vie N,

jec

ZXij + Z OéjXZ'j § (’C| — 1)$“ Vi € N,
jec JEN\C
onde a; > 0,V;j € N\C. Como todo X;; é ndo negativo, a segunda desigualdade domina

a primeira para todo¢ € N.
]

3.3.2 Novas desigualdades validas no espaco [ifted

Como discutido anteriormente, apds encontrar alguma desigualdade valida para o
QKP da forma (3.21), podemos adicionar a restri¢do (3.22) a relaxa¢do CRel para en-
contrar limites melhores. Observe agora que, além de (3.22) podemos também gerar
desigualdades validas fortes no espaco lifted tomando vantagem de X := zz” e de x
ser bindrio. Abaixo explicamos como esta ideia pode ser aplicada para desigualdades de
cobertura.

Seja

> x; <. (3.25)
jeC
onde C' C N e 8 < |C|, sdo desigualdades vilidas para KPol .

Note que (3.25) pode ser ao mesmo tempo uma desigualdade de cobertura, CI, e
uma desigualdade de cobertura estendida, ECI, ou uma desigualdade LCI, onde «; €
{0,1},V¥7 € N\C em (2.12). Além disso dada uma desigualdade LCI qualquer, onde
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a; € Z, paratodo j € N\C, uma desigualdade valida do tipo (3.25) pode ser construida

substituindo cada «; com min{«;, 1} na LCI.

Definicao 3.3.1 (Desigualdade de cobertura no espaco lifted CILS, cover inequality in
the lifted space). Sejam C C N e 8 < |C| conforme definidos na desigualdade (3.23)), e

considere 5 > 1. Definimos
> X< <§). (3.26)

i,j€C,i<j

como a CILS derivado de (3.23).

Teorema 3.3.2. Se a desigualdade (3.25)) é vdlida para QKP, entdo a CILS (3.20) é uma
desigualdade vdlida para QKP lifted-

Demonstracdo. Considere (3.25), podemos concluir que no méximo (S) produtos de
varidveis x;z;, onde 7,5 € C podem ser iguais a 1. Assim, como X;; = x;x;, 0 teo-

rema estd provado. 0

Na literatura o problema no qual dado um ponto fracionario  deve-se encontrar de-
sigualdades violadas por Z ou mostrar que nao existe nenhuma desigualdade violada por
este ponto € conhecido como Problema de Separacdo, separation problem. Nesta se¢ao
apresentaremos problemas de separacao que serdo utilizados para encontrar desigualda-
des validas para o QKP.

Dada uma solugdo (Z, X) de CRel, o seguinte problema de programagio inteira
mista, mixed-integer linear program (MILP ), € o problema de separacio, que busca por
CILS violadas pelo ponto X.

Z* := maximize,  trace(XK) — () — 1), (MILP ;)
sujeito a: wa>c+1,
v=¢ca—1,
K;; =0, 1=1,...,n,
K;; < a, ,7=1,...,n, 1 <],
Kij < ay, ii=1,...,n, <]
Kij >0, i i=1,....n <],
Ki; >oa;+o; —1, ,7=1,...,n, 1 <7,

ac{0,1}", v eR, K €8S"
Se a*, ¢*, K* sao a solugao do MILP 1, com z* > 0, o CILS dado por
trace( K*X) < ¢* (" — 1)
é violado por X. O vetor bindrio a* define o CIdo qual o corte é derivado. O CIé dado
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especificamente por

o Te <elar —1
e ¢*(¢* — 1) determina o lado direito do CILS.

Teorema 3.3.3. A desigualdade vdlida CILS para QKP lifted> 94€ ¢ derivada de um
LClIvdlido da forma (3.25), domina qualquer CILS derivado de uma CI que pode ser
lifted para um LCI .

Demonstracdo. Como X € ndo negativo, € fécil verificar que se X satisfaz um
CILS derivado de um LCI, X também satisfaz qualquer CILS derivado de um CIque
pode ser lifted para um LCI . [

Qualquer solugdo vidvel do MILP, tal que, trace(XK) > (i — 1), gera uma
desigualdade valida para o QKP lifted 9ue é violada por X. Assim ndo é necessirio
encontrar a solugdo 6tima do MILP ; para gerar um corte. Além disso, para gerar cortes
distintos, podemos resolver MILP ; varias vezes (ndo necessariamente até a otimalidade),
cada vez adicionando ao problema o seguinte corte, que tem como objetivo, evitar cortes

gerados anteriormente:

> ai(l—a) > 1, (3.27)
iEN
onde & € o valor da varidvel « na solucao do MILP |, quando gerava o corte anterior.
Note que, se o*,¢*, K* resolvem o problema MILP |, entdo o’z < ¢/a* — 1 é um
Cl vilido para o QKP, entretanto pode ndo ser uma cobertura minima. Visando gerar
cortes validos fortes, baseado no Teorema poderiamos adicionar a fun¢do objetivo
do MILP 4, o termo —d€’cv, para algum 6 > 0. Desta forma a fungdo objetivo favorece-
ria coberturas minimas, que podem ser reescritas como LCI utilizando o Algoritmo|l| e
finalmente, podem gerar o CILS. Enfatizamos que o CILS derivado do CI € violado por
um dado X, entdo claramente, o CILS derivado do LCI serd também violado por X.
Além de definir uma desigualdade de cobertura no espaco lifted considerando todos
os possiveis pares de indices em C', podemos definir um conjunto de desigualdades de co-
bertura no espaco lifted, considerando que o lado esquerdo de cada desigualdade definida

ndo devera ser maior que /2. A ideia serd melhor apresentada abaixo.

Definicao 3.3.2 (Conjunto de desigualdades de cobertura no espaco lifted, Set of cover
inequalities in the lifted space, SCILS). Seja C' C N e § < |C| como na desigualdade

(3:25). Seja
o C;:={(i1,51),-.-, (i, jp)} uma particdo de C, se |C| é par.

o Cs = {(i1,71),- .., (ip, jp) } uma particdo de C' \ {io} paracada iy € C, se |C]| é

impar e 3 € impar.
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o Cs:={(io, %), (i1,71),-- -, (ip, jp) }, onde {(i1, j1), ..., (ip, jp) } € uma particdo de
C'\ {io} paracada ig € C, se |C| é impar e /3 € par.

Em todos os casos i, < jp paratodok =1,...,p.

As desigualdades em SCILS correspondentes ao (3.25)) sdo dadas por

Y oX;< EJ , (3.28)

(4,5)€Cs

para todas as particdes de C definidas acima.

Teorema 3.3.4. Se a desigualdade (3.25)) € vdlida para o QKP, entdo as desigualdades
em SCILS (3.28) sdo vdlidas para o QKP lifted-

Demonstragdo. A prova da validade de SCILS € baseada na relagdo X;; = z;z,;. Note
que, a varidvel bindria z; indica se um item ¢ € selecionado, ou ndo, para a solugdo, a
variavel X;; indica se um par de itens i € j, sdo selecionados para estarem juntos na

solucdo.

1. Se |C| é par, C; é uma parti¢do de C' em exatamente |C'|/2 subconjuntos com dois
elementos cada, e assim, se pelo menos 3 elementos de C' podem ser selecionados
B

na solucdo, claramente pelo menos bj subconjuntos de C's; podem ser seleciona-

dos.

2. Se |C| e (8 sdo impares, C € uma particio de C'\ {io} em exatos |C'— 1|/2 subcon-
juntos com dois elementos cada, onde i, pode ser qualquer elemento de C'. Neste
caso, se pelo menos [ elementos de C' podem ser selecionados para a solugdo,
claramente, pelo menos 2% (= |£|) subconjuntos de C,; também podem ser sele-
cionados.

3. Se |C] é impar e 3 € par, C, € a unido de { (i, i0)} com a particao de C'\ {ip} em
exatos |C' — 1|/2 subconjuntos com dois elementos cada, onde iy pode ser qualquer
elemento de C. Neste caso, se pelo menos [ elementos de C' podem ser seleciona-
dos na solugdo, claramente pelo menos £ (= [£]) subconjuntos de C; podem ser
também selecionados.

]

Dada uma solugio (Z, X) de CRel, apresentamos o problema de separagio MILP ,
que busca pela desigualdade de SCILS mais violada por X .

Seja a matriz A € {0, 1}”X%. Nas primeiras n colunas de A temos a matriz
identidade n x n. Nas n(n — 1)/2 colunas restantes de A existem exatos dois elementos
iguais a 1 em cada coluna. Todas as colunas de A sdo distintas. Por exemplo, para n = 4

temos:
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1000111000
e 0100100110
001 0O01O0T1Q01
0001O001O0T1]1

As colunas de A representam todos os subconjuntos de itens em /N com um ou dois

elementos. Seja

*

Z* = maximize,, , trace(XK) —2v, (MILP )
sujeito a: wa>c+1,
K;; =2y, 1=1,...,n,
Z?:l yi <1,
Kij=S7m02 4, Ay, i,j=1,...,n,i <j,
v>(la—1)/2—0.5,
v < (fa—1)/2,
Y <1—A; + oy, 1=1,...,n,t=1,... n(nt1)
a< Ay < a+ <@> (1—a),
a e {01} ye {01},
veEL KeS

Se o, v*, K*,y* sao a solugdo do MILP 5, com z* > 0, entdo uma desigualdade
particular SCILS € dada por

trace( K*X) < 2v* (3.29)

e é violada por X . O vetor binario o* define o CI do qual o corte é derivado. Como o CI é
dado por a*z < €’a* — 1, podemos concluir que o corte gerado pertence ao caso (1) ou ao
caso (3) da Definicao Este fato € considerado na formulagao do MILP 5. O vetor
y* define uma parti¢do C; como a apresentada no caso (3), se » ., y; = 1, e no caso
(1), caso contrario. Finalmente observe que o nimero 2 do lado direito do corte (3.29) é
devido ao fato de K™ ser uma matriz simétrica.

Podemos repetir as observacoes feitas para o MILP ;. Qualquer solucdo viavel do
MILP ,, tal que, trace(X K) > 2v gera uma desigualdade vélida para CRel, que é vi-
olada por X. Portanto niio é necessario resolver o MILP , até a otimalidade para gerar
o corte. Desta forma para gerar cortes distintos, podemos resolver o MILP , vdrias ve-

zes (sem necessariamente garantir a otimalidade), cada vez adicionando ao MILP ,, o
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seguinte corte para evitar cortes gerados anteriormente

n(n+1)

Z g1 — ) > 1, (3.30)

onde y € o valor da varidvel y na solugao do MILP ,, ao gerar o corte anterior.

O corte o'z < €’a* —1 pode ndo ser uma cobertura minima. Para gerar cortes vélidos
mais fortes, novamente podemos adicionar a funcéo objetivo do MILP 5, o termo —de’,
para algum 6 > (. Desta forma a fung@o objetivo priorizard coberturas minimas, que
podem ser reescritas como LClI utilizando o Algoritmo [l Neste caso entretanto, apds
calcular o LCI, é necessario resolver o MILP ; novamente fixando v em valores que
representem o LCle fixando v de modo que o lado direito da desigualdade seja igual
ao lado direito do LCI. Todos os componentes de y que forem iguais a 1 na solugdo
anterior do MILP ; devem ser fixados em 1. A nova solu¢do do MILP ; deve indicar
outro subconjunto de N que serd adicionado a C;. Um tltimo detalhe deve ser levado
em considerac@o, se a cobertura C' correspondente ao LCI € tal que |C| é impar e o lado
direito do LCI também € impar, entdo o corte gerado pertence ao caso (2) da Defini¢ao
[3.3.2] desta forma, o MILP , deve ser modificado conforme a defini¢do. Especificamente,

a segunda e terceira restricoes do MILP 5, devem ser substituidas por

Km»:O, izl,...,n,
Z?:1 y; = 1.
Observagdo 3.3.1. Sejay := |C/|. Entao, o nimero de desigualdades SCILS é

!
~ )
2(3)(11)
se 7y é par, ou
yx =1
=1 — ’
2(13 )(VTH)

se v € impar. Na pratica, se v ndo for pequeno, o nimero de desigualdades SCILS pode
ser muito grande, o que torna invidvel a geracdo de todas as desigualdades. Portanto

geramos apenas um nimero fixo de desigualdades SCILS que estdo descritas no Capitulo

Finalmente, estendemos as ideias apresentadas até aqui para o caso mais geral de
desigualdades da mochila. Note que a seguinte discussdo aplica-se ao LCI geral, onde
a; € Z4,¥j € N\C. Seja

> ajz; < B (3.31)

JEN

uma desigualdade de mochila valida para o KPol, com o, 5 € Z,, 3 > «,Vj € N.
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Definicao 3.3.3 (Conjunto de desigualdades da mochila no espaco lifted, Set of knapsack
inequalities in the lifted space, SKILS). Seja «; o coeficiente de x; em (3.31) e seja
{C},...,C,} uma parti¢do de N, tal que cv,, = v, se u, v € Cy, para algum k, € o, # au,

caso contrario. A desigualdade de mochila (3.3T)) pode ser escrita como

i (dk > xj> < B. (3.32)

k=1 JjeCk

Para k = 1,...,q, seja Cy, = {(ix,,Jr,),- - - (ik,, - Jr,, )}, onde i < j para todo
(Z,]) - C’lk,e

e (), é uma parti¢do de Cy, se |Cy| € par.
e (), é uma parti¢do de Cy \ {ix, }, onde iy, € Cy, se |Ck| é impar.
As desigualdades SKILS correspondentes a (3.371)) sdo dadas por

q

Sl aXi i, +2a D> Xy | <8, (3.33)
k=1 (i,j)GCZk
para todas as particdes C,, k = 1, ..., ¢, definidas anteriormente, e para iy, € C \ C,.

(Se [Ck| € par, Gy \ Cy,, = 0, e o termo na varidvel X;, ;, ndo existir.)

Observagdo 3.3.2. Considere {C', ..., C,} como determinado pela Defini¢ao Para
k=1,...,q sejavy, :=|Ckl e

V!
NC, = ———,
2(7)(%“)

se 7y € par, ou

—1)!
NCy, = X %7
Q(T)(Vle!)

se 7y € impar.

Entdo o nimero de desigualdades SKILS é

q
[[~e..
k=1

Observagdo 3.3.3. Se 7 = |Cy| € par para todo k, ou se &y, é impar para todo k, tal
que v, € impar, entdo 3, o lado direito da desigualdade (3.33)), pode ser substituido por

2 % ng , que fortalece a desigualdade, caso 3 seja impar.

27



Corolario 3.3.1.

Se a desigualdade (3.31) é vdlida para QKP, entdo a desigualdade (3.33]) SKILS é
vdlida para o QKP lifted> independente da aplicacdo, ou ndo, da modificacdo sugerida
na Observagado|3.3.3)

Demonstracdo. Novamente o resultado € verificado usando o mesmo argumento utilizado
na prova do Teorema [3.3.4] isto €, considerando que X;; = 1, se e somente se z; = T; =
1. O

3.3.3 Relacao de dominancia entre as novas desigualdades validas

Iniciamos esta secdo investigando se SCILS domina CILS ou vice versa.
Teorema 3.3.5. Seja C' uma cobertura em (3.25)) e considere vy := |C| par.

1. Se B =~ — 1, entdo a soma de todas as desigualdades SCILS sdo equivalentes a
CILS . Portanto, neste caso o conjunto de desigualdades SCILS domina CILS .

2. Se B < v — 1, entdo ndo existe relagdo de domindncia entre SCILS e CILS .

Demonstracdo. Seja sum(SCILS ) a desigualdade obtida pela adi¢ao de todas as desi-
gualdades SCILS, e seja rhs(sum(SCILS)) o lado direito deste somatdrio. Temos que,
rhs(sum(SCILS )) é igual ao nimero e desigualdades SCILS multiplicado pelo lado di-
reito de cada desigualdade, ou seja:

!

rhs(sum(SCILS)) = ﬂ— X 5 :
23)(21) ~ [ 2
2
O coeficiente de cada varidvel X;; em sum(SCILS ) (coef;;) é dado pelo nimero de

desigualdades no conjunto SCILS , no qual X;; aparece, isto é:

(v = 2)!
=2 -
2557 (22

coefij =

Dividindo rhs(sum(SCILS )) por coef;;, obtém-se
rhs(sum(SCILS ))/coef;; = (v — 1) X {gJ : (3.34)
Por outro lado, o lado direito de CILS é:

0| = 5 (3.35)

rhs(CILS ) = (5) 5(52— 1)

1. Substituindo 5 por v — 1, e EJ por % (desde que [ seja impar), encontra-se o

resultado.
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2. Considere, por exemplo, C' = {1,2,3,4,5,6} e 5 = 3 (5 < 7 — 1 impar). Neste
caso o CILS é:

Xio + Xz + Xqg + X5 + Xig + Xoz + Xog + Xog
+Xog + Xas + Xas + X6+ Xus + Xug + X6 < 3.

E uma desigualdade SCILS particular é:
Xio+ Xgg + X6 < 1. (3.36)

A solugdo X;; = 1, paraj = 2,...,0, e as demais varidveis iguais a zero, satisfaz
todas as desigualdades SCILS, porque apenas uma das varidveis positivas aparece
em cada desigualdade no conjunto. Entretanto, a solu¢do nio satisfaz o CILS . Por
outro lado, a solucdo X5 = X34 = X564 = 1 e todas as outras varidveis iguais a

zero, satisfaz o CILS , mas nfo satisfaz (3.36).

Agora considere C' = {1,2,3,4,5,6} e § = 4 ( < v — 1 par). Neste caso, o
CILS ¢ definido por:

Xig + Xy + Xy + X5 + Xie + Xoz + Xog + Xos + Xog

E uma desigualdade SCILS particular é:

Xig + Xgg + X5 < 2. (3.37)

Asolucdo X;; = 1,paraj = 2,...,6, Xy; = 1,paraj = 3,...,0, e todas as outras
varidveis iguais a zero satisfaz todas as desigualdades SCILS , porque no maximo
duas varidveis positivas aparecem em cada desigualdade no conjunto. Entretanto,
a solucdo ndo satisfaz CILS . Por outro lado, a solugdo X5 = X34 = X556 = 1, €

todos as outras varidveis iguais a zero, satisfaz o CILS, mas ndo satisfaz (3.37).

]

Teorema 3.3.6. Seja C uma cobertura em (3.25)) e considere v := |C| impar. Entdo néo
existe domindncia entre SCILS e CILS .

Demonstracdo. Considere, por exemplo, C' = {1,2,3,4,5} e § = 3 (8 impar). Neste
caso o CILS é:
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E uma desigualdade SCILS particular é:
Xog + Xy5 < 1. (3.38)

Asolugdo Xy; = 1,paraj = 1,...,5, e todas as outras varidveis iguais a zero, satisfaz
a todas as desigualdades SCILS, porque apenas uma das varidveis positivas aparece em
cada desigualdade neste conjunto. Entretanto, a solu¢dao nao satisfaz CILS. Por outro
lado, a solucdo Xo3 = X5 = 1 e todas as outras varidveis iguais a zero, satistas CILS,
mas ndo satisfaz (3.38).

Considere C' = {1,2,3,4,5} e B = 4 (8 par). Neste caso o CILS é:

Xig + Xy + Xig + X5 + Xog + Xog + Xos + Xsg + X35 + Xy5 < 6.

E uma desigualdade SCILS particular é:
X1+ Xog + Xy < 2 (3.39)

A solugdo X;; = 1,paraj =1,...,5, Xy; = 1, paraj = 2,...,9, e todas as outras
varidveis iguais a zero, satisfaz todas as desigualdades SCILS , porque no maximo duas
varidveis positivas aparecem em cada desigualdade do conjunto. Entretanto, a solu¢do
nao satisfaz ao CILS . Por outro lado a solucdo X; = Xo3 = X5 = 1, e todas as outras

varidveis iguais a zero, satisfaz CILS, mas ndo satisfaz (3.39).
O

Agora investigamos se SCILS € apenas um caso particular de SKILS, quando «;; €
{0,1}, para todo j € N em (3.31).

Teorema 3.3.7. Caso a modificacdo sugerida pela Observacdo seja aplicada, entdo
se |C| é par em (3.25), SCILS é apenas um caso particular de SKILS . Porém se |C| é
impar a desigualdade em SCILS é mais forte.

Demonstragdo. Se |C| é par, o resultado é facilmente verificado. Se |C

desigualdades SCILS sao:
2 Z Xij < B -1,

(4,7)€Cs

¢ impar, as

se 3 é impar e

2Xigio +2 Z Xij < B,
(4,)€Cs

se [3 € par, e as desigualdades SKILS sao:

Xigio +2 ) Xy <5,
(4,)€Cs
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para todo 5. Em todos os casos C é uma parti¢do de C'\ {io}, onde iy € C.

Tanto para 3 par ou impar fica claro que SCILS € mais forte que SKILS .

3.4 Limites inferiores para a solucao da relaxacao
QKP i0q

Para avaliar a qualidade do limite superior encontrado com a relaxa¢do CRel, compa-
ramos este limite com o limite inferior do QKP, dado pelas solugdes vidveis construidas
de forma heuristica.

Seja (Z, X) uma solucdo da relaxacdo CRel. Aplicamos inicialmente a andlise de
componente principal, principal component analysis (PCA) [29] para construir uma
aproximacao para a solucdo do QKP e entdo aplicamos um procedimento de arredonda-
mento para obter uma solugdo vidvel para o problema. PCA seleciona o maior autovalor
e o autovetor correspondente da matriz X, denotados por \ e 7, respectivamente. Entio
Aoo” é uma aproximagio rank-1 de X. Consideramos 7 = A\24 uma aproximacao da
solu¢do x em QKP. Finalmente arredondamos & para uma solugdo bindria que satisfaz a

restricdo de capacidade, usando a técnica descrita no Algoritmo

Algoritmo 3: Procedimento heuristico

1 Entrada: A solugiio X da relaxacido CRel, o vetor de pesos w e a capacidade da
mochila c.
2 Sejam ) e ¥, respectivamente, o maior autovalor e o autovetor correspondentes de
X.
3 Faca 7 = A\20.
4 Arredonde 7 para z € {0,1}".
s Enquanto w’'z > ¢
Faca i = arg min ey {z;|z; > 0}.
Facaz; =0, z; = 0.
Final do Enquanto
Saida: uma solugdo viavel = de QKP.
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Capitulo 4
Outra abordagem pesquisada

Neste Capitulo propomos a utilizagdo de um outro algoritmo de plano de cortes que, de
forma iterativa, fortalece uma relaxacao linear inicial do problema da mochila quadratica
0-1, com o objetivo de encontrar limites de boa qualidade sem a necessidade de resol-
ver problemas de programacgao semidefinida. Para fortalecer a relaxacao linear utilizada
no algoritmo de plano de cortes adicionamos a relaxagao inicial do problema desigual-
dades RLT vélidas, que sdao bem conhecidas e referenciadas na literatura, e cortes de
programacgdo semidefinida.

Considere o problema da mochila quadratica 0-1 definido em 3.1} Conforme descrito
no Capitulo[2]o QKP pode ser reescrito no espago matricial e relaxado conforme proposto
por Helmberg, Rendl e Weismantel [8], [[10]:

(HRW) maximize (Q,X)
sujeito a: > w; X — Xyie <0, i €N, 4.1)
JEN

X — diag(X)diag(X)" = 0,
Observe que nesta formulagdo a restrigio X — diag(X)diag(X)” = 0 garante que
Esta formulagcdo tem como base a formulacio e as relaxacOes apresentadas an-
teriormente na secao desta tese. Em [14] a partir de resultados computacionais
mostrou-se que esta relaxacdo S D P apresentou os melhores limites superiores para o

QKEP nas instancias abordadas.

4.1 Novos Limites Superiores

Nesta secdo explicamos como aplicar um algoritmo de plano de cortes, (cutting plane
algorithm - CPA), para obter limites superiores para o QKP.
A cada iteracdo, o algoritmo de plano de cortes resolve uma relaxacao linear do pro-

blema. Esta relaxag@o € obtida com a adicao dos cortes SD P. A ideia central é construir
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iterativamente, uma aproximagdo externa ao conjunto vidvel do problema|2.2] resolvendo
uma sequéncia de problemas lineares. A cada iteracao € adicionado um corte a formulacao
linear e assim eliminamos a solu¢ao da relaxacao anterior do conjunto vidvel. Consequen-
temente o conjunto vidvel torna-se mais bem aproximado.

O objetivo deste algoritmo de plano de cortes é encontrar limitantes quase tdo bons
quanto os encontrados pela relaxacdo S'D P, porém resolvendo apenas problemas lineares.

O modelo linear apresentado abaixo (L P) é uma relaxacio de HRW que é, por um
lado, mais fraca, pois a restricdo X — diag(X )diag(X)? = 0 ¢ substituida por X = X7
e, por outro lado, reforcada pois adicionamos nele a restricdo de capacidade (2.3)), as
restricdes RLT (2.4)) e a restri¢do de limite (2.6).

(LP) maximize (Q,X)
sujeitoa: > w;X;; <,

JEN

Z ijij —XiiC S O, 1€ N,

JEN

X = X7, (4.2)
XijSXiia i>j€Nai<j7

Xi; >0, 1,7 € N1 <},

0< X, <1, jeN,

E importante observar que neste modelo (L~P) nao € necessario incluir a restricio RLT
(Xii +X;; <1+ X,;) pois g;; > 0 na fung@o objetivo.

Billionnet e Calmels [3]] propuseram em seu trabalho uma relaxacdo linear para o
QKP:

(BC) maximize > 2qiyi5 + > d;;%j

1,JEN <] JEN
sujeitoa: > w;z; < ¢,
JEN
zgxzv Z.7.EN7/L><>7
- AN (43)
yijnga (2] EN72<]7
ijzou Z7j€N7Z<.]7
0<az <1, jEN

Em [14] a relaxacao (BC') é apresentada como a relaxa¢do mais fraca e computaci-
onalmente mais barata, para obter limites superiores para 0 QKP. Em nosso algoritmo
de plano de cortes temos como objetivo gerar limites mais apertados que os encontrados
utilizando a formulagdo proposta por Billionnet e Calmels [5] (BC') e computacional-
mente mais baratos que os encontrados pela formulagdo proposta por Helmberg, Rendl, e
Weismantel [8], [10] (HRW).

33



4.2 O Algoritmo de plano de cortes

Seja Y a seguinte matriz simétrica (n + 1) x (n + 1)

v ( | 1 diag(X)T > _ 44)
diag(X) X

O procedimento que utilizaremos no algoritmo de plano de cortes para fortalecer a

relaxacao (LNP) € baseado nas seguintes equivaléncias:
Y = 0 <= X — diag(X)diag(X)” = 0,
Y =0+ v'Yv >0, VveR",

Os cortes SDP, ©7Yv > 0, sdo adicionados a relaxacdo do QKP iterativamente.
Os vetores v sao selecionados de forma criteriosa conforme descrito em [30], trabalho
no qual sdo considerados problemas de programag¢do nio convexa.

Seja a decomposicao espectral de Y:

n+1

Y = E )\kvkv;‘f,
k=1

onde )\, sdo o autovalores e v, os autovetores de Y. Se Y > 0, entdo A\, > 0 para
todo k=1,...,n+ 1, caso contrdrio existe k tal que \; < 0.

Como U%Yv,; = )\;, adesigualdade U%Yv,; > 0, ¢é satisfeita por todas as matrizes
semidefinidas positivas (n + 1) x (n+ 1), e é violada por Y.

O algoritmo proposto neste trabalho utiliza as ideias acima descritas para separar de
forma iterativa os cortes SD P e entdo adiciona-los a formulacdo inicial (LNP) de forma a
fortalecer os limites calculados.

Se em nosso algoritmo fosse imposta a condi¢do de parada apenas quando a matriz Y
se tornasse semidefinida positiva, ou seja, quanto A\, > 0 paratodo £k =1,...,n+ 1,
nossos limites ndo seriam piores que os encontrados por (H RW). Contudo o esfor¢co
computacional necessdrio para satisfazer este critério de parada poderia ser muito grande
€ ndo compensar.

O principal foco dos resultados computacionais apresentados neste trabalho, utili-
zando o CPA, € analisar o compromisso entre a qualidade do limitante obtido pelo algo-

ritmo de plano de cortes e o esforco computacional necessario.

4.3 Programacao Disjuntiva

A programacdo disjuntiva foi originalmente apresentada por BALAS [31]. Para uti-
liz4-la € necessario uma relaxagdo linear do problema e uma disjun¢do que satisfaca todas

as solugdes viaveis do problema.

34



Algoritmo 4: Algoritmo de Plano de Cortes - CPA

1 Enquanto Critério de Parada .
Seja X a solugdo 6tima de (L~P)
(X)T

o 1 diag(X)
Seja Y = ( diag(f() b% )
Sejam A\, e v, para k= 1,...,n+ 1 respectivamente, os autovalores e 0s
autovetores de 17, talque A\ < X < ..o < A
Seja k:=1.

Enquanto A\ < Ayyax € k£ < Kyax
Adicione a restri¢io v} Yv, > 0 ao (LP), onde Y é definido

em@dd k:=Fk+ 1;
Final do Enquanto
Final do Enquanto B
Saida: O valor da solugdo 6tima de (LP).

Saxena et al. [32] pesquisaram a aplicacdo das técnicas de programacgdo disjuntiva ao
problema de programacao inteira mista com restri¢des quadraticas, mixed integer quadra-
tically constrained programmming (M IQQC P). Este problema, como o QKP, apresenta
dois tipos de nao convexidade, a saber, varidveis inteiras e restricdes quadraticas nao con-
vexas. Em [32] utiliza-se técnicas de programacao disjuntiva e métodos lift-and-project

para obter relaxacdes fortes parao MIQCP.

4.3.1 Corte Secante

A restricdo ndo convexa X = xz’ gera dois tipos de desigualdades validas:

Desigualdade vélida tipo I Desigualdade valida tipo II
X = azT X = 2T

X -zt =0 rzT — X =0

X = za” —X = —x2T

——

J4 tratadas pelo CPA X < za?

na se¢do anterior (\; < 0) X —xzT <0.

O primeiro tipo foi tratado em nosso algoritmo CPA, para \; < 0. O segundo tipo de
desigualdade, X —zx? < 0, serd utilizado para derivar disjuncdes a partir dos autovalores

positivos, A; > 0. Estas disjuncdes sdo de dois tipos:

e Disjuncio diretamente derivada dos autovetores da matriz X — za? associados

aos autovalores positivos A > 0;

e Disjuncdo obtida através da combinacao de varios autovetores.
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Aplicando as ideias apresentadas em [32] nosso objetivo € desenvolver uma relaxagdo

convexa para a restri¢do ndo-convexa

X —zz' <0. (4.5)

Podemos modelar, de forma equivalente, a restri¢do (4.3) por um ndmero infinito de
desigualdades

(Tx)? > ((s¢7), X), (4.6)

paratodo ¢ € R". A desigualdade (4.6) é valida mas ndo pode ser diretamente adicionada
ao nosso algoritmo, pois esta desigualdade € ndo convexa, sua adi¢ao ao modelo causaria
a perda de convexidade do mesmo. Assim para adiciond-la devemos primeiro convexifica-
la conforme feito em [32].

Para convexificar (#.6) devemos substituir a fungdo —(s7z)? pela expressdo da reta
secante dentro do intervalo [n(s),nu(s)]. Desta forma a relaxacdo convexa de (4.06) é
dada por:

("2) () + nu(s)) — nu()muls) = ((ssh), X). (4.7)

Seja P uma relaxacdo poliédrica do conjunto vidvel do problema (LP), @.2), os

limites do intervalo [n.(<),nu(s)] s@o calculados da seguinte forma:

ne(s) := min{c’z : (x, X) € P} ou seja,

n(s) := minimize <’z
sujeitoa: Y w;X;; <c,

JEN
JEN
X = X7,
Xij < X, i,J € Nyi <,
X’ijzoa i7j€N7i<j7
0<X;; <1, j €N,

nu(s) := max{s’z : (v, X) € P} ou seja,
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nu(s) ;= maximize ¢’z
sujeitoa: > w; Xj; <,

JEN

Z ijij —Xn'C S 0, 1€ N,

JEN

X = XT,

XijSXiia i?jEN7i<j>
Xij < Xjjy i,j € N,1 <7,
X;; >0, 1,7 € N,i <,
0< X, <1, jEN,

Tomando como base as ideias apresentadas em suponha que ao resolver a
relaxacao (L~P) obtenha-se X e 7 tais que X # Zz'. Suponha ainda que a ma-
triz X — z7z7 tem, pelo menos, um autovalor positivo (), > 0). Desta forma podemos
escolher o vetor ¢ como o autovetor correspondente a qualquer autovalor positivo. A
restrigio (sTx)? > ((¢sT), X) sera violada pela solugdo da relaxagdo.

A Figura [4.1] ilustra os limites |1, (), nu(s)], a regido vidvel e o corte secante em

uma fun¢do quadratica.

corte secante

Figura 4.1: Corte secante em uma func¢ao quadratica.

4.3.2 Cortes Disjuntivos

Os cortes secante sdao planos de corte vdlidos para o QKP. Mas podemos melhorar
estes cortes. Para isto devemos escolher um ponto €, que pode ser o ponto médio por

exemplo, tal que 6 € [n.(s),nu(s)], e assim temos a disjungdo:
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\/ (4.8)

0 <<Tx <nyls), }
(ST2)(nu(s) +60) — Onu(s) > ((ssT), X) |

A Figura [4.2] ilustra as duas retas secantes entre [1;(s),6] dada pela equagdo

(T2)(nL(s) + 0) — Onr(c) > ((ssT), X) e entre [0, i (<)] dada por (cT2)(nu(s) + 6) —
Onu (<) > ((s¢7), X).

Dy = {(m,X) epP:

Figura 4.2: Disjunc¢do de cortes secantes.

O vetor ¢ é escolhido como o autovetor associado a um autovalor positivo de X —zz7,

ouseja, A > 0 < (¢T2)? < {(ssT), X). Isto é, todos os autovalores positivos de
X — 72z produzem uma desigualdade que ¢ violado por (z, X).

Conforme explicamos anteriormente nao podemos incluir diretamente as desigualda-
des violadas em nosso algoritmo de plano de cortes pois isto destruiria a convexidade da
relaxacdo [4.2] Portanto precisamos utilizar as técnicas de programagdo disjuntiva apre-
sentadas em [32].

Dada a disjung¢@o D; \/ D, e um ponto & € P. Nosso objetivo € separar Z de

Q := clconv(D; U Dy),
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ou seja, da envoltéria convexa de Dy U D,. Desta forma devemos encontrar uma desi-

gualdade valida, tal que:

e Se z € [(PNDy)U(PND,y)| = x satisfaz a desigualdade valida;

e Se z ¢ [(PND;)U (PN Dy)] = adesigualdade vdlida deve cortar z.

Para simplificar a notacio vamos representar o conjunto P apenas pela restricdo
genérica Az > b. O mesmo serd utilizado para as disjun¢des D, e D, que denotare-
mos, respectivamente, como Dx > dy e Dyx > ds.

Buscamos a desigualdade valida pxr > k que seja violada por z. Para encontra-la
devemos encontrar p e k tais que pZ < k. Notemos que para um dado p, o menor
valor que pr assume em cada uma das subregides da regido vidvel do problema, pode

ser obtido pela resolug¢do dos seguintes problemas de programacao linear:

(PN D;) minimize p’x
sujeitoa: Az > b — (xuy) 4.9)
D1£L' > dl < (XUl)

PN Dy) minimize p'x
2 P

sujeitoa: Az > b +— (Xug) (4.10)
Dyx > d2 < (XUQ)

Nos problemas (@.9) e (4.10)) as varidveis u;, vy e ug, vo sdo varidveis duais associadas
aos seus respectivos conjuntos de restrigdes. Note que ao resolver os problemas (4.9) e
(4.10) encontramos 25, € Zpnp,. Tespectivamente, assim + deve ser menor ou igual

* *
a4 Zpnp; € ZpnD,-

Para o problema (PN D;): x < pla <= x < min plz Vaz € PN Dy, utilizando

dualidade de programacdo linear temos:

k < maximize bTu; + div,
sujeito a:  ATwy + DTvy = p? 4.11)

up, v >0

Para o problema (PN D,): k < p'z <= k <min p'z Vo € PN D,, novamente

por dualidade de programacdo linear temos:

k < maximize b uy + di vy
sujeito a:  ATwuy + DIvy = pT 4.12)

Ug, Vg > 0

Para cortar Z a equagdo p’Z — k deve ser negativa, ou seja, p’Z — k < 0. Desta

forma procuramos p e k que minimizem p’Z — k.
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e Se o minimo for negativo = encontramos a desigualdade que corta ;

e Se o minimo for positivo = nao existe uma desigualdade desta forma violada por

z.
Finalmente dado = devemos encontrar p € ~ tais que :

(CGLP) minimize p'7 — K
sujeito a:  ATuy + DTvy =p
ATuy + DIvy = p
bluy + dfvy > K (4.13)
bTuy + dfvy > K
U1, V1, Uz, V2 = 0
|| (w1, v1, ug, v9)||1 = 1.

A ultima restri¢do € introduzida no problema € uma restricdo de normalizacdo, utili-
zada para limitar o valor da funcdo objetivo. A desigualdade linear violada, pz > K, €
encontrada quando o minimo do (CGLP) é negativo. A Figura|4.3|ilustra o corte dis-
juntivo na fun¢do quadratica. Observe que o corte disjuntivo € mais eficiente que o corte

secante.

corte secante

Figura 4.3: Corte disjuntivo em uma funcio quadrética.

As Figuras [4.1] f.2] e 4.3] foram retiradas do semindrio apresentado pelo Prof. J. Lee
no MINO/COST SPRING SCHOOL ON OPTIMIZATION 2014.
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Capitulo 5
Resultados Computacionais

Neste capitulo apresentamos os resultados computacionais dos métodos discutidos ao
longo desta tese. Iniciamos com a apresentacao dos resultados obtidos para a relaxacdo do
QKP ¢ a aplicagio do algoritmo de plano de cortes apresentado no Capitulod] Finalmente
apresentamos os resultados principais desta tese nos quais combinamos o IPM com os
novos cortes CILS e SCILS .

5.1 Resultados obtidos com plano de cortes e
programacao disjuntiva

Para estes testes nosso c6digo foi implementado em Matlab R2014a usando o toolbox
CVX2.1[33] eosolver MOSEK 7.1 [134]. Os testes foram executados em um computador
com processador Intel(R) Core 17 , memoria de 4GB e sistema operacional Linux Ubuntu
14.04.

Em nossos testes computacionais as instancias utilizadas foram geradas de forma
aleatéria. Estas foram utilizadas também na tese de doutorado de Jesus Cunha [35]]. O
procedimento para gerar as instancias foi baseado nos trabalhos de [1,14-6, [12]. Denota-

mos as instancias por I, g ;:
e n - ndmero de variaveis;

e d - densidade da matriz (), porcentagem de beneficios positivos (ou seja, niao

nulos) ¢;;, @ > ji,j € N, selecionados aleatoriamente no intervalo [1,100];
e i- indice da instancia.

A capacidade da mochila é selecionada aleatoriamente no intervalo [50, E;'L:1 wj] e
o peso w; € selecionado aleatoriamente no intervalo [1,50], paracada j € N.

O objetivo dos testes computacionais € comparar os limites superiores encontrados
pelo CPA com os limites obtidos pelas relaxagdes (H RW)[A.1] e (BC), Utilizamos
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para isto diferentes versdes de nosso algoritmo de plano de cortes 4] A diferenca entre
as versdes € o nimero maximo de cortes SD P que sdo adicionados a relaxacdo a cada
iteracdo, denotado como K, 4x.

Desta forma comparamos os limites superiores obtidos pelas cinco relaxacgdes a se-

guir:
e LP - relaxagdo proposta por Billionnet e Calmels (BC), 4.3}

e SDP - relaxagdo obtida de (H RW) reforgada por (2.4) e[2.5}

(SDP) maximize (Q,X)

sujeito a. Z ijij — X”‘C < O, 1€ N,
JEN

X — diag(X)diag(X)T = 0,

w;r; < c,
j%:v g (5.1)

r; +x; < 1+ X5,

e CPA;, Algoritmo @ com K);4x = 1, utilizando a relaxagido 4.2}
e CPA;, Algoritmo @] com K, 4x = 5, utilizando a relaxagio 4.2}

e CPA,, Algoritmo |4{com K, 4x = 10, utilizando a relaxacao .2

O critério de parada utilizado nestes testes foi escolhido com o objetivo de permitir
uma boa anélise da convergéncia do algoritmo de planos de cortes.

Os testes foram executados com limite de tempo de 360 segundos ou até que a ma-
triz de varidveis Y tornar-se semidefinida positiva. Para evitar a parada prematura por
falta de memoria, verificamos a cada 5 iteracdes os cortes S D P que estdo inativos e 0s
eliminamos do modelo.

A Tabela apresenta o resumo dos resultados de nossos experimentos comparando
as relaxagdes propostas na literatura com nosso algoritmo de plano de cortes[d] A primeira
coluna especifica a instancia utilizada. As outras colunas mostram o Gap relativo entre o
limite superior (U B;) encontrado com a ¢-ésima relaxagdo, e o valor da solu¢do 6tima do

problema z*. O Gap é calculado da seguinte forma:
Gap = Y222 x 100

Note que o limite de tempo de 360 segundos € maior do que o tempo necessario para

resolver SD P, sempre que conseguimos resolver o SDP, isto €, quando n < 100. O
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Instancia | LP | SDP | CPA, | CPA; | CPA,, |
Loozss | 0.25 | 0.16 | 025 | 0.25 | 0.25
Liooson | 1.11 | 0.04 | 037 | 0.16 | 0.17
Loors: | 601 | 049 | 0.50 | 049 | 0.49
1100’100’1 346 0 0 0 0

100,25 2 577 | 076 | 142 | 1.21 1.31
T100,50,2 2.82 | 043 | 048 | 048 0.47
L1075, 1.67 | 020 | 0.23 | 0.22 0.23
Ligo,1002 | 2.51 | 046 | 046 | 0.46 0.46

Tiooass | 1.05 | 012 [ 1.05 | 055 | 0.57
Tioosos | 3.96 | 0.19 | 0.76 | 0.70 | 0.65
Loorsa | 2.55 | 0.10 | 020 | 0.13 | 0.14
o004 | 432 | 0.13 | 0.13 | 0.13 | 0.13

I00,25,1 0.16 - 0.16 | 0.16 0.16
I200,50,1 0.16 - 0.16 | 0.16 0.16
Io0751 | 16.83 - 0.51 | 0.48 0.48
I00,1001 | 0.06 - 0.03 | 0.03 0.03

| Média | 329 [ 026] 042 | 035 | 036 |

Tabela 5.1: Gaps obtidos pelas diferentes relaxacdes do QKP.

tempo maximo necessario para resolver SDP quando n = 100 ¢é de 340 segundos. No
entanto, S D P nio resolve qualquer instancia com n = 200, devido a falta de memoria
ou problemas numéricos, o que confirma a bem conhecida dificuldade na resolucao das
relaxacdes S D P quando o nimero de varidveis aumenta.

O tempo necessdrio para resolver LP em todas as instancias apresentadas é muito
pequeno, até 1.34 segundos, no entanto, os limites encontrados por esta relaxacdo as
vezes sao muito fracos.

Na Tabela € possivel observar que CPA; encontra limites melhores que L P para
12 das 16 instancias, e os outros dois CPAs encontram limites melhores que L P para 13
dos 16 casos. O CPA; obtém o mesmo limite que SDP em 3 instancias, enquanto os
outros dois CPAs obtém o mesmo limite que SD P em 4 instancias.

Outro ponto que vale a pena mencionar é que em 2 dos 4 casos nos quais o SDP
falha, o CPAs obtém limites melhores que os limites encontrados pelo LP.

O resultado mais expressivo apresentado na Tabela estd na instancia Isg0 751, O
gap obtido pelo LP é 16,83%, enquanto os gaps obtidos pelos CPAs sdo muito bons,
0,51% e 0,48%.

Para a dnica instdncia na qual o S D P obtém a solugédo 6tima, ou seja, gap igual a 0%,
os trés CPAs também chegam ao mesmo resultado. Para esta mesma instancia (I100,100,1),
o LP encontra um gap de 3,46%.

Os gaps médios apresentados na tltima linha da Tabela [5.1] exemplificam a proximi-
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dade dos limites encontrados pela relaxacdo SD P e pelos CPAs em 360 segundos.
Modificamos nosso algoritmo de plano de cortes a fim de utilizar, além dos cortes

associados aos autovalores negativos, também os cortes disjuntivos. Porém os resultados

obtidos até o momento melhoram, os resultados apresentados na Tabela [5.1} apenas na

quarta casa decimal apds a virgula, ou seja, sdo muito modestos. Possivelmente isto
1.(s) +nu (<)

ocorreu pois utilizamos apenas um ponto de corte, 6 = 5

intervalo [11,(<), nu(s)]-
Para ilustrar o comportamento do algoritmo proposto, incluimos no Apéndice [A] oito
tabelasJA.T] até nas quais comparamos o CPAj5 as relaxacdes da literatura. Nas ta-

belas além de apresentarmos o Gap adicionamos também uma coluna para apresentar o

, para dividir o

tempo computacional, em segundos, gasto por cada método, t(s). Observamos que das
80 instancias testadas, S D P e o algoritmo de plano de cortes CPA5 encontram resultados
melhores ou iguais a relaxacao L P em todas as instancias. Destacamos 0s casos nos quais
a relaxacdo SDP e o CPA; encontram resultados melhores que L P, instancias: I5g 1001,
I50,100,3, I50,100.4 € I50.100,8 apresentados na Tabela@

Os dois resultados mais expressivos encontrados pelo plano de cortes sdo apresentados
na tabela I50.100,3, na qual o LP encontra gap igual a 17, 75%, enquanto SDP e
CPAj; encontram gap igual a 0, 38% e na Tabela Iio,75,6 onde L P encontra gap igual
a 28,98% enquanto SDP e CPAj; encontram o 6timo. O algoritmo de plano de cortes e
a relaxacdo SDP também encontram o valor 6timo nas instancias Ijpp 1001 € Li0o,100.3
apresentadas na Tabela[A.§]

As Figura[5.1]e Figura[5.2] mostram o comportamento dos trés algoritmos de plano de
corte durante as iteragdes, de quatro instincias. Os eixos horizontal e vertical nos graficos
correspondem, respectivamente, ao nimero de iteracdes e ao gap relativo. As duas linhas
horizontais sobre os graficos indicam os limites encontrados pelas duas relaxacdes (L P)
e (SDP).

Na Figura 5.1 e na Figura [5.2] € possivel observar que a medida em que aumenta o
nimero de cortes adicionados as relaxacdes L P a cada iteracdo do algoritmo CPA, os
limites calculados melhoram em menos iteragdes. Isto indica que os cortes adicionados
sdo realmente eficazes.

Durante a anélise das figuras fica claro que a convergéncia do CPA; € mais lenta que
a dos outros dois CPAs. Apés analisarmos as figuras e a Tabela[5.1]decidimos por excluir
o CPA; de nossas pesquisas futuras e investiremos apenas no CPAj; e no CPA; pois sdo
os que obtém melhores resultados. E além disso, observamos que € comum que estes
dois tltimos CPAs obtenham basicamente os mesmos limites em 360 segundos, por isso
¢ importante analisarmos agora o tempo gasto em cada iteracdo destes algoritmos para
identificar melhor o nimero de cortes a serem adicionados ao problema.

As Figuras[5.T]e[5.2] mostram que os limites obtidos com os CPAs estdo sempre entre

os encontrados pelo LP e pelo SDP. Além disso, a cada iteracdo, os limites dos CPAs
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se aproximam dos limites S D P e tornam-se mais distante dos limites L P.

100-25-2
7
6
5
—LP
g4 —sDP
o
g, —CPAl
—CPAS
2 \\\ —CPA10
1
0
1 11 21 31 41 51 61 71 81 91 101 111 121
100-50-4
45
4
3,5
3 —Lp
825 —sDP
g 5 —CPAL
(U]
\ \ —CPA5
1,5
\ \ —CPA10
1
\
0,5
0
1 11 21 31 2 51 61 71

Figura 5.1: Limites encontrados durante a execu¢do dos CPAs com densidade 25 e 50.
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100-75-4

—LP
g —SDP
& CPAl
o
—CPAS
—CPA10

100-100-4

3 —LP
| £ —spp
g CPA1
(U]
—CPAS
1,5 —CPA10

Figura 5.2: Limites encontrados durante a execucdo dos CPAs com densidade 75 e 100.

Nestes testes preliminares, nos permitimos que o CPA fosse executado por um tempo
maior que SD P. Nosso objetivo era analisar o comportamento de convergéncia do algo-
ritmo. Observamos também que o CPAj; e o CPA, vdrias vezes foram interrompidos por
falta de memoria. Para todos os outros casos o critério de parada era o limite do tempo de

360 segundos. Em nenhuma execucio dos CPAs, obtivemos uma matriz Y semidefinida

positiva.

46



5.2 Resultados utilizando a relaxacio quadratica pa-

ramétrica convexa CQP

Nesta sec¢ao apresentamos os resultados principais desta tese. Nosso objetivo € agregar
o algoritmo de pontos interiores, IPM , e os cortes para obter limites mais apertados para
0 QKP.

Para estes testes nosso c6digo foi implementado em Matlab R2015a usando o toolbox
CVX 2.1 [33]. Os testes foram executados em um computador com processador AMD
FX- 6300, memoéria de 16GB e sistema operacional Linux Ubuntu 16.04. Para o método
primal-dual de pontos interiores, IPM , utilizamos o Mosek [34] versdao 8.0 para resol-
ver a relaxagdo CQP ¢, € para resolver os problemas de separacdao MILP ; ¢ MILP ,
utilizamos o Gurobi [36]], versdo 8.

Os testes computacionais t€m como objetivo:

e verificar a eficdcia do IPM descrito na Se¢do [3.1.2] em reduzir o limite superior

enquanto otimiza a perturbagdo da matriz (),

e verificar o impacto das desigualdades validas SCI, CILS e SCILS, quando adicio-

nadas iterativamente para cortar a solu¢do corrente da relaxacdo do QKP,

e calcular o limite superior e o limite inferior obtidos com o procedimento descrito

no Algoritmo[5] e comparar estes, com a solugdo 6tima das instancias.

5.2.1 Estrutura algoritmica

Nesta secdo descrevemos o algoritmo que utilizamos para encontrar os limites supe-
riores para 0 QKP. O Algoritmo [5] apresenta a estrutura utilizada durante nossos testes
computacionais. A cada iteragdo a matriz (), da relaxagdo paramétrica, é atualizada e
os inteiros m e v controlam, respectivamente, de quantas em quantas iteracdes os cortes
serdo adicionados a relaxacao e o nimero maximo de cortes adicionais.

Os dados de entrada, para a primeira iteragdo do IPM, descritos no Algoritmo [2]
onde k = 0, sdo: By = I, i = 1. Partimos de uma matriz Q), tal que @ — Q) é definida

negativa. Resolvendo o problema CQP Q,» com Qp = 2, encontramos a solu¢do 6tima

£(QY), X(Q)), e definimos Vp,(Q)) == X(QY) — z(Q))x(QY)". O fato de Z° e A°
serem definidas positivas é assegurado pois

AO = VpZQP<Q2) + (2|>‘min<VpZQP(Qg>| + '1)I

Nas Tabelas apresentamos o método aplicado para calcular o limite superior na pri-

meira coluna. Nas outras colunas apresentamos para cada método os resultados para
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Algoritmo 5: Estrutura algoritmica

Entrada: () € S, max.neys, €, mev .
k:=0,By:=1,u°:=1.
Sejam \;(Q), v; 0 i*" maior autovalor e o autovetor correspondentes de Q.

Qn = 221 (= (Q)] = Dwivy.

Q;O; = Q - Qn

Resolva a relaxagdo CQP ¢, (em (3.5)), com @, := 2, e obtenha x(Qg),
X(Qy)-

Vi (@) = X(Q)) — 2(Q))x(Q))".

AR Qg - Q.

A= Vi (@) + (21 Amin (VPE (@p)] + )T
Enquanto (o critério de parada ndo é violado)

Execute o Algoritmo |2, onde Q! ¢ obtido e a relaxagdo CQP g,
com Q, := Q! é resolvida. Seja (x(QE™), X(QFT)) a solugdo
Otima.

upper.bound™*' = pi ,(QEH).

Execute o Algoritmo 3} onde 2 € obtido.

lower.bound " := zTQz.

Se k mod m ==

Resolva o problema da mochila KP (3.23) e obtenha o
corte SCI (3.24)).

Adicione max{n, max.n.,} cortes SCI que mais
violem (z(QF*'), X (QF*1)), ao problema CQP g, .
Neuts = 0.

Enquanto (n..,s < maz.ng,; e MILP ; é vidvel)
Resolva MILP ; e adicione CI e CILS
encontrados ao CQP ¢, .

Adicione o corte ao MILP ;.
Neuts = Neuts + 1.

Fim Enquanto

Neuts = 0.

Enquanto (n.,;s < maz.nq.s € MILP 5 € vidvel)
Resolva o MILP 5 e adicione CI e SCILS
encontrados ao CQP ¢, .

Adicione o corte (3.30) ao MILP 5.
Neuts *= Neuts T 1.

Fim Enquanto

Fim Se
k:=k+1.

Fim Enquanto
Saida: Limite Superior upper.bound®, Limite Inferior lower.bound”, e
solugdo vidvel = para o QKP.
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e Gap de otimalidade
(OptGap (%):= ((upper bound - opt)/opt) x 100, onde opt € o valor da solucao

Otima;
e Tempo médio em segundos (Tempo (s));

e Gap de dualidade
(DuGap) := (upper bound - lower bound)/(Jupper bound|) + (|lower bound

), onde

o limite inferior, lower bound, é calculado como descrito na Segdo [3.4}
e Numero de iteracoes (Iter);
e Numero de cortes adicionados a relaxagdo (Cortes);

e Tempo médio em segundos gasto para obter os cortes CILS e SCILS (Tempo,y,

(s)).

5.2.2 A influéncia dos cortes

Nesta secao apresentamos os resultados obtidos ao adicionarmos os cortes a relaxacdo
linear do problema. Nosso objetivo € reduzir o limite superior e para isso a cada iteracao
as novas desigualdades, apresentadas nesta tese, sao adicionadas a relaxacdo do QKP com
o intuito de cortar a solucdo corrente e desta forma reduzir o limite superior.

Nas Tabelas apresentamos resultados para 10 instancias com n = 10 itens. Os
resultados na Tabela[5.2] tem como objetivo mostrar o impacto dos cortes propostos.

Para obter os resultados apresentados na Tabela [5.2] permitimos que, no maximo, 15

cortes de cada tipo, SCI, CILS e SCILS, sejam adicionados a seguinte relaxacao linear:

maximize trace(QX)

sujeito a: Y7 wjz; <,

(LPR) 0<X;<1, VijeN (5.2)
X ed".

Na primeira linha da Tabela[5.2] os resultados correspondem a solucdo da relaxag@o li-
near LPR sem que nenhum corte seja adicionado. Em SCI 1, a cada iteragdo adicionamos
ao problema LPR , apenas o corte mais violado dos n cortes em SCI, e em SCI adici-
onamos todos os n cortes. Em CILS e SCILS, resolvemos os problemas de separacao,
MILP ; e MILP ,, respectivamente, para encontrar o corte mais violado de cada tipo. A
ultima linha da tabela (ALL) corresponde ao resultado obtido quando adicionamos todos
os n cortes em SCI, e um corte de cada tipo CILS e SCILS.

Nestes testes iniciais executamos no maximo 50 iteracdes e o algoritmo péara quando

nenhum corte distinto € encontrado para ser adicionado a relaxagao.
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Conforme discutido anteriormente, na secao para encontrar os cortes CILS e
SCILS os problemas de separacdo ndo precisam ser resolvidos até a otimalidade, desta
forma utilizamos um limite de tempo de 3 segundos para resolver os problemas de
separacdo. Entretanto € importante ressaltar que nestes testes, onde n = 10 itens, este

limite de tempo foi suficiente para resolver todos os problemas até a otimalidade.

Método | OptGap | Tempo | DuGap | Iter | Cortes | Tempo,y,,
(%) (s) (s)

LPR 38.082 0.35 | 0.620 1.0

SCI, 36.703 | 3238 | 0.343 1.1 28.4

SCI 10.036 | 39.98 | 0.058 3.0 | 364.1

CILS 19.719 9.00 | 0.293 2.7 82.2 6.91
SCILS 9.121 | 266.81 | 0.250 | 50.0 | 794.3 198.12
ALL 3.315 | 315.82 | 0.016 | 28.3 | 646.6 264.91

Tabela 5.2: Impacto dos cortes adicionados ao LPR (10 instancias, n = 10).
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Figura 5.3: Média dos gaps de otimalidade apresentados na Tabel

A Figura [5.3] apresenta os gaps de otimalidade da Tabela [5.2] Observa-se um com-
portamento inverso entre a qualidade dos cortes e o tempo computacional necessario para
encontra-los. Considerando um corte tnico de cada tipo, o SCILS é o corte mais forte
(OptGap = 9.121%), porém o tempo computacional necessdrio para encontra-lo é maior
que os tempos necessarios para o cdlculo de CILS e SCI. Entretanto o tempo pode ser
reduzido se o problema de separacao for resolvido de forma heuristica. Note que usar

todos os cortes juntos possibilita encontrar melhores limites superiores que usar cada tipo
em separado (OptGap = 3.315%).
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5.2.3 Desigualdades validas agregadas ao método de pontos interio-

res

Nesta secdo, apresentamos os testes principais desta tese que tem como objetivo agre-
gar 0s novos cortes apresentados na se¢dao ao IPM, que a cada iteragdo atualiza a
decomposicao inicial da matriz () e encontrando melhores limites superiores para o QKP .

Para melhorar os resultados, consideramos na relaxa¢do quadratica paramétrica a de-
sigualdade vélida obtida ao multiplicar a restricdo de capacidade por cada varidvel ndo
negativa z; e as desigualdades vdlidas derivadas de x; € {0,1}. Iniciamos o algoritmo

com a relaxagdo abaixo.

maximize z"(Q — Q))x + trace(Q)X)
sujeito a: Y7 wyr; <,

> wiXiy < eXi, Vie N
(QPR) Xii = i, Vie N (5.3)
0< Xy <1, Vi,j € N
0<uz <1, Vie N
X e S

A fim de avaliar a influéncia da decomposicdo inicial da matriz () sobre o comporta-
mento do IPM, consideramos duas decomposi¢des inicias diferentes para (). Nos dois

casos, calculamos a decomposi¢io dos autovalores de @, onde Q = > | \v;v).

. . . ~ . e n , 0 e
e Na primeira decomposi¢io, consideramos Q,, := > ;" (—|\i| — Dvivj, e Q) :=
Q) — @Q,/2. Nas tabelas e figuras abaixo, nos referimos a esta matriz inicial Qg
a
como Q5.
e Na segunda decomposi¢do, consideramos @Q,, := Y . (min{)\;, —=107°})v;0}, e

Qg = @ — @,,/2. Nos referimos a esta matriz inicial como Q;’).

Implementamos o IPM atualizando a matriz hessiana 5B usando o procedimento BFGS
descrito na se¢do e também consideramos uma aproximacao simples na qual B = I
em todas as iteracoes. Na Tabela [5.3]apresentamos os resultados obtidos utilizando estes
dois procedimentos e as duas decomposic¢des inicias da matriz () descritas anteriormente.

Nas duas primeiras linhas da tabela, os resultados sdo obtidos pela solucao da
relaxagdo quadratica inicial, com a composi¢do de () e sem nenhum corte. Nas proximas
quatro linhas da tabela, os resultados s@o obtidos com a aplicacao do IPM, e sem que ne-
nhum corte seja adicionado a relaxacdo. Nas ultimas quatro linhas, o resultado é obtido,
com a inclusdo dos cortes a relaxag@o. Os cortes sdo adicionados a cada m = 10 iteracdes
do IPM e o nimero de cortes adicionados a cada iteracao é n SCI, 5 CILSe 5 SCILS.

Note que, quando resolvemos cada problema de separagdao MILP, além do cortes

CILS ou dos SCILS , nés também encontramos as desigualdades de cobertura, CI . Verifi-
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camos se estas desigualdades ja foram adicionadas ao problema e, caso contrario, também
adicionamos estas ao problema.

Nestes testes permitimos que o algoritmo execute no maximo 150 iteracdes e o limite
de tempo foi fixado em 900 segundos. Caso o gap de dualidade, DuGap, seja suficiente-

mente pequeno o algoritmo péra.

Método OptGap | Tempo | DuGap | Iter | Cortes | Tempo,y,
(%) (s) (s)
»QPR 21.640 0.79 0.138 1.0
]’;,QPR 12.276 0.83 0.076 1.0
ol 7.242 26.80 0.042 | 150.0
g,l 7.633 25.81 0.055 | 150.0
5-BFGS 7.091 27.41 0.041 | 150.0
}bo,BFGS 7.094 2594 | 0.041 | 150.0
5-L,Cuts 0.863 87.09 0.009 | 144.5 104 42.13
Z,I,Cuts 1.516 77.60 | 0.012 | 132.8 | 97.6 38.37
5-BFGS,Cuts | 0.639 46.13 0.008 | 77.7 | 2754 23.57
f,,BFGS,Cuts 0.640 56.32 0.008 | 98.7 80.7 29.24

Tabela 5.3: Média dos resultados para 10 instancias (n = 10).

Na Tabela [5.3] os melhores limites sdo obtidos quando usamos o IPM atualizando a
matriz hessiana usando BFGS, e adicionando os cortes. Com relacdo ao ponto inicial,
(), encontra melhores limites no geral, mas o tempo gasto € ligeiramente maior que ao
utilizamos Qg. Outros detalhes dos resultados obtidos para cada instancia podem ser
encontrados no Apéndice [A] nas Tabelas até A Figura [5.4] ilustra os gaps de
otimalidade da Tabela[5.3]

Destacamos que ao adicionarmos os cortes ao IPM foi possivel obter o valor 6timo em
algumas das instancias testadas. Sem utilizamos a atualizacdo da matriz B e adicionando
os cortes para (Q2,1,Cuts o algoritmo encontrou o 6timo em 6 das 10 instancias, Tabela
E para Qg,I,Cuts o otimo € encontrado em 4 das 10 instincias apresentadas na
Tabela[A.16] Nas Tabelas e aliamos os cortes a atualiza¢do da matriz B e tanto
para a aproximagdo () e Qg o 6timo € encontrado em 8 das 10 instancias testadas.

Para os testes apresentados na Tabela (n = 30) permitimos que o algoritmo exe-
cute no maximo 250 iteragdes e o limite de tempo foi fixado em 900 segundos. Nova-
mente, caso o gap de dualidade, DuGap, seja suficientemente pequeno o algoritmo para.

Na Tabela observamos que o algoritmo combinado com adi¢do dos cortes apre-
senta resultados préximos do 6timo na média. E importante destacar que, com o aumento
dos itens da mochila, é possivel concluir que a parte mais cara do algoritmo € a busca
pelos cortes, ou seja, o tempo gasto nos problemas de separacio MILP; e MILP,. A

Figura[5.5]ilustra as médias dos gaps de otimalidade apresentados na Tabela [5.4]
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Figura 5.4: Média dos gaps de otimalidade apresentados na Tabela

No Apéndice [A| nas Tabelas até apresentamos em detalhes os resultados
obtidos para as instancias com n = 30 itens. Destacamos que para as duas escolhas
de ) sem a adi¢do dos cortes o 6timo € encontrado em 2 das 10 instincias testadas,
TabelagA.21]e E com a adi¢do dos cortes € possivel encontrar a solucdo 6tima em
6 das 10 instancias, Tabelas e

Método OptGap | Tempo | DuGap | Iter | Cortes | Tempoy,
(%) (s) (s)

QPR 22.840 0.14 0.845 1

Z,QPR 10.618 0.07 0.779 1

5»BFGS 3.064 114.82 | 0.029 | 214.6

Qg,BFGS 3.064 110.74 | 0.029 | 209.4
5,BFGS,Cuts | 0.278 | 493.96 | 0.005 | 147.2 | 2492.50 | 344.47
f,,BFGS,Cuts 0.300 | 529.63 | 0.005 | 160.6 | 2757.3 372.16

Tabela 5.4: Média dos resultados para 10 instancias (n = 30).
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Figura 5.5: Média dos gaps para as tabelas com n = 30 itens,

Na Tabela [5.5] apresentamos a evolugdo dos resultados ao ampliarmos o nimero de
itens na mochila, n. Para estes testes, utilizamos no maximo 500 iteragdes e o tempo

maximo de 2700 segundos, e caso o DuGap seja suficientemente pequeno o algoritmo

para.
Método OptGap | Tempo | DuGap | Iter | Cortes | Tempoy,,
(%) (s) (s)
QPR 21.136 0.87 0.113 1.0
Z,QPR 9.460 | 0.86 0.056 1.0
5>-BFGS 1.345 | 2732.70 | 0.015 | 424.0
g,BFGS 1.345 | 2713.26 | 0.015 | 430.0
5-BFGS,Cuts 0.078 | 2216.81 | 0.001 | 168.6 | 241.2 858.51
Z,BFGS,Cuts 0.076 | 1882.68 | 0.001 | 145.0 | 1994 731.55

Tabela 5.5: Média dos resultados para 5 instancias (n = 50).

Novamente o IPM, com ou sem a adi¢ao dos cortes, reduz o limite superior inicial
dado pela solucao da relaxacao quadrética. A influéncia da decomposic¢ao inicial da matriz
(2 nos limites obtidos pelo IPM nao é relevante, mas a convergéncia continua mais rapida

com a decomposicao inicial Qg. E interessante observar que, apesar de a solu¢ido dos
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problemas de separagdo, MILP , serem computacionalmente caras, o tempo gasto nelas é
compensado pela rdpida convergéncia do algoritmo e por encontrarem melhores limites.

No Apéndice [A] nas Tabelas [A.25] até [A.30] apresentamos em detalhes os resultados
obtidos para as instincias com n = 50 itens. Nas tabelas [A.29] e [A.30] apresentamos
os resultados obtidos ao adicionarmos os cortes ao IPM com a atualiza¢do da matriz B.
Observamos que para as 5 instancias testadas o algoritmo encontra o 6timo em 3 instancias
independente da decomposicdo inicial escolhida para a matriz Q).

E importante destacar que nas 5 instincias testadas, para n = 50 itens, o algoritmo
de pontos interiores e os cortes, Tabelas - encontram melhores resultados
que os gaps obtidos pelo CPAs e pela relaxacdo SDP, Tabela[A.4] Entretanto, o tempo

computacional gasto durante a busca pelos cortes CILS e SCILS é muito grande.
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Capitulo 6
Conclusoes e trabalhos futuros

Nesta tese apresentamos um algoritmo de plano de cortes, que reduz o limite superior
do problema da mochila quadratica QKP. A relaxac¢ado inicial do problema é dada por
um problema quadritico convexo paramétrico, onde a Hessiana () da fungdo objetivo
do QKP ¢ perturbada pela matriz ), tal que ) — ), < 0. Buscando o melhor limite
possivel, o termo concavo =7 (Q — @Q,)z € mantido na fungdo objetivo da relaxagio e a
parte restante, dada por z7Q,z € linearizada através do procedimento que considera o
problema no espaco de matrizes simétricas definidas por X := za7.

Apresentamos um algoritmo de pontos interiores IPM que atualiza a perturbacdo (),
a cada iteracdo do algoritmo de plano de cortes, visando reduzir o limite superior dado
pela relaxacdo. Também apresentamos uma nova classe de cortes que sdo definidos na
varidvel X e derivados das desigualdades de cobertura e das restri¢des bindrias.

Em nossos testes mostramos que o IPM e os cortes sdo eficazes em melhorar o limite
superior para o QKP . Enfatizamos que este procedimento também pode ser aplicado para
os problemas quadraticos indefinidos mais gerais.

Finalmente, mostramos que, se a restricao semidefinida positiva
X —zzt' =0 (6.1)

for introduzida na relaxacao do QKP, ou em qualquer outro problema quadratico indefi-
nido (maximizar a fungdo objetivo), entdo a decomposicao da fun¢do objetivo que leva a
uma relaxacao quadratica convexa, na qual a parte coOncava perturbada na funcdo objetivo
¢ mantida e a parte restante € linearizada, ndo € eficaz. Neste caso, o melhor limite é sem-
pre alcancado quando toda a fun¢@o objetivo € linearizada, isto €, quando a perturbacao
()p € igual a (). Esta observagdo também se relaciona a conhecida diferenga de convexas,
difference of convex, DC, decomposi¢ao de quadréticos indefinidos que tem sido utilizada
na literatura para gerar limites para problemas quadraticos indefinidos. Mais uma vez,
caso a restricao seja adicionada a relaxagdo, a decomposicao DC nao € mais efetiva e

a relaxacdo linear SDP alteranativa encontra os melhores limites possiveis.
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Neste trabalho também propusemos a aplicacao de um algoritmo de plano de corte que
resolve de forma iterativa relaxacdes de programacao linear fortes do problema, adicio-
nando desigualdades vélidas bem conhecidas na literatura como desigualdades RLT e cor-
tes S D P. Na literatura ideias semelhantes tém sido propostas para problemas quadraticos
ndo convexos. Em nossa pesquisa, nds adaptamos as ideias para melhor atender ao QKP,
e comparamos, através de resultados computacionais, diferentes versdes do algoritmo de
plano de corte. Entdo concluimos que a metodologia proposta oferece resultados promis-
sores para o problema da mochila quadratica.

Nossos resultados iniciais mostram que os limites calculados pelo CPA para algumas
instancias sdo muito melhores que os encontrados pela relaxacao linear simples LP, e
podem ser calculados com mais eficiéncia que os limites obtidos utilizando da relaxacao
S D P mais forte, quando o ndimero de varidveis aumenta.

Nosso proximo objetivo em nossa pesquisa € definir um critério de parada para o
CPAs, de tal forma que eles possam obter em média um limitante melhor que L P, mas
em um tempo mais curto que o S D P. Ressaltamos que o tempo de processamento do al-
goritmo CPA € ainda muito grande, se comparado com outras relaxagdes de programacao
linear. No entanto, nosso trabalho futuro consiste em aplicar algumas técnicas bem co-
nhecidas para reduzi-lo, como, por exemplo, considerar as desigualdades RLT a serem
adicionados a relaxagdo original, com um algoritmo de separacdo, assim como € feito
para os cortes SDP. E um procedimento para eliminar da relaxacio as restricdes RLTs
inativas na solucao 6tima, a cada iteracao do CPA.

Outro ponto que precisa ser explorado em nossas pesquisas futuras € o potencial dos
cortes disjuntivos aliados ao IPM. Em nossos resultados iniciais, aplicando os cortes
disjuntivos, dividimos o intervalo de interesse ao meio. Os autores em [32] mostram que
€ possivel subdividir o intervalo em k£ intervalos.

Esquematicamente, a pesquisa desenvolvida se apresenta como:

Problema da Mochila Quadratico - QKP
/\~

Método de Pontos Interiores - IPM Algoritmo de Plano de Cortes - CPA

Identidade BFGS Cortes de Cortes derivados
| | Programacao dos autovalores e
Cortes Propostos Disjuntiva autovetores
- CILs p— Dy
* SCILS CPA, CPA; CPA,

\ J
f

Trabalhos futuros: IPM + CILS e SCILS
com cortes Disjuntivos

Figura 6.1: Resumo da pesquisa desenvolvida e trabalhos futuros.
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Apéndice A
Detalhamento dos resultados

Neste capitulo apresentamos em detalhes os resultados que complementam as Tabelas

apresentadas no Capitulo[5]desta tese.

A.1 Tabelas comparando plano de cortes e relaxacoes da

literatura

LP SDP CPA;

Instancia | gap | t(s) | gap | t(s) | gap | t(s)
Iso2s: | 092 0,19 | 0,85 | 291 |0,92 | 11,84
I50.25.2 445 | 0,18 | 1,42 | 4,19 | 2,70 | 26,71
I50.25.3 0,56 | 0,17 | 0,54 | 3,63 | 0,56 | 14,07
I50,25,4 0,05 | 0,19 | 0,05 | 4,01 | 0,05 | 14,6
I50,25,5 2,66 | 0,18 | 1,17 | 3,95 | 2,59 | 12,31
I50,25.6 0,68 | 0,18 | 0,67 | 4,49 | 0,68 | 15,15
Isoo57 | 10,87 | 0,13 | 1,03 | 4,13 | 2,74 | 64,05
I50,25 8 1,28 | 0,15 | 1,14 | 3,13 | 1,28 | 12,73
I50,25,9 0,54 | 0,12 | 0,45 | 4,24 | 0,54 | 14,45
I50,25,10 1,02 | 0,14 | 0,97 | 4,27 | 1,02 | 11,86

Média 23 10,16 10,83 | 3,9 | 1,31 | 19,78

Tabela A.1: Gaps obtidos para n = 50 itens e d = 25 pelas diferentes relaxacdes do
QKP.
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LP SDP CPA;

Instancia | gap | t(s) | gap | t(s) | gap | t(s)
50501 486 | 0,62 | 0,75 | 541|097 | 11,11
I50.50.2 0,67 | 0,14 | 0,66 | 4,72 | 0,67 | 12,23
I50.50,3 19,62 | 0,13 | 0,28 | 4,84 | 0,68 | 19,96
I50.50.4 291 | 0,12 | 0,72 | 5,35 | 0,93 | 23,35
I50.50.5 2,72 (0,12 | 1,07 | 5,85 | 1,31 | 22,87
I50.50.6 0,41 | 0,13 0,38 | 4,86 | 041 | 11,73
I50.50.7 0,48 | 0,14 | 0,25 | 4,96 | 0,45 | 10,79
I50.50.8 0,58 | 0,13 (0,24 | 7,25 | 0,39 | 13,51
I50.50,0 2,52 [ 0,15 | 1,38 | 4,73 | 1,58 | 13,92
I50.50,10 0,88 | 0,14 | 0,68 | 4,66 | 0,77 | 8,45
Média 3,57 | 0,18 | 0,64 | 5,26 | 0,82 | 14,79

Tabela A.2: Gaps obtidos para n = 50 itens e d = 50 pelas diferentes relaxagdes do
QKP.

LP SDP CPA;

Instancia | gap | t(s) | gap | t(s) | gap | t(s)
I50.75.1 1,96 | 0,17 | 0,52 | 4,69 | 0,54 | 28,73
Iso752 | 6,55 (0,14 | 0,25 | 4,79 | 0,33 | 27,17
Iso753 | 0,26 | 0,15 | 0,26 | 3,86 | 0,26 | 15,45
Iso754 938 02 [ 610 4 |620]| 1493
Iso755 | 0,71 | 0,15 | 0,67 | 4,61 | 0,71 | 14,45
50,756 1,59 | 0,14 | 0,18 | 4,55 | 0,25 | 15,62
Iso757 | 0,34 | 0,16 | 0,33 | 5,34 | 0,34 | 15,51
Iso7ss | 2,58 | 0,17 | 0,27 | 4,35 | 0,33 | 12,99
I50,75.9 1,94 | 0,16 | 1,87 | 44 | 1,89 | 18,85
Iso 75,00 | 5,56 | 0,18 | 0,56 | 4,87 | 0,60 | 22,88
Média | 3,09 | 0,16 | 1,10 | 4,55 | 1,15 | 18,66

Tabela A.3: Gaps obtidos para n = 50 itens e d = 75 pelas diferentes relaxa¢des do
QKP.

64



LP SDP CPA;

Instancia | gap t(s) | gap | t(s) | gap | t(s)
I50,100,1 1,87 | 0,16 | 1,49 | 4,74 | 1,49 | 13,83
I50.100.2 1,26 | 0,27 | 0,81 | 51 |0,82]| 14,17
Iso.1003 | 17,75 | 0,29 | 0,38 | 3,53 | 0,38 | 12,09
I50,100,4 6,62 | 0,28 | 1,59 | 3,5 | 1,59 | 12,69
I50.1005 1,56 | 0,33 | 1,51 | 4,28 | 1,52 | 13,03
I50.100,6 397 | 0,33 | 3,33 | 4,28 | 3,34 | 13,60
I50,100,7 9,34 | 0,31 | 0,44 | 432 | 0,46 | 13,60
I50.1008 2,24 | 0,36 | 1,53 | 3,78 | 1,53 | 9,94
I50,100,9 1,87 | 0,28 | 0,06 | 4,76 | 0,07 | 14,12
Iso.10010 | 4.84 | 0,33 | 1,36 | 4,86 | 1,38 | 14,81
Média 5,13 10,294 | 1,25 | 4,315 | 1,26 | 13,19

Tabela A.4: Gaps obtidos para n = 50 itens e d = 100 pelas diferentes relaxagdes do
QKP.

LP SDP CPA;

Instancia | gap t(s) | gap t(s) gap | t(s)
100,251 0,25 | 0,39 | 0,16 | 212,48 | 0,25 | 48,99
Li00,25,2 577 | 1,34 0,76 | 209,06 | 1,21 | 33,6
00,253 0,08 | 0,37 | 0,08 | 231,70 | 0,08 | 46,06
L100,25,4 1,05 | 0,32 | 0,12 | 202,52 | 0,55 | 33,26
00,255 0,09 | 0,38 | 0,05 | 241,04 | 0,09 | 47,69
L0256 0,25 | 0,35 | 0,22 | 264,68 | 0,25 | 51,51
Li0o,257 0,45 | 0,35 | 0,38 | 340,60 | 0,45 | 41,23
100,258 0,18 | 0,36 | 0,17 | 218,19 | 0,18 | 26,09
Li00,25.9 2,13 | 0,39 | 0,26 | 19743 | 2,13 | 26,99
Lioo2s10 | 24,02 | 0,37 | 1,05 | 193,74 | 2,01 | 104,5

Média 343 | 0,462 | 0,33 | 231,14 | 0,78 | 45,99

Tabela A.5: Gaps obtidos para n = 100 itens e d = 25 pelas diferentes relaxacdes do
QKP.
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LP SDP CPA;

Instancia | gap | t(s) | gap t(s) gap t(s)
L100,50,1 1,11 | 0,96 | 0,04 | 312,21 | 0,16 | 29,34
100,502 2,82 (0,46 | 0,43 | 162,67 | 0,48 | 55,32
L100,50,3 1,81 | 0,49 | 0,31 | 199,68 | 0,44 | 73,53
L100,50,4 3,96 | 0,65 | 0,19 | 180,11 | 0,70 | 126,78
Li00,50,5 1,84 | 0,5 | 0,25 | 165,44 | 0,45 | 59,45
L100,50,6 0,16 | 0,41 | 0,15 | 172,46 | 0,16 | 39,41
L0507 3,75 10,38 | 0,08 | 223,02 | 0,73 | 215,59
Lioo,50,8 1,28 | 0,61 | 0,06 | 211,42 | 0,65 | 55,43
Lioos00 | 11,18 | 0,58 | 0,44 | 194,68 | 091 | 62,73
Lioos010 | 1,22 | 0,65 | 0,16 | 143,93 | 0,50 | 46,74

Média 291 | 0,57 | 0,21 | 196,56 | 0,53 | 76,43

Tabela A.6: Gaps obtidos para n = 100 itens e d = 50 pelas diferentes relaxagdes do
QKP.

LP SDP CPA;

Instancia | gap | t(s) | gap t(s) gap t(s)
Lioo. 75,1 6,01 | 0,93 | 0,49 | 198,15 | 0,49 | 40,73
Lioo,75,2 1,67 | 0,75 | 0,20 | 154,56 | 0,22 | 87,52
Lioo,75,3 1,55 | 0,88 | 0,01 | 203,74 | 0,10 | 139,12
Li00,75,4 2,55 | 0,61 | 0,10 | 203,55 | 0,13 | 133,94
Lo, 755 1,03 | 0,71 | 0,08 | 207,58 | 0,15 | 117,1
Lioo,756 | 28,98 | 0,76 | 0,00 | 122,38 | 0,00 | 13,89
Lioo,75,7 0,34 | 0,78 | 0,18 | 180,34 | 0,20 | 60,99
Lioo,75,8 9,16 | 1,05 | 0,53 | 179,63 | 0,69 | 81,31
Lioo,75.9 0,29 | 0,76 | 0,05 | 185,42 | 0,08 | 54,52
Lioo,7510 | 0,32 | 0,75 10,22 | 216,17 | 0,26 | 53,86

Média 5,20 | 0,80 | 0,19 | 185,15 | 0,24 | 78,30

Tabela A.7: Gaps obtidos para n = 100 itens e d = 75 pelas diferentes relaxacdes do
QKP.
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LP SDP CPA;

Instancia | gap | t(s) | gap t(s) gap t(s)
Lioo,1001 | 3,46 | 1,04 | 0,00 | 111,99 | 0,00 | 109,24
Lioo1002 | 2,51 | 0,54 | 0,46 | 207,51 | 0,46 | 54,82
Lioo,1003 | 0,73 | 0,63 | 0,00 | 126,66 | 0,00 | 49,65
Lioo,1004 | 4,321 0,79 | 0,13 | 223,56 | 0,13 | 37,62
Lioo.1005 | 0,99 | 0,78 | 0,29 | 236,71 | 0,30 | 48,06
Lioo,1006 | 0,31 | 1,07 | 0,09 | 218,48 | 0,09 | 40,08
Lioo,100,7 | 0,821 0,64 | 0,17 | 214,83 | 0,17 | 57,67
Lioo.1008 | 6,52 | 0,58 | 0,04 | 140,65 | 0,05 | 30,47
Lioo,1009 | 0,9 | 0,84 | 0,10 | 202,01 | 0,10 | 53,27
Lioo,100,10 | 1,19 | 0,63 | 0,83 | 167,57 | 0,85 | 28,46

Média | 2,18 | 0,75 | 0,21 185 | 0,22 | 50,93

Tabela A.8: Gaps obtidos para n = 100 itens e d = 100 pelas diferentes relaxa¢des do
QKP.

A.2 Tabelas comparando cortes propostos e o IPM

Instancia | Optgap | Tempo | DuGap | Iter
(%) (s)
Li0,100,1 14.225 0.83 0.155 1
L10.100.2 20.887 0.79 0.099 1
10,1003 28.223 0.79 0.124 1
I10,100,4 19.646 0.79 0.089 1
Li0,100,5 17.168 0.78 0.210 1
L10,100,6 18.074 0.78 0.083 1
1
1
1
1
.0

o107 | 12910 | 0.80 | 0.104
Tioi0s | 21493 | 078 | 0.117
Lioi0o | 23219 | 078 | 0.152
Tio10010 | 40555 | 0.78 | 0.250

| Média | 21.640 | 079 | 0.138 [ 1.00 |

Tabela A.9: Resultados para 10 instancias (n = 10) usando )¢,QPR, Tabela
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Instancia | Optgap | Tempo | DuGap | Iter
(%) (s)
L10,100,1 6.882 1.23 0.040
Li0,100,2 14.291 0.80 0.071
L10,100,3 15.306 0.80 0.071
I10,100,4 9.692 0.79 0.046
Li0,100,5 8.954 0.79 0.050
Li0,100,6 8.245 0.80 0.048
Lio,100,7 6.330 0.79 0.041
Li0,100,8 12.150 0.78 0.077
L10,100,9 17.512 0.79 0.103
Lio 100,00 | 23.395 0.79 0.217

| Meédia | 12276 | 0.83 | 0.076 [ 1.00 |

[N U VRN (R N, G (U— ) S_— T—

p—

Tabela A.10: Resultados para 10 instancias (n = 10) usando QZ,QPR, Tabela

Instancia | Optgap | Tempo | DuGap | Iter
(%) (s)
L10,100,1 5.198 26.78 0.032 150
L10,100,2 10.879 | 26.85 0.056 150
L10,100,3 5.412 26.88 0.026 150
L10,100,4 5.134 26.63 0.034 150
Li0,100,5 6.739 26.82 0.040 150
Li0,100.6 6.003 26.90 0.029 150
Lio,100,7 3.922 26.79 0.019 150
Li0,100,8 6.496 26.79 0.051 150
Li0,100,9 13.740 | 26.77 0.087 150
L10,100,10 8.892 26.82 0.049 150

Média | 7.242 | 26.80 | 0.042 | 150.00 |

Tabela A.11: Resultados para 10 instancias (n = 10) usando QZ,I, Tabela
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Instancia | Optgap | Tempo | DuGap | Iter
(%) (s)
Li0,100,1 5.292 25.57 0.033 150
Li0,100,2 10.788 | 25.63 0.056 150
Li0,100,3 5.587 25.72 0.027 150
10,1004 5.357 25.85 0.035 150
Lio.100,5 6.883 25.72 0.041 150
Lio.100,6 5.965 25.76 0.029 150
Lio,100,7 4.029 25.76 0.020 150
Lio,100,8 8.068 26.13 0.059 150
Li0,100,9 14.200 | 26.09 0.089 150
Lo, 10010 | 10.162 | 25.90 0.162 150

Média | 7.633 | 25.81 [ 0.055 | 150.0 |

Tabela A.12: Resultados para 10 instancias (n = 10) usando Qb,I, Tabela

Instancia | Optgap | Tempo | DuGap | Iter
(%) (s)
Li0,100.1 5.140 27.99 0.032 150
Li0,100,2 10.683 | 27.54 | 0.055 150
Li0,100,3 5.377 2742 | 0.026 150
Li0,100,4 4.692 27.45 0.023 150
Lio,100,5 6.578 27.44 | 0.039 150
Li0.1006 5.871 27.41 0.029 150
Lio,100.7 3.764 27.34 | 0.018 150
Lio.1008 6.341 27.30 | 0.051 150
L10,100,9 13.667 | 27.23 0.086 150
L10,100,10 8.792 27.00 | 0.049 150

Média | 7.091 | 27.41 | 0.041 [ 150.0 |

Tabela A.13: Resultados para 10 instancias (n = 10) usando QZ,BFGS, Tabela

69



Instancia | Optgap | Tempo | DuGap | Iter
(%) (s)
Li0,100,1 5.140 25.89 0.032 150
Li0,100,2 10.683 | 26.18 0.055 150
Lio,100.3 5.358 26.17 0.026 150
L10,100.4 4.692 26.21 0.023 150
Lio.100,5 6.583 25.77 0.039 150
Lio.100,6 5.873 25.98 0.029 150
Lio,100,7 3.782 25.95 0.019 150
Lio,100,8 6.307 25.79 0.050 150
Li0,100,9 13.731 | 25.76 0.087 150
L10,100,10 8.793 25.69 0.049 150

Média | 7.094 | 2594 | 0.041 [150.0 |

Tabela A.14: Resultados para 10 instancias (n = 10) usando Q°,BFGS, Tabela

Instancia | OptGap | Tempo | DuGap | Iter | Cortes | Tempoyy,
(%) (s) (s)
Li0,100.1 0.000 86.14 | 0.000 150 90 40.19
Li0,100,2 0.237 81.40 | 0.002 150 73 38.35
Li0,100,3 2.267 99.15 0.011 150 143 51.24
T10,100,4 0.000 89.06 0.000 150 97 42.52
Lio,100,5 0.000 89.33 0.000 150 108 41.75
Li0.1006 0.000 85.63 0.000 147 93 40.16
Lio,100.7 0.000 78.88 0.000 138 82 37.65
Lio.1008 0.430 100.94 | 0.002 150 131 49.99
L10,100,9 0.000 64.22 0.000 110 103 30.53
L10,100,10 5.699 96.11 0.079 150 120 48.93

| Média | 0.863 | 87.09 | 0.009 [ 14450 | 104.00 | 42.13 |

Tabela A.15: Resultados para 10 instancias (n = 10) usando QZ,I,Cuts, Tabela
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Instancia | OptGap | Tempo | DuGap | Iter | Cortes | Tempo,,
(%) (s) (s)

Li0,100,1 0.000 83.53 0.000 142 94 40.84
Li0,100,2 0.088 81.30 0.000 150 73 38.26
Li0,100,3 2.995 98.87 0.015 150 145 51.43
10,1004 0.000 78.77 0.000 134 93 39.03
Lio.100,5 0.001 83.47 0.000 150 108 39.14
Lio,100,6 0.000 77.30 0.000 141 90 38.25
Lio,100,7 0.000 6.50 0.000 11 17 3.57

Lio,100,8 3.273 90.65 0.016 150 125 46.37
Li0,100,9 0.036 85.67 0.000 150 117 40.26
L10,100,10 8.766 89.90 0.093 150 114 46.59

| Média | 1516 | 77.60 | 0.012 [132.80 | 97.60 | 3837 |

Tabela A.16: Resultados para 10 instancias (n = 10) usando Qg,I,Cuts, Tabela

Instancia | OptGap | Tempo | DuGap | Iter | Cortes | Tempoyy,
(%) (s) (s)
L10.100.1 0.000 38.29 0.000 71 150 20.72
L10,100,2 0.000 38.06 0.000 80 47 18.95
L10,100,3 1.423 97.70 0.007 150 723 50.07
L10,100,4 0.000 6.98 0.000 13 111 3.61
Li0,100,5 0.000 45.60 0.000 82 209 24.07
L0,100,6 0.000 7.75 0.000 17 79 3.58
Lio.100.7 0.000 22.56 0.000 44 147 12.15
Li0,100,8 0.000 95.27 0.000 149 559 46.94
L10,100,9 0.000 12.47 0.000 21 223 7.33
L10,100,10 4.967 96.60 0.075 150 506 48.33

| Média | 0.639 | 46.13 | 0.008 |77.70 | 27540 | 23.57 |

Tabela A.17: Resultados para 10 instancias (n = 10) usando QZ,BFGS,Cuts, Tabela
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Instancia | OptGap | Tempo | DuGap | Iter | Cortes | Tempoy,,
(%) (s) (s)
L10,100,1 0.000 17.40 0.000 32 34 10.00
L10,100,2 0.000 41.87 0.000 87 43 21.22
L10,100,3 1.431 96.14 0.007 150 145 49.85
Li0,100.4 0.000 35.95 0.000 69 58 18.97
Li0.100,5 0.000 51.42 0.000 98 66 26.08
Li0,100,6 0.000 48.63 0.000 92 64 25.40
Lio,100,7 0.000 48.33 0.000 91 59 25.42
Li0,100,8 0.000 72.21 0.000 117 123 38.17
L10,100,9 0.000 57.67 0.000 101 90 29.51
L10,100.10 4.966 93.59 0.075 150 125 47.77

| Média | 0640 | 5632 | 0.008 [98.70 | 80.70 | 29.24 |

Tabela A.18: Resultados para 10 instancias (n = 10) usando QZ,BFGS,Cuts, Tabela

Instancia | Optgap | Tempo | DuGap | Iter
(%) (s)
I50.100,1 22.569 0.14 0.853
I30,100,2 19.710 0.14 0.836
I30,100,3 33.098 0.25 0.825
I350,100,4 25.095 0.12 0.824
I30,100,5 20.667 0.11 0.826
I50,100,6 22.416 0.15 0.850
I50.1007 20.677 0.11 0.854
I30.100,8 25.450 0.14 0.864
I50.100,9 23.813 0.17 0.871
Is0.10010 | 14.901 0.07 0.850 1

Média | 22.840 | 0.14 [ 0.845 | 1.00 |

[N (VN G (U [ SN [ — U— ] S_— —

Tabela A.19: Resultados para 10 instancias (n = 30) usando QZ,QPR, Tabela
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Instancia | Optgap | Tempo | DuGap | Iter
(%) (s)
I30.100,1 11.447 0.08 0.183
I30,100,2 8.586 0.08 0.858
I350,100,3 16.585 0.16 0.847
I30,100.4 11.992 0.06 0.853
I50.100,5 9.638 0.06 0.855
I30.100,6 8.995 0.04 0.862
I50,100,7 9.602 0.06 0.827
I350.100,8 12.409 0.07 0.829
I50,100,9 10.366 0.08 0.836
I50.100,10 6.561 0.04 0.836

| Média | 10618 | 0.07 | 0.779 [ 1.00 |

[N U VRN (R N, G (U— ) S_— T—

p—

Tabela A.20: Resultados para 10 instancias (n = 30) usando QZ,QPR, Tabela

Instancia | Optgap | Tempo | DuGap | Iter
(%) (s)
I50.100.1 3.673 | 13223 | 0.042 250
I30,100,2 0.000 | 71.679 | 0.000 143
I350,100,3 3.125 | 13252 | 0.045 250
I350,100,4 4.537 | 135.59 | 0.022 250
I50,100,5 5.571 | 134.46 | 0.037 250
I30,100.6 0.000 2.49 0.000 3

I50.100.7 4.080 | 133.53 | 0.036 250
I50.100,8 5979 | 135.59 | 0.045 250
I30,100,9 1.221 | 13097 | 0.043 250
I50.100,10 2454 | 139.17 | 0.021 250

Média | 3.064 | 114.82 [ 0.029 | 214.60 |

Tabela A.21: Resultados para 10 instancias (n = 30) usando QZ,BFGS, Tabela
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Instancia | Optgap | Tempo | DuGap | Iter
(%) (s)
I50,100.1 3.673 | 129.38 | 0.042 250
I50,100,2 0.000 | 48.65 0.000 93
I30,100,3 3.097 132.18 | 0.045 250
I30,100,4 4.556 131.59 | 0.022 250
I30,100,5 5.574 131.90 | 0.037 250
I50.100.6 0.000 1.42 0.000 1
I30,100,7 4.081 | 136.12 | 0.036 250
I50.100,8 5984 | 130.20 | 0.045 250
I30,100,9 1.221 133.14 | 0.043 250
I30,100,10 2.454 132.85 | 0.021 250

Média | 3.064 | 110.74 | 0.029 [209.40 |

Tabela A.22: Resultados para 10 instancias (n = 30) usando Q°,BFGS, Tabela

Instancia | Optgap | Tempo | DuGap | Iter Cortes | Tempo,y,
(%) (s) (s)
I30,100,1 0.000 | 129.93 | 0.000 49 842 95.7836
I50.100,2 0.000 | 410.10 | 0.000 118 2371 312.6191
I30,100,3 1.600 | 708.66 | 0.038 250 2243 472.01
I30,100,4 0.481 | 842.92 | 0.002 250 4683 537.07
I50,100,5 0.000 | 271.30 | 0.000 84 1596 205.65
I50.100.6 0.000 3.01 0.000 3 0 0.00
I30,100,7 0.390 | 928.81 | 0.005 250 4529 643.50
I50.100,8 0.304 | 899.19 | 0.002 250 4078 616.90
I50.100,9 0.000 | 406.13 | 0.000 121 2494 303.96
I350.100,10 0.000 | 339.55 | 0.000 97 2089 257.20

| Média | 0278 [ 493.96 | 0.005 | 147.20 [ 2492.50 | 34447 |

Tabela A.23: Resultados para 10 instancias (n = 30) usando QZ,BFGS,Cuts, Tabela
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Instancia | Optgap | Tempo | DuGap | Iter \ Cortes | Tempo,,
(%) (s) | (s)
I30,100,1 0.000 | 390.44 | 0.000 128 1895 291.67
I50.100,2 0.000 | 219.68 | 0.000 63 1155 174.96
I50.100,3 1.607 | 683.71 | 0.038 250 2328 452.70
I30,100,4 0.649 | 802.57 | 0.003 250 4712 526.31
I50,100,5 0.000 | 415.29 | 0.000 134 2501 300.95
I50.1006 0.000 1.45 0.000 1 0 0.00
I30,100,7 0.412 | 928.55 | 0.005 250 4466 646.35
I50.1008 0.327 | 872.49 | 0.002 250 4717 609.01
I50.100,9 0.000 | 289.23 | 0.000 92 1684 220.39
I30,100,10 0.000 | 692.87 | 0.000 188 4115 499.28

[ Média | 0300 [ 529.63 | 0.005 | 160.60 | 27573 | 372.16 |

Tabela A.24: Resultados para 10 instancias (n = 30) usando Q4. BFGS,Cuts, Tabela

Instancia | Optgap | Tempo | DuGap | Iter
(%) (s)
I50.100,6 22.615 0.87 0.113 1
I50,100,7 24.991 0.87 0.146 1
I50,100,8 20.758 0.86 0.115 1
I50,100,9 15.056 0.89 0.080 1

1

.0

Isoi0000 | 22258 | 0.87 [ 0.112
| Média | 21.136 | 0.87 | 0.113 [ 1.00 |

Tabela A.25: Resultados para 5 instancias (n = 50) usando )%,QPR, Tabela

Instancia | Optgap | Tempo | DuGap | Iter
(%) (s)
I50,100,6 11.021 0.86 0.063
I50,100,7 11.046 0.87 0.064
I50,100,8 9.100 0.87 0.056
I50,100,9 6.708 0.86 0.043
I50,100,10 9.424 0.86 0.055 1

| Média | 9.460 | 0.86 | 0.056 [ 1.00 |

[UY VRN SN U

Tabela A.26: Resultados para 5 instancias (n = 50) usando Q°,QPR, Tabela
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Instancia | Optgap | Tempo | DuGap | Iter
(%) (s)

I50,100,6 3.335 | 2711.39 | 0.024 | 420

I50.100.7 0.437 | 2762.92 | 0.009 | 430

I50.100.8 1.526 | 2703.64 | 0.020 | 420

I50.100.9 0.063 | 2764.89 | 0.005 430

I50.100,10 1.365 | 2720.67 | 0.015 420

[ Média | 1345

[2732.70 | 0.015 [ 424.0 |

Tabela A.27: Resultados para 5 instancias (n = 50) usando Q2,BFGS, Tabela

Instancia | Optgap | Tempo | DuGap | Iter
(%) (s)

I50.100.6 3.335 | 271046 | 0.024 430

I50.100.7 0.437 | 2700.75 | 0.009 430

I50.100,8 1.526 | 2727.02 | 0.020 430

I50,100,9 0.063 | 2707.82 | 0.005 430

I50.100,10 1.365 | 2720.24 | 0.015 430

| Média | 1345

[ 271326 | 0.015 | 430.0 |

Tabela A.28: Resultados para 5 instancias (n = 50) usando QZ,BFGS, Tabela

Instancia | Optgap | Tempo | DuGap | Iter \ Cortes | Tempoy,, »
(%) (s) | (s)

I50,100,6 0.195 | 2811.35 | 0.001 210 281 1049.42
I50,100,7 0.000 | 2265.98 | 0.000 172 287 901.29
I50,100,8 0.000 | 1529.21 | 0.000 121 179 627.09
I50,100,9 0.000 | 1652.68 | 0.000 130 165 653.44
I50,100,10 0.195 | 2824.85 | 0.002 210 294 1061.35

| Média | 0.078 |2216.81 | 0.001 |168.6] 241.2 | 85851 |

Tabela A.29: Resultados para 5 instancias (n = 50) usando ()¢,BFGS,Cuts, Tabela

Instancia | Optgap | Tempo | DuGap | Iter \ Cortes | Tempo,, »
(%) (s) \ (s)

I50,100,6 0.186 | 2727.93 | 0.001 210 269 1038.60
I50,100,7 0.000 | 1737.55 | 0.000 136 205 696.75
I50.1008 0.000 | 1028.75 | 0.000 82 127 421.08
I50.100.9 0.000 | 1087.04 | 0.000 87 111 432.68
I50.100,10 0.196 | 2832.12 | 0.002 210 285 1068.69

| Média | 0.076 |1882.68 | 0.001 |145.0] 1994 | 73155 |

Tabela A.30: Resultados para 5 instancias (n = 50) usando Qb,BFGS,Cuts, Tabela
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