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À minha esposa Lara.

“–But this is touching, Severus,

said Dumbledore seriously.

–Have you grown to care for the

boy, after all?

–For him? shouted Snape.

–Expecto Patronum!

From the tip of his wand burst

the silver doe. She landed on the

office floor, bounded once across

the office, and soared out of the

window. Dumbledore watched her

fly away, and as her silvery glow

faded he turned back to Snape,

and his eyes were full of tears.

–After all this time?

–Always, said Snape.”

J.K. Rowling, Harry Potter and

the Deathly Hallows, 2007.
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Agradeço à Universidade Federal do Rio de Janeiro - UFRJ, em particular aos
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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessários
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Apresentamos extensões para variedades de Hadamard do método do ponto pro-

ximal para diferença de funções convexas e do método de máxima descida para

funções continuamente diferenciáveis que satisfazem a propriedade de Kurdyka-

 Lojasiewicz. Usando o método de máxima descida propomos um algoritmo para

calcular o centro de massa Riemanniano de um conjunto de dados em variedades

de Hadamard. Também apresentamos um método linearizado proximal generalizado

para diferença de funções convexas que usa uma quase distância como regularização.

Usando a propriedade de Kurdyka- Lojasiewicz provamos a convergência global da

sequência. Como aplicação, usando a abordagem “variational rationality”(VR) apre-

sentamos uma nova versão, dinâmica, do problema de produção ótimo de uma com-

panhia. Finalmente, propomos uma nova abordagem de convergência do método

do ponto proximal em otimização multiobjetivo que amplia a aplicação do método

para funções vetoriais localmente Lipschitz. Como aplicação estudamos o famoso

problema de compromisso usando a abordagem (VR) de comportamento humano.
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WITH APPLICATIONS TO BEHAVIORAL SCIENCE

João Carlos de Oliveira Souza

November/2016
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We present extensions to Hadamard manifolds of the proximal point method

for difference of convex functions and the steepest descent method for continuously

differentiable functions which satisfy the Kurdyka- Lojasiewicz property. Using the

steepest descent method, we propose an algorithm for computing the Riemannian

center of mass of a set of data points on Hadamard manifolds. We also present

a generalized proximal linearized method for difference of convex functions which

uses a quasi distance as regularization. Using the Kurdyka- Lojasiewicz property,

we prove the global convergence of the sequence. As an application, by using the

variational rationality (VR) approach, we give a new dynamic version of the optimal

size of firm problem. Finally, we propose a new approach for convergence of the

proximal point method in multiobjective optimization extending its application for

vector-valued locally Lipschitz functions. As an application, we study the famous

compromise problem using the (VR) approach of human behavioral.
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2.3.5 Curvatura e fórmulas de variação . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.3.6 Variedades de Hadamard . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.4 Otimização em variedades Riemannianas . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.4.1 Convexidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.4.2 Subdiferencial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3 Métodos de descida em variedades de Riemann 21

3.1 MPP para funções DC em variedades de Hadamard . . . . . . . . . . 22

3.1.1 Versão exata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3.1.2 Versões inexatas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

3.1.3 Aplicação em problemas de maximização com restrições . . . . 39

3.2 MMD em variedades de Hadamard . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3.2.1 Análise de convergência . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.2.2 Aplicação: centro de massa Riemanniano . . . . . . . . . . . . 47

4 MPP generalizado para funções DC 53
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Caṕıtulo 1

Introdução

Existe um amplo campo de estudo em otimização que consiste em estender métodos

já existentes para contextos mais gerais. Neste trabalho, estendemos dois métodos

clássicos de otimização para três cenários diferentes e, além disso, apresentamos al-

gumas aplicações desses métodos em diferentes problemas. Os algoritmos estudados

serão o método de máxima descida (MMD) (ou método do gradiente) e o método do

ponto proximal (MPP). Tais métodos serão estendidos para os seguintes contextos:

otimização em variedade de Riemann, algoritmos com regularizações “like-distance”e

otimização multiobjetivo.

As justificativas para tais extensões são tanto teóricas como do ponto de vista

de aplicações. Por exemplo, problemas de otimização restritos podem ser conside-

rados como irrestritos do ponto de vista da geometria Riemanniana e problemas

não convexos no sentido clássico podem tornar-se convexos através da introdução

de uma métrica Riemanniana apropriada; veja [45]. Métodos proximais que usam

uma quase distância (veja definição no Caṕıtulo 4) como regularização ao invés da

distância Euclideana são mais apropriados para aplicações, por exemplo em Teo-

ria de Comportamento usando a abordagem (VR), onde o custo para estar apto a

mudar de uma posição atual para outra posição e o custo para estar apto a per-

manecer na posição atual não necessariamente são simétricos e iguais a zero, res-

pectivamente; veja por exemplo [26, 27, 101]. Otimização multiobjetivo tem como

campo de aplicações, por exemplo a engenharia (especialmente otimização “truss”,

“design”, exploração espacial), estat́ıstica, ciência de gestão, etc.; veja [59] e suas

referências.

Uma das extensões consiste em propor versões do MMD e MPP em variedades

de Hadamard para diferentes classes de funções não convexas. Resultados de con-

vergência global para o MMD em variedades de Riemann foram estudados em Cruz

Neto et al.[43], em particular, para o caso em que a função objetivo é convexa (con-

tinuamente diferenciável) e por Papa Quiroz et al.[107] para o caso quase convexo,

ambos no contexto das variedades de Riemann com curvatura não-negativa. Sem
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hipóteses na curvatura da variedade, apenas resultados parciais de convergência fo-

ram obtidos em [43]. Estudaremos a convergência global do MMD em variedades de

Hadamard (que possui curvatura não positiva) para funções, não necessariamente

convexas, que satisfazem a propriedade de Kurdyka- Lojasiewicz. Ainda no cenário

das variedades de Hadamard iremos propor uma extensão de um MPP para uma

classe de funções que contém as funções convexas. Tais funções, conhecidas como

funções DC, são as funções que podem ser escritas como a diferença de duas funções

convexas. Nesse caso, o MPP proposto em Ferreira e Oliveira [54] se torna um caso

particular.

Outro tipo de extensão proposta diz respeito somente ao MPP. O método do

ponto proximal para resolver um problema de minimização foi introduzido na li-

teratura de otimização por Martinet [98] e popularizado por Rockafellar [112]. A

ideia do método é, a partir de um ponto inicial dado, gerar uma sequência de pontos

que são mı́nimos da função objetivo acrescida de uma regularização (quadrado da

função distância). Diversos autores tem proposto variações desse método substi-

tuindo a função distância na regularização por aplicações que não satisfazem todos

os axiomas da função distância mas preservam algumas de suas boas propriedades

tais como continuidade, coercividade, etc.. Essas variações são conhecidas como

MPP generalizados e tem diversas aplicações em diferentes áreas; veja por exemplo

[26, 27, 35, 41, 51, 101, 106]. Iremos propor uma versão do MPP para funções DC

com uma regularização via uma quase distância. O algoritmo proposto generaliza o

método analisado por Sun et al. [126].

O terceiro tipo de extensão diz respeito a propor versões de métodos de oti-

mização escalar, ou seja, quando a imagem da função objetivo assume valores reais,

para funções que assumem valores vetoriais. Esse campo de estudo é conhecido como

otimização vetorial ou, em um caso particular, otimização multiobjetivo. O estudo

do MPP para otimização vetorial ou multiobjetivo não tem obtido muitos avanços

além de funções quase convexas nos últimos anos. Iremos propor uma nova abor-

dagem para convergência do MPP para funções vetoriais que recupera, no contexto

multiobjetivo de dimensão finita, os resultados existentes para os casos convexos

(Bonnel et al. [33]) e quase convexos (Apolinário et al. [7] e Bento et al. [21]), e além

disso, nos permite estender a aplicação do MPP para funções vetoriais localmente

Lipschitz.

Finalmente, estudaremos diferentes aplicações do método do ponto proximal

para resolver problemas de teoria de comportamento. A saber, iremos considerar,

usando uma abordagem dinâmica, o problema estático de tamanho de produção

em duas versões: na primeira consideraremos o caso unidimensional e na segunda

abordaremos o mesmo problema sob a perspectiva de grupos dinâmicos cooperativos.

Ainda como aplicação do MPP iremos estudar o famoso problema de compromisso,
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onde um grupo de agentes tenta minimizar a distância entre suas posições atuais

e o ponto ideal para o grupo. O campo de aplicações desses problemas são vários,

tais como Teoria de Localização, Teoria de Utilidade, Teoria de Consumidor, Teoria

de Tomada de Decisão, Psicologia e Ciências de Comportamento; veja [62, 63, 85,

86, 104, 105]. Uma aplicação do MMD em variedades de Hadamard também é

apresentada. Usaremos o MMD para calcular o centro de massa Riemanniano de

um conjunto de dados. Esse problema tem diversas aplicação tais como análise

estat́ıstica de formas, imagens, redes sensoriais, visão computacional e várias outras

aplicações que usam análise de dados; veja [4, 5, 12] e suas referências.

A organização deste trabalho é da seguinte forma. No caṕıtulo 2 apresentamos

alguns conceitos e resultados preliminares de otimização escalar e vetorial, teoria de

funções DC, notação e principais ferramentas de otimização em variedades de Rie-

mann. No caṕıtulo 3 estudamos o MMD e o MPP em variedades de Hadamard para

duas classes diferentes de funções não convexas. Na primeira parte, uma primeira

extensão do MPP para funções DC em variedades de Hadamard é proposto. Um sim-

ples experimento numérico do algoritmo, em uma variedade de curvatura constante

é proposto, bem como uma aplicação do método para resolver um problema de maxi-

mização com restrições convexas. Na segunda parte, a convergência global do MMD

para funções não convexas que satisfazem a propriedade de Kurdyka- Lojasiewic é

proposta para variedades de Hadamard. Como aplicação do método propomos um

algoritmo para encontrar o centro de massa Riemanniano de um conjunto de dados.

No caṕıtulo 4, um MPP generalizado usando uma quase distância como regularização

é proposto para encontrar um ponto cŕıtico de uma função DC. Uma aplicação de

MPP para funções DC é dada para produzir uma nova demonstração da convergência

linear do MPP clássico proposto em [112] para funções fortemente convexas. Ainda

usando o MPP generalizado apresentamos uma nova versão (dinâmica) do problema

de produção ótimo de uma companhia usando a recente abordagem “Variational

Rationality”(VR) de Soubeyran [117–119]. No caṕıtulo 5 propomos uma nova abor-

dagem para convergência do MPP para otimização multiobjetivo que nos permite

estudar tal método no contexto das funções DC multiobjetivo e, mais geral, funções

vetoriais localmente Lipschitz. Como aplicação discutimos uma versão dinâmica do

famoso problema de compromisso usando a abordagem (VR) de comportamento hu-

mano. Finalmente, a conclusão e os trabalhos futuros são apresentados no caṕıtulo

6.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

Nesse caṕıtulo apresentaremos alguns conceitos e as principais propriedades ne-

cessárias para compreender os resultados obtidos nos próximos caṕıtulos, bem como

referências para maiores informações e demonstrações dos resultados exibidos.

2.1 Conceitos e resultados de otimização

Funções escalares

Dada uma função f : Rn → R∪{+∞} denotaremos o domı́nio de f como dom (f) =

{x ∈ Rn : f(x) 6= +∞}. Dizemos que f é própria se dom (f) 6= ∅. A função f

é dita semicont́ınua inferiormente (resp. superiormente) em um ponto x ∈ Rn, se

para qualquer sequência {xk} em Rn, tem-se

f(x) ≤ lim inf
k→+∞

f(xk) (resp. lim sup
k→+∞

f(xk) ≤ f(x)).

Dizemos que f é uma função convexa, se para todo x, y ∈ Rn e λ ∈ [0, 1], temos

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

Quando a desigualdade acima é estrita dizemos que f é estritamente convexa. Por

outro lado, se existe m > 0 tal que

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)−mλ(1− λ)||x− y||2,

para todo x, y ∈ Rn, então dizemos que f é fortemente convexa com constante m.

Quando

f(λx+ (1− λ)y) ≤ max{f(x), f(y)}

dizemos que f é quase convexa.

4



A seguir apresentamos algumas definições de subdiferencial de uma função em

um ponto:

1. O subdiferencial de Fenchel-Moreau de f em x, denotado por ∂f(x), é definido

da seguinte forma:

∂f(x) =

{
{v ∈ Rn : f(y) ≥ f(x) + 〈v, y − x〉, ∀y ∈ Rn}, se x ∈ dom(f);

∅, se x /∈ dom(f).

2. O subdiferencial de Fréchet de f em x, denotado por ∂Ff(x), é definido da

seguinte forma:

∂Ff(x) =




{v ∈ Rn : lim inf

y→x
y 6=x

f(y)−f(x)−〈v,y−x〉
||x−y|| ≥ 0}, se x ∈ dom(f);

∅, se x /∈ dom(f).

3. O subdiferencial de Mordukhovich (ou limite) de f em x, denotado por ∂Lf(x),

é definido da seguinte forma:

∂Lf(x) =

{
{v ∈ Rn : ∃xk → x, f(xk)→ f(x), vk ∈ ∂Ff(xk)→ v}, se x ∈ dom(f);

∅, se x /∈ dom(f).

Se f é uma função própria, semicont́ınua inferiormente e convexa em x ∈ dom(f),

então ∂f(x) = ∂Ff(x) 6= ∅.
Dado um conjunto convexo C ⊂ Rn e x ∈ C denotamos o cone normal de C

em x por NC(x) = {w ∈ Rn : 〈w, y − x〉 ≤ 0, ∀y ∈ C}. Se x /∈ C dizemos que

NC(x) = ∅.
A função indicadora de um conjunto Ω ⊂ Rn denotada por δΩ : Rn → R∪{+∞}

é definida como

δΩ(x) =

{
0, se x ∈ Ω

+∞, se x /∈ Ω.

Assim, temos que, quando Ω é um conjunto convexo e fechado, temos que δΩ(·) é

semicont́ınua inferiormente e convexa. Além disso, ∂δΩ(x) = NΩ(x).

Dado um conjunto C ⊂ Rn não vazio consideramos a função distância ao con-

junto C d : Rn → R dada por dC(x) := inf{||x− c|| : c ∈ C}.
Dizemos que f : Rn → R é uma função Lipschitz cont́ınua com constante L, se

existe L > 0 tal que para todo x, y ∈ Rn, vale

|f(x)− f(y)| ≤ L||x− y||.

Quando a propriedade acima é válida em uma vizinhança U de um ponto x̂ ∈ Rn

5



dizemos que f é localmente Lipschitz em x̂. Quando f é localmente Lipschitz em

todos os pontos dizemos apenas que f é localmente Lipschitz.

Seja f : Rn → R uma função localmente Lipschitz em x ∈ Rn e d ∈ Rn uma

direção. A derivada direcional de Clarke de f em x na direção de d, denotada por

f ◦(x, d), é definida da seguinte forma

f ◦(x, d) := lim sup
y→x
t↓0

f(y + td)− f(y)

t
.

Com isso, definimos o subdiferencial de Clarke de f em x, denotado por ∂Cf(x), da

seguinte forma

∂Cf(x) := {w ∈ Rn : 〈w, d〉 ≤ f ◦(x, d), ∀ d ∈ Rn} .

A seguir, apresentamos alguns resultados clássicos de otimização.

Proposição 2.1.1 Seja f : Rn → R∪{+∞} e x um ponto tal que f é finito. Então

os subdiferenciais ∂Lf(x) e ∂Ff(x) são fechados, com ∂Ff(x) convexo e ∂Ff(x) ⊂
∂Lf(x).

Demonstração: Veja [113, Theorem 8.6].

Proposição 2.1.2 Se uma função própria f : Rn → R ∪ {+∞} tem um ponto

de mı́nimo local em x, então 0 ∈ ∂Ff(x) e 0 ∈ ∂Lf(x). Se f é convexa, essas

condições são necessárias e suficientes para um ponto ser mı́nimo global. Além

disso, se f = f1 + f2 com f2 continuamente diferenciável, a condição 0 ∈ ∂Ff(x)

assume a forma −∇f2(x) ∈ ∂Lf1(x).

Demonstração: Veja [113, Theorem 10.1].

Proposição 2.1.3 Se f1 é localmente Lipschitz em x, f2 é semicont́ınua inferior-

mente com f2(x) finito, então

∂L(f1 + f2)(x) ⊂ ∂Lf1(x) + ∂Lf2(x).

Demonstração: Veja [113, página 431].

Proposição 2.1.4 Sejam f1, f2 : Rn → R+ Lipschitz cont́ınuas em x, então

∂L(f1.f2)(x) ⊂ f2(x)∂Lf1(x) + f1(x)∂Lf2(x).

Demonstração: Veja [100, Theorem 7.1].
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Proposição 2.1.5 Sejam f1, f2 : Rn → R ∪ {+∞} semicont́ınuas inferiormente,

com uma delas Lipschitz cont́ınua em x ∈ dom(f1) ∩ dom(f2). Então, para todo

δ > 0 e γ > 0, temos

∂F (f1 + f2)(x) ⊂ A+ γB(0, 1),

onde A = ∪{∂Ff1(x1) + ∂Ff2(x2) : xi ∈ B(x, δ), |fi(xi)− fi(x)| ≤ δ, i = 1, 2} .

Demonstração: Veja [100, Proposition 2.7].

Dizemos que uma aplicação ponto-conjunto S : Rn ⇒ Rm é localmente limitada

em um ponto x ∈ Rn, se para alguma vizinhança V ∈ N (x) o conjunto S(V ) ⊂ Rm

é limitada, onde N (x) é o conjunto de todas as vizinhanças de x. Uma aplicação é

dita localmente limitada (em Rn) se essa condição for verificada para todo x ∈ Rn.

Proposição 2.1.6 Uma aplicação S : Rn ⇒ Rm é localmente limitada se, e somente

se, S(B) é limitado para todo conjunto limitado B. Isso é equivalente a propriedade:

quaisquer sequências {xk} e {vk} tais que vk ∈ S(xk) e {xk} é limitada, então {vk}
é limitada.

Demonstração: Veja [113, Proposition 5.15].

Uma função f : Rn → R ∪ {+∞} é localmente semicont́ınua inferior em x̂, um

ponto onde f(x̂) é finito, se existe ε > 0 tal que os conjuntos da forma {x ∈ B(x̂, ε) :

f(x) ≤ α}, com α ≤ f(x̂) + ε, são fechados. A local semicontinuidade de f em x̂

pode ser interpretada como a propriedade local do eṕıgrafo de f em (x̂, f(x̂)) ser

fechado.

Proposição 2.1.7 Suponha que f : Rn → R ∪ {+∞} localmente semicont́ınua

inferior em x com f(x) finito. Então as seguintes afirmações são equivalentes:

1. f é localmente Lipschitz em x;

2. a aplicação ∂Ff : x 7→ ∂Ff(x) é localmente limitada em x;

3. a aplicação ∂Lf : x 7→ ∂Lf(x) é localmente limitada em x;

Além disso, quando uma dessas condições se verificam, temos que ∂Lf(x) é não

vazio e compacto.

Demonstração: Veja [113, Theorem 9.13].

Funções multiobjetivos

A seguir exibimos alguns conceitos e resultados de otimização multiobjetivo. Maiores

detalhes e demonstrações podem ser encontradas, por exemplo, em [94].
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No espaço Euclideano m-dimensional Rm, a ordem parcial “ � ” em Rm induzida

pelo cone Pareto Rm
+ é dado por y � z (ou z � y) se, e somente se, z− y ∈ Rm

+ com

sua relação associada “ ≺ ” dada por y ≺ z (ou z � y) se, e somente se, z−y ∈ Rm
++,

onde

Rm
+ := {x ∈ Rm : xj ≥ 0, j ∈ I} , Rm

++ := {x ∈ Rm : xj > 0, j ∈ I} ,

e I := {1, . . . ,m}.
Dada uma função vetorial F := (f1, . . . , fm) : Rn → Rm, um ponto x∗ ∈ Rn é

chamado de solução Pareto ou Pareto eficiente de F , se não existe x ∈ Rn tal que

F (x) � F (x∗) e F (x) 6= F (x∗), ou seja, não existe x ∈ Rn tal que fi(x) ≤ fi(x
∗),

para todo i = 1, . . . ,m e fi0(x) < fi0(x
∗), para pelo menos um i0 ∈ {1, . . . ,m}.

Dizemos que x∗ ∈ Rn é solução Pareto fraca ou Pareto eficiente fraca de F , se não

existe x ∈ Rn tal que F (x) ≺ F (x∗), isto é, não existe x ∈ Rn tal que fi(x) < fi(x
∗),

para todo i = 1, . . . ,m. Denotaremos o problema de encontrar os pontos Pareto

fracos de F e conjunto dos pontos Pareto fracos de F , respectivamente por

minwF (x) e arg minwF (x).

Um ponto x ∈ Rn é chamado de Pareto cŕıtico de F se existir uma função compo-

nente fi de F em que a derivada direcional de Clarke de fi em x na direção de y−x
é não negativa, para todo y ∈ Rn, com i ∈ I. Esse conceito generaliza o de Pareto

cŕıtico para funções multiobjetivo diferenciáveis dado por:

“um ponto x ∈ Rn é um ponto Pareto cŕıtico de F , se

Im(JF (x)) ∩ (−Rm
++) = ∅,

onde

JF (x) := (∇f1(x), . . . ,∇fm(x))>

é uma matriz m× n que denota o Jacobiano de F em x ∈ Rn e Im(JF (x)) denota

a imagem do Jacobiano de F no ponto x ∈ Rn dada por

Im(JF (x)) := {JF (x)v = (〈∇f1(x), v〉, . . . , 〈∇fm(x), v〉) : v ∈ Rn} .”

Esse último conceito por sua vez generaliza, para otimização multiobjetivo, o con-

ceito de ponto cŕıtico escalar “gradiente igual a zero”.

Dizemos que uma função vetorial F : Rn → Rm é Rm
+ -convexa (resp. Rm

+ -quase

convexa) se, para todo x, y ∈ Rn e λ ∈ [0, 1]

F (λx+(1−λ)y) � λF (x)+(1−λ)F (y) (resp. F (λx+(1−λ)y) � max{F (x), F (y)}).
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Note que o conceito de aplicação Rm
+ -convexa (resp. Rm

+ -quase convexa) é equivalente

a convexidade (resp. quase convexidade) componente a componente.

Fejér convergência

Dizemos que uma sequência {yk} é Fejér convergente a um conjunto não vazio

U ⊂ Rn se, para todo k ∈ N,

||yk+1 − y|| ≤ ||yk − y||, ∀y ∈ U.

O seguinte resultado é clássico e sua prova pode ser encontrada, por exemplo em

[115, Teorema 2.7].

Proposição 2.1.8 Seja U ⊂ Rn um conjunto não vazio e {yk} uma sequência Fejér

convergente a U . Então, {yk} é limitada. Além disso, se um ponto de acumulação

y de {yk} pertence a U , então {yk} converge para y.

2.2 Diferença de funções convexas (DC)

Nesta seção apresentaremos alguns conceitos e resultados básicos de uma classe es-

pecial de funções, não necessariamente convexa, que é a classe das funções que são

escritas como a diferença de duas funções convexas, ou funções DC, definidas no

Rn. Mais precisamente, f : Rn → R ∪ {+∞} é uma função DC quando existem

g, h : Rn → R ∪ {+∞} funções convexas tal que f(x) = g(x) − h(x), ∀x ∈ Rn.

Denotaremos por Γ0(Rn) o cone das funções próprias, semicont́ınua inferiormente

e convexas definidas no Rn e o espaço vetorial das funções DC será denotado por

DC(Rn). Como g e h podem assumir o valor +∞, naturalmente tem-se conven-

cionado que +∞ − (+∞) = +∞. O espaço das funções DC é o menor espaço

vetorial que contém todas as funções convexas e cont́ınuas definidas em um de-

terminado conjunto; veja [11]. Também temos que DC(Rn) contém o espaço C1,1

das funções diferenciáveis cujo gradiente é localmente Lipschitz e os espaços das

funções lower-C2; veja [64, Teorema 2.4]. Por simplicidade, optamos por apresentar

os resultados no espaço Rn, mas resultados envolvendo diferença de funções conve-

xas (ou côncavas) já foram estudados em contextos mais gerais, como por exemplo

espaços de Hilbert ou Banach, veja [11] e suas referências, e espaços de Alexandrov

de dimensão finita com curvatura limitada inferiormente, veja [6, 110].

Denotaremos um problema de otimização DC da seguinte forma:

min
x∈Rn

f(x), (2.1)

onde f ∈ DC(Rn), ou seja, f(x) = g(x)− h(x), com g, h ∈ Γ0(Rn).
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Os exemplos a seguir podem ser encontrados em [72].

Exemplo 2.2.1 Seja A ∈ Rn×n uma matriz simétrica e considere Q : Rn → R dada

por

Q(x) =
1

2
〈Ax, x〉.

Obviamente, Q é uma função DC em Rn e há várias formas de encontrar matrizes

positivas semidefinidas A+ e A−, tal que, A = A+ − A− e

Q(x) =
1

2
〈A+x, x〉 − 1

2
〈A−x, x〉.

Exemplo 2.2.2 Seja S ⊂ Rn um subconjunto não vazio. Denotando por d2
S o

quadrado da distância ao conjunto S, temos que para todo x ∈ Rn

d2
S(x) = ||x||2 − (||x||2 − d2

S(x)).

Conforme dito em [72], a função h(x) = 1
2
||x||2 − 1

2
d2
S(x) é convexa qualquer que

seja S não vazio. Portanto, a função d2
S é uma função DC qualquer que seja S não

vazio, porém d2
S é convexa somente quando S é não vazio e convexo.

Exemplo 2.2.3 Seja A ∈ Rn×n uma matriz simétrica positiva definida e λM o

maior autovalor de A. Assim, temos que

λM
2

= max
||x||≤1

〈Ax, x〉,

cuja reformulação dual é dada por

−λM
2

= min
x∗∈Rn

{||x∗|| − 1

2
〈A−1x∗, x∗〉.

Portanto, calcular λM pode ser visto como um problema de minimização de uma

função DC.

Seja f ∈ DC(Rn), então existem funções convexas g, h : Rn → R tal que f(x) =

g(x) − h(x). Com isso, algumas propriedades de f são herdadas das funções g e

h. Assim, temos, por exemplo, que f é localmente Lipschitz em Rn. Com isso, a

derivada direcional de f , d 7→ f ′(x, d), existe e f ′(x, d) = g′(x, d) − h′(x, d), para

todo x, d ∈ Rn. Além disso, temos que ∂Cf(x) = ∂g(x) − ∂h(x), para todo x;

veja [11]. Porém, diferentemente de funções convexas, o subdiferencial ∂Cf(x) não

necessariamente se reduz a {∇f(x)} quando f é diferenciável em x ∈ Rn, conforme

[11, Exemplo 5.3]. No caso das funções DC, temos que ∂Cf(x) se reduz quase

sempre a {∇f(x)} quando f é diferenciável; veja [11]. Uma outra propriedade que

as funções convexas tem e não é válido para as funções DC é que o limite de funções
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DC não necessariamente é uma função DC, conforme exemplo abaixo. Porém, sabe-

se que toda função cont́ınua definida em um conjunto convexo e compacto C é limite

uniforme de uma sequência de funções DC; veja [11, Proposição 2.2].

Exemplo 2.2.4 Sejam fn : R → R dadas por fn(x) = mink=1,...,n{|x − 1
k
|}. Para

n ∈ N, fn é uma função DC, mas f = limn→+∞ fn não é uma função DC.

O exemplo acima também serve para mostrar que o ı́nfimo (e o supremo) de

uma famı́lia infinita de funções DC não é necessariamente uma função DC; veja

[72]. As funções DC também gozam de algumas propriedades que não são válidas

para funções convexas. Por exemplo, uma função por ser uma função DC ao longo

de uma reta (ou seja, t 7→ f(a+ t(b−a)) é uma função DC, para todo a, b ∈ R) sem

ser uma função DC em todo Rn; veja [72]. Dizemos que uma função é localmente

DC em Rn se, para todo x0 ∈ Rn, existir uma vizinhança convexa V de x0, funções

convexas gV e hV , tais que, f(x) = gV (x)− hV (x), para todo x ∈ V .

Teorema 2.2.1 (Hartman) Toda função localmente DC em Rn é globalmente DC

em Rn.

Demonstração: Veja [71].

Como consequência do teorema acima, temos que toda função de classe C2 é

uma função DC. Algumas propriedades de funções convexas também são válidas

para funções DC, conforme proposição abaixo.

Proposição 2.2.1 Sejam fi ∈ DC(Rn), i = 1, . . . ,m. Temos que:

1. f(x) =
m∑

i=1

λifi(x), λi ∈ R, é uma função DC;

2. f(x) =
m∏

i=1

fi(x) é uma função DC;

3. f(x) = max
1≤i≤m

fi(x) é uma função DC;

4. f(x) = min
1≤i≤m

fi(x) é uma função DC;

5. Se f é uma função DC e g uma função convexa, então f ◦ g é uma função

DC.

Demonstração: Veja [64].
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2.3 Variedades Riemannianas

Nesta seção iremos introduzir algumas notações e propriedades fundamentais em

variedades Riemannianas. Esses fatos básicos serão apresentados sem demonstrações

e podem ser encontrados em qualquer livro de Geometria Riemanniana, por exemplo

[38], [114].

2.3.1 Variedades diferenciáveis

Seja M uma variedade diferenciável e conexa m−dimensional. O espaço tangente a

M em p, m−dimensional, será denotado por TpM e o TM = ∪p∈MTpM denota o

fibrado tangente de M . Um campo de vetores X em M é uma aplicação X : M →
TM que associa a cada p ∈ M um Xp ∈ TpM . Denotaremos por X k(M) o espaço

de campos de vetores em M de classe Ck, para k ≥ 0. Se k = ∞, denotaremos

por X (M). Neste trabalho, somente consideraremos variedades conexas. Assim, a

partir de agora omitiremos o termo conexa sem que haja risco de confusão.

2.3.2 Métrica Riemanniana

Seja M uma variedade diferenciável m−dimensional. Para cada ponto p ∈ M

denotaremos por g uma métrica Riemanniana de M . Assim, para cada p ∈ M ,

a métrica Riemanniana determinará um produto interno no espaço tangente TpM ,

〈u, v〉p := g(u, v), com u, v ∈ TpM , que varia diferencialmente com p. Quando não

houver risco de confusão omitiremos o ı́ndece p do produto interno. Uma variedade

com uma métrica Riemanniana será chamada de variedade Riemanniana. Definimos

a norma de um vetor u ∈ TpM como ||u|| := 〈u, u〉1/2.

Sejam M uma variedade Riemanniana e f : M → R uma função de classe C1.

Definimos o gradiente de f como o único campo grad f ∈ X 0(M) dado por

〈grad fp, v〉 = dfp.v,

para cada p ∈M e v ∈ TpM , onde df representa o diferencial de f .

Seja c : [a, b]→ M uma curva C∞ por partes ligando os pontos p e q em M , ou

seja, c(a) = p e c(b) = q. O comprimento da curva c, denotado por L(c), é dado por

L(c) =

∫ b

a

‖c′(t)‖dt

e o comprimento de arco de c, denotado por s(t), é dado por

s(t) =

∫ t

a

‖c′(t)‖dt,
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onde ||c′(t)|| = (〈dc
dt
, dc
dt
〉)1/2. Dados p, q ∈ M , denotaremos por Cpq o conjunto de

todas as curvas C∞ por partes ligando os pontos p e q.

Assim, se M é uma variedade Riemanniana e p, q ∈M , a distância Riemanniana

de p a q, denotada por d(p, q) é dada por

d(p, q) = inf
c∈Cpq

L(c).

A função distância d : M ×M → R acima é cont́ınua e induz a topologia original

em M . O conjunto B(p, r) = {q ∈ M ; d(p, q) < r} é chamado de bola métrica de

centro p ∈M e raio r > 0 e seu fecho é dado por B(p, r) = {q ∈M ; d(p, q) ≤ r}.
Dados M e N variedades Riemannianas, um difeomorfismo φ : M → N de classe

C∞ é chamado de isometria se

〈u, v〉p = 〈dφp(u), dφp(v)〉φ(p),

onde p ∈M e u, v ∈ TpM .

2.3.3 Conexão Riemanniana

Seja M uma variedade Riemanniana. Denotaremos por ∇ a conxeção de Levi-Civita

de M e por∇YX a derivada covariante de X por Y , com X ∈ X 1(M) e Y ∈ X 0(M).

Observe que (∇YX)p depende somente de Yp e do valor de X ao longo de uma curva

em M tangente a Xp. Assim, denotaremos este vetor apenas como ∇YpX.

Considere uma curva c : [a, b]→ M de classe C∞ e X : [a, b]→ TM um campo

de classe Cr (r ≥ 1) ao longo da curva c, ou seja, X(t) = X(c(t)) ∈ Tc(t)M . A

derivada covariante de X ao longo de c será denotada por DX
dt

= ∇c′X. Um campo

X ao longo de c é dito paralelo, se DX
dt

= ∇c′X = 0. O transporte paralelo ao longo

de uma curva c será denotado P (c)ba, ou simplesmente Ppq, quando c(a) = p, c(b) = q

e estiver claro que se trata da curva c.

Seja M uma variedade Riemanniana e X ∈ X 1(M). O diferencial do campo X

é o operador linear AX : X 0(M) → X 0(M) dado por AX(Y ) = ∇YX, e para cada

ponto p ∈M , temos definida uma aplicação linear AX(p) : TpM → TpM

v 7→ AX(p).v = ∇vX.

Em particular, se X = grad f , onde f : M → R é uma função de classe C2, então

AX(p) = Hess fp é a hessiana de f em p.
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2.3.4 Geodésicas e aplicação exponencial

Uma curva γ : I →M é chamada de geodésica quando

∇γ′(t)γ
′(t) = 0, ∀t ∈ I ⊂ R.

Denotaremos γ′′(t) = Dγ′(t)
dt

, assim γ é geodésica, se γ′′(t) = 0, para todo t ∈ I.

Segue da definição que, se γ é geodésica, então ||γ′(t)|| é constante, ou seja, γ tem

velocidade constante. Logo, o comprimento de arco de γ a partir de um ponto inicial

t0 é dado por s(t) = ||γ′(t)||(t− t0). Se ||γ′(t)|| = 1 dizemos que γ é parametrizada

pelo comprimento de arco ou normalizada. A equação que define uma geodésica é

uma equação diferencial ordinária não linear de segunda ordem, então uma geodésica

γ é determinada por sua posição p e sua velocidade v em p. Quando for conveniente,

denotaremos tal geodésica simplesmente por γv. A restrição de uma geodésica a

um intervalo fechado e limitado é chamado de segmento geodésico e denotaremos o

conjunto de todos os segmentos geodésicos ligando dois pontos p e q por Γpq. Um

segmento geodésico ligando p a q em M é dito minimal se seu comprimento é igual

a d(p, q). Nesse caso, a geodésica é chamada de geodésica minimizante.

Variedades Riemannianas cujas geodésicas estão definidas para todo t ∈ R, ou

seja, I = R são chamadas de variedades Riemannianas completas. Assim, prova-se

que para todo a ∈ R, com a > 0 a igualdade

γav(t) = γv(at), (2.2)

é satisfeita para todo t ∈ R. Neste trabalho iremos considerar apenas variedades

Riemannianas completas.

Em uma variedade Riemanniana completa M , para cada p ∈ M , a aplicação

exponencial em p, expp : TpM →M é denida por

expp v = γv(1),

onde γv é uma geodésica em M tal que γv(0) = p. Segue de (2.2) que γv(t) = expp tv.

A aplicação exponencial é uma função de classe C∞ e um difeomorfismo numa

vizinhança Ω da origem em TpM . O conjunto expp Ω = Ω̃ é chamado uma vizinhança

normal de p. Se Ω̃ é uma vizinhança normal de cada um de seus pontos, então

dizemos que Ω̃ é uma vizinhança totalmente normal. Se Bε(0) = {v ∈ TpM ; ||v|| < ε}
é tal que Bε(0) ⊂ Ω, chamamos exppBε(0) = B(p, ε) a bola normal ou geodésica de

centro p e raio ε > 0 que, nesse caso, coincide com a bola métrica.

Teorema 2.3.1 (Teorema de Hopf-Rinow) Seja M uma variedade Riemanni-

ana. As afirmações a seguir são equivalentes:
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1. Para cada ponto p ∈ M , expp está definida em todo TpM , ou seja, M é uma

variedade Riemanniana completa.

2. (M,d) é um espaço métrico completo, onde d é uma distância Riemanniana.

3. Os subconjuntos limitados e fechados de M são compactos.

Além disso, cada uma das afirmações acima implica em:

4. Para cada dois pontos p, q ∈M existe um segmento geodésico γ ligando p a q

com L(γ) = d(p, q), ou seja, γ é uma geodésica minimizante.

Demonstração: Veja [38, Teorema 2.8] ou [114, Teorema 1.1].

Seja M uma variedade Riemanniana completa. Um triângulo geodésico em M

formado pelos pontos p1, p2, p3 ∈ M , denotado por 4(p1, p2, p3), é o conjunto for-

mado pelos três pontos p1, p2 e p3 chamados de vértices, e três segmentos geodésicos

minimizantes γi+1 ligando os pontos pi+1 a pi+2, i = 1, 2, 3(mod 3), chamados de

lados.

2.3.5 Curvatura e fórmulas de variação

O tensor curvatura R de uma variedade Riemanniana M é dado por R(X, Y ) =

∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[Y,X]Z, onde X, Y, Z ∈ X r(M), r ≥ 2 e o colchete [X, Y ] =

Y X −XY . Assim, a curvatura seccional K(X, Y ) segundo o espaço gerado por X

e Y é definida por

K(X, Y ) =
〈R(X, Y )Y,X〉

‖X‖2‖Y ‖2 − 〈X, Y 〉2 ,

onde ||X||2 = 〈X,X〉. Se, para cada par X, Y , K(X, Y ) ≤ 0 (respectivamente,

K(X, Y ) ≥ 0) então dizemos que M é uma variedade Riemanniana de curvatura

não positiva (respectivamente, não negativa) e denotaremos apenas por K ≤ 0

(respectivamente, K ≥ 0).

Seja M uma variedade Riemanniana e γ uma geodésica em M . Um campo J ao

longo de γ é chamado campo de Jacobi se ele satisfaz a equação

∇γ′∇γ′J +R(J, γ′)γ′ = 0,

onde R é o tensor curvatura de M .

Seja M uma variedade Riemanniana e γ : [a, b] → M uma geodésica em M .

Uma variação de γ é uma função α : [a, b] × (−ε, ε) → M de classe C∞ tal que

α(t, 0) ≡ γ(t). O campo de vetores ao longo de γ definido por V (t) = ∂α
∂s

(t, 0) é

o campo variacional de α. Se a variação é tal que, para todo s, a curva α(., s) é

uma geodésica, então o campo J(t) = ∂α
∂s

(t, s) é um campo de Jacobi ao longo dessa
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geodésica. A fórmula de primeira variação de arco sobre a famı́lia de geodésicas

αs : [a, b]→M , dadas por cs(t) = α(t, s), onde s ∈ (−ε, ε), é

L′(γ) =
d

ds
L(cs)|s=0 = 〈V, γ′

||γ′||〉|
b
a

e a fórmula de segunda variação de arco é dada por

L′′(γ) =
d2

ds2
L(cs)|s=0

=
1

||γ′||

∫ b

a

{||∇γ′V
⊥||2 −K(V, γ′)(||V ||2||γ′||2 − 〈V, γ′〉2)}dt+ 〈∇V V,

γ′

||γ′||〉|
b
a,

onde V ⊥ = V − 〈V, γ′

||γ′||〉
γ′

||γ′|| denota a componente normal de V com relação à γ′.

2.3.6 Variedades de Hadamard

Uma variedade Riemanniana completa (e conexa), simplesmente conexa, com cur-

vatura K ≤ 0 é chamada de variedade de Hadamard. O teorema a seguir garante

que uma variedade de Hadamard tem a mesma topologia e estrutura diferenciável

dos espaços Euclidianos Rn.

Teorema 2.3.2 (Teorema de Cartan-Hadamard) Se M é uma variedade de

Hadamard, então M é difeomorfa ao espaço Euclidiano Rn, n = dim M . Mais

precisamente, expp : TpM →M é um difeomorfismo de classe C∞ para cada p ∈M .

Demonstração: Veja [38, Teorema 3.1] ou [114, Teorema 4.1].

Seja M uma variedade de Hadamard e q ∈ M . Pelo Teorema de Cartan-

Hadamard podemos definir a inversa da aplicação exponencial exp−1
q : M → TqM e

obtém-se a seguinte relação entre distância Riemanniana e aplicação exponencial

d(p, q) = || exp−1
q p||. (2.3)

Sendo exp−1
q uma aplicação de classe C∞, segue de (2.3) que a função d2(., q) também

é de classe C∞. Além disso, foi provado em [54] que

grad
1

2
d2(p, q) = − exp−1

p q. (2.4)

Além de propriedades topológicas e diferenciáveis, algumas propriedades

geométricas similares às dos espaços Euclidianos também são obtidas em variedades

de Hadamard, como o teorema a seguir.

Teorema 2.3.3 (Lei dos cossenos) Seja M uma variedade de Hadamard e

4(x1, x2, x3) um triângulo geodésico. Denote por γi+1 : [0, li+1] → M o segmento
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geodésico ligando xi+1 a xi+2 e tome li+1 := L(γi+1), θi+1 = ∠(γ′i+1(0),−γ′i(li)), onde

i = 1, 2, 3(mod 3). Então

θ1 + θ2 + θ3 ≤ π, (2.5)

l2i+1 + l2i+2 − 2li+1li+2 cos θi+2 ≤ l2i , (2.6)

li+2 ≤ li+1 cos θi+2 + li cos θi. (2.7)

Se tivermos K < 0 as desigualdades acima são estritas.

Demonstração: Os resultados acima são consequências do Teorema de Toponogov.

Veja [114, Teorema 4.2].

Em termos da distância e da aplicação exponencial, a inequação (2.6) pode ser

reescrita como:

d2(xi+1, xi+2) + d2(xi+2, xi)− 2〈exp−1
xi+2

xi+1, exp−1
xi+2

xi〉 ≤ d2(xi, xi+1), (2.8)

pois 〈exp−1
xi+2

xi+1, exp−1
xi+2

xi〉 = d(xi+1, xi+2)d(xi, xi+2) cos θi+2.

2.4 Otimização em variedades Riemannianas

2.4.1 Convexidade

Nesta seção apresentaremos alguns conceitos e resultados clássicos da teoria de oti-

mização em variedades Riemannianas que serão utilizados no próximo caṕıtulo com

bastante frequência. Os resultados apresentados e outros resultados de convexidade

em variedades Riemanniana podem ser encontrados, por exemplo, em [129]. A partir

de agora M será sempre uma variedade de Hadamard. Muitos dos resultados a seguir

são válidos para variedades Riemannianas, mas focaremos apenas nas variedades de

Hadamard.

Um subconjunto C ⊂ M é dito convexo se, qualquer segmento geodésico com

pontos finais em C está contido em C, ou seja, se γ : [a, b] → M é um segmento

geodésico tal que γ(a) = p e γ(b) = q, com p, q ∈ C, então γ((1 − t)a + tb) ∈ C,

para todo t ∈ [0, 1].

Seja f : M → R ∪ {+∞}. Dizemos que f é própria, se f 6≡ +∞. O domı́nio

de f é definido por dom(f) = {x ∈ M : f(x) 6= +∞}. Seja C ⊂ M um conjunto

convexo. Dizemos que f é convexa em C (respectivamente, estritamente convexa)

se, para todo p, q ∈ C e todo segmento geodésico γ : [a, b] → M , ligando p e
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q, a composição f ◦ γ : [a, b] → R é uma função real convexa (respectivamente,

estritamente convexa), ou seja,

f(γ(t)) ≤ (1− t)f(p) + tf(q), (2.9)

para todo p, q ∈ C, t ∈ [0, 1] e γ ∈ Γpq (resp. f(γ(t)) < (1 − t)f(p) + tf(q)). Uma

relação equivalente a (2.9) é:

(f ◦ γ)(tx+ (1− t)y) ≤ t(f ◦ γ)(x) + (1− t)(f ◦ γ)(y), (2.10)

para todo x, y ∈ [a, b] e t ∈ [0, 1]. Uma prova da equivalencia entre (2.9) e (2.10)

pode ser encontrada em [129, página 61].

Dizemos que f é fortemente convexa se existir uma constante positiva m tal que

f(γ(t)) ≤ (1− t)f(p) + tf(q)− m

2
||γ′(t)||2t(1− t),

para todo p, q ∈M e t ∈ [0, 1].

Proposição 2.4.1 Seja A um conjunto aberto convexo e f : A → R uma função

de classe C2. A função f é convexa (resp. estritamente convexa) em A se Hess f é

semidefinida positiva (resp. definida positiva) em A.

Demonstração: Veja [129, página 82].

Dizemos que uma função f : M → R ∪ {+∞} é coerciva se f(x)→ +∞ sempre

que d(x, p)→ +∞, para algum p ∈M .

Proposição 2.4.2 Seja f : M → R∪ {+∞} uma função coerciva, convexa e semi-

cont́ınua inferiormente. Então f tem um minimizador.

Demonstração: Veja [12, Lema 2.3].

2.4.2 Subdiferencial

Dado ε ≥ 0, o ε−subdiferencial de uma função convexa f em x ∈ dom(f) é definido

por

∂εf(x) = {u ∈ TxM ; f(y) ≥ f(x) + 〈u, exp−1
x y〉 − ε, ∀y ∈M}. (2.11)

Quando ε = 0, denotaremos o subdiferencial exato de f em x ∈ dom(f), ∂0f(x),

por ∂f(x), ou seja,

∂f(x) = {u ∈ TxM ; f(y) ≥ f(x) + 〈u, exp−1
x y〉, ∀y ∈M}. (2.12)
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Segue direto da definição (2.11) que, se 0 ≤ ε1 ≤ ε2, então

∂f(x) ⊆ ∂ε1f(x) ⊆ ∂ε2f(x).

Além disso, segue de (2.12) que, 0 ∈ ∂f(x) se, e somente se, x é ponto de mı́nimo

de f .

O teorema a seguir será importante para garantir a boa definição dos algoritmos

que serão apresentados no próximo caṕıtulo. Os resultados a seguir são apresentados

para a versão exata do subdiferencial, mas também são válidos para ε−subdiferencial

e a adaptação das provas são simples.

Proposição 2.4.3 Seja f : M → R uma função convexa. Então, para todo x ∈M ,

∂f(x) é um conjunto não vazio, convexo e compacto.

Demonstração: Veja [129, Teoremas 4.5 e 4.6].

Uma caracterização do subdiferencial de uma função convexa f em um ponto

x ∈ M também pode ser obtida através das derivadas direcionais de f . A derivada

direcional de f em x ∈M na direção de v ∈ TxM é definida por

f ′(x, v) := lim
t→0+

f(γ(t))− f(x)

t
= inf

t>0

f(γ(t))− f(x)

t
, (2.13)

onde γ : [−δ, δ]→M é um segmento geodésico tal que γ(0) = x e γ′(0) = v.

Proposição 2.4.4 Sejam f : M → R uma função convexa, x ∈ M e v ∈ TxM .

Assim, v ∈ ∂f(x) se, e somente se, f ′(x,w) ≥ 〈v, w〉, para todo w ∈ TxM .

Demonstração: Veja [129, Teorema 4.8].

Dizemos que uma função f é semicont́ınua inferiormente (respectivamente, se-

micont́ınua superiormente) em x ∈ dom(f), se xk → x implicar que f(x) ≤
lim infk→+∞ f(xk) (respectivamente, lim supk→+∞ f(xk) ≤ f(x)).

Proposição 2.4.5 Seja f : M → R uma função convexa. Então, a aplicação

f ′ : TM → R é convexa e semicont́ınua superiormente em TM , ou seja, se {(xk, vk)}
converge para (x, v) ∈ TM , então

lim sup
k→+∞

f ′(xk, vk) ≤ f ′(x, v).

Demonstração: Veja [25, Proposição 3.1].

Proposição 2.4.6 Sejam f : M → R uma função convexa, xk → x, vk → v e

εk → 0, com xk, x ∈M , vk, v ∈ TM , εk ≥ 0, vk ∈ ∂εkf(xk), para todo k ≥ 0. Então

v ∈ ∂f(x).
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Demonstração: O resultado segue diretamente de (2.11) usando as hipóteses do

teorema.

O resultado a seguir ainda é válido para ε−subdiferencial e a prova é análoga à

versão exata abaixo.

Proposição 2.4.7 Sejam f : M → R uma função convexa e {xk} ⊂ M uma

sequência limitada. Se a sequência {vk} ⊂ TM é tal que vk ∈ ∂f(xk) para cada

k ∈ N, então {vk} também é limitada.

Demonstração: Veja [25, Proposição 3.2].

O próximo resultado também será usado na boa definição dos algoritmos defini-

dos no caṕıtulo seguinte.

Proposição 2.4.8 Se f : M → R é uma função convexa, então para todo x ∈M e

λ > 0, existe um único ponto, denotado por pλ(x), tal que

f(pλ(x)) +
λ

2
d2(pλ(x), x) = fλ(x)

caracterizado por λ(exp−1
pλ(x) x) ∈ ∂f(pλ(x)), onde fλ(x) = infy∈M{f(y)+λd2(x, y)}.

Demonstração: Veja [54, Lema 4.2].

20



Caṕıtulo 3

Métodos de descida em variedades

de Riemann

Neste caṕıtulo estudaremos dois tipos de métodos de descida para resolver um pro-

blema de minimização irrestrito em variedades de Hadamard: o Método de Máxima

Descida (MMD), também conhecido como método do gradiente, e o Método do Ponto

Proximal (MPP). Durante as últimas décadas problemas de otimização em varieda-

des Riemannianas se tornaram bastante populares e vários métodos tem sido esten-

didos para esse contexto para resolver diferentes tipos de problemas, por exemplo

problemas de minimização usando o método do gradiente [43, 44, 107, 116], método

do subgradiente [53, 70], método de Newton [3, 50, 55, 87, 116], método do ponto pro-

ximal [20, 22, 23, 47, 54, 107, 134]; problemas de viabilidade convexa [25, 135, 136];

problemas envolvendo campos vetoriais [45, 88, 91, 133]; problemas de desigualdade

variacional [90, 92, 103]; problemas de otimização multiobjetivo [19, 24]; problemas

de região de confiança [1, 14]; problemas de equiĺıbrio [46, 48, 77, 78]; ferramentas

de análise convexa [89, 129], além de diversas aplicações que podem ser encontradas

nas referências dos trabalhos citados acima.

É consenso que a primeira adaptação de problemas de otimização para varieda-

des Riemannianas foi feita por Luenberger [95]. Em 1972, Luenberger estabeleceu

resultados de convergência do método do gradiente projetado no espaço formado

pela imagem inversa de valores regulares. Outro desenvolvimento importante foi

o trabalho de Gabay [60]. Em 1982, Gabay analisou métodos de descida ao longo

de geodésicas, incluindo o método do gradiente projetado e métodos de gradiente

reduzido, para escolhas especiais de sistemas de coordenadas em uma variedade di-

ferenciável. Nesse mesmo sentido, um esforço ainda maior para estender métodos de

otimização para o cenário Riemanniano foi feito por Smith [116]. Em 1993, Smith

desenvolveu algumas técnicas de otimização em variedades de Riemann utilizando

uma linguagem geométrica sem nenhuma hipótese sobre o sistema local de coorde-

nadas. Essa abordagem tem sido utilizada na literatura desde então. Dentre vários
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outros autores destacamos aqui os livros dedicados à otimização em variedades Ri-

emannianas de Udriste [129] e Absil et al. [2], e uma ferramenta de otimização em

variedades para o Matlab, veja Boumal et al. [34].

Outro importante desenvolvimento no campo de métodos de otimização em va-

riedades apareceu em 1998. Na mesma época, Cruz Neto et al. [43] e Ferreira e Oli-

veira [53] sugeriram a influência da curvatura secional da variedade na convergência

de algoritmos para resolver problemas de minimização. Em [43], os autores apre-

sentam uma extensão do método do gradiente proposto em [95] para o contexto

mais geral das variedades de Riemann com curvatura não negativa para o caso em

que a função objetivo é continuamente diferenciável e convexa. Mais precisamente,

provou-se convergência global da sequência gerada pelo método usando a regra de

Armijo e um passo fixo para escolha do passo em cada iterada. Em [53], os au-

tores provam a convergência do método subgradiente para funções convexas não

diferenciáveis no mesmo ambiente que [43].

No cenário das variedades de Riemann tem sido usual adotar as variedades com

curvatura não negativa como o ambiente apropriado para lidar com métodos do

tipo gradiente ou subgradiente para resolver problemas de otimização em varieda-

des. Bem como variedades de Hadamard (que possuem curvatura não positiva)

o ambiente satisfatório para desenvolver as teorias de método do ponto proximal

(proposto primeiramente em [54]), campos de vetores monótonos e desigualdade va-

riacional; veja por exemplo [88, 91] e veja também [78, Theorem 5.1]. Os resultados

deste caṕıtulo deram origem aos trabalhos [120] e [125].

3.1 MPP para funções DC em variedades de Ha-

damard

O estudo de propriedades de diferença de funções convexas não é tão recente, des-

tacando os trabalhos de P. Hartman[71] em 1959, J.F. Toland [128] em 1979, J.-B.

Hiriart-Urruty [72] em 1985 e Pham Dinh Tao [109] em 1986. Porém, o estudo de

algoritmos para resolver problemas de otimização DC é bem mais recente onde se

destacam os vários trabalhos de Pham Dinh Tao com diversos autores. Em 2003,

Sun et al. [126] apresenta uma versão do método do ponto proximal para resolver

problemas de otimização DC utilizando apenas propriedades das duas funções conve-

xas separadamente. Mais tarde, esse trabalho foi complementado com os resultados

de Moudafi e Maingé [102].

Nesta seção estenderemos o algoritmo proposto em Sun et al. [126] para o cenário

das variedades de Hadamard para resolver um problema de minimização irrestrito

onde a função objetivo é escrita como a diferença entre duas funções convexas. Além
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disso, consideraremos duas versões inexatas para o algoritmo. Na primeira delas,

substituiremos a definição de subdiferencial pelo conceito de ε−subdiferencial. Na

segunda, ao invés de resolvermos cada subproblema de forma exata iremos considerar

um erro controlado na solução de cada subproblema, o que torna o algoritmo mais

eficiente do ponto de vista prático ou computacional.

A teoria de funções DC tem sido estudada a bastante tempo. Porém, o estudo de

algoritmos para resolver problemas de otimização DC é relativamente novo. Pode-

mos dividir o estudo de algoritmos para problemas de otimização DC basicamente

em duas abordagens: usando ferramentas e métodos de otimização combinatória

(veja, por exemplo [73] e suas referências) e usando uma abordagem de análise con-

vexa. Essa última, que será o foco deste caṕıtulo, tem sido muito menos estudada

que a primeira e, até onde sabemos, o primeiro algoritmo desse tipo para resolver

um problema de otimização DC foi proposto por Pham Dinh Tao [109] em 1986.

Tal algoritmo, do tipo subgradiente, é baseado na teoria de dualidade para funções

DC e estende o clássico método do subgradiente para funções convexas. Em 2003,

Sun et al. [126] propuseram um algoritmo para funções DC que combina uma fase

subgradiente com uma fase do tipo proximal. Esse método generaliza o clássico

método do ponto proximal para funções convexas. Algoritmos para funções DC são

esperados convergir para soluções locais. Em um problema de otimização DC, a

função objetivo admite infinitas decomposições que podem influenciar qualitativa-

mente o algoritmo. Uma decomposição “ideal”para se obter convergência para uma

solução global é um problema em aberto. Por isso, é importante estudar diferentes

algoritmos para essa classe de funções. A seguir, estudaremos métodos que utili-

zam apenas propriedades decorrentes da convexidade das funções componentes para

encontrar um ponto cŕıtico da função objetivo (não necessariamente convexa).

No decorrer dessa seção consideraremos o seguinte problema de otimização DC:

min
x∈M

f(x) = g(x)− h(x), (3.1)

onde M uma variedade de Hadamard de dimensão finita e f : M → R uma função

DC própria e limitada inferiormente, tal que, f(x) = g(x) − h(x), com g, h : M →
R funções próprias, convexas e semicont́ınuas inferiormente. Além disso, estamos

supondo que o conjunto S dos pontos cŕıticos de f é não vazio, ou seja, S = {x ∈
M ; ∂h(x) ∩ ∂g(x) 6= ∅} é não vazio.
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3.1.1 Versão exata

Observe que, se x é um ponto cŕıtico de f , então podemos tomar w ∈ TxM tal que

w ∈ ∂h(x) ∩ ∂g(x). Assim, defina

y = expx cw,

para algum c > 0. Como w ∈ ∂g(x), pela definição de y, temos que

1

c
exp−1

x y ∈ ∂g(x).

Reciprocamente, se
1

c
exp−1

x y ∈ ∂g(x),

com y = expx cw, w ∈ ∂h(x) e c > 0, temos que w ∈ ∂h(x) ∩ ∂g(x). Portanto,

podemos enunciar o seguinte resultado.

Proposição 3.1.1 Uma condição necessária e suficiente para que x ∈M seja ponto

cŕıtico de f é que
1

c
exp−1

x y ∈ ∂g(x), com y = expx cw, w ∈ ∂h(x) e c > 0.

A proposição acima é a motivação para definição do seguinte algoritmo.

Algoritmo 3.1 Passo 1: Tome um ponto inicial x0 ∈ M e {ck} uma sequência
limitada de números reais positivos tal que 0 < b ≤ ck ≤ c, para todo k ≥ 0.
Passo 2: Tome

wk ∈ ∂h(xk) e defina yk := expxk(ckw
k). (3.2)

Passo 3: Calcule

xk+1 := arg min
x∈M
{g(x) +

1

2ck
d2(x, yk)}. (3.3)

Se xk+1 = xk, pare. Caso contrário, faça k = k + 1 e retorne ao Passo 2.

Observação 3.1.1 As expressões (3.2) e (3.3) estão bem definidas em virtude das

Proposições 2.4.3 e 2.4.8, respectivamente. Note que as expressões em (3.2) e (3.3)

são equivalentes a
1

ck
exp−1

xk
yk ∈ ∂h(xk) (3.4)

e
1

ck
exp−1

xk+1 y
k ∈ ∂g(xk+1), (3.5)

respectivamente. Assim, se xk+1 = xk, então
1

ck
exp−1

xk
yk ∈ ∂h(xk) ∩ ∂g(xk), em

virtude de (3.4) e (3.5). Isso implica que xk+1 é ponto cŕıtico de f .
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Observação 3.1.2 Note ainda que, sendo f(x) = g(x)− h(x), se h ≡ 0, então em

(3.2) teremos yk = xk e (3.3) se torna

xk+1 = arg min
x∈M
{f(x) +

1

2ck
d2(x, xk)},

recuperando o método do ponto proximal estudado em [54] para problemas de mi-

nimização convexa em variedades de Hadamard, cuja convergência é obtida com a

adição da hipótese
∑∞

k=0 ck = +∞. Portanto, de uma certa forma, o Algoritmo 3.1

é mais geral que o proposto em [54], no sentido que o Algoritmo 3.1 resolve uma

classe mais ampla de problemas. Além disso, se M = Rn e d(x, y) = ||x− y||, então

(3.2) e (3.3) coincidem com o algoritmo proposto em [126].

Exemplo 3.1.1 Denotando R+ = {x ∈ R : x ≥ 0}, R++ = {x ∈ R : x > 0}
e 〈u, v〉 = p(x)uv, com p : R++ → R++, verifica-se que o par H = (R++, 〈·, ·〉) é

uma variedade de Hadamard cujos śımbolos de Christoffel e a equação geodésica são

dadas por

Γ(x) =
1

2
p−1(x)

d

dx
p(x) =

d

dx
ln
√
p(x) e

d2x

dt2
+ Γ(x)

(
dx

dt

)2

= 0,

respectivamente. Assim, dada uma função duas vezes diferenciável f : R++ → R, o

gradiente e a hessiana de f em (R++, 〈·, ·〉) são dadas por

grad f(x) = p−1(x)f ′(x) e hess f(x) = f ′′(x)− Γ(x)f ′(x),

respectivamente, onde f ′ e f ′′ denotam as derivadas usuais em R, veja [129, página

20]. Dessa forma, para o caso particular onde p(x) = 1
x2

, temos

Γ(x) = −x−1, grad f(x) = x2h′(x) e hess f(x) = f ′′(x) + x−1f ′(x).

Além disso, a aplicação ϕ : R → R++ dada por ϕ(x) = ex é uma isometria entre

o espaço Euclideano R e a variedade H, cuja a distância Riemanniana d : R++ ×
R++ → R+ é dada por

d(x, y) =

∣∣∣∣ln
(
x

y

)∣∣∣∣

e a única geodésica γ : R→ R++, com γ(0) = x e γ′(0) = v é dada por

γ(t) = xe
v
x
t.

Considere as funções f, g, h : H → R dadas por g(x) = x4, h(x) = 2x2 − 3

e f(x) = g(x) − h(x) = x4 − 2x2 + 3 podemos verificar que as funções g e h são

limitadas inferiormente, cont́ınuas e convexas em H e que f não é convexa em H
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tendo ponto de mı́nimo em x∗ = 1 com f ∗ = f(x∗) = 2. Logo, o método do ponto

proximal proposto em [54] não pode ser aplicado à função f . Por outro lado, o

Algoritmo 3.1 toma a seguinte forma: dados x0 ∈ R++ e 0 < b ≤ ck ≤ c, calcule

xk+1 ∈ R++ tal que

xk+1 = arg min
x∈R++

{
x4 +

1

2ck

(
ln

x

xk
− 4(xk)2

)2
}
.

A seguir apresentamos um gráfico do tipo ”distância da solução”versus ”número de

iterações”com o comportamento do algoritmo sob diferentes escolhas de ponto inicial

x0 e sequência {ck} constante.

Figura 3.1: x0 = 3 e ck = 1; x0 = 5 e ck = 0.5

Exemplo 3.1.2 Denote por Sn o conjunto das matrizes simétricas, Sn+ o cone das

matrizes simétricas semi-definidas positivas e Sn++ o cone das matrizes simétricas

positivas definidas n × n. Dadas X, Y ∈ Sn+ dizemos que Y � X (ou X � Y )

se Y − X ∈ Sn+. Da mesma forma, definimos Y � X (ou X ≺ Y ) se Y − X ∈
Sn++. Dessa forma, o par M = (Sn++, 〈·, ·〉), com a métrica induzida pela hessiana

Euclideana de ϕ(X) = − ln detX, dada por

〈U, V 〉 = tr(V ϕ′′(X)U) = tr(V X−1UX−1), X ∈M, U, V ∈ TXM,

é uma variedade de Hadamard cuja a única geodésica ligando dois pontos X, Y ∈M
é dada por

γ(t) = X
1
2 (X−

1
2Y X−

1
2 )tX

1
2 ,

veja [82, Teorema 1.2]. Logo,

γ′(0) = X
1
2 ln(X−

1
2Y X−

1
2 )X

1
2 ,

de onde obtemos as expressões da aplicação exponencial, sua inversa e do quadrado

da função distância dadas por

expX V = X
1
2 e(X−

1
2 V X−

1
2 )X

1
2 , exp−1

X Y = X
1
2 ln(X−

1
2Y X−

1
2 )X

1
2
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e

d2(X, Y ) = tr(ln2(X−
1
2Y X−

1
2 )) =

n∑

i=1

ln2 λi[X
− 1

2Y X−
1
2 ],

onde λi[X
− 1

2Y X−
1
2 ] denota o i-ésimo autovalor da matriz X−

1
2Y X−

1
2 . Com isso,

o gradiente e hessiana de uma função duas vezes diferenciável F : Sn++ → R são

dadas, respectivamente, por

gradF (X) = XF ′(X)X, hessF (X)(V, V ) = tr(V F ′′(X)V ) + tr(F ′(X)V X−1V ),

onde F ′ e F ′′ denotam o gradiente e hessiana Euclideana, respectivamente.

Dadas as funções F,G,H : Sn++ → R, G(X) = etrX , H(X) = ln detX e F (X) =

G(X) − H(X) = etrX − ln detX, verificamos que H,G são convexas e F não é

convexa em Sn++. Assim, o método do ponto proximal proposto em [54] não pode

ser aplicado à função f em Sn++. Por outro lado, o Algoritmo 3.1 toma a seguinte

forma: dados X0 ∈ Sn++ e 0 < b ≤ ck ≤ c, calcule Xk+1 ∈ Sn++ tal que

Xk+1 = arg min
X∈Sn++

{
etrX +

1

2ck
tr(ln2(X−

1
2XkX−

1
2 ))

}
.

A seguir, mostraremos que o Algoritmo 3.1 possui propriedades similares aos

algoritmos propostos em [54] e [126]. Mais precisamente, mostraremos que o Algo-

ritmo 3.1 é de descida e, para uma quantidade suficientemente grande de passos,

iteradas consecutivas estão arbitrariamente próximas.

Teorema 3.1.1 A sequência {xk} gerada pelo Algoritmo 3.1 satisfaz um dos itens

a seguir:

1. O algoritmo para em um ponto cŕıtico de f ;

2. f decresce estritamente ao longo da sequência, ou seja, f(xk+1) < f(xk), para

todo k ≥ 0.

Demonstração: O primeiro item está provado na Observação 3.1.1. Agora, supo-

nha xk+1 6= xk. Aplicando as inclusões (3.4) e (3.5), para cada k ≥ 0, na definição

de subdiferencial (2.12), temos que

h(x)− h(xk) ≥ 1

ck
〈exp−1

xk
yk, exp−1

xk
x〉, ∀x ∈M, ∀k ≥ 0

e

g(x)− g(xk+1) ≥ 1

ck
〈exp−1

xk+1 y
k, exp−1

xk+1 x〉, ∀x ∈M, ∀k ≥ 0.

Adicionando as duas últimas inequações, substituindo x por xk+1 na primeira delas

27



e x por xk na segunda, temos

g(xk)−h(xk)−g(xk+1)+h(xk+1) ≥ 1

ck

(
〈exp−1

xk
yk, exp−1

xk
xk+1〉+ 〈exp−1

xk+1 y
k, exp−1

xk+1 x
k〉
)
,

para todo k ≥ 0. Sendo f(x) = g(x) − h(x), a última desigualdade pode ser vista

como

f(xk)− f(xk+1) ≥ 1

ck

(
〈exp−1

xk
yk, exp−1

xk
xk+1〉+ 〈exp−1

xk+1 y
k, exp−1

xk+1 x
k〉
)
. (3.6)

Agora iremos obter uma cota inferior para o lado direito da desigualdade (3.6).

Assim, para cada k ≥ 0, considere o triângulo geodésico 4(yk, xk, xk+1), com o

ângulo θ = ∠(exp−1
xk
yk, exp−1

xk
xk+1). Pelo Teorema 2.3.3 e (2.8), obtemos que

d2(yk, xk) + d2(xk, xk+1)− 2〈exp−1
xk
yk, exp−1

xk
xk+1〉 ≤ d2(yk, xk+1), ∀k ≥ 0.

Logo,

〈exp−1
xk
yk, exp−1

xk
xk+1〉 ≥ 1

2
d2(yk, xk) +

1

2
d2(xk, xk+1)− 1

2
d2(yk, xk+1), ∀k ≥ 0.

(3.7)

De forma análoga, considerando o triângulo geodésico 4(yk, xk+1, xk), com θ =

∠(exp−1
xk+1 y

k, exp−1
xk+1 x

k), obtemos que

〈exp−1
xk+1 y

k, exp−1
xk+1 x

k〉 ≥ 1

2
d2(yk, xk+1) +

1

2
d2(xk, xk+1)− 1

2
d2(yk, xk), ∀k ≥ 0.

(3.8)

Somando as inequações (3.7) e (3.8), temos

〈exp−1
xk
yk, exp−1

xk
xk+1〉+ 〈exp−1

xk+1 y
k, exp−1

xk+1 x
k〉 ≥ d2(xk, xk+1).

Substituindo a inequação acima em (3.6), conclúımos que

f(xk) ≥ f(xk+1) +
1

ck
d2(xk, xk+1), ∀k ≥ 0. (3.9)

Sendo {ck} uma sequência de pontos positivos e xk+1 6= xk, ou seja, d(xk, xk+1) > 0,

segue de (3.9) que f(xk+1) < f(xk), para todo k ≥ 0.

Tendo em vista o primeiro item do teorema anterior, nos resultados desta seção

iremos considerar que {xk} não satisfaz o critério de parada, ou seja, que {xk} é

uma sequência com infinitos pontos e xk+1 6= xk, para todo k ≥ 0, pois no caso em

que xk+1 = xk os resultados são óbvios.
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Corolário 3.1.1 Se {xk} é a sequência gerada pelo Algoritmo 1, então {f(xk)} é

convergente.

Demonstração: Esse resultado segue imediatamente do segundo item do teorema

anterior juntamente com o fato de f ser limitada inferiormente.

O resultado a seguir prova que, se f for cont́ınua então a imagem de todos os

pontos de acumulação da sequência gerada pelo Algoritmo 3.1 são iguais.

Corolário 3.1.2 Suponha que {xk} é uma sequência gerada pelo Algoritmo 3.1. Se

f é cont́ınua e {xk} possui ponto de acumulação, então lim
k→∞

f(xk) = f(x), para todo

ponto de acumulação x de {xk}.

Demonstração: Sejam x ∈ M um ponto de acumulação de {xk} e {xkj} uma

subsequência convergindo para x. Como f é cont́ınua, então f(xkj)→ f(x) quando

j → +∞. Por outro lado, pelo Corolário 3.1.1 temos que {f(xk)} é convergente.

Portanto, temos que f(xk)→ f(x) quando k → +∞.

A resultado a seguir será utilizado no teorema de convergência do Algoritmo 1 e

é uma propriedade clássica de métodos proximais.

Proposição 3.1.2 Se {xk} é gerada pelo Algoritmo 1, então
∑+∞

k=0 d
2(xk, xk+1) <

∞. Em particular, lim
k→+∞

d(xk, xk+1) = 0.

Demonstração: Pela definição do algoritmo, temos que
1

c
≤ 1

ck
. Além disso, de

(3.9), temos que

1

ck
d2(xk, xk+1) ≤ f(xk)− f(xk+1), ∀k ≥ 0.

Logo,
1

c
d2(xk, xk+1) ≤ f(xk)− f(xk+1), ∀k ≥ 0.

Somando a desigualdade acima com k variando de 0 até n− 1, temos

1

c

n−1∑

k=0

d2(xk, xk+1) ≤ f(x0)− f(xn).

Fazendo n→ +∞ na desigualdade acima, lembrando que f é limitada inferiormente,

temos que
+∞∑

k=0

d2(xk, xk+1) <∞,

e, em particular, lim
k→+∞

d(xk, xk+1) = 0.

O próximo resultado é simples mas será importante no teorema de convergência

desta seção.
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Lema 3.1.1 No Algoritmo 3.1, se {xk} é limitada, então {yk} também é limitada.

Demonstração: Supondo {xk} limitada, então existe p ∈ M e r > 0 tal que

d(xk, p) ≤ r, para todo k ≥ 0. Pela definição do algoritmo, wk ∈ ∂h(xk). Sendo h

convexa, pela Proposição 2.4.7, temos que {wk} é limitada, ou seja, existe δ > 0 tal

que ||wk|| ≤ δ, para todo k ≥ 0. Sendo M uma variedade de Hadamard, segue de

(3.2) que

||wk|| = 1

ck
d(xk, yk) ≤ δ.

Assim, d(xk, yk) ≤ δb, para todo k ≥ 0 e

d(yk, p) ≤ d(yk, xk) + d(xk, p) ≤ δb+ r, ∀k ≥ 0.

Portanto, {yk} é limitada.

No que diz respeito a funções DC é natural se obter resultados de convergência

para soluções locais. Ao contrário do método proximal estudado em [54] para funções

convexas, não obtemos que a sequência gerada pelo algoritmo é limitada. Assim,

o que obtemos é que os pontos de acumulação da sequência são pontos cŕıticos da

função em consideração.

Teorema 3.1.2 Seja {xk} a sequência gerada pelo Algoritmo 3.1. Então todos os

pontos de acumulação de {xk}, caso existam, são pontos cŕıticos de f .

Demonstração: Suponha que {xk} tenha um ponto de acumulação x∗ e tome {xkj}
uma subsequência de {xk} convergindo para x∗. Pelo Lema 3.1.1 podemos supor

sem perda de generalidade que existe uma subsequência {ykj} de {yk} convergindo

para y∗. Aplicando (3.4) e (3.5) em (2.12) e usando o fato que, para todo k ∈ N,

ck ≤ c, temos que

h(z) ≥ h(xkj) +
1

c
〈exp−1

xkj
ykj , exp−1

xkj
z〉, ∀z ∈M

e

g(z) ≥ g(xkj+1) +
1

c
〈exp−1

xkj+1 y
kj , exp−1

xkj+1 z〉, ∀z ∈M.

Pela Proposição 4.3.1, se {xkj} converge para x∗, então a sequência {xkj+1} terá

o mesmo comportamento. Assim, fazendo j → +∞ nas duas desigualdades acima,

usando o fato de que h e g são semicont́ınuas inferiormente, temos que

h(z) ≥ h(x∗) +
1

c
〈exp−1

x∗ y
∗, exp−1

x∗ z〉, ∀z ∈M

e

g(z) ≥ g(x∗) +
1

c
〈exp−1

x∗ y
∗, exp−1

x∗ z〉, ∀z ∈M,
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ou seja,
1

c
exp−1

x∗ y
∗ ∈ ∂h(x∗) ∩ ∂g(x∗).

Portanto, temos que x∗ é ponto cŕıtico de f .

3.1.2 Versões inexatas

Nesta seção iremos apresentar duas versões inexatas do Algoritmo 3.1. Na pri-

meira delas iremos considerar uma versão aproximada obtida através da substi-

tuição do subdiferencial por uma versão aproximada do subdiferencial, chamada

ε−subdiferencial. Na segunda versão iremos considerar uma solução aproximada de

cada subproblema do método.

ε−subdiferencial

A seguir, relembramos a definição de ε−subdiferencial de f em um ponto x ∈ M

dada em (2.11)

∂εf(x) = {u ∈ TxM ; f(y) ≥ f(x) + 〈u, exp−1
x y〉 − ε, ∀y ∈M}.

Denotaremos ∂0f(x) = ∂f(x), ou seja, 0−subdiferencial será o subdiferencial exato.

Segue diretamente da definição acima que, se 0 ≤ ε1 ≤ ε2, então

∂ε1f(x) ⊆ ∂ε2f(x).

Assim, para ε > 0, ∂εf(x) é uma expansão de ∂f(x). Portanto, o uso de elemen-

tos no subdiferencial aproximados ∂εf(x) ao invés do subdiferencial exato ∂f(x)

fornece um maior grau de liberdade para o algoritmo que é muito útil em várias

aplicações, principalmente computacionais. Por essa razão iremos considerar o se-

guinte algoritmo inexato que nesse sentido é mais abrangente que o Algoritmo 3.1.

Antes disso, diremos que um ponto x ∈ M é um ε−ponto cŕıtico de uma função

DC f(x) = g(x) − h(x) se, dado ε ≥ 0, ∂εh(x) ∩ ∂εg(x) 6= ∅. Quando ε = 0, temos

exatamente a definição de ponto cŕıtico analisado na seção anterior.

A seguir mostraremos que o Algoritmo 3.2 tem propriedades similares ao Algo-

ritmo 3.1.

Teorema 3.1.3 A sequência {xk} gerada pelo Algoritmo 3.2 satisfaz um dos itens

a seguir:

1. O algoritmo para em um ε−ponto cŕıtico de f ;

2. f satisfaz f(xk+1) < f(xk) + 2εk, para todo k ≥ 0.
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Algoritmo 3.2 Passo 1: Dados um ponto inicial x0 ∈ M , {ck} uma sequência
limitada de números reais positivos tal que 0 < b ≤ ck ≤ c, para todo k ≥ 0 e {εk}
uma sequência de números não negativos, ou seja, εk ≥ 0 para todo k ≥ 0.
Passo 2: Tome

wk ∈ ∂εkh(xk) e defina yk := expxk(ckw
k). (3.10)

Passo 3: Calcule xk+1 ∈M tal que

1

ck
exp−1

xk+1 y
k ∈ ∂εkg(xk+1) (3.11)

Se xk+1 = xk, pare. Caso contrário, faça k := k + 1 e retorne ao Passo 2.

Demonstração: Se xk+1 = xk, segue de (3.10) e (3.11) que

1

ck
exp−1

xk
yk ∈ ∂εkh(xk) ∩ ∂εkg(xk),

ou seja, xk+1 é um ε−ponto cŕıtico de f . Agora, suponha xk+1 6= xk para todo k ≥ 0.

Usando (3.10) e (3.11) em (2.11), temos que

h(x) ≥ h(xk) +
1

ck
〈exp−1

xk
yk, exp−1

xk
x〉 − εk, ∀x ∈M

e

g(x) ≥ g(xk+1) +
1

ck
〈exp−1

xk+1 y
k, exp−1

xk+1 x〉 − εk, ∀x ∈M .

Adicionando as duas últimas inequações, substituindo x por xk+1 na primeira delas

e x por xk na segunda, temos

h(xk+1)+g(xk) ≥ h(xk)+g(xk+1)+
1

ck
〈exp−1

xk
yk, exp−1

xk
xk+1〉+ 1

ck
〈exp−1

xk+1 y
k, exp−1

xk+1 x
k〉−2εk,

ou seja,

g(xk)−h(xk) ≥ g(xk+1)−h(xk+1)+
1

ck

(
〈exp−1

xk
yk, exp−1

xk
xk+1〉+ 〈exp−1

xk+1 y
k, exp−1

xk+1 x
k〉
)
−2εk.

Sendo f(x) = g(x)− h(x), temos que

f(xk)− f(xk+1) + 2εk ≥
1

ck

(
〈exp−1

xk
yk, exp−1

xk
xk+1〉+ 〈exp−1

xk+1 y
k, exp−1

xk+1 x
k〉
)
.

Precedendo de forma análoga ao Teorema 4.3.1 para obter uma cota inferior para o

lado direito da desigualdade acima, temos que

f(xk) + 2εk ≥ f(xk+1) +
1

ck
d2(xk, xk+1). (3.12)
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Sendo {ck} uma sequência de pontos positivos e xk+1 6= xk para todo k, ou seja,

d(xk, xk+1) > 0, então f(xk+1) < f(xk) + 2εk.

A partir de agora, nos resultados desta seção iremos considerar que {xk} não

satisfaz o critério de parada, ou seja, que {xk} é uma sequência com infinitos pontos,

pois no caso em que xk+1 = xk os resultados são óbvios.

Corolário 3.1.3 Se {xk} é uma sequência gerada pelo Algoritmo 3.2 e
∑+∞

k=0 εk <

∞, então {f(xk)} é convergente.

Demonstração: Pelo segundo item do teorema anterior, temos que, para todo

k ≥ 0,

f(xk) < f(xk−1) + 2εk−1

< f(xk−2) + 2εk−1 + 2εk−2

...

< f(x0) + 2
k−1∑

n=0

εn

≤ f(x0) + 2
+∞∑

n=0

εn <∞.

Além disso, sendo f limitada inferiormente podemos afirmar que {f(xk)} é limi-

tada, logo possui pelo menos um ponto de acumulação. Mostraremos que {f(xk)}
possui único ponto de acumulação. Para isso, suponha que {f(xk)} admite dois

pontos de acumulação distintos, digamos f1 < f2. Considere f(xkj) e f(xkl) duas

subsequências convergindo para f1 and f2, respectivamente. Tome ε = f2−f1
4

, então

existem kj0 , kl0 , k ∈ N tais que
+∞∑

k=k

εk < ε, (3.13)

f(xkj) < f1 + ε,∀kj ≥ kj0 (3.14)

e

f2 − ε < f(xkl),∀kl ≥ kl0 . (3.15)

Denote por k0 = max{kj0 , kl0 , k}. Pelo teorema anterior, para todo k ≥ k0, temos

f(xk) ≤ f(xk0) + 2
k−1∑

n=k0

εn ≤ f(xk0) + 2
+∞∑

n=k0

εn.

Sendo k0 ≥ k, por (3.13), temos que f(xk) ≤ f(xk0) + 2ε. Além disso, k0 ≥ kj0 , logo
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por (3.14), temos que f(xk) ≤ f(xk0) + 2ε < f1 + 3ε = f2 − ε, ou seja,

f(xk) < f2 − ε,∀k ≥ k0. (3.16)

Por outro lado, k0 ≥ kl0 . Logo, por (3.15), para todo k ≥ k0 temos que

f2 − ε < f(xk),

que contraria (3.16). Portanto, {f(xk)} possui único ponto de acumulação impli-

cando que {f(xk)} é convergente.

Corolário 3.1.4 Seja {xk} uma sequência gerada pelo Algoritmo 3.2. Suponha

que f seja cont́ınua, {xk} possua ponto de acumulação e
∑+∞

k=0 εk < ∞. Então

lim
k→∞

f(xk) = f(x), para todo ponto de acumulação x de {xk}.

Demonstração: Análogo ao Corolário 3.1.2 .

O resultado a seguir é clássico para métodos do tipo proximal e será utilizado

no teorema de convergência do Algoritmo 3.2.

Proposição 3.1.3 Se {xk} é gerada pelo Algoritmo 3.2 e
∑+∞

k=0 εk < ∞, então∑+∞
k=0 d

2(xk, xk+1) <∞. Em particular, lim
k→+∞

d(xk, xk+1) = 0.

Demonstração: Pela definição do algoritmo, temos que
1

c
≤ 1

ck
, para todo k ≥ 0.

Além disso, de (3.12), temos que

1

ck
d2(xk, xk+1) ≤ f(xk)− f(xk+1) + 2εk.

Logo,
1

c
d2(xk, xk+1) ≤ f(xk)− f(xk+1) + 2εk.

Somando a desigualdade acima com k variando de 0 a n− 1, temos

1

c

n−1∑

k=0

d2(xk, xk+1) ≤ f(x0)− f(xn) + 2
n−1∑

k=0

εk.

Fazendo n→ +∞ na desigualdade acima, lembrando que f é limitada inferiormente

e utilizando a hipótese que
+∞∑

k=0

εk <∞, temos a convergência da série

+∞∑

k=0

d2(xk, xk+1) <∞,

e, em particular, segue que lim
k→+∞

d(xk, xk+1) = 0.
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Conforme mencionado anteriormente, a Proposição 2.4.7 também é válida para

ε−subdiferencial. Com isso, um resultado análogo ao Lema 3.1.1 pode ser obtido

para o Algoritmo 3.2. Assim, no Algoritmo 3.2, se a sequência {xk} é limitada,

então a sequência {yk} também será limitada.

Teorema 3.1.4 Se {xk} é uma sequência gerada pelo Algoritmo 3.2 e
∑+∞

k=0 εk <

∞, então todo ponto de acumulação de {xk}, caso exista, é ponto cŕıtico de f .

Demonstração: Suponha que {xk} tenha um ponto de acumulação x∗ ∈M . Assim,

existem subsequências {xkj} e {ykj} de {xk} e {yk} convergindo para x∗ e y∗, res-

pectivamente. Sem perda de generalidade, podemos usar o mesmo ı́ndice nas duas

subsequência (podemos extrair uma outra subsequência caso necessário). Assim,

aplicando (3.10) e (3.11) em em (2.12), obtemos

h(z) ≥ h(xkj) +
1

c
〈exp−1

xkj
ykj , exp−1

xkj
z〉 − εkj , ∀z ∈M (3.17)

g(z) ≥ g(xkj+1) +
1

c
〈exp−1

xkj+1 y
kj , exp−1

xkj+1 z〉 − εkj , ∀z ∈M, (3.18)

usando que
1

ck
≥ 1

c
, para todo k ≥ 0. Da hipótese do teorema, segue que lim

k→∞
εk = 0.

Além disso, segue da Proposição 3.1.3 que lim
k→+∞

d(xk, xk+1) = 0 e como xkj → x∗,

então xkj+1 → x∗. Logo, aplicando o limite em (3.17) e (3.18), com j → +∞, tendo

em mente que h e g são funções semicont́ınuas inferiormente, obtemos

1

c
exp−1

x∗ y
∗ ∈ ∂h(x∗) ∩ ∂g(x∗).

Portanto, x∗ é ponto cŕıtico de f .

Observação 3.1.3 Note que, mesmo considerando no Algoritmo 3.2 elementos per-

tencente ao ε-subdiferencial das funções componentes h e g, o resultado de con-

vergência é obtido para um ponto cŕıtico (e não para um ε-ponto cŕıtico) da função

f .

Solução aproximada em cada subproblema

Conforme observado por Rockafellar [112], para que um algoritmo proximal seja

prático é importante que se considere soluções aproximadas dos subproblemas do

método. Algoritmos do tipo proximal para funções DC onde são consideradas

soluções aproximadas de cada subproblemas ainda não foram propostos. Por essa

razão, apresentamos a seguir uma versão inexata do Algoritmo 3.2, onde cada sub-

problema é resolvido aproximadamente levando em consideração um erro controlado.
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Algoritmo 3.3 Passo 1: Dados um ponto inicial x0 ∈ M e {ck} uma sequência
limitada de números reais positivos tal que 0 < b ≤ ck ≤ c, para todo k ≥ 0.
Passo 2: Determine

wk ∈ ∂h(xk) e tome yk = expxk(ckw
k). (3.19)

Passo 3: Calcule xk+1 ∈M e ek+1 ∈ Txk+1M tais que

ek+1 ∈ ∂g(xk+1)− 1

ck
exp−1

xk+1 y
k, (3.20)

onde
||ek+1|| ≤ ηd(xk+1, xk), ηck ∈ [0, 1). (3.21)

Se xk+1 = xk, pare. Caso contrário, faça k := k + 1 e retorne ao Passo 2.

Observação 3.1.4 Note que, quando xk+1 = xk, (3.21) obviamente implica que

ek+1 = 0 e o Algoritmo 3.3 se reduz ao Algoritmo 3.1 (versão exata). Além disso,

fazendo η = 0 em (3.21) também obtemos ek+1 = 0 e estamos no Algoritmo 3.1.

Teorema 3.1.5 A sequência {xk} gerada pelo Algoritmo 3.3 satisfaz um dos itens

a seguir:

1. O algoritmo para em um ponto cŕıtico de f ;

2. f decresce estritamente ao longo da sequência, ou seja, f(xk+1) < f(xk),

∀k ≥ 0.

Demonstração: Se xk+1 = xk, como vimos anteriormente o Algoritmo 3.3 se reduz

ao Algoritmo 3.1, onde xk+1 = xk implica em xk+1 ponto cŕıtico de f . Agora,

suponha xk+1 6= xk para todo k ≥ 0. Usando (3.19) e (3.20) em (2.12), temos que,

para todo k ≥ 0, valem as desigualdades

h(x) ≥ h(xk) +
1

ck
〈exp−1

xk
yk, exp−1

xk
x〉, ∀x ∈M

e

g(x) ≥ g(xk+1) +
1

ck
〈exp−1

xk+1 y
k, exp−1

xk+1 x〉+ 〈ek+1, exp−1
xk+1 x〉, ∀x ∈M.

Adicionando essas duas inequações, substituindo x por xk+1 na primeira delas e x

por xk na segunda, tendo em mente que f(x) = g(x)− h(x), obtemos

f(xk)− f(xk+1) ≥ 1

ck

(
〈exp−1

xk
yk, exp−1

xk
xk+1〉+ 〈exp−1

xk+1 y
k, exp−1

xk+1 x
k〉
)

+ 〈ek+1, exp−1
xk+1 x

k〉, ∀k ≥ 0.
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De forma análoga ao Teorema 4.3.1 obtemos uma cota inferior para o lado direito

da desigualdade acima e conclúımos que

f(xk) ≥ f(xk+1) +
1

ck
d2(xk, xk+1) + 〈ek+1, exp−1

xk+1 x
k〉, ∀k ≥ 0.

Usando a desigualdade de Cauchu-Schwarz, temos que

f(xk) ≥ f(xk+1) +
1

ck
d2(xk, xk+1)− ||ek+1||d(xk, xk+1), ∀k ≥ 0.

Logo, por (3.21), na definição do algoritmo, temos

f(xk) ≥ f(xk+1) +
(1− ηck)

ck
d2(xk, xk+1), ∀k ≥ 0. (3.22)

Usando o fato que {ck} uma sequência de pontos positivos, ηck < 1 e xk+1 6= xk, ou

seja, d(xk, xk+1) > 0 em (3.22), temos que f(xk+1) < f(xk), para todo k ≥ 0.

Nos resultados a seguir iremos considerar que {xk} não satisfaz o critério de

parada, ou seja, que {xk} é uma sequência com infinitos pontos, pois no caso em

que xk+1 = xk os resultados são óbvios.

Corolário 3.1.5 Se {xk} é uma sequência gerada pelo Algoritmo 3.3, então {f(xk)}
é convergente.

Demonstração: Análoga ao Corolário 3.1.1.

Corolário 3.1.6 Suponha {xk} é uma sequência gerada pelo Algoritmo 3.3. Se f

é cont́ınua e {xk} possui ponto de acumulação, então lim
k→∞

f(xk) = f(x), para todo

ponto de acumulação x de {xk}.

Demonstração: Análogo ao Corolário 3.1.2.

Nos resultados a seguir iremos considerar η > 0, pois se η = 0 o Algoritmo 3.3

se reduz ao Algoritmo 3.1, cujo resultado de convergência foi provado no Teorema

3.1.2.

Proposição 3.1.4 Se {xk} é gerada pelo Algoritmo 3.3, então
∑+∞

k=0 d
2(xk, xk+1) <

∞ e, em particular, lim
k→+∞

d(xk, xk+1) = 0.

Demonstração: Pela definição do algoritmo, temos que ηck < 1 e
1

c
≤ 1

ck
, para

todo k ≥ 0. Com isso, temos que
(1− ηc)

c
≤ (1− ηck)

ck
, para todo k ≥ 0. Logo, de

(3.22), temos que

(1− ηc)
c

d2(xk, xk+1) ≤ f(xk)− f(xk+1).

37



Somando a desigualdade acima com k variando de 0 até n− 1, obtemos

(1− ηc)
c

n−1∑

k=0

d2(xk, xk+1) ≤ f(x0)− f(xn).

Fazendo n→ +∞ na desigualdade acima, lembrando que f é limitada inferiormente,

temos a convergência da série

+∞∑

k=0

d2(xk, xk+1) <∞,

donde segue que lim
k→+∞

d(xk, xk+1) = 0.

Em virtude do Lema 3.1.1, no Algoritmo 3.3, se a sequência {xk} é limitada,

então a sequência {yk} também será limitada.

Teorema 3.1.6 Se {xk} é uma sequência gerada pelo Algoritmo 3.3, então todo

ponto de acumulação de {xk}, caso exista, é ponto cŕıtico de f .

Demonstração: Seja x∗ ∈M um ponto de acumulação da sequência {xk}. Assim,

considere {xkj} uma subsequência de {xk} convergindo para x∗. Sem perda de

generalidade, podemos tomar {ykj} uma subsequência de {yk} convergindo para

y∗. Aplicando (3.19) e (3.20) em (2.12), segue que para todo k ≥ 0, valem as

desigualdades

h(z) ≥ h(xkj) +
1

c
〈exp−1

xkj
ykj , exp−1

xkj
z〉, ∀z ∈M (3.23)

e

g(z) ≥ g(xkj+1) +
1

c
〈exp−1

xkj+1 y
kj , exp−1

xkj+1 z〉− ||ekj+1||d(z, xkj+1), ∀z ∈M, (3.24)

aplicando em ambas as desigualdades acima que
1

ck
≥ 1

c
, para todo k ≥ 0, e a

desigualdade de Cauchy-Schwarz em (3.24). Substituindo (3.21) em (3.24), obtemos

g(z) ≥ g(xkj+1) +
1

c
〈exp−1

xkj+1 y
kj , exp−1

xkj+1 z〉 − ηd(xkj , xkj+1)d(z, xkj+1), ∀z ∈M.

(3.25)

Segue da Proposição 3.1.4 que lim
k→+∞

d(xk, xk+1) = 0. Assim, se {xkj} converge para

x∗, então {xkj+1} também converge para x∗. Logo, aplicando o limite em (3.23)

e (3.25) com j → +∞, tendo em mente que as funções h e g são semicont́ınuas

inferiormente, temos que

1

c
exp−1

x∗ y
∗ ∈ ∂h(x) e

1

c
exp−1

x∗ y
∗ ∈ ∂g(x),
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respectivamente. Portanto, x∗ é ponto cŕıtico de f .

3.1.3 Aplicação em problemas de maximização com res-

trições

Considere o problema de maximizar uma função h : M → R convexa e semicont́ınua

inferiormente restrita a um subconjunto convexo e fechado C ⊂M . Resumidamente

max
x∈C

h(x). (3.26)

Os resultados anteriores deste caṕıtulo ainda continuam válidos se considerarmos

que a função objetivo f assume valores +∞. Para isso, basta incluirmos algumas

hipóteses tais como as funções envolvidas serem próprias, o ponto inicial do algoritmo

pertencer ao interior do domı́nio da função em consideração e a convenção +∞−
(+∞) = +∞; veja mais detalhes no próximo caṕıtulo. Dessa forma, o problema

(3.26) pode ser reescrito como um problema irrestrito de minimização de diferença

de funções convexas, ou seja, (3.26) é equivalente ao seguinte problema:

−min
x∈M
{δC(x)− h(x)}, (3.27)

onde δC(x) é a função indicadora, definida por δC(x) = 0, se x ∈ C e δC(x) = +∞,

caso contrário. Considere NC(x) o cone normal do conjunto C no ponto x ∈ C

definido por

NC(x) := {u ∈ TxM ; 〈u, exp−1
x y〉 ≤ 0, ∀y ∈ C}.

Então

∂δC(x) = NC(x), ∀x ∈ C.

Nesse contexto o Algoritmo 3.1 tem a seguinte forma: dados x0 ∈ M e uma

sequência {ck} de números positivos tal que 0 < b ≤ ck ≤ c, para todo k ≥ 0, tome

wk ∈ ∂h(xk) e defina yk = expxk(ckw
k). Em seguida, calcule xk+1 ∈M tal que

〈exp−1
xk+1 y

k, exp−1
xk+1 y〉 ≤ 0, ∀y ∈ C. (3.28)

Segue de [54, Corolário 3.1] que, para cada k, existe um único ponto xk+1 ∈M que

é solução de (3.28) e tal ponto é a projeção de yk sobre o conjunto C.

3.2 MMD em variedades de Hadamard

Nesta seção abordaremos o método de máxima descida também presente na lite-

ratura como método do gradiente. Os resultados da primeira parte deste caṕıtulo
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seguem a mesma ideia de [9, 18]. Como mencionamos anteriormente, foi em 1972

com Luenberger [95] que o método de máxima descida ao longo de geodésicas foi

primeiramente estudado. Mas, foi somente em 1993 que Smith [116] obteve os

primeiros resultados de convergência desse método no contexto das variedades de

Riemann. Em 1998, Cruz Neto et al.[43] observa a influência da curvatura da

variedade para obter a convergência global da sequência gerada pelo método de

máxima descida (com o passo de Armijo e passo fixo) para funções continuamente

diferenciáveis e convexas definidas em uma variedade de Riemann completa de di-

mensão finita com curvatura não-negativa. Esse resultado foi estendido para funções

quase-convexas (continuamente diferenciáveis) por Papa Quiroz et al.[107] em 1998.

Dessa forma, tem sido comum considerar o contexto das variedades de Riemann com

curvatura não-negativa o ambiente apropriado para se estudar a convergência global

de métodos como gradiente e subgradiente, veja por exemplo [43, 44, 53, 107]. No

decorrer dessa seção mostraremos que o método de máxima descida pode ser esten-

dido para as variedades de Hadamard usando a propriedade de Kurdyka- Lojasiewicz.

Como aplicação usaremos o método de máxima descida para encontrar um centro de

massa Riemanniano com relação a um conjunto de dados em uma variedade de Ha-

damard. Esse problema tem sido amplamente estudado no contexto das variedades

de Riemann com curvatura não-negativa.

Considere o problema de minimização irrestrito

min
x∈M

f(x) (3.29)

onde M é uma variedade de Hadamard de dimensão finita e f : M → R é uma

função continuamente diferenciável com gradiente Lipschitz de constante L > 0.

Assuma que o conjunto solução de (3.29) é não-vazio.

O método de máxima descida gera uma sequência da seguinte forma:

Algoritmo 3.4 Passo 1: Escolha x0 ∈M e δ1, δ2 > 0 tal que Lδ1 + δ2 < 1;
Passo 2: Dado xk ∈ M , se xk é um ponto cŕıtico de f , então faça xk+p = xk para
todo p ∈ N;
Passo 3: Caso contrário, tome como próxima iterada xk+1 ∈M tal que

xk+1 = expxk(−tkgradf(xk)), (3.30)

onde

tk ∈
(
δ1,

2

L
(1− δ2)

)
. (3.31)

Observação 3.2.1 A boa definição da igualdade (3.30) segue do Teorema de

Cartan-Hadamard, mais precisamente, pelo fato de, em uma variedade de Hada-
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mard, a aplicação exponencial é um difeomorfismo (global). Além disso, segue de

(3.30) que

tk||gradf(xk)|| = d(xk+1, xk), ∀k ≥ 0. (3.32)

Se xk+1 = xk, segue de (3.32) que gradf(xk) = 0, uma vez que tk > 0, ou seja,

xk é ponto cŕıtico de f . Com isso, temos um critério de parada prático para o

Algoritmo 3.4.

Proposição 3.2.1 Seja {xk} uma sequência gerada pelo Algoritmo 3.4. Se xk+1 =

xk, então o algoritmo para em xk que é um ponto cŕıtico de f .

Observação 3.2.2 Note que em (3.31) o passo pode variar desde que permaneça

no intervalo determinado. Mesmo assim, esse passo é denominado na literatura

como passo fixo. Nos resultados desta seção iremos considerar o método de máxima

descida com o passo fixo como em (3.31), mas ressaltamos que resultados similares

podem ser obtidos com o passo clássico conhecido como “busca de Armijo”e definido

da seguinte forma:

tk := arg max
t

{
f
(
expxk(−tgradf(xk)

)
≤ f(xk)− αt‖gradf(xk)‖2, t = 2−j : j ∈ N

}
,

com α ∈ (0, 1). Dessa forma, quando a função objetivo f tem gradiente Lipschitz,

temos que zero não é um ponto de acumulação da sequência {tk}. Além disso, pela

definição da busca de Armijo, a sequência gerada pelo método de máxima descida

satisfaz

f(xk+1) + αt2k||grad f(xk)||2 ≤ f(xk), ∀k ≥ 0,

que é uma desigualdade importante para a convergência do método, conforme vere-

mos na análise de convergência.

A seguir, apresentamos um resultado que mostra que o Algoritmo 3.4 satisfaz a

desigualdade acima sem a necessidade de nenhum procedimento adicional, como

por exemplo a busca de Armijo. A proposição seguinte é a motivação da escolha do

passo como em (3.31) ao invés da busca de Armijo.

Proposição 3.2.2 Seja {xk} uma sequência gerada pelo Algoritmo 3.4. Então,

existe uma constante β > 0 tal que

f(xk+1) + βt2k||grad f(xk)||2 ≤ f(xk), ∀k ≥ 0. (3.33)

Em particular, vale um dos seguintes itens:

1. {xk} para em um ponto cŕıtico;

2. a sequência {f(xk)} é estritamente decrescente.
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Demonstração: Veja [43, Teorema 5.1].

Observação 3.2.3 De uma forma mais geral, a proposição anterior foi provada em

[43] apenas supondo f continuamente diferenciável com gradiente Lipschitz e sem

nenhuma hipótese na curvatura da variedade. Porém, para obter os resultados de

convergência parcial (no sentido de que pontos de acumulação de {xk} são pontos

cŕıticos de f) os autores assumem que os conjuntos de ńıveis de f são compactos.

Substituindo essa hipótese pela convexidade de f juntamente com a não negativi-

dade da curvatura da variedade, eles provam a convergência da sequência para um

minimizador de f .

A seguir, apresentamos um resultado técnico que será usado na análise de con-

vergência do método.

Lema 3.2.1 Seja {ak} uma sequência de números reais positivos tal que

+∞∑

k=1

a2
k/ak−1 < +∞.

Então,
∑+∞

k=1 ak < +∞.

Demonstração: Veja [22, Lema 4.1].

3.2.1 Análise de convergência

Recentemente, Bento et al. [22] provaram a convergência do método do ponto pro-

ximal para variedades de Riemann sem nenhuma hipótese sobre a curvatura desde

que a função objetivo satisfaça a propriedade de Kurdyka- Lojasiewicz. Nesta seção

substituiremos a hipótese de convexidade da função objetivo analisada em [43] para

convergência do método de máxima descida em uma variedade de Riemann com

curvatura não negativa pela propriedade de Kurdyka- Lojasiewicz para analisar a

convergência do Algoritmo 3.4 em variedades de Hadamard.

Dizemos que uma função semicont́ınua inferiormente f : M → R∪{+∞} satisfaz

a propriedade de Kurdyka- Lojasiewicz no ponto x̄ ∈ dom ∂f se existem η ∈ (0,+∞],

uma vizinhança U de x̄ e uma função cont́ınua e côncava ϕ : [0, η)→ R+ tal que

ϕ(0) = 0, ϕ ∈ C1(0, η), ϕ′(s) > 0, s ∈ (0, η); (3.34)

ϕ′(f(x)− f(x̄))dist(0, ∂f(x)) ≥ 1, x ∈ U ∩ [f(x̄) < f < f(x̄) + η], (3.35)

onde dist(0, ∂f(x)) := inf{||v|| : v ∈ ∂f(x)} e [η1 < f < η2] := {x ∈ M : η1 <

f(x) < η2}.
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Esse conceito foi introduzido por  Lojasiewicz [93] para funções reais anaĺıticas

e depois estendido por Kurdyka [79] para funções diferenciáveis definidas em uma

estrutura o-minimal (veja mais detalhes sobre estrutura o-minimal, por exemplo em

Dries e Miller [130]). Para extensões desse conceito para funções não diferenciáveis

no contexto Euclideano veja Bolte et al. [28], Bolte et al. [29] e Attouch et al. [8].

Extensão desse conceito em espaços não lineares podem ser encontradas em Kurdyka

et al.[80], Lageman [81], Bolte et al. [31], Cruz Neto et al. [46].

No decorrer desta seção os termos ϕ, η e U são os mesmo que aparecem na

definição acima. Além disso, nos resultados que seguem iremos supor que a sequência

{xk} gerada pelo Algoritmo 3.4 não satisfaz o critério de parada, ou seja, {xk} é

uma sequência de infinitos termos tais que xk+1 6= xk e grad f(xk) 6= 0 para todo

k ≥ 0, pois caso contrário os resultados são triviais.

Proposição 3.2.3 Seja {xk} uma sequência gerada pelo Algoritmo 3.4. Suponha

que {xk} tenha um ponto de acumulação x̃ ∈ M e f satisfaz a propriedade de

Kurdyka- Lojasiewicz no ponto x̃. Então, dada uma constante c > 0, para todo ρ > 0

existe k0 ∈ N tal que

f(x̃) < f(xk) < f(x̃) + η, ∀k ≥ k0 (3.36)

e

d(xk0 , x̃) + 2d(xk0+1, xk0) + cϕ(f(xk0)− f(x̃)) < ρ. (3.37)

Demonstração: Seja {xkj} uma subsequência de {xk} convergindo para x̃. Segue

da continuidade de f que {f(xkj)} converge para f(x̃). Além disso, segue de (3.33)

que

f(xk+1) + βδ2
1||grad f(xk)||2 ≤ f(xk), ∀k ≥ 0, (3.38)

onde usamos que tk > δ1. Dáı, segue que {f(xk)} é uma sequência estritamente

decrescente e sendo o conjunto solução de (3.29) não vazio, temos que {f(xk)} é

convergente e, como f(xkj) → f(x̃) quando j → +∞, temos que f(xk) → f(x̃)

quando k → +∞. Logo, para todo η > 0, existe k0 ∈ N tal que

f(x̃) < f(xk) < f(x̃) + η, ∀k ≥ k0.

Agora, combinando (3.30) com (3.38), obtemos

2d(xk+1, xk) <
2

δ1

√
β

√
f(xk)− f(xk+1), ∀k ≥ 0.

Sendo {f(xk)} convergente, segue da desigualdade acima que d(xk+1, xk) → 0

quando k → +∞. Com isso, levando em consideração que ϕ é cont́ınua, temos
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que

d(xkj , x̃) + 2d(xkj+1, xkj) + cϕ(f(xkj)− f(x̃))→ 0,

quando j → +∞. Portanto, podemos assumir (tomando o máximo dos ı́ndices se

necessário) que

d(xk0 , x̃) + 2d(xk0+1, xk0) + cϕ(f(xk0)− f(x̃)) < ρ,

e isso conclui a demonstração.

Proposição 3.2.4 Seja {xk} uma sequência gerada pelo Algoritmo 3.4. Se as

hipóteses da Proposição 3.2.3 são satisfeitas e existem k0 ∈ N e ε > 0 tal que

xk0 ∈ B(x̃, ε), então existem α, β > 0 tais que

d2(xk0+1, xk0)

d(xk0 , xk0−1)
≤ α

β

[
ϕ(f(xk0)− f(x̃))− ϕ(f(xk0+1)− f(x̃))

]
. (3.39)

Demonstração: Assuma, sem perda de generalidade, que k0 ∈ N é tal que (3.36)

se verifica e ε > 0 é suficientemente pequeno tal que B(x̃, ε) ⊂ U . Assim,

xk0 ∈ U ∩ [f(x̃) < f < f(x̃) + η].

Como f satisfaz a propriedade de Kurdyka- Lojasiewicz em x̃, temos que

ϕ′(f(xk0)− f(x̃)) ≥ 1

||gradf(xk0)|| . (3.40)

Como ϕ é côncava e ϕ′ > 0, lembrando que f(xk0+1) ≤ f(xk0), obtemos

ϕ(f(xk0)− f(x̃))− ϕ(f(xk0+1)− f(x̃)) ≥ ϕ′(f(xk0)− f(x̃))(f(xk0)− f(xk0+1))

≥ βt2k0
||grad f(xk0)||2
||gradf(xk0)||

≥ β
d2(xk0+1, xk0)

||gradf(xk0)|| , (3.41)

onde a segunda desigualdade segue de (3.40) e (3.33), e a terceira vem de (3.30).

Além disso, sendo a aplicação x 7→ gradf(x) Lipschitz cont́ınua e o transporte

paralelo uma isometria, segue da desigualdade triangular que

||gradf(xk0)|| ≤ ||gradf(xk0)− Pxk0−1,xk0gradf(xk0−1)||
+||Pxk0−1,xk0gradf(xk0−1)||

≤
(
L+

1

δ1

)
d(xk0 , xk0−1). (3.42)
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Portanto, o resultado desejado segue combinando as inequações (3.42) e (3.41), com

α = (L+ 1
δ1

).

Proposição 3.2.5 Seja {xk} uma sequência gerada pelo Algoritmo 3.4. Se as

hipóteses da Proposição 3.2.3 são satisfeitas. Então, existem k0 ∈ N e ε > 0 tais

que

xk ∈ B(x̃, ε), ∀k ≥ k0. (3.43)

Demonstração: Seja {xkj} uma subsequência de {xk} convergindo para x̃ e tome

ε > 0 suficientemente pequeno tal que B(x̃, ε) ⊂ U . Segue da Proposição 3.2.3, para

ρ = ε, que existe k0 ∈ N tal que (3.37) se verifica. Provaremos (3.43) por indução

sobre k. Para k = k0, a afirmação segue diretamente de (3.37). Agora, suponha que

xk ∈ B(x̃, ε), para todo k = k0 + 1, . . . , k0 + j − 1. Então, pela Proposição 3.2.4,

obtemos

√
d(xk, xk−1)(α/β)[ϕ(f(xk)− f(x̃))− ϕ(f(xk+1)− f(x̃))] ≥ d(xk+1, xk), (3.44)

para k = k0 + 1, . . . , k0 + j − 1. Note que, para quaisquer números reais r, s ≥ 0,

temos que r + s ≥ 2
√
rs. Assim, para k = k0 + 1, . . . , k0 + j − 1, tomando

r = d(xk, xk−1) e s = (α/β)[ϕ(f(xk)− f(x̃))− ϕ(f(xk+1)− f(x̃))],

pela desigualdade (3.44), segue que

2d(xk+1, xk) ≤ d(xk, xk−1) +
α

β
[ϕ(f(xk)− f(x̃))− ϕ(f(xk+1)− f(x̃))],

para k = k0 + 1, . . . , k0 + j − 1. Somando a última desigualdade de k = k0 + 1 até

k = k0 + j − 1, obtemos

k0+j−1∑

i=k0+1

d(xi+1, xi) + d(xk0+j, xk0+j−1) ≤ d(xk0+1, xk0)

+
α

β
[ϕ(f(xk0+1)− f(x̃))]

− α

β
[ϕ(f(xk0+j)− f(x̃))],

que nos leva a concluir que

k0+j−1∑

i=k0+1

d(xi+1, xi) ≤ d(xk0+1, xk0) +
α

β
ϕ(f(xk0)− f(x̃)) (3.45)

porque ϕ é crescente, f(xk+1) ≤ f(xk), para todo k ≥ 0, e d(x, y) ≥ 0 para todo

45



x, y ∈M . Agora, usando a desigualdade triângular, temos que

d(xk0+j, x̃) ≤ d(xk0+j, xk0) + d(xk0 , x̃)

≤ d(xk0 , x̃) + d(xk0+1, xk0) +

k0+j−1∑

i=k0+1

d(xi+1, xi),

que, combinado com (3.45), obtemos

d(xk0+j, x̃) ≤ d(xk0 , x̃) + 2d(xk0+1, xk0) +
α

β
ϕ(f(xk0)− f(x̃)) < ε,

onde a desigualdade do lado direito vem da Proposição 3.2.3 para ρ = ε. Portanto,

conclúımos que xk0+j ∈ B(x̃, ε), e a indução está completa.

Proposição 3.2.6 Seja {xk} uma sequência gerada pelo Algoritmo 3.4. Se as

hipóteses da Proposição 3.2.3 são satisfeitas, então
∑+∞

k=0 d(xk+1, xk) < +∞. Em

particular, limk→+∞ d(xk+1, xk) = 0.

Demonstração: Tome k0, N ∈ N números naturais tais que N > k0 e (3.43) se

verifica. Então, combinando a Proposição 3.2.4 com a Proposição 3.2.5, temos que

d2(xk+1, xk)

d(xk, xk−1)
≤ α

β

[
ϕ(f(xk)− f(x̃))− ϕ(f(xk+1)− f(x̃))

]
, ∀k ≥ k0, (3.46)

que implica em

N∑

i=k0+1

d2(xi+1, xi)

d(xi, xi−1)
≤ α

β
[ϕ(f(xk0+1)− f(x̃))], (3.47)

porque ϕ′ > 0 e f(xk) ≤ f(x̃), para todo k ≥ 0. Portanto, o resultado desejado

segue fazendo k → +∞ em (3.47) e aplicando o Lema 3.2.1.

A maioria dos resultados de convergência de métodos numéricos em minimização

convexa são obtidos supondo a existência de um minimizador local (e com isso

global) da função objetivo. No presente cenário não-convexo, a existência de um

minimizador local não implica a existência de um minimizador global mesmo se a

função em consideração for limitada inferiormente. Dessa forma, não é esperado se

obter limitação da sequência das iteradas.

Teorema 3.2.1 Seja {xk} uma sequência gerada pelo Algoritmo 3.4. Assuma que

{xk} tem um ponto de acumulação x̃ ∈ M e f satisfaz a propriedade de Kurdyka-

 Lojasiewicz em x̃. Então, limk→+∞ f(xk) = f(x̃) e {xk} converge para x̃ que é um

ponto cŕıtico de f .
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Demonstração: Seja {xkj} uma subsequência de {xk} convergindo para x̃. Da

Proposição 3.2.6 segue que {xk} é uma sequência de Cauchy, e com isso, {xk}
converge para x̃ quando k → +∞. Sendo f cont́ınua, temos que f(xk) converge

para f(x̃) quando k → +∞. Além disso, de (3.30), temos que

tk||gradf(xk)|| = d(xk+1, xk), ∀k ≥ 0.

Aplicando o limite com k → +∞ na igualdade acima obtemos

||gradf(x̃)|| = 0,

uma vez que lim infk→+∞ tk > 0 e limk→+∞ d(xk+1, xk) = 0. Portanto, x̃ é um ponto

cŕıtico de f e a demonstração está conclúıda.

3.2.2 Aplicação: centro de massa Riemanniano

O centro de massa Riemanniano (global) ou média Riemanniana ou ainda média

de Fréchet de um conjunto de pontos {ai}ni=1 dados em uma variedade de Riemann

M é definida como o conjunto de pontos que minimiza a soma dos quadrados das

distâncias aos pontos dados. Esse conceito e suas variações tem uma longa história

de aplicações em matemática pura. Recentemente, análise estat́ıstica em variedades

de Riemann e, em particular, o centro de massa Riemanniano tem sido aplicado

em diversas áreas como visão computacional, análise estat́ıstica de formas, imagens,

redes de sensores e várias outras aplicações de análise de dados, veja Afsari et al. [4]

e suas referências.

Esse problema também aparece na literatura em uma forma mais geral chamado

Lp-centro de massa Riemanniano que considera o problema de calcular o Lp-centro

de massa de um conjunto de dados {ai}ni=1 ⊂M com relação aos pesos 0 ≤ wi ≤ 1 tal

que
∑n

i=1wi = 1. Nesta seção estudaremos o problema de encontrar o Lp-centro de

massa Riemanniano em uma variedade de Hadamard de dimensão finita M definido

como a solução do seguinte problema:

min
x∈M

1

p

n∑

i=1

wid
p(x, ai), (3.48)

para 1 ≤ p < ∞. Se p = ∞, o centro de massa é definido como o minimizador

de maxi d(x, ai) em M . O foco do nosso estudo será limitado aos casos p = 1 e

p = 2 que são os mais comuns na literatura. Normalmente quando nos referimos ao

centro de massa de um conjunto de dados não fazemos referência explicita aos pesos

a menos que seja necessário. Dizemos que os pontos a1, . . . , an ∈ M são colineares

se eles pertencem à mesma geodésica, ou seja, existe y ∈ M , d ∈ TyM e ti ∈ R,

47



i = 1, . . . , n, tal que ai = expy tid, para cada i = 1, . . . , n.

Dados ai e wi, i = 1, . . . , n como em (3.48) definimos a função fp : M → R como

fp(x) =
1

p

n∑

i=1

wid
p(x, ai). (3.49)

Verifica-se que

grad fp(x) = −
n∑

i=1

wid
p−2(x, ai) exp−1

x ai, (3.50)

para todo x ∈ M desde que x não pertença ao “cut locus”de qualquer um dos

pontos do conjunto de dados; veja por exemplo [4]. A definição de “cut locus”pode

ser encontrada por exemplo em [114, página 102] ou [38, página 295].

Considere x, y ∈ M (y distinto de x) e t 7→ γ(t) com γ(0) = x a geodésica

normalizada que faz em x um ângulo β com a geodésica minimal ligando y a x.

Segue de [114, Lema 2.9] que

sin2 β

d(x, y)
≤ d2

dt2
d(γ(t), y)|t=0. (3.51)

Antes de apresentarmos o algoritmo para calcular o centro de massa Riemanniano

de um conjunto de dados veremos algumas propriedades importantes das funções f1

e f2 e seus restectivos problemas de minimização.

Proposição 3.2.7 Hess f1(x) é semi-positiva definida para todo x ∈ M tal que

x 6= ai, i = 1, . . . , n. Além disso, se os pontos a1, . . . , an não são colineares, então

Hess f1(x) é positiva definida para todo x ∈M tal que x 6= ai, i = 1, . . . , n.

Demonstração: Dado x ∈M tal que x 6= ai, i = 1, . . . , n. Seja t 7→ γ(t) a geodésica

tal que γ(0) = x e γ′(0) = v, e βi o ângulo que essa geodésica forma com a geodésica

que liga os pontos x e ai. De (3.51), temos que

n∑

i=1

sin2 βi
d(x, ai)

≤
n∑

i=1

d2

dt2
d(γ(t), ai)|t=0. (3.52)

Assim, denotando por

α =
1

max
1≤i≤n

d(x, ai)

n∑

i=1

sin2 βi, (3.53)

temos de (3.52) que
d2

dt2
(f1 ◦ γ)(t)|t=0 ≥ α ≥ 0. (3.54)

Agora, se os pontos a1, . . . , an são não colineares, então existe pelo menos um

ponto, digamos aq, q ∈ {1, . . . , n}, tal que sin2 βq > 0 que implica por (3.53) que

α > 0.
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Dizemos que uma função de classe C2 é de Morse se todos os seus pontos cŕıticos

são não degenerados, isto é, se hessiana de f tem todos os seus autovalores diferentes

de zero. Sabemos que toda função de Morse satisfaz a propriedade de Kurdyka-

 Lojasiewicz em todos os pontos de seu domı́nio; veja [46, Teorema 3.8].

Corolário 3.2.1 Se os pontos a1, . . . , an não são colineares e existe C ⊂M tal que

ai /∈ C, para todo i = 1, . . . , n, então a função f1 : M → R dada por f1(x) =∑n
i=1wid(x, ai) satisfaz a propriedade de Kurdyka- Lojasiewicz em todos os pontos

de C.

Demonstração: Como ai /∈ C, para todo i = 1, . . . , n, então f1 é de classe C∞

em C; veja [129, página 106]. Segue da segunda parte da Proposição 3.2.7 que os

autovalores de Hess f1(x) são todos positivos para todo x ∈ C. Com isso, f1 é uma

função de Morse, donde por [46, Teorema 3.8], temos que f1 satisfaz a propriedade

de Kurdyka- Lojasiewicz em todos os pontos de C.

Proposição 3.2.8 As seguintes afirmações se verificam:

(a) A função f1(x) =
∑n

i=1 wid(x, ai) é convexa;

(b) O problema (3.48), para p = 1, sempre tem uma solução;

(c) A solução do problema (3.48), para p = 1, é única se os pontos a1, . . . , an são

não colineares;

(d) Determine um ı́ndice p ∈ {1, . . . , n} tal que f1(ap) = mini=1,...,n f1(ai). Então,

ap é um minimizador de f1 em M se, e somente se,

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
n∑

i=1,i 6=p
wi

exp−1
ai
ap

d(ai, ap)

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ ≤ wp.

Demonstração: (a) A convexidade de x 7→ wid(x, ai) está provado em [129, página

106]. Dessa forma, a convexidade de f1 segue da propriedade que a soma de funções

convexas é convexa; veja [129, página 67].

(b) Sendo f1 uma função cont́ınua e coerciva, então temos que f1 tem um minimi-

zador global;

(c) Para provar esse item basta notar que se os pontos a1, . . . , an são não colineares,

então pela segunda parte da Proposição 3.2.7 existe pelo menos um ponto, digamos

aq, tal que a função x 7→ d(x, aq) é estritamente convexa. Logo f1 é estritamente

convexa;

(d) Como f1 é convexa, temos que um ponto ap é minimizador de f1 se, e somente
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se, 0 ∈ ∂f1(ap). Por outro lado, combinando (3.50) com [89, Lemma 5.2], obtemos

que

∂f1(ap) =
n∑

i=1,i 6=p
wi

exp−1
ai
ap

d(ai, ap)
+ wpBap ,

onde Bap denota a bola unitária com centro em ap. Com isso, ap é um minimizador

de f1 se, e somente se, existe ξp ∈ Bap tal que

n∑

i=1,i 6=p
wi

exp−1
ai
ap

d(ai, ap)
= −wpξp,

e a afirmação segue tomando a norma nos dois lados da igualdade acima levando

em consideração que ||ξp|| ≤ 1.

Proposição 3.2.9 Seja C um conjunto compacto tal que ai /∈ C par cada i =

1, . . . , n. Então o campo grad f1 : M → TM é Lipschitz cont́ınuo em C.

Demonstração: Assuma que Xi(z) = ∂d
∂x

(z, ai) é o vetor (unitário) tangente do

único segmento geodésico minimizante ligando os pontos z e ai, para cada i =

1, . . . , n. Seguindo os passos da demonstração de [68, Proposition 4.1] podemos

mostrar que, para todo x ∈ C, o campo Xi é Lipschitz cont́ınuo em B(x, rx) com

constante Lx. Sendo C compacto, pelo Teorema de Hopf-Rinow, temos que o campo

Xi é Lipschitz cont́ınuo em C.

A seguir, apresentamos algumas propriedades da função f2.

Proposição 3.2.10 As seguintes afirmações se verificam:

(a) A função f2(x) = 1
2

∑n
i=1wid

2(x, ai) é estritamente convexa e continuamente

diferenciável com seu gradiente Lipschitz em conjuntos compactos;

(b) O problema (3.48) sempre tem única solução para o caso p = 2.

Demonstração: (a) A convexidade estrita bem como o fato de f2 ser continuamente

diferenciável está provado em [129, página 111]. A Lipschitz continuidade local de

grad f2(·) segue de [16, Theorem 3.4] combinado com [16, Example 3.1]. Dessa

forma, pelo Teorema de Hopf-Rinow, temos que grad f2(·) é Lipschitz cont́ınuo em

conjuntos compactos.

(b) Sendo f2 cont́ınua e coerciva, então f2 possui minimizador. A unicidade segue

da convexidade estrita provada no item anterior.

É conhecido que uma variedade de Hadamard é um exemplo de um espaço

CAT(0) ou espaço de Hadamard; veja [13, página 14]. Um espaço CAT(0) é ca-

racterizado como um par (M,d) tal que para todo x, y ∈ M , existe uma geodésica
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γ : [0, 1]→M tal que γ(0) = x e γ(1) = y satisfazendo

d2(γ(t), z) ≤ (1− t)d2(x, z) + td2(, zy)− t(1− t)d2(x, y), (3.55)

para todo z = γ(t) com t ∈ [0, 1]; veja [13, página 9].

Como em uma variedade de Hadamard ||γ′(t)|| é constante com respeito a t e

d(x, y) = || exp−1
x y||, então (3.55) pode ser escrito como

d2(γ(t), z) ≤ (1− t)d2(x, z) + td2(y, z)− t(1− t)||γ′(t)||2.

Essa última desigualdade significa que a função d2(·, z) é fortemente convexa. Como

a soma finita de funções fortemente convexa ainda é uma função fortemente convexa

podemos enunciar o seguinte resultado:

Proposição 3.2.11 A função f2(x) =
∑n

i=1 wid
2(x, ai) satisfaz a propriedade de

Kurdyka- Lojasiewicz em todo ponto de M .

Demonstração: Como toda função fortemente convexa é estritamente convexa

(veja [129, página 188]), temos que toda função fortemente convexa é uma função de

Morse. Logo, segue de [46, Teorema 3.8], que f2 satisfaz a propriedade de Kurdyka-

 Lojasiewicz em M .

A seguir, apresentamos uma versão do método de máxima descida para calcular

o centro de massa Riemanniano de um conjunto de dados {ai}ni=1 ⊂ M . Dessa

forma, denotaremos o ı́ndice p ∈ {1, . . . , n} tal que f(ap) = mini=1,...,n f(ai), onde

f = f1 ou f = f2. Iremos assumir que ap não é o centro de massa Riemanniano.

Algoritmo 3.5 Passo 1: Determine dp ∈ TapM e tp > 0 suficientemente pequeno
tal que f(expap tpdp) < f(ap), e tome x0 := expap tpdp;

Passo 2: Dado xk ∈ M , se xk é um ponto cŕıtico de f , então faça xk+p = xk para
todo p ∈ N;
Passo 3: Caso contrário, tome como próxima iterada xk+1 ∈M tal que

xk+1 = expxk(−tkgradf(xk)), (3.56)

onde {tk} é como em (3.31) para f = f1 ou f = f2.

Observação 3.2.4 Denotando por Lf (x0) := {x ∈ M : f(x) ≤ f(x0)} notamos

que, se {xk} é uma sequência gerada pelo Algoritmo 3.5, então xk ∈ Lf (x0), para

todo k ∈ N e ai /∈ Lf (x0), para todo i = 1, . . . , n. Além disso, podemos verificar

que Lf (x0) é não vazio e compacto para f = f1 e f = f2. Dessa forma, a Pro-

posição 3.2.9 se verifica para C = Lf (x0) bem como o item (a) da Proposição 3.2.10

no mesmo conjunto. Isso garante a boa definição do Algoritmo 3.5.
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A seguir apresentamos os resultados de convergência para calcular L1 e L2-centro

de massa Riemanniano via Algoritmo 3.5.

Teorema 3.2.2 Seja {xk} uma sequência gerada pelo Algoritmo 3.5 para f = f2.

Então {xk} converge para o Riemannian L2-centro de massa Riemanniano do con-

junto de dados {ai}ni=1.

Demonstração: Como xk ∈ Lf2(x0), para todo k ∈ N e Lf2(x0) é um conjunto

compacto, temos que {xk} é uma sequência limitada. Assim, considere x̂ um ponto

de acumulação de {xk}. Pela Proposição 3.2.11, temos que f2 satisfaz a propriedade

de Kurdyka- Lojasiewicz em x̂. Logo, pelo Theorem 3.2.1, obtemos que {xk} converge

para x̂ que é um ponto cŕıtico de f2. Pelo item (a) da Proposição 3.2.10, temos que

f2 é estritamente convexa que significa x̂ ser (único) minimizador de f2 e a prova

está completa.

Teorema 3.2.3 Seja {xk} uma sequência gerada pelo Algoritmo 3.5 para f = f1.

Então {xk} converge para o Riemannian L1-centro de massa Riemanniano do con-

junto de dados {ai}ni=1 desde que os pontos ai, para i = 1, . . . , n, sejam não coline-

ares.

Demonstração: Similar ao Teorema 3.2.2 tendo em vista o Corolário 3.2.1 e a

Proposição 3.2.8.
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Caṕıtulo 4

MPP generalizado para funções

DC

Há uma vasta literatura sobre a classe de funções que podem ser escritas como

diferença de funções convexas, ou abreviadamente, funções DC. Essa importante

subclasse de funções localmente Lipschitz desperta o interesse tanto da matemática

pura como da matemática aplicada. Essa classe surge naturalmente como o me-

nor subespaço vetorial contendo todas as funções cont́ınuas e convexas definidas em

um dado conjunto. Além disso, a classe das funções DC é densa no conjunto das

funções cont́ınuas definidas num conjunto convexo e compactoX (com a topologia da

convergência uniforme em X). Neste caṕıtulo estudaremos o método do ponto pro-

ximal em que a norma Euclideana é substitúıda por uma aplicação “like-distance”ou

distância generalizada, ou seja, uma função que não necessariamente satisfaz todos

os axiomas da função distância, mas preserva boas propriedades como continuidade,

coercividade e, em alguns casos, convexidade. Esse tipo de método é normalmente

denominado na literatura como algoritmos generalizados ou não lineares.

4.1 Quase distância

Há um próspero campo de pesquisa em algoritmos generalizados. Métodos proximais

usando regularizações não lineares foram estudados por exemplo em Auslender et

al. [10], Bento e Soubeyran [26, 27], Burachik e Svaiter [35], Chen e Teboulle [41],

Censor e Zenios [40], Eckstein [51], Kiwiel [76], Moreno et al. [101], Pan e Chen [106],

Teboulle [127]. Neste trabalho o termo “like-distance”ou “generalizado”diz respeito

a uma aplicação definida da seguinte forma: dado um conjunto X não vazio, uma

aplicação q : X ×X → R+ é chamada de quase distância se satisfaz

1. Para todo x, y ∈ X, q(x, y) = q(y, x) = 0 ⇔ x = y;

2. Para todo x, y, z ∈ X, q(x, z) ≤ q(x, y) + q(y, z).
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O par (X, d) é chamado de espaço quase métrico. Um espaço quase métrico cuja

quase distância satisfaz a propriedade simétrica q(x, y) = q(y, x) é um espaço

métrico. Quase distâncias são aplicações continuamente diferenciáveis e coercivas,

mas não necessariamente convexas. Alguns exemplos de quase distâncias podem ser

encontrados em [101]. Esse tipo de “like-distance”é mais apropriado para aplicações

em Teoria Comportamental, onde por exemplo o custo C(x, y) de mudar de uma

estratégia x para a estratégia y não necessariamente é o mesmo custo que voltar

da estratégia y para x, ou seja, é posśıvel que C(x, y) 6= C(y, x); veja por exemplo

[26, 27, 101].

Neste trabalho estamos considerando quase distâncias que satisfazem a seguinte

condição:

Condition 1: Existem números reais positivos α, β > 0 tais que

α||x− y|| ≤ q(x, y) ≤ β||x− y||, ∀x, y ∈ Rn. (4.1)

Observação 4.1.1 Com a Condição 1 temos que as aplicações q(., z) e q(z, .) são

Lipschitz cont́ınuas em Rn e q2(., z) e q2(z, .) são localmente Lipschitz em Rn; veja

[101, Proposições 3.6 e 3.7]. Condição 1 tem sido usado em [26, 27, 101]. Em [101]

alguns exemplos de quase distâncias que satisfazem a Condição 1 são apresentados.

4.2 Algoritmo generalizado

Seja f : Rn → R ∪ {+∞} uma função DC própria e limitada inferiormente

com componentes g, h : Rn → R ∪ {+∞} semicont́ınuas inferiormente, ou seja,

f(x) = g(x) − h(x), com g e h convexas. Nesta seção iremos considerar um al-

goritmo generalizado que, em cada iteração, lineariza a função f sem minimizá-la

diretamente, enquanto minimiza a função g juntamente com a linearização de h e a

regularização com uma quase distância. Esse tipo de método linearizado tem sido

bastante usado em problemas envolvendo soma de funções convexas; veja [32, 65].

Algoritmo 4.1 Passo 1: Tome um ponto inicial x0 ∈ int dom(h) e {λk} uma
sequência limitada de números reais positivos tal que lim infk→∞ λk > 0.
Passo 2: Tome

wk ∈ ∂h(xk). (4.2)

Passo 3: Calcule

xk+1 ∈ arg min
x∈Rn

{
g(x)− 〈wk, x− xk〉+

1

2λk
q2(xk, x)

}
. (4.3)

Se xk+1 = xk, pare. Caso contrário, faça k = k + 1 e retorne ao Passo 2.
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A boa definição de (4.2) e (4.3) é garantido pela convexidade das funções h, g e

pela Condição 1. Note que quando q(x, y) = ||x− y|| e h ≡ 0, então o Algoritmo 4.1

se reduz ao método proposto por Rockafellar [112] para resolver um problema de

minimização convexa.

Observação 4.2.1 Enfatizamos que o Algoritmo 4.1 é diferente do algoritmo DCA

proposto em Pham e Souad [109]. Algoritmo 4.1 compartilha a mesma ideia que o

algoritmo DCA, mais precisamente, uma aproximação linear de uma das componen-

tes (ou das duas) da função DC f(x) = g(x)−h(x). Porém o Algoritmo 4.1 é mais

simples pois a linearização é feita diretamente e não na dual de uma das componen-

tes com em [109]. Além disso, o método do ponto proximal é mais eficiente que o

método subgradiente; veja Moudafi e Maingé [102]. Algoritmo 4.1 é bem similar ao

método proposto em Sun et al. [126], mas algoritmos com uma regularização usando

uma quase distância são mais apropriados para aplicações em Teoria de comporta-

mento, onde o custo de mover de uma posição atual xk para outra posição xk+1 e

o custo para permanecer na posição xk não necessariamente são simétrico e igual a

zero, respectivamente.

No Algoritmo 4.1, o processo iterativo (4.3) poderia ser escrito como

xk+1 ∈ arg min
x∈Rn

ϕk(x), (4.4)

onde ϕk(x) = g(x)−h(xk)−〈wk, x−xk〉+ 1

2λk
q2(xk, x). Nesse caso, para cada k ≥ 0,

segue da convexidade de h que f(x) ≤ ϕk(x), para todo x ∈ dom(f). Assim, em

cada iteração (4.4) minimiza uma cota superior da função objetivo f decrescendo o

valor de f ao longo da sequência. Esse tipo de método é denominado “majorization-

minimization”(veja [83]) ou “successive upper-bound minimization”(veja [111]). Esse

tipo de método tem sido usado com sucesso em diversos tipos de aplicações; veja

[5, 49, 52, 61, 84, 96, 97].

A seguir apresentamos um resultado técnico que será usado na análise de con-

vergência do algoritmo.

Proposição 4.2.1 Seja {xk} a sequência gerada pelo Algoritmo 4.1. Então existem

ξk+1 ∈ ∂g(xk+1) e ηk+1 ∈ ∂L(q(xk, .))(xk+1) tais que

wk = ξk+1 +
q(xk, xk+1)

λk
ηk+1. (4.5)

Demonstração: Como em (4.3) xk+1 é solução de um problema de minimização,
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segue da Proposição 2.1.2 que

0 ∈ ∂L

(
g(·)− 〈wk, · − xk〉+

1

2λk
q2(xk, ·)

)
(xk+1)

⊂ ∂L
(
g(·)− 〈wk, · − xk〉

)
(xk+1) +

1

2λk
∂L
(
q2(xk, ·)

)
(xk+1)

= ∂Lg(xk+1)− wk +
1

2λk
∂L
(
q2(xk, ·)

)
(xk+1),

onde a segunda inclusão segue da Proposição 2.1.3. Logo, obtemos que

wk ∈ ∂g(xk+1) +
1

2λk
∂L
(
q2(xk, ·)

)
(xk+1). (4.6)

Aplicando a Proposição 2.1.4 com f1(x) = f2(x) = q(xk, x), temos que

∂L
(
q2(xk, ·)

)
(xk+1) ⊂ 2q(xk, xk+1)∂L

(
q(xk, ·)

)
(xk+1).

Portanto, combinando a inclusão anterior com (4.6) obtemos

wk ∈ ∂g(xk+1) +
q(xk, xk+1)

λk
∂Lq(x

k, ·)(xk+1),

e a demonstração está conclúıda.

4.3 Análise de convergência

Agora estabeleceremos os resultados de convergência do algoritmo. Iniciaremos

mostrando que o método é de descida. Lembramos que, se f é uma função DC

tal que f(x) = g(x) − h(x), um ponto x∗ ∈ dom(f) é ponto cŕıtico de f se,

∂h(x∗) ∩ ∂g(x∗) 6= ∅.

Teorema 4.3.1 A sequência {xk} gerada pelo Algoritmo 4.1 satisfaz um dos itens

a seguir:

1. o algoritmo para em um ponto cŕıtico;

2. f decresce estritamente, ou seja, f(xk+1) < f(xk), ∀k ≥ 0.

Demonstração: Se xk+1 = xk, então q(xk, xk+1) = 0 e segue de (4.5) que wk = ξk+1,

com ξk+1 ∈ ∂g(xk) e wk ∈ ∂h(xk). Logo, ∂h(xk) ∩ ∂g(xk) 6= ∅, o que mostra que

xk é um ponto cŕıtico de f . Agora, suponha que xk+1 6= xk. Segue de (4.2) e h ser

convexa que

h(xk+1) ≥ h(xk) + 〈wk, xk+1 − xk〉. (4.7)
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Por outro lado, segue de (4.3) que

g(xk) ≥ g(xk+1)− 〈wk, xk+1 − xk〉+
1

2λk
q2(xk, xk+1). (4.8)

Adicionando (4.7) e (4.8) obtemos

f(xk) ≥ f(xk+1) +
1

2λk
q2(xk, xk+1) > f(xk+1), (4.9)

onde na desigualdade estrita usamos o fato que λk > 0 e q2(xk, xk+1) > 0.

Observação 4.3.1 Sendo f limitada inferiormente, segue diretamente do segundo

item do teorema anterior que a sequência {f(xk)} é convergente.

O resultado a seguir mostra que, no que diz respeito à quase distância q, itera-

das consecutivas estão próximas para uma quantidade de iterações suficientemente

grandes.

Proposição 4.3.1 Se {xk} é a sequência gerada pelo Algoritmo 4.1, então

∞∑

k=0

q2(xk, xk+1) <∞.

Em particular, lim
k→+∞

q(xk, xk+1) = 0.

Demonstração: De (4.9), temos que

1

2λk
q2(xk, xk+1) ≤ f(xk)− f(xk+1).

Somando a desigualdade acima com k variando de 0 até n− 1, temos

n∑

k=0

1

2λk
q2(xk, xk+1) ≤ f(x0)− f(xn).

Como {λk} é limitada, digamos λk ≤ λ+, e f é limitada inferiormente, temos que

1

2λ+

n−1∑

k=0

q2(xk, xk+1) ≤ f(x0).

Fazendo n → +∞ na desigualdade acima obtemos que
∑∞

k=0 q
2(xk, xk+1) é conver-

gente e, em particular, temos que limk→+∞ q(xk, xk+1) = 0.

Seja h uma função convexa. Combinando as Proposições 2.1.6 e 2.1.7, observa-

mos que se {xk} é uma sequência limitada e wk ∈ ∂h(xk), para todo k ∈ N, então

{wk} também é limitada. Usaremos esse fato no seguinte resultado de convergência

do Algoritmo 4.1.
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Teorema 4.3.2 Se {xk} é a sequência gerada pelo Algoritmo 4.1, então todo ponto

de acumulação de {xk}, caso exista, é ponto cŕıtico de f .

Demonstração: Seja x̂ um ponto de acumulação de {xk} e tome {xkj} uma sub-

sequência de {xk} convergindo para x̂. Como wk ∈ ∂h(xk), temos que {wkj} também

é limitada e podemos assumir sem perda de generalidade que {wkj} converge para

um ponto ŵ (podemos extrair uma outra subsequência se necessário). Segue da

definição do algoritmo que

0 ∈ ∂F
(
g(·)− 〈wkj , · − xkj) +

1

2λkj
q2(xkj , ·)

)
(xkj+1).

Usando a Proposição 2.1.5, com f1(x) = g(x)−〈wkj , x−xkj〉, f2(x) = 1
2λkj

q2(xkj , x)

e γ = δ = 1
kj

, temos que

0 ∈ ∂F (f1 + f2)(xkj+1) ⊂ A+
1

kj+1

B(0, 1), (4.10)

onde A = {∂Ff1(a
kj+1

1 ) + ∂Ff2(a
kj+1

2 ) : a
kj+1

i ∈ B(xkj+1 , 1
kj+1

), |fi(akj+1

i ) −
fi(x

kj+1)| < 1
kj+1

, i = 1, 2}. Note que ∂Ff1(a
kj+1

1 ) = ∂g(a
kj+1

1 )− wkj+1 e

∂Ff2(a
kj+1

2 ) ⊂ ∂Lf2(a
kj+1

2 ) ⊂ 1

λkj+1

q(xkj , a
kj+1

2 )∂L(q(xkj , ·))(akj+1

2 ),

onde as iclusões na última desigualdade vem das Proposições 2.1.1 e 2.1.4, respecti-

vamente. Usando esses fatos em (4.10), temos que

wkj ∈ ∂g(a
kj+1

1 ) +
q(xkj , a

kj+1

2 )

λkj
∂L(q(xkj , ·))(akj+1

2 ) +
1

kj+1

B(0, 1).

Com isso, podemos afirmar que existem subsequências ξkj+1 ∈ ∂g(a
kj+1

1 ), ηkj+1 ∈
∂L(q(xkj , ·))(akj+1

2 ) e ukj+1 ∈ B(0, 1) tais que

wkj = ξkj+1 +
q(xkj , a

kj+1

2 )

λkj
ηkj+1 +

ukj+1

kj+1

, (4.11)

onde {ηkj} e {ukj} são limitadas, mais precisamente, ||ηkj+1|| ≤ M e ||ukj+1|| ≤ 1,

para algum M > 0 e para todo j ∈ N.

Provaremos agora que {ξkj} converge para ŵ. Combinando (4.11) com a desi-

gualdade triangular da norma Euclediana, obtemos

0 ≤ ||wkj − ξkj+1|| ≤ M

λkj
q(xkj , a

kj+1

2 ) +
1

kj+1

. (4.12)
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Agora, aplicando a desigualdade triangular na quase distância, temos que

q(xkj , a
kj+1
2 ) ≤ q(xkj , xkj+1) + q(xkj+1, a

kj+1
2 )

≤ q(xkj , xkj+1) +
β

kj + 1
, (4.13)

usando que a
kj+1
2 ∈ B(xkj+1, 1

kj+1
) na segunda desigualdade. Combinando (4.12) e

(4.13), levando em consideração que lim infk→+∞ λk > 0 e q(xk, xk+1) → 0 quando

k → +∞, concluimos que

lim
j→+∞

wkj = lim
j→+∞

ξkj+1 = ŵ.

Sendo a
kj+1

1 ∈ B(xkj+1 , 1
kj+1

), temos que limj→+∞ a
kj+1

1 = limj→+∞ xkj+1 = x̂. Com

isso, usando o fato que ξkj+1 ∈ ∂g(a
kj+1

1 ) e wkj ∈ ∂h(xkj), juntamente com o fato

que ∂g e ∂h são conjuntos fechados, obtemos que ŵ ∈ ∂h(x̂) ∩ ∂g(x̂), ou seja, x̂ é

um ponto cŕıtico de f .

4.4 Convergência global

Lidando com métodos de descida para funções convexas é esperado que os algoritmos

obtenham convergência global da sequência. Quando as funções objetivo não são

convexas (ou quase convexas) esses métodos podem ter comportamento oscilatório

e com isso, resultados de convergência parcial são obtidos. Nesta seção iremos

adicionar hipóteses razoáveis para obter um resultado de convergência global para

o Algoritmo 4.1.

Teorema 4.4.1 Seja {xk} a sequência gerada pelo Algoritmo 4.1. Assuma que {xk}
seja limitada, f seja cont́ınua e satisfaça a propriedade de Kurdyka- Lojasiewicz em

um ponto de acumulação x̂ de {xk} e que h seja diferenciável com ∇h(·) Lipschitz

com constante L > 0. Então, {xk} converge para x̂ que é ponto cŕıtico de f .

Demonstração: A prova segue diretamente de [9, Theorem 2.9] levando em consi-

deração os seguintes fatos:

1. Como {λk} é limitada, temos que λk ≤ λ+, for all k. Com isso, segue de (4.9)

que

f(xk+1) +
1

2λ+

q2(xk, xk+1) ≤ f(xk), ∀k ≥ 0.

Logo, segue da Condição 1 que

f(xk+1) + a||xk+1 − xk||2 ≤ f(xk), ∀k ≥ 0,
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onde a = α2

2λ+
> 0;

2. Segue de (4.5), que para todo k ≥ 0

||ξk+1 −∇h(xk)|| ≤ q(xk, xk+1)
||ηk+1||
λk

, (4.14)

onde ξk+1 ∈ ∂g(xk+1) e ηk+1 ∈ ∂L(q(xk, ·))(xk+1). Sendo {xk} limitada, temos

que existe M > 0 talque ||ηk|| ≤ M , para todo k. Também temos que {λk} é

limitada, então 0 < λ− ≤ λk, para todo k. Definindo zk+1 = ξk+1−∇h(xk+1),

temos que zk+1 ∈ ∂Lf(xk+1) e

||zk+1|| = ||ξk+1 −∇h(xk+1) +∇h(xk)−∇h(xk)||
≤ ||ξk+1 −∇h(xk)||+ ||∇h(xk+1)−∇h(xk)||

≤ M

λ−
q(xk, xk+1) + L||xk+1 − xk||

≤
(
βM

λ−
+ L

)
||xk+1 − xk||.

Logo, para cada k ∈ N existe zk+1 ∈ ∂Lf(xk+1) tal que ||zk+1|| ≤ b||xk+1−xk||,
onde b =

(
βM
λ−

+ L
)

.

3. Como x̂ é um ponto de acumulação de {xk}, então existe {xkj} uma sub-

sequência de {xk} convergindo para x̂. Segue da continuidade de f que

{f(xkj)} converge para f(x̂). Logo, pela observação 4.3.1, temos que {f(xk)}
converge para f(x̂).

E o teorema está provado.

4.4.1 Experimento numérico

Considere a função f : R2 → R dada por f(x1, x2) = x4
1 + x4

2 − 2x2
1 − 2x2

2,

cujos pontos cŕıticos são (x∗1, x
∗
2) = (0, 0) (máximo local), (x∗1, x

∗
2) = (1, 1),

(x∗1, x
∗
2) = (−1,−1), (x∗1, x

∗
2) = (1,−1) e (x∗1, x

∗
2) = (−1, 1) (mı́nimos globais), com

f ∗ = inf(x1,x2)∈R2 f(x1, x2) = −2. O exemplo serve para mostrar que o método pode

ser implementado.

Sabemos que f satisfaz a propriedade de Kurdyka- Lojasiewicz pois f é uma

função semi-algébrica; veja esse conceito em [8]. A seguir, apresentamos como o

Algoritmo 4.1 se comporta para o caso particular em que q(x, y) = ||x− y||.
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Figura 4.1: Gráfico de f(x, y)

Tabela 4.1: (x0
1, x

0
2) = (2,−3) e ck = 1

k xk1 xk2 f(xk1, x
k
2)

1 1.29585206 -1.50000000 0.0238569

2 1.10354986 -1.16559737 - 1.8239471

3 1.03844506 -1.06027079 - 1.9784392

4 1.01458913 -1.02270175 - 1.9970276

5 1.00558239 -1.00866198 - 1.9995719

6 1.00214283 -1.00332134 - 1.9999373

7 1.00082354 -1.00127593 - 1.9999908

8 1.00031665 -1.00049052 - 1.9999986

9 1.00012178 -1.00018863 - 1.9999998

10 1.00004683 -1.00007254 -1.9999999

15 1.00000039 -1.00000061 -2.0000000

21 1.00000000 -1.00000000 -2.0000000

Nesse exemplo usamos o software Scilab com o toolbox “fmincon”, para resolver

cada minimização nos subproblemas, com critério de parada ||xk+1 − xk|| < 10−7.

4.5 Aplicação 1: convergência linear do MPP -

caso convexo

Nesta seção consideraremos o caso particular em que f(x) = g(x) − h(x), com g

fortemente convexa com constante ρ > 0 e h diferenciável com ∇h(·) Lipschitz com

constante L > 0. Nesse caso, um ponto x∗ é ponto cŕıtico de f se ∇h(x∗) ∈ ∂g(x∗).

Denotamos S o conjunto dos pontos cŕıticos de f e assumimos S 6= ∅. Note que a

61



hipótese de g ser fortemente convexa é razoável pois dada uma função fortemente

convexa ϕ e f(x) = g(x) − h(x), temos que f sempre admite uma decomposição

com componentes fortemente convexas, isto é, f(x) = (g(x) +ϕ(x))− (h(x) +ϕ(x)),

sabendo que a soma de uma função convexa com uma fortemente convexa é uma

função fortemente convexa.

Consideraremos também o caso particular em que q(x, y) = ||x − y|| no Algo-

ritmo 4.1, isto é

xk+1 ∈ arg min
x∈Rn

{
g(x)− 〈∇h(xk), x− xk〉+

1

2λk
||x− xk||2

}
. (4.15)

Normalmente, taxa de convergência linear para o método do ponto proximal

é obtido para o caso em que a função objetivo é fortemente convexa. A seguir,

mostramos a convergência linear de (4.15).

Teorema 4.5.1 Considere {xk} a sequência gerada pelo Algoritmo 4.1 com (4.15)

ao invés de (4.3). Se ρ > 2L, então existe uma constante 0 < r < 1 tal que

||xk+1 − x∗|| ≤ r||xk − x∗||, ∀k ≥ 0,∀x∗ ∈ S. (4.16)

Com isso, a sequência {xk} converge linearmente para um ponto cŕıtico de f .

Demonstração: Segue de (4.15) que existe zk+1 ∈ ∂g(xk+1) tal que

∇h(xk) = zk+1 +
1

λk
(xk+1 − xk). (4.17)

Tome x∗ ∈ S um ponto cŕıtico de f , ou seja, ∇h(x∗) ∈ ∂g(x∗). Sendo g fortemente

convexa, temos que ∂g(·) é fortemente monótono e, com isso, segue de (4.17) que

0 ≤ 〈xk+1 − x∗, zk+1 −∇h(x∗)〉 − ρ||xk+1 − x∗||2

= 〈xk+1 − x∗, x
k − xk+1

λk
+∇h(xk)−∇h(x∗)〉 − ρ||xk+1 − x∗||2.

Assim, sendo λk > 0, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e o fato que ∇h(·)
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é Lipschitz cont́ınuo, obtemos

0 ≤ 2λk〈xk+1 − x∗,∇h(xk)−∇h(x∗)〉 − 2〈xk+1 − x∗, xk+1 − xk〉
−2λkρ||xk+1 − x∗||2

≤ 2λkL||xk+1 − x∗||||xk − x∗|| − ||xk+1 − x∗||2 − ||xk − xk+1||2

+||xk − x∗||2 − 2λkρ||xk+1 − x∗||2

≤ 2λkL(||xk+1 − x∗||2 + ||xk − x∗||2)− ||xk+1 − x∗||2 − ||xk − xk+1||2

+||xk − x∗||2 − 2λkρ||xk+1 − x∗||2

= (1 + 2λkL)||xk − x∗||2 − [1 + 2λk(ρ− L)]||xk+1 − x∗||2 − ||xk − xk+1||2.

Logo,

[1 + 2λk(ρ− L)]||xk+1 − x∗||2 ≤ (1 + 2λkL)||xk − x∗||2.

Assim, tomando 0 < r :=

√
(1 + 2λkL)

1 + 2λk(ρ− L)
< 1 obtemos

||xk+1 − x∗|| ≤ r||xk − x∗||, ∀k ≥ 0,∀x∗ ∈ S.

A última desigualdade implica que {xk} é Féjer convergente ao conjunto S. Logo,

{xk} é limitada. Combinando o Teorema 4.3.2 com a Proposição 2.1.8, temos que

{xk} converge para um ponto cŕıtico de f .

A condição ρ > 2L implica que f é fortemente convexa. Logo, o teorema acima

pode ser visto como uma nova prova de que o método do ponto proximal converge

linearmente para o caso fortemente convexo (veja Rockafellar [112]), pois dada uma

função f fortemente convexa com constante ρ > 0 temos que f pode ser escrita

como uma função DC que satisfaz as hipóteses do teorema acima apenas tomando

h uma função convexa e C1,1 tal que 2L < ρ. Assim, f(x) = g(x) − h(x), com

g(x) = f(x) + h(x) fortemente convexa.

4.6 Aplicação 2: problema de produção - caso

unidimensional

Um dos principais tópicos em Economia e Ciências de Gestão, em Pesquisa Ope-

racional, é determinar o tamanho ótimo de produção ou o tamanho ótimo de uma

organização. Esse é um problema dif́ıcil tanto no aspecto conceitual como no as-

pecto técnico. O termo “tamanho ótimo”pode se referir à quantidade produzida de

um bem (ou produto final), a variedade de bens (ou produtos finais) produzidos,

a quantidade e a qualidade de trabalhadores de diferentes tipos de empregadores,

a quantidade de meios usados no processo de produção, assim como o número de
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estágios intermediários no processo de produção e as diferentes posśıveis localizações

em vários páıses em um processo de produção globalizado. Existe uma ampla lite-

ratura sobre esse assunto e vários aspectos devem ser levados em consideração.

Nesta seção iremos considerar, usando uma abordagem dinâmica, o problema

estático de tamanho de produção. Esse tamanho se refere aos ńıveis de produção,

isto é, o número de unidades de um produto final que uma companhia produz.

Iremos considerar o caso mais dif́ıcil, porém mais realista, em que uma companhia

possui retorno crescente em curto prazo, quando a função do custo de execução de

produção é côncava. O caso mais tradicional de retornos decrescentes de escala de

produção, quando o custo de produção é convexo, é bem mais simples.

Denominamos retornos crescentes de escala de produção quando há insumos

(“inputs”) necessários para se produzir mas isso não influencia a quantidade de bens

finais (“outputs”) produzidos, ou seja, a função produção f(K,L) satisfaz

f(θK, θL) > θf(K,L),

para θ > 1. Por exemplo, para escrever um “software”necessitamos de “inputs”para

programadores que não influenciará na quantidade de cópias produzidas.

Quando f(θK, θL) < θf(K,L), para θ > 1, dizemos que o retorno na escala de

produção é decrescente. Isso ocorre, por exemplo quando, para aumentar o tamanho

de uma companhia requer que se gaste mais recursos para controlar o aumento da

burocracia ou fluxo de informações. Se f(θK, θL) = θf(K,L), então dizemos que o

retorno é constante.

Exemplo 4.6.1 A função de produção Cobb-Douglas é dada por

f(K,L) = pLαKβ,

onde L é a quantidade de trabalho empregado, K é o capital investido, p é o fator de

produtividade total e α, β são constantes associadas às variáveis L e K determinadas

pelas tecnologias dispońıveis, respectivamente. Assim,

f(θK, θL) = p(θL)α(θK)β = θα+βpLαKβ = θα+βf(K,L).

Portanto,

se α + β < 1, temos retorno decrescente;

se α + β > 1, temos retorno crescente;

se α + β = 1, temos retorno constante.

Usaremos a recente abordagem “Variational Rationality”(VR) de A. Soubey-

ran [117–119] para determinar o tamanho ótimo de produção de uma companhia,
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a longo prazo, onde se pode em cada peŕıodo contratar, demitir e manter traba-

lhadores na companhia. Essa abordagem oferece uma teoria original e dinâmica do

problema de produção.

4.6.1 Um modelo de companhia com retornos crescentes a

curto prazo

Para entender melhor como otimização DC funciona em aplicações em Ciência de

Gestão vamos examinar um caso simples que pode ser estendido para o caso multiob-

jetivo que é mais realista. Diferentes variações desse exemplo podem ser encontradas

em Soubeyran [117, 118], Bento e Soubeyran [26, 27] e Bao et al. [15]. Mas nenhum

desses trabalhos examina o importante caso de retorno crescente, que é o caso mais

realista em custo de produção, como fazemos aqui, ou seja, como uma aplicação do

método do ponto proximal para otimização DC.

Considere uma companhia hierárquica consistindo de empreendedor, um perfil

de trabalhadores e uma sucessão de peŕıodos onde o empreendedor pode contratar,

despedir ou manter empregados trabalhando em um ambiente de mudanças. Em

cada peŕıodo o empreendedor escolhe o quanto produzir do mesmo bem final (com

uma determinada qualidade) e vender cada unidade desse bem final ao mesmo preço

fixo p > 0. No peŕıodo atual a companhia produz x ∈ R+ unidades de um bem final

e emprega l(x) ∈ R+ trabalhadores. Nesse modelo, o tamanho ótimo de produção se

refere a x. Para simplificar, a cada trabalhador é solicitado que produza uma unidade

de bem final. Então, l(x) = x. O lucro atual do empreendedor, π(x) = r(x)− c(x),

é a diferença entre a receita da companhia r(x) = px ≥ 0 e o custo de produção

c(x) ≥ 0.

Um exemplo de lucro “a ser aumentado”e “a ser diminúıdo”

Para produzir uma unidade do bem final cada trabalhador usa um dado conjunto de

meios individuais (ferramentas e ingredientes) e um meio coletivo fixo (digamos uma

determinada região ou uma infraestrutura). O empreendedor aluga as ferramentas

duráveis e compra os ingredientes não duráveis. Seja π = sup {π(y), y ∈ X} < +∞
o maior lucro posśıvel que o empreendedor pode esperar obter. Então, f(x) =

π − π(x) ≥ 0 é o atual lucro não obtido que ele pode almejar executar no atual

peŕıodo ou mais tarde. A função lucro π(·) é a função “a ser aumentada”enquanto

a função lucro não obtida f(·) é a função “a ser diminúıda”.

Nas seções anteriores deste caṕıtulo, a função objetivo f(x) = g(x) − h(x) é a

diferença de duas funções convexas h(x) e g(x). Nesse exemplo, f(x) representa a

65



função lucro não obtido que o empreendedor espera obter, isto é,

f(x) = π − π(x) = π + c(x)− r(x),

onde g(x) = π + c(x) e h(x) = r(x). Então, as funções custo e receita, c(·) e r(·),
devem ser côncavas para que sejam aplicáveis os resultados obtidos neste caṕıtulo.

Com efeito, em um mercado competitivo perfeito em que o preço p de um bem

final é dado, a função receita r : R+ → R+ é dada por r(x) = px que é linear, logo

é côncava com respeito ao ńıvel de produção x. O que nos resta mostrar é que a

função custo c(·) é normalmente côncava em curto prazo. Em geral, para escapar

de dificuldades matemáticas, os livros de Economia focam no caso menos usado em

que a função custo de produção é convexa em curto prazo.

Custo de produção é côncavo quando a tecnologia da companhia exibe retorno

crescente vindo de economia de escala, economia de especialização, aprender fazendo

várias vezes a mesma coisa, capacidades limitadas, falta de tempo para ser capaz de

mudar custos fixos a curto prazo que se tronam custos variáveis a longo prazo. No

nosso modelo de companhia, custo de produção c(x) = wx + hx + K é a soma de

três diferentes custos, a saber:

i) w > 0 é um determinado salário pago a cada trabalhador empregado;

ii) h > 0 é o preço pago ao fornecedor para adquirir cada conjunto de meios

usados por cada trabalhador para produzir uma unidade do bem final;

iii) K > 0 é o custo para alugar um meio durável, fixo, coletivo e indiviśıvel.

Esse custo de produção exibe retorno crescente para escala porque no peŕıodo

atual, antes da produção iniciar, o custo fixo K > 0 deve ser pago mesmo se depois

nenhum trabalhador seja solicitado para trabalhar, ou seja, c(0) = K > 0. Isso

implica que o custo unitário de produção c(x)/x = w + h + K/x decresce quando

o ńıvel de produção x aumenta. O custo de produção será estritamente côncavo

se, por exemplo, o preço h = h(x) de cada conjunto de meios usado pelos traba-

lhadores decrescer com o número x de conjunto de meios que o empreendedor deve

comprar para produzir x unidades do bem final (por exemplo quando fornecedores

dão descontos).

Exemplo 4.6.2 A função de produção de Leontief é uma função de produção que

implica que os fatores de produção serão usados em proporções fixas (tecnologica-

mente pré-determinados). A função é dada por

f(x) = min
i

{
xi
ai

}
, xi > 0, ai > 0, i = 1, . . . , n,
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onde xi representa quantidade utilizada e ai uma constante tecnologicamente deter-

minada. Temos que a função de produção de Leontief é côncava.

4.6.2 A abordagem variational rationality: simples for-

mulação

Dinâmicas de “permanecer”e “mudar”

A abordagem “variational rationality”(VR) (Soubeyran [117, 118]) modela e unifica

vários modelos de dinâmicas de permanecer e mudar que são usadas em Ciência

de Comportamento (Economia, Ciência de Gestão, Psicologia, Sociologia, Ciência

Poĺıtica, Teoria de Decisão, Teoria de Jogos, Inteligência Artificial, ...). O termo

“permanecer”(“stay”) se refere a fases de exploração (obtendo benef́ıcios), repetições

temporárias da mesma ação, hábitos temporários, rotinas, regras, normas, ..., en-

quanto o termo “mudar”(“change”) se refere a fases de exploração, processos de

aprendizagem e inovação, formação e quebra de hábitos e rotinas, mudanças de

acontecimentos (ações), ... . Essa abordagem dinâmica considera entidades (um

agente, uma organização ou vários agentes interagindo) que estão a prinćıpio em

uma posição indesejável e são incapazes de atingir imediatamente a posição final de-

sejada. O objetivo dessa abordagem é examinar o problema de transição: como tal

entidade pode encontrar, construir e usar uma transição viável e aceitável que seja

capaz de superar vários obstáculos, dificuldades e resistência intermediárias para

mudar com pouco sacrif́ıcio intermediário e suficiente satisfação intermediária para

sustentar a motivação para mudar e perseverar até alcançar a posição final desejada.

Essa abordagem (VR) admite várias variações baseadas na mesma pequena lista de

prinćıpios e conceitos gerais.

Os quatro principais conceitos são:

1. permanecer (“stay”) e mudar (“change”);

2. vale a pena (“worthwhile”) permanecer (“stay”) e mudar (“change”);

3. transição satisfatória (“worthwhile”) e “trap”variacional;

4. vale a pena se aproximar e alcançar mas não vale a pena sair.

Uma dinâmica “stay”e “change”se refere a uma sucessão de peŕıodos, onde k+ 1

é o peŕıodo atual e k é o peŕıodo passado com x = xk ∈ X sendo uma ação passada

(feita) e y = xk+1 ∈ X sendo a ação atual (sendo feita). Uma única mudança

(“change”) de x = xk ∈ X para y = xk+1 ∈ X é denotada por x y y, y 6= x.

Enquanto uma única permanência (stay) em x é denotado por xy y, y = x.

67



Com base no exemplo anterior, vejamos um simple protótipo da abordagem “va-

riational rationality”(VR) para finalmente mostrar como, no limite de uma transição

satisfatória, uma companhia pode obter o tamanho ótimo de produção.

Mudanças satisfatórias

A abordagem (VR) começa com a seguinte (ampla) definição de uma mudança

satisfatória: uma mudança é satisfatória se a motivação para mudar ao invés de ficar

é “suficientemente grande”com respeito a resistência para mudar ao invés de ficar.

Essa definição assume várias variações, tantas quantas as definições de motivação

(existe mais de cem teorias de motivações em Psicologia), resistência (que inclui

diferentes aspectos) e “suficientemente grande”(veja Soubeyran [117, 118]). Vejamos

uma simples formulação do conceito de mudança satisfatória.

No nosso exemplo de produção, uma mudança (“change”) se refere sair de es-

tando produzido x ∈ X = R+ unidades de um bem final no peŕıodo anterior para

produzir y ∈ R+ unidades desse bem final no peŕıodo atual. Permanecer (“stay”)

é um movimento particular de estando produzido uma dada quantidade x = xk de

um bem final no peŕıodo anterior para produzir novamente a mesma quantidade

y = xk+1 = xk desse mesmo bem final no peŕıodo atual. Os lucros “a ser aumen-

tado”anterior e atual do empreendedor são os lucros π(x) e π(y). Seus lucros “a

ser diminúıdo”anterior e atual são os lucros não obtidos f(x) = π − π(x) ≥ 0 e

f(y) = π − π(y) ≥ 0.

Vantagens para mudar de x para y, se existirem, representam a diferença entre

o lucro e o lucro não obtido A(x, y) = π(y)− π(x) = f(x)− f(y) ≥ 0.

Inconveniências para mudar de x para y se referem a diferença I(x, y) = C(x, y)−
C(x, x) ≥ 0.

C(x, y) ≥ 0 modela o custo de estar apto a mudar de x para y. No nosso modelo

de produção, C(x, y) modela o custo para contratar, demitir e manter trabalhadores

trabalhando para estar apto para mover de produzir x unidades de um bem final

para produzir y unidades do bem final, onde y pode ser maior, menor ou igual a x.

O custo de contratar y − x > 0 trabalhadores é C(x, y) = ρ+(y − x), onde ρ+ > 0 é

o custo de contratar um trabalhador. O custo de demitir x − y > 0 trabalhadores

é C(x, y) = ρ−(x − y), onde ρ− > 0 é o custo de demitir um trabalhador. O custo

de manter trabalhando y = x trabalhadores é C(x, x) = ρ=x, onde ρ= ≥ 0 é o custo

de manter trabalhando um peŕıodo mais um trabalhador. Por simplificação iremos

assumir que ρ= = 0. Então, C(x, x) = 0 e inconveniência para mudar é dada por

I(x, y) = C(x, y) =

{
ρ+(y − x) if y ≥ x

ρ−(x− y) if y ≤ x

}
≥ 0.
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Motivação para mudar M(x, y) = U [A(x, y)] é a utilidade U [A] de vantagens

para mudar A = A(x, y) ≥ 0.

Resistência para mudar R(x, y) = D [I(x, y)] é a inutilidade D [I] de incon-

veniência para mudar I = I(x, y) ≥ 0, onde a função utilidade U [·] : A ∈ R+ 7−→
U [A] ∈ R+ e a função inutilidade D [·] : I ∈ R+ 7−→ D [I] ∈ R+ são estritamente

crescentes e zero em zero.

Uma mudança satisfatória de x para y é tal que a motivação para mudar

M(x, y) ∈ R+ de x para y é maior que a resistência para mudar R(x, y) de x

para y ponderado por um determinado raio de satisfação de mudança satisfatória

ξ > 0, ou seja,

M(x, y) ≥ ξR(x, y).

No exemplo, a utilidade U [A] de vantagens para mudar e inutilidade D [I] de

incovenências para mudar são linear-quadráticas, mais precisamente, M = U [A] =

A e R = D [I] = I2; veja Soubeyran [117, 118] para casos mais gerais. Nesse

contexto, uma mudança x y y de produzir novamente a quantidade x de um bem

final para produzir uma quantidade diferente y desse mesmo bem final é satisfatória

se vantagens para mudar são “suficientemente grandes”com respeito a resistência

para mudar, ou seja,

A(x, y) = π(y)− π(x) = f(x)− f(y) ≥ ξR(x, y) = ξC(x, y)2,

onde C(x, x) = 0. Aqui o termo “suficientemente grande”é definido pelo tamanho

de ξ > 0.

Transições satisfatórias

Uma transição é uma sucessão de únicos “permanecer”e “mudar”x0 y x1 y ....xk y
xk+1 y ...., onde xk+1 6= xk ou xk+1 = xk, para cada k ∈ N.

Uma transição satisfatória é uma transição tal que “permanecer”ou “mudar”é

satisfatório, isto é, xk+1 ∈ Wξk+1
(xk), k ∈ N, que significa

A(xk, xk+1) = π(xk+1)− π(xk)

= f(xk)− f(xk+1)

≥ ξk+1R(xk, xk+1)

= ξk+1C(xk, xk+1)2, k ∈ N.

Limites como trap variacionais

Dizemos que um ponto x∗ ∈ X é um “trap”variacional (forte) se é:
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i) um ponto aspirante x∗ ∈ Wξk+1
(xk), k ∈ N, vale a pena (“worthwhile”) atingir

qualquer posição de uma transição;

ii) um “trap”estacionário Wξ∗(x
∗) = {x∗}, onde não vale a pena mover para qual-

quer outra posição y 6= x∗, dado que o raio de satisfação de mudar converge,

ou seja, limk→+∞ ξk+1 = ξ∗ > 0;

iii) um ponto que vale a pena se aproximar, ou seja, que converge para um ponto

aspirante.

Em outras palavras, x∗ é um “trap”variacional se:

i) A(xk, x∗) = π(x∗)− π(xk) = f(xk)− f(x∗) ≥ ξk+1R(xk, x∗) = ξk+1C(xk, x∗)2,

para todo k ∈ N;

ii) A(x∗, y) = π(y)− π(x∗) = f(x∗)− f(y) < ξ∗R(x∗, y) = ξ∗C(x∗, y)2, para todo

y 6= x∗;

iii) É um ponto limite da transição satisfatória, ou seja, limk→+∞ xk = x∗.

Um trap variacional fraco não necessita ser um ponto aspirante.

4.6.3 Algoritmo proximal como transições satisfatórias

Para mostrar como o método do ponto proximal pode ser visto como um exemplo de

transição satisfatória, apresentamos uma formulação espećıfica da abordagem (VR)

onde a a função utilidade de vantagem para mudar e inutilidade de inconveniência

para mudar são linear-quadrática, mais especificamente

M = U [A] = A e R = D [I] = I2 = C2,

onde C(x, y) = q(x, y) ≥ 0 é uma quase distância; esse caso foi usado em Moreno et

al. [101] e casos mais geais podem ser encontrados em Bento e Soubeyran [26, 27].

A formulação proximal de uma mudança satisfatória

No contexto linear-quadrática, motivação e resistência para mudar são M(x, y) =

A(x, y) = π(y)− π(x) = f(x)− f(y) e R(x, y) = q(x, y)2. Isso define:

1. Lucro proximal “a ser aumentado”Pξ(y/x) = π(y)−ξR(x, y), que é a diferença

entre o atual lucro “a ser aumentado”π(y) e a atual resistência (com um peso)

para mudar R(x, y), onde o peso ξ > 0 determina a importância do atual lucro

“a ser aumentado”e a atual resistência para mudar;
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2. Lucro proximal “a ser diminúıdo”Qξ(y/x) = f(y) + ξR(x, y), que é a soma do

atual lucro “a ser diminúıdo”f(y) e a atual resistência (com um peso) para

mudar R(x, y).

Então, uma mudança xy y ∈ Wξ(x) é satisfatória se, mudando de x para y, o lucro

proximal “a ser aumentado”aumenta, ou seja,

Pξ(y/x) ≥ Pξ(x/x)

e lucro proximal “a ser diminúıdo”decresce, isto é,

Qξ(y/x) ≤ Qξ(x/x).

Isso vem das seguintes equivalências:

y ∈ Wξ(x) ⇐⇒ M(x, y) ≥ ξR(x, y)

⇐⇒ π(y)− π(x) = f(x)− f(y) ≥ ξR(x, y)

⇐⇒ Pξ(y/x) ≥ Pξ(x/x)

⇐⇒ Qξ(y/x) ≤ Qξ(x/x).

Método proximal como exemplo de transição satisfatória

Uma transição é uma sucessão de únicos “stay”e “change”, x0 y x1 y ....xk y
xk+1 y ...., onde xk+1 6= xk ou xk+1 = xk, para cada k ∈ N.

Uma transição satisfatória é uma transição tal que cada “stay”ou “change”é

satisfatório que em termos dos lucros proximais para mudar, se tornam:

xk+1 ∈ Wξk+1
(xk) =





y ∈ X, tal que

Pξk+1
(y/xk) ≥ Pξk+1

(xk/xk), ou seja,

π(y)− ξk+1R(xn, y) ≥ π(xk), ou,

Qξk+1
(y/xk) ≤ Qξk+1

(xk/xk), ou seja,

f(y) + ξk+1R(xk, y) ≤ f(xk)





,

onde cada ξk+1 > 0, k ∈ N pode ser escolhido e R(xk, y) = q(xk, y)2.

Nesse contexto,

xk+1 ∈ Wξk+1
(xk)⇐⇒ f(xk+1) + ξk+1q(x

k, xk+1)2 ≤ f(xk),

onde ξk+1 = 1/2λk > 0.

Uma mudança satisfatória é exata se xk+1 ∈ arg max
{
Pξk+1

(y/xn), y ∈ X
}

.

Neste caṕıtulo consideramos apenas mudança satisfatória exatas, mas como o
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método proximal admite versões inexatas também podemos considerar mudanças

satisfatórias inexatas.

Uma mudança satisfatória inexata é qualquer mudança satisfatória “suficiente-

mente próxima”a uma mudança satisfatória exata, onde o termo “suficientemente

próxima”pode ter diferentes interpretações; veja uma justificativa para isso em Bento

e Soubeyran [26].

Quando a função lucro não é conhecida

Normalmente, o empreendedor não conhece toda a função lucro π(·). Nesse caso,

em cada peŕıodo atual k + 1, uma avaliação aproximada π̃(·/x), onde x = xk, da

função lucro é obtida. Isso requer considerar uma formulação mais complexa da

abordagem (VR), onde experiências passadas e atuais avaliações são inclúıdas no

processo de mudança satisfatória; veja Soubeyran [119]. No nosso exemplo iremos

descartar o papel da experiência passada para focar nossa atenção no processo de

atual avaliação, quando o empreendedor conhece desde o ińıcio toda a função receita

r(·) = −g(·), mas não conhece completamente a função custo de execução c(·).
Então, em cada peŕıodo é necessário fazer uma avaliação aproximada da função

custo de execução c(·), em termos de uma função c̃(·/xk) que globalmente estima

superiormente essa função custo c(·) = −h(·), ou seja,

c̃(y/xk) ≥ c(y), ∀y ∈ X com c̃(xk/xk) = c(xk).

Logo, a função avaliação π̃(./x) : y ∈ X 7−→ π̃(y/x) = r(x) − c̃(y/xk) estima

inferiormente a função custo “a ser aumentada”π(·) = r(·)−c(·), pois π̃(y/x) ≤ π(y),

para todo y ∈ X e π̃(x/x) = π(x).

De forma similar, a função avaliação f̃(·/x) : y ∈ X 7−→ f̃(y/x) = g(y) −
h̃(y/x) estima superiormente a função lucro “a ser diminúıda”f(·) = g(·) − h(·),
pois f̃(y/x) ≥ f(y), para todo y ∈ X, com f̃(x/x) = f(x), onde h̃(y/x) ≤ h(y),

para todo y ∈ X com h̃(x/x) = h(x).

Iremos supor que, no peŕıodo atual k + 1, o empreendedor conhece a função

resistência para mudar R(x, y). Assim, dado essa estrutura de conhecimento, onde

em cada peŕıodo o empreendedor faz uma estimação inferior de sua função lucro

π̃(·/x), uma mudança x = xk y y é satisfatória se Ã(x, y) = π̃(y/x) − π(x) =

f(x)− f̃(y/x) ≥ ξR(x, y).

Assim, a versão proximal dessa condição de mudança satisfatória é

P̃ξ(y/x) = π̃(y/x)− ξR(x, y) ≥ π(x) = P̃ξ(x/x),
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ou

Q̃ξ(y/x) = f̃(y/x) + ξR(x, y) ≤ f(x) = Q̃ξ(x/x).

Esse processo avaliação comportamental condiz a parte matemática desse caṕıtulo.

4.6.4 Limites

Quando pontos cŕıticos são “trap”variacionais

Um ponto é variacional “trap”fraco quando é ao mesmo tempo um ponto limite de

uma transição satisfatória e um “trap”estacionário de onde não vale a pena mudar.

Isso modela a abordagem e o limite de um processo de “stay”e “change”satisfatório.

Normalmente, um ponto cŕıtico não é um “trap”estacionário. Assim, naturalmente

surge: Quando um ponto cŕıtico limite do método proximal é um ‘trap”variacional?

Dada uma função f : Rn → R ∪ {+∞} dizemos que f é fracamente convexa se

existe ρ > 0 tal que, para todo x, y ∈ Rn e λ ∈ [0, 1], temos

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y) + ρλ(1− λ)||x− y||2. (4.18)

A função f é dita localmente fracamente convexa em x se existe ε > 0 tal que

f é fracamente convexa em B(x, ε). Dizemos simplesmente que f é localmente

fracamente convexa que o é em todos os pontos de seu domı́nio.

A resposta do questionamento anterior segue das seguintes proposições.

Proposição 4.6.1 Seja f uma função fracamente convexa. Se x∗ é um ponto cŕıtico

de f , então

f(x∗) ≤ f(y) +
ρ

α2
q2(x∗, y) ∀y ∈ Rn, (4.19)

onde α > 0 satisfaz a Condição 1.

Demonstração: Segue de [131, Proposição 4.8] e (4.1).

Proposição 4.6.2 Seja f uma função fracamente convexa. Se x∗ é um ponto cŕıtico

de f e λ > ρ
α2 , então Wλ(x

∗) = {x∗}.

Demonstração: Combinando (4.19) com λ > ρ
α2 , temos que

f(x∗) ≤ f(y) +
ρ

α2
q2(x∗, y) < f(y) + λq2(x∗, y) ∀y 6= x∗.

O resultado segue da desigualdade anterior juntamente com a definição de Wλ(x).

Observação 4.6.1 Segue da definição que toda função convexa é fracamente con-

vexa. Além disso, funções de classe C1,1 e funções lower-C2 são funções localmente

fracamente convexa e fracamente convexa (localmente Lipschitz), respectivamente.
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Sabe-se que toda função de classe C1,1 e lower-C2 são funções DC; veja [72, página

48].

Tamanho ótimo de produção

No nosso exemplo de produção um “trap”variacional x∗ ∈ X define um tamanho

ótimo de produção de uma companhia onde o empreendedor contrata e demite menos

e menos trabalhadores até finalmente parar de contratar e demitir trabalhadores

quando a resistência para mudar vence a motivação para mudar. Isso oferece uma

teoria original do problema de tamanho ótimo de produção em termos da abordagem

(VR), onde o empreendedor obtém o ótimo no limite sem muitos sacrif́ıcios durante

a transição.
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Caṕıtulo 5

MPP para otimização

multiobjetivo

Neste caṕıtulo apresentaremos uma nova abordagem para convergência do método

do ponto proximal em problemas de otimização multiobjetivo de dimensão finita. O

método proximal para otimização vetorial foi primeiramente estudado em Bonnel et

al.[33]. A partir desse trabalho, vários outros autores estudaram o método do ponto

proximal no senário vetorial ou multiobjetivo, mas todos seguindo a abordagem de

convergência do método proposta em [33]; veja por exemplo Apolinário et al. [7],

Bento et al. [21] , Ceng e Yao [39], Choung et al. [42], Gregório e Oliveira [69],

Villacorta e Oliveira [132]. Tal abordagem é baseada na condição de otimalidade

de primeira ordem do problema escalarizado. Essa abordagem permitiu o estudo de

algoritmos para funções convexas e quase convexas como veremos na seção a seguir.

A nova abordagem proposta aqui, para analisar a convergência do método do

ponto proximal em problemas multiobjetivos, nos permite ir além de funções quase

convexas (e consequentemente funções convexas). Mais precisamente analisaremos

dois casos não convexos: no primeiro iremos propor um algoritmo proximal para

funções DC multiobjetivo e no segundo caso para funções vetoriais localmente Lips-

chitz. Em particular, também analisamos o caso quase convexo recuperando os

principais resultados de [7], [21] e [33] (esse último para o caso multiobjetivo de

dimensão finita). Essa nova abordagem combina o fato de cada iteração do método

é uma solução eficiente fraca de um problema multiobjetivo com uma condição ne-

cessária para um ponto ser solução eficiente fraca de um problema de otimização

multiobjetivo. Este caṕıtulo deu origem aos trabalhos [123] e [124] submetidos para

posśıvel publicação.
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5.1 MPP em otimização multiobjetivo

Otimização multiobjetivo é o processo de otimizar simultaneamente duas ou mais

funções reais objetivo. Normalmente, um único ponto não minimiza toda as funções

objetivo ao mesmo tempo, isto é, não existe um minimizador ideal, e com isso, o

conceito de otimalidade é substitúıdo pelo conceito de Pareto otimalidade. Há um

amplo campo de pesquisa que consiste em estender para o contexto vetorial, método

iterativos para funções escalares, por exemplo método do gradiente [56, 67], método

do gradiente projetado [58, 66], método subgradiente [17], método de Newton [57],

método do ponto proximal [33].

A seguir, brevemente descrevemos como o método proximal (exato) analisado

em [33] fornece uma solução para um problema de otimização vetorial. O método

é usado para encontrar uma solução Pareto fraca de uma aplicação F : X → Y

de um espaço de Hilbert X com valores em um espaço de Banach Y contendo um

cone C fechado, convexo e pontudo com interior não vazio, onde “pontudo”significa

que C ∩ (−C) = {0}, com respeito à ordem parcial “ �C ” induzida pelo cone C. O

algoritmo gera uma sequência que calcula na k-ésima iteração uma solução Pareto

fraca de Fk : X → Y definida como

Fk(x) = F (x) + λk||x− xk||2εk

sujeito ao conjunto Ωk = {x ∈ X : F (x) �C F (xk)}, onde {λk} é uma sequência

limitada de números reais positivos e εk é tomado no interior de C tal que ||εk|| = 1,

para todo k ≥ 0. A ideia por trás do resultados é baseada na condição de otimalidade

de primeira ordem do problema escalar

min
x∈Ωk

ηk(x), (5.1)

onde ηk(x) = 〈F (x), zk〉+ λk
2
〈εk, zk〉||x− xk||2 e {zk} é uma sequência que pertence

ao cone polar positivo C+ ⊂ Y ∗ dado por C+ = {z ∈ Y ∗ : 〈y, z〉 ≥ 0, ∀y ∈ C} tal

que ||zk|| = 1, para todo k ≥ 0, e Y ∗ é o dual de Y com 〈·, ·〉 : Y × Y ∗ → R. Então,

(5.1) implica que

0 ∈ ∂ψk(xk+1) + λk〈εk, zk〉(xk+1 − xk), (5.2)

onde ψk(x) = 〈F (x), zk〉+δΩk(x), com ∂ψk denotando o subdiferencial de ψk em x no

sentido clássico de análise convexa e δΩk(·) é a função indicadora, isto é, δΩk(x) = 0,

se x ∈ Ωk, e δΩk(x) = +∞, caso contrário. Bonnel et al. [33] estabelece que toda

sequência gerada por esse algoritmo converge (na topologia fraca de X) para uma

solução Pareto fraca de F sob as seguintes hipóteses:

(A1) (Convexidade e semicontinuidade inferior) F é C-convexa, ou seja, F ((1−t)x+
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ty) �C (1− t)F (x)+ tF (y), para todo x, y ∈ X e t ∈ [0, 1]; e F é positivamente

semicont́ınua inferior que significa que, para todo z ∈ C+, a função escalar

x 7→ 〈F (x), z〉 é semicont́ınua inferiormente;

(A2) (Completeza) O conjunto (F (x0)− C)∩ F (X) é C-completo, isto é, para toda

sequência {ak} ⊂ X, com a0 = x0, tal que F (ak+1) �C F (ak), para todo k ∈ N,

existe a ∈ X tal que F (a) �C F (ak), para todo k ∈ N.

A hipótese (A1) garante que o conjunto Ωk é convexo e fechado, para todo k ∈ N.

Assim, (5.2) pode ser visto como

αk(x
k − xk+1) ∈ ∂(〈F (·), zk〉)(xk+1) +NΩk(x

k+1), (5.3)

onde αk = λk〈εk, zk〉 e NΩk(x
k+1) denota o cone normal de Ωk em xk+1 ∈ Ωk no

sentido clássico de análise convexa. Nessa abordagem, a convexidade dos conjuntos

Ωk desempenha um papel importante, pois sem essa propriedade o cone normal

NΩk(x
k+1) é, em geral, dif́ıcil de ser encontrado.

Outros autores consideraram variantes do método proposto em [33] para proble-

mas convexos de otimização vetorial e multiobjetivo, por exemplo Ceng e Yao [39],

Choung et al. [42], Gregório e Oliveira [69], Villacorta e Oliveira [132]. Recente-

mente, o caso Rm
+ - quase convexo foi estudado em Apolinário et al. [7] e Bento et

al. [21]. Nesses trabalhos, os métodos propostos calculam na k-ésima iteração um

ponto xk+1 satisfazendo

0 ∈ ∂g(F (xk+1)) + αk(x
k+1 − xk) +NΩk(x

k+1), (5.4)

onde g : Rm → R é uma função escalarização, ∂g denota um subdiferencial de g e

{αk} é uma sequência de números reais positivos. Em ambos [7] e [21], a convexidade

de Ωk é uma consequência da Rm
+ -quase convexidade de F . A nossa abordagem

apresentada ao longo deste caṕıtulo permite a possibilidade de não convexidade do

conjunto Ωk que, como veremos na última seção, desempenha um papel importante

em aplicações.

Sabe-se que métodos do tipo proximal para otimização vetorial encontra separa-

damente uma solução do problema por vez, e não o conjunto solução inteiro. Como

mencionado em Fukuda e Graña Drummond [59], e Fliege et al. [57], podemos obter

uma tipo de aproximação do conjunto solução aplicando o método para diferentes

pontos iniciais. Esse tipo de ideia também foi proposta em Burachik et al. [36].
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5.2 MPP para funções vetoriais DC

Nesta seção iremos propor um algoritmo proximal para encontrar um ponto Pareto

cŕıtico de uma função vetorial DC F : Rn → Rm restrito a um conjunto (não vazio)

convexo e fechado D ⊂ Rn. Denotaremos esse problema da seguinte forma:

min
x∈D

F (x). (5.5)

O algoritmo proposto em [33], restrito ao caso multiobjetivo de dimensão finita,

gera uma sequência que satisfaz

xk+1 ∈ argminw

{
F (x) +

λk
2
||x− xk||2εk : x ∈ Ωk

}
, (5.6)

onde {λk} ⊂ R++, {εk} ⊂ Rm
+ , Ωk = {x ∈ Rn : F (x) � F (xk)} e “argminw”denota

o conjunto de soluções Pareto fraca e “ � ” a ordem parcial induzida pelo cone

Pareto Rm
+ .

Note que o conjunto restrição Ωk em (5.6) impõe o método ser de descida no

sentido da ordem parcial “ � ”, ou seja, F (xk+1) � F (xk), para todo k ≥ 0.

Recentemente, Ji et al. [75] estudou a convergência de um método proximal para

funções vetoriais F = (f1, . . . , fm) : Rn → Rm tal que, para cada i ∈ I, fi(·) é uma

função DC, ou seja, fi(·) pode ser escrita como diferença de duas funções convexas,

digamos fi(x) = gi(x) − hi(x). Na k-ésima iterada o algoritmo proposto em [75]

calcula um ponto xk+1 ∈ S solução do seguinte subproblema (escalar):

min
x∈S

[
max
i∈I

[
gi(x)− 〈vki , x− xk〉

]
+
θk
2
||x− xk||2

]
, (5.7)

onde vki ∈ ∂hi(xk), com ∂hi denotando um subdiferencial de hi em xk, θk > 0 para

todo k e, S um conjunto convexo e compacto. Note que (5.7) pode ser reescrito

como

min
x∈S

ξ

(
Fk(x) +

θk
2
||x− xk||2e

)
, (5.8)

onde Fk(x) = G(x) − Vk(x − xk), Vk ∈ ∂H(xk), e = (1, . . . , 1) ∈ Rm e ξ : Rm → R
é uma função escalarizadora dada por ξ(x) = max1≤j≤m〈x, βj〉, onde {βj} é a base

canônica do espaço Rm. A terminação finita de um algoritmo similar a (5.8) foi an-

teriormente analisada em Bento et al. [21]. Claramente, a sequência gerada por (5.7)

(e consequentemente (5.8)) não safisfaz F (xk+1) � F (xk), para todo k ∈ N como

em (5.6). Essa propriedade de descida do método desempenha um papel importante

para uma ampla classe de aplicações; veja por exemplo Bento and Soubeyran [26].

Antes de apresentar o algoritmo vejamos um resultado técnico que fornece uma

condição necessária para um ponto ser um Pareto cŕıtico de uma função vetorial.
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No decorrer deste caṕıtulo, denotaremos ∂C o subdiferencial de Clarke definido no

caṕıtulo 2.

Lema 5.2.1 Sejam a, b ∈ Rm
+ tais que pelo menos um deles é não nulo. Assuma

que Ω é um conjunto não vazio, convexo e fechado. Se −(U>a + V >b) ∈ NΩ(x),

para algum U, V ∈ ∂CF (x), então x é um ponto Pareto cŕıtico de F .

Demonstração: Provaremos apenas o caso em que a, b ∈ Rm
+\{0}. A prova do caso

em que um dos vetores a, b ∈ Rm
+ é zero segue o mesmo argumento. Tome x ∈ Ω e

a, b ∈ Rm
+\{0} tais que −(U>a+ V >b) ∈ NΩ(x). Suponhamos, por contradição, que

x não seja um ponto Pareto cŕıtico de F . Então, existe y ∈ Ω tal que

U(y − x) ≺ 0 and V (y − x) ≺ 0.

Logo, temos que 〈a, U(y − x)〉 < 0 e 〈b, V (y − x)〉 < 0, pois a, b ∈ Rm
+\{0}. Com

isso, temos que 〈U>a, y − x〉 < 0 e 〈V >b, y − x〉 < 0. Somando as duas últimas

desigualdades obtemos

〈U>a+ V >b, y − x〉 < 0,

que contradiz o fato que −(U>a+ V >b) ∈ NΩ(x), e o resultado está provado.

5.2.1 O algoritmo

Nesta seção, assumimos que G,H : Rn → Rm são Rm
+ -convexas e H continuamente

diferenciável. Assim, em (5.5), iremos consider a função vetorial F : Rn → Rm uma

função DC dada por F (x) := G(x) − H(x). No algoritmo a seguir iremos tomar

z ∈ Rm
+\{0} fixo e as sequências auxiliares {λk} ⊂ R++ e {εk} ⊂ Rm

++ tais que

||εk|| = 1, para todo k ≥ 0 e {λk} é uma sequência limitada satisfazendo

lim inf
k∈N

λk〈εk, z〉 > 0. (5.9)

A hipótese (5.9) pode ser facilmente verificada se z ∈ Rm
++ e infk∈N λk > 0.

Algoritmo 5.1 Passo 1: Escolha x0 ∈ D.
Passo 2: Dado xk, se xk é um ponto Pareto cŕıtico, então faça xk+p = xk, para todo
p ∈ N.
Passo 3: Caso contrário, tome como próxima iterada xk+1 ∈ D tal que

xk+1 ∈ arg min

{
〈G(x)− JH(xk)(x− xk) +

λk
2
||x− xk||2εk, z〉 : x ∈ Ωk

}
,

(5.10)
onde Ωk = {x ∈ D : F (x) � F (xk)}.
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Note que o Algoritmo 5.1 resolve em cada iteração um problema escalar. Essa

abordagem é bastante conhecida na literatura e é chamada de escalarização. Como

mencionado em [33, Remark 5], não existe uma diferença substancial entre a apre-

sentação (no formato vetorial) de (5.6) e (5.10) (na forma escalarizada), pois toda

solução do subproblema escalar (5.10) é uma solução Pareto fraca do subproblema

(vetorial) (5.6) com F (x) = G(x)−JH(xk)(x−xk); veja [94, Proposição 2.2]. Além

disso, se H ≡ 0, levando em consideração [33, Teorema 2.1], o Algoritmo 5.1 coincide

(no cenário multiobjetivo de dimensão finita) com algoritmo proposto em [33] para

otimização vetorial convexa.

Vale a pena mencionar também que no Algoritmo 5.1, temos que xk+1 ∈ Ωk,

para todo k ≥ 0, isto é,

F (xk+1) � F (xk), (5.11)

que é uma propriedade importante para algumas aplicações, como veremos no final

deste caṕıtulo. Por outro lado, o algoritmo proposto em [75] para funções DC

vetoriais satisfaz ∑

i∈I
αi(fi(x

k+1)− fi(xk)) ≤ 0, (5.12)

para algum αi ≥ 0 com
∑

i∈I αi = 1. Claramente, a propriedade de descida (5.11)

implica em (5.12).

Observação 5.2.1 Como mencionado em Huang e Yang [74], as funções vetoriais

F (·) e eF (·) := (ef1(·), . . . , efm(·)),

tem o mesmo conjunto de pontos Pareto fraco, onde eα denota a aplicação expo-

nencial calculada em α ∈ R. Esse resultado também se verifica para pontos Pareto

cŕıticos. Com isso, no que diz respeito a pontos Pareto cŕıticos, podemos assumir

sem perda de generalidade que F � 0. Por outro lado, toda função DC não nega-

tiva admite uma decomposição não negativa; veja [72]. Portanto, também podemos

assumir sem perda de generalidade que G � 0 e H � 0.

Proposição 5.2.1 O Algoritmo 5.1 está bem definido.

Demonstração: Seja {xk} dada por (5.10) e φ : Rn → R ∪ {+∞} definida por

φ(x) = 〈G(x), z〉 − [JH(xk)(x− xk)]>z +
λk
2
〈εk, z〉||x− xk||2 + IΩk(x), (5.13)

onde I é a função indicadora. Como G � 0 e tendo em vista que (λk/2)〈εk, z〉 > 0,

segue que φ é coerciva. Como Ωk é fechado, temos que φ é semicont́ınua inferior-
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mente. Assim, existe x̃ ∈ Ωk tal que

x̃ ∈ argminx∈Ωk
φ(x).

Portanto, podemos tomar xk+1 := x̃ e a prova está conclúıda.

A seguir, iremos apresentar um resultado proposto por Minami [99] que fornece

uma condição necessária para um ponto ser Pareto fraco de um problema de oti-

mização vetorial. Aqui ficaremos restrito ao caso multiobjetivo de dimensão finita.

Seja D ⊂ Rn um conjunto não vazio e considere o problema de encontrar os pontos

Pareto fraco de uma função vetorial F = (f1, . . . , fm) : Rn → Rm em Ω, denotado

por

minw{F (x) : x ∈ Ω}, (5.14)

onde

Ω = {x ∈ D : sj(x) ≤ 0, j ∈ I} com sj : Rn → R. (5.15)

Teorema 5.2.1 Assuma que Ω em (5.15) é convexo e fechado, e em (5.14) e (5.15)

as funções fj, sj : Rn → R, j ∈ I, são localmente Lipschitz. Se x∗ ∈ Ω é um ponto

Pareto fraco de (5.14), então existem números reais uj ≥ 0, vj ≥ 0, com j ∈ I, e

τ > 0 tais que

0 ∈
∑

j∈I
uj∂Cfj(x

∗) +
∑

j∈I
vj∂Csj(x

∗) + τ∂CdD(x∗), (5.16)

com
∑

j∈I
(uj + vj) = 1 e vjsj(x

∗) = 0, j ∈ I. (5.17)

Demonstração: Veja Minami [99, Theorem 3.1].

A seguir utilizamos a estrutura vetorial do problema para produzir uma relação

que utilizaremos no teorema de convergência. Esse resultado“faz o papel”da

condição de otimalidade de primeira ordem do problema escalarizado usado na abor-

dagem proposta em [33].

Proposição 5.2.2 Para todo k ∈ N, existem Ak, Bk ∈ Rm×n, uk, vk ∈ Rm
+ , wk ∈

Rm e τk ∈ R++ tais que

[Ak − JH(xk−1)]>uk + λk−1〈εk−1, uk〉(xk − xk−1) +B>k v
k + τkw

k = 0, (5.18)

onde

Ak ∈ ∂CG(xk), Bk ∈ ∂CF (xk), wk ∈ B[0, 1] ∩ND(xk) e ||uk + vk||1 = 1.

(5.19)

81



Demonstração: Segue da definição do Algoritmo 5.1 que, para cada k ∈ N, xk é

uma solução do problema escalar

min

{
〈G(x)− JH(xk−1)(x− xk−1) +

λk−1

2
||x− xk−1||2εk−1, z〉 : x ∈ Ωk−1

}
.

Logo, por [94, Proposição 2.2], temos que xk é uma solução Pareto fraca do problema

vetorial correspondente

minw{G(x)− JH(xk−1)(x− xk−1) +
λk−1

2
||x− xk−1||2εk−1 : x ∈ Ωk−1}.

Note que as funções

(fk)j(x) = gj(x)− 〈∇h(xk), x− xk〉+
λk
2
||x− xk||2εkj , com j ∈ I, (5.20)

e

(sk)j(x) = fj(x)− fj(xk), with j ∈ I, (5.21)

são localmente Lipschitz, para cada j ∈ I, pois as funções (5.20) e (5.21) são funções

DC, para cada j ∈ I; veja [72, página 40]. Assim, as hipóteses do Teorema 5.2.1

estão satisfeita. Logo, vale (5.16) para as funções (5.20) e (5.21), ou seja,

0 ∈ [Ak−JH(xk−1)]>uk +λk−1〈εk−1, uk〉(xk−xk−1) +B>k v
k + τ∂CdD(xk), ∀k ∈ N,

onde Ak ∈ ∂CG(xk) e Bk ∈ ∂CF (xk). Como xk ∈ D, o resultado segue do fato que

∂CdD(xk) = B[0, 1] ∩ND(xk); veja Burke et al. [37, Teorema 1].

Observação 5.2.2 Note que de (5.17) as sequências {uk}, {vk} e {wk} são limi-

tadas. De acordo com Bolte et al. [30, Remark 1], ∂Cf é limitado em conjuntos

compactos. Assim, temos que {Ak} e {Bk} são sequências limitadas desde que {xk}
seja limitada. Com isso, se {λk} e {xk} forem limitadas segue de (5.18) que {τk}
também é limitada.

Como uma consequência da Proposição 5.2.2, temos os seguintes critérios de

paradas para o Algoritmo 5.1.

Corolário 5.2.1 Seja k0 ∈ N tal que xk0+1 = xk0 ou uk0 = 0. Então, xk0 é um

ponto Pareto cŕıtico de F .

Demonstração: Se existe k0 ∈ N tal que xk0+1 = xk0 (resp. uk0 = 0), então segue

de (5.18) que

[Ak0 − JH(xk0−1)]>uk0 +B>k0v
k0 + τk0w

k0 = 0. (resp. B>k0v
k0 + τk0w

k0 = 0).
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Como τk0 > 0 e wk0 ∈ ND(xk0), a última igualdade implica que

−[Ak0 − JH(xk0−1)]>uk0 −B>k0vk0 ∈ ND(xk0) (resp. −B>k0vk0 ∈ ND(xk0)).

Portanto, o resultado segue do Lema 5.2.1 levando em consideração que uk0 , vk0 ∈
Rm

+\{0} (resp. vk0 ∈ Rm
+\{0}).

5.2.2 Análise de convergência

Nesta seção faremos a análise de convergência do Algoritmo 5.1. Note que se o

algoritmo termina em uma quantidade finita de passos, o mesmo termina em um

ponto Pareto cŕıtico. Com isso, iremos supor que a sequência {xk} gerada pelo

Algoritmo 5.1 é infinita. Logo, iremos assumir que xk+1 6= xk e uk 6= 0, para todo

k ∈ N, em virtude do Corolário 5.2.1.

Proposição 5.2.3 As seguintes propriedades se verificam:

i) a sequência {〈F (xk), z〉} é estritamente decrescente;

ii) lim
k→+∞

||xk+1 − xk|| = 0.

Demonstração: Como H é diferenciável e Rm
+ -convexa, temos que

〈JH(xk)(xk+1 − xk), z〉 ≤ 〈H(xk+1)−H(xk), z〉, ∀k ∈ N. (5.22)

Por outro lado, segue de (5.10) na definição do algoritmo que, para cada k ∈ N,

〈G(xk+1)− JH(xk)(xk+1 − xk) +
λk
2
||xk+1 − xk||2εk, z〉 ≤ 〈G(xk), z〉, (5.23)

que combinado com (5.22) e F (x) = G(x)−H(x), implica

〈F (xk+1), z〉+
λk
2
〈εk, z〉||xk+1 − xk||2 ≤ 〈F (xk), z〉, ∀k ∈ N. (5.24)

Com isso, usando o fato que (λk/2)〈εk, z〉 > 0 e xk+1 6= xk, para todo k ∈ N temos

que o primeiro item está provado. Para provar o segundo item observe que F � 0

e, pelo item anterior, temos que {〈F (xk), z〉} é convergentede. Além disso, segue de

(5.24) que

0 ≤ λk
2
〈εk, z〉||xk+1 − xk||2 ≤ 〈F (xk), z〉 − 〈F (xk+1), z〉.

Portanto, o resultado segue aplicando o limite com k → +∞ na desigualdade acima,

assumindo que (5.9) se verifica.
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Para o caso particular m = 1, o resultado a seguir coincide com o resultado de

convergência apresentado em [126].

Teorema 5.2.2 Todo ponto de acumulação de {xk}, caso exista, é um ponto Pareto

cŕıtico de F .

Demonstração: Seja x̂ um ponto de acumulação de {xk} e considere {xkl} uma

subsequência de {xk} convergindo para x̂. Da Proposição 5.2.2, temos que existem

sequências {Ak}, {Bk} ⊂ Rm×n, {uk}, {vk} ⊂ Rm
+ , {wk} ⊂ Rm e {τk} ⊂ R++

satisfazendo (5.18). Como {xkl} e {λk} são limitadas, segue da Observação 5.2.2

que {Ak}, {Bk}, {uk}, {vk}, {wk} e {τk} também são limitadas. Assim, podemos

assumir sem perda de generalidade que Akl → Â, Bkl → B̂, ukl → û, vkl → v̂, wkl →
ŵ e τkl → τ̂ (usamos o mesmo ı́ndice pois podemos extrair outras subsequências se

necessário). De (5.18), temos

[Akl − JH(xkl−1)]>ukl + γkl(x
kl − xkl−1) +B>klv

kl + τklw
kl = 0, (5.25)

onde γkl = λkl−1〈εkl−1, ukl〉 e ||ukl + vkl ||1 = 1. Note que {γk} é limitada. Esse

fato, combinado com a Proposição 5.2.3 implica que γkl(x
kl−xkl−1) converge para 0

quando l→ +∞. Sabendo que ∂Cfi(x) = ∂Cgi(x)−∇hi(x), para cada i ∈ I, e que

∂Cf(·) e ND(·) são fechados, aplicando o limite em (5.25) com l→ +∞, temos que

Ĉ>û+ B̂>v̂ + τ̂ ŵ = 0, (5.26)

onde Ĉ := (Â− JH(x̂)) ∈ ∂CF (x̂), B̂ ∈ ∂CF (x̂) e τ̂ ŵ ∈ ND(x̂). Com isso, segue de

(5.26) que

− (Ĉ>û+ B̂>v̂) ∈ ND(x̂). (5.27)

Como û, v̂ ∈ Rm
+ e ||ukl + vkl ||1 = 1, para todo l ∈ N, temos que û 6= 0 ou v̂ 6= 0.

Portanto, o resultado segue combinando (5.27) com o Lema 5.2.1.

5.3 MPP para funções vetoriais localmente Lips-

chitz

Nesta seção usaremos a abordagem estudada na seção anterior para analisar a con-

vergência do método do ponto proximal em um ambiente mais amplo que o conside-

rado na seção anterior. Mais precisamente, estudaremos a convergência do método

para funções vetoriais localmente Lipschitz. Como a abordagem apresentada é nova

faremos uma análise do caso quase convexo (e consequentemente o caso convexo)

para mostrar que nossa abordagem recupera os resultados já existentes na literatura.
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5.3.1 O algoritmo

Nesta seção iremos considerar D ⊂ Rn um conjunto não vazio, convexo e fechado,

e F = (f1, . . . , fm) : Rn → Rm uma função vetorial tal que cada função com-

ponente (escalar) fi : Rn → R, i ∈ I, é localmente Lipschitz. Além disso, pela

Observação 5.2.1, iremos assumir, sem perda de generalidade, que F � 0.

A seguir, definimos o método do ponto proximal para encontrar um ponto Pareto

cŕıtico de F em D. Para isso, considere as sequências {λk} ⊂ R++ limitada e

{εk} ⊂ Rm
++ tais que

lim inf
k∈N

λk > 0, lim inf
k∈N

εkj > 0 e ||εk|| = 1, ∀k ≥ 0, j = 1, . . . ,m. (5.28)

Algoritmo 5.2 Passo 1: Escolha x0 ∈ D.
Passo 2: Dado xk, se xk é um ponto Pareto cŕıtico, então faça xk+p = xk, para todo
p ∈ N.
Passo 3: Caso contrário, tome como próxima iterada xk+1 ∈ D tal que

xk+1 ∈ argminw

{
F (x) +

λk
2
||x− xk||2εk : x ∈ Ωk

}
, (5.29)

onde Ωk = {x ∈ D : F (x) � F (xk)}.

Dado um problema de otimização multiobjetivo (PM) de uma função vetorial

F : Rn → Rn restrito a um conjunto Ω e uma função escalar g : Rm → R definimos

o problema de otimização escalar (PE) correspondente a (PM) como

min{g(F (x)) : x ∈ Ω}. (5.30)

Dizemos que (PE) é uma representação escalar fraca de (PM), se F (y) ≺ F (x)

implica em g(F (y)) < g(F (x)).

Exemplo 5.3.1 Considere a função escalar g : Rm → R dada por

g(y) = max
1≤i≤m

〈y, ei〉, (5.31)

onde {ei} é a base canônica do Rm. Nesse caso, claramente (PE) é uma repre-

sentação escalar fraca de (PM).

Proposição 5.3.1 Para os problemas (PM) e (PE), se verifica:

arg min{g(F (x)) : x ∈ Ω} ⊆ arg minw{F (x) : x ∈ Ω},

se (PE) é uma representação fraca de (PM).

85



Demonstração: [94, page 87].

Seja G uma famı́lia de funções do Rm em R. Dizemos que essa famı́lia é uma

escalarização completa fraca de (PM) se, para toda solução Pareto fraca x∗ de (PM),

existe g ∈ G tal que x∗ é solução escalar (PE) correspondente a g e (PM), e além

disso

arg min{g(F (x)) : x ∈ Ω} ⊆ arg minw{F (x) : x ∈ Ω}.

Exemplo 5.3.2 Sejam Ω ⊂ Rn um conjunto não vazio e F : Rn → Rm uma função

vetorial tal que F (x) � 0, para todo x ∈ Ω. A famı́lia de funções escalares {gz}z∈Rm++

dadas por

gz(y) = max
1≤i≤m

〈y, ei〉
〈z, ei〉

(5.32)

é uma escalarização completa fraca do (PM) associado, onde {ei} é a base canônica

do Rm. Com efeito, dados z ∈ Rm
++, se F (y) � F (x), temos F (y) − F (x) ∈ Rm

++.

Logo,
〈F (y)− F (x), ei〉

〈z, ei〉
> 0, ∀i = 1, . . . ,m.

Então,
〈F (y), ei〉
〈z, ei〉

>
〈F (x), ei〉
〈z, ei〉

, ∀i = 1, . . . ,m,

e, em particular, gz(F (y)) > gz(F (x)). Assim, pela Proposição 5.3.1, temos que

arg min{gz(F (x)) : x ∈ Ω} ⊆ arg minw{F (x) : x ∈ Ω},

para todo z ∈ Rm
++. Agora, para cada x∗ ∈ arg minw{F (x) : x ∈ Ω} tome

z = F (x∗) � 0 e defina gz(x) = max1≤i≤m
〈x,ei〉
〈z,ei〉 . Pela definição de ponto Pareto

fraco, temos que

gz(F (y)) = max
1≤i≤m

〈F (y), ei〉
〈z, ei〉

≥ 1,

e, além disso, gz(F (x∗)) = 1. Logo, x∗ ∈ arg min{gz(F (x)) : x ∈ Ω}. Portanto,

provamos que (5.32), com z ∈ Rm
++, é uma escalarização completa fraca.

Proposição 5.3.2 O Algoritmo 5.2 está bem definido.

Demonstração: O ponto inicial x0 ∈ D é escolhido previamente. Assumindo que

o algoritmo dispõe da k-ésima iterada, mostraremos a seguir que a (k + 1)-ésima

iterada existe. Tome z ∈ Rm
++, e defina a função escalar

gz(y) = max
1≤i≤m

〈y, ei〉
〈z, ei〉

,

onde {ei} é a base canônica do Rm. Observe que min{gz(Fk(x)) : x ∈ Ωk} é uma

representação escalar fraca de minw{Fk(x) : x ∈ Ωk}, para todo z ∈ Rm
++, onde
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Fk(x) = F (x) + λk
2
||x− xk||2εk. Logo, pela Proposição 5.3.1, temos que

arg min{gz(Fk(x)) : x ∈ Ωk} ⊆ arg minw{Fk(x) : x ∈ Ωk}. (5.33)

Iremos provar que arg min{gz(Fk(x)) : x ∈ Ωk} é não vazio. Com efeito,

gz(Fk(x)) = max
1≤i≤m

〈F (x) + λk
2
||x− xk||2εk, ei〉
〈z, ei〉

≥ 〈F (x), ei〉
〈z, ei〉

+
λk〈εk, ei〉
2〈z, ei〉

||x− xk||2, (5.34)

para i = 1, . . . ,m. Note que 〈z, ei〉 > 0 e λk〈εk, ei〉 > 0, para cada i = 1, . . . ,m

e k ∈ N. Sendo F � 0, também temos que 〈F (x), ei〉 > 0, para i = 1, . . . ,m.

Combinando esses fatos com (5.34), temos que gz(Fk(·)) é coerciva, ou seja,

lim||x||→+∞ gz(Fk(x)) = +∞. Logo, sendo gz(Fk(·)) cont́ınua e Ωk fechado, temos

que existe um ponto x̃ ∈ Ωk tal que

x̃ ∈ arg min{gz(Fk(x)) : x ∈ Ωk}.

Portanto, por (5.33) podemos tomar xk+1 = x̃ como a (k + 1)-ésima iteração, e a

prova está conclúıda.

Proposição 5.3.3 Para todo k ∈ N, existem Ak ∈ Rm×n, uk, vk ∈ Rm
+ , wk ∈ Rm e

τk ∈ R++ tais que

A>k (uk + vk) + λk−1〈εk−1, uk〉(xk − xk−1) + τkw
k = 0, (5.35)

onde

wk ∈ B[0, 1] ∩ND(xk) e ||uk + vk||1 = 1, ∀k ∈ N. (5.36)

Demonstração: Da definição do algoritmo, temos que xk é uma solução Pareto

fraca do problema

minw{Fk−1(x) : x ∈ Ωk−1},

onde Fk−1(x) = F (x)+ λk−1

2
||x−x−1k||2εk−1. Denotando Gk−1(x) = F (x)−F (xk−1),

segue da local Lipschitz continuidade de F , que todas as funções componentes

(gk−1)j(·) = fj(·)− fj(xk−1), com j ∈ I, (5.37)

e

(fk−1)j(·) = fj(·) +
λk−1

2
|| · −xk−1||2εk−1

j , com j ∈ I, (5.38)
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são localmente Lipschitz. Com isso, o resultado segue, similar à Proposição 5.2.2,

aplicando o Teorema 5.2.1, para cada k ∈ N fixo, com sj = (gk−1)j e fj = (fk−1)j

dadas em (5.37) e (5.38), respectivamente, levando em consideração que

∂CdD(xk) = B[0, 1] ∩ND(xk), ∀k ∈ N.

Dessa forma, A>k = [ak1 . . . akm]>, onde akj ∈ ∂Cfj(xk), com j ∈ I.

Como consequência do resultado anterior temos o seguinte critério de parada

para o Algoritmo 5.2.

Corolário 5.3.1 Seja k0 ∈ N tal que xk0+1 = xk0 ou uk0 = 0. Então, xk0 é um ponto

Pareto cŕıtico de F .

Demonstração: Se existe k0 ∈ N tal que xk0+1 = xk0 ou uk0 = 0, então segue de

(5.35) que

A>k0v
k0 + τk0w

k0 = 0.

Como τk0 > 0 e wk0 ∈ ND(xk0), temos que

−A>k0vk0 ∈ ND(xk0).

De (5.36) temos que vk0 ∈ Rm
+\{0}. Sendo Ak0 ∈ ∂CF (xk0), o resultado segue

aplicando o Lema 5.2.1, com a = 0, V = Ak0 , b = vk0 e x = xk0 .

5.3.2 Análise de convergência

Nesta seção iremos supor a seguinte hipótese na função F e no ponto inicial x0

conhecida como Rm
+ -completeza:

(Hipótese de Rm
+ -Completeza) Para toda sequência {ak} ⊂ Rn, com a0 = x0 tal

que F (ak+1) � F (ak), para todo k ≥ 0, existe a ∈ Rn satisfazendo

F (a) � F (ak) ∀k ≥ 0.

Pela definição, o Algoritmo 5.2 para se estivermos em um ponto Pareto cŕıtico.

Para evitar a análise do caso mais óbvio, em virtude do Corolário 5.3.1 iremos supor

que a sequência {xk} gerada pelo Algoritmo 5.2 satisfaz xk+1 6= xk e uk 6= 0, para

todo k ∈ N.

Caso localmente Lipschitz

Teorema 5.3.1 Seja {xk} uma sequência gerada pelo Algoritmo 5.2. Então, todo

ponto de acumulação de {xk}, caso exista, é um ponto Pareto cŕıtico de F .
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Demonstração: Seja x̂ um ponto de acumulação de {xk} e considere {xkl} uma

subsequência de {xk} convergindo para x̂. Segue do Exemplo 5.3.2 que a escala-

rização dada em (5.32) é uma escalarização completa fraca do problema vetorial

associado. Sendo xkl , para cada l ∈ N, uma solução Pareto fraca de

minw

{
F (x) +

λkl−1

2
||x− xkl−1||2εkl−1 : x ∈ Ωkl−1

}
,

temos que existe {zkl} ⊂ Rm
++ tal que

max
1≤j≤m

{
〈F (xkl) +

λkl−1

2
||xkl − xkl−1||2εkl−1, ej〉
〈zkl , ej〉

}
≤ max

1≤j≤m
〈F (xkl−1), ej〉
〈zkl , ej〉

, (5.39)

para todo l ∈ N. Como a desigualdade acima se mantém inalterada com a multi-

plicação de um escalar positivo, podemos assumir sem perda de generalidade que

||zkl || = 1, para todo l ∈ N, e com isso podemos supor que zkl → ẑ quando l→ +∞
(podemos extrair uma outra subsequência se necessário). Segue de (5.39), aplicando

a desigualdade de Cauchy-Schwarz, que

〈F (xkl), ei〉
〈zkl , ej〉

+
λkl−1

2
||xkl − xkl−1||2〈εkl−1, ej〉 ≤ max

1≤j≤m
〈F (xkl−1), ej〉
〈zkl , ej〉

,

para cada j = 1, . . . ,m. Então, em particular, temos que

〈F (xkl), ej〉
〈zkl , ej〉

+
λkl−1

2
||xkl − xkl−1||2 min

1≤j≤m
〈εkl−1, ej〉 ≤ max

1≤j≤m
〈F (xkl−1), ej〉
〈zkl , ej〉

,

para cada j = 1, . . . ,m. Mais uma vez, como a desigualdade acima se verifica para

todo j = 1, . . . ,m, em particular também se verifica para o ı́ndice onde o máximo

do primeiro termo do lado esquerdo da desigualdade é atingido. Logo,

λkl−1

2
||xkl − xkl−1||2 min

1≤j≤m
〈εkl−1, ej〉 ≤ max

1≤j≤m
〈F (xkl−1), ej〉
〈zkl , ej〉

− max
1≤j≤m

〈F (xkl), ej〉
〈zkl , ej〉

. (5.40)

Como zkl → ẑ quando l → +∞ e {F (xk)} é não crescente com F � 0, temos que o

lado direito de (5.40) converge para 0 quando l→ +∞. Com isso, sendo 0 < a ≤ λk

e 0 < c ≤ εkj , para todo k ∈ N e j = 1, . . . ,m, aplicando o limite com l → +∞ em

(5.40) obtemos

(xkl − xkl−1)→ 0 quando l→ +∞. (5.41)

Agora, aplicando a Proposição 5.3.3 para a subsequência {xkl}, temos que existem
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{Akl} ⊂ Rm×n, {ukl}, {vkl} ⊂ Rm
+ , {wkl} ⊂ Rm e {τkl} ⊂ R++ satisfazendo

A>kl(u
kl + vkl) + λkl−1〈εkl−1, ukl〉(xkl − xkl−1) + τklw

kl = 0. (5.42)

Note que sendo {λkl} e {xkl} limitadas, similar à Observação 5.2.2, podemos assumir

sem perda de generalidade que Akl → Â, ukl → û, vkl → v̂ e τkl → τ̂ quando l →
+∞. Como {λkl−1〈εkl−1, ukl〉} é limitada, segue de (5.41) que λkl−1〈εkl−1, ukl〉(xkl −
xkl−1) converge para 0 quando l → +∞. Assim, fazendo l → +∞ em (5.42), temos

que

Â>ŷ + τ̂ ŵ = 0, (5.43)

onde Rm
+ \ {0} 3 ŷ := û + v̂, Â ∈ ∂CF (x̂) e ŵ ∈ ND(x̂), pois ∂CF (·) e ND(·) são

fechados. Logo, segue de (5.43) que

−Â>ŷ ∈ ND(x̂).

Portanto, pelo Lema 3.2.1, temos que x̂ é um ponto Pareto cŕıtico de F .

Caso quase convexo

Nesta seção iremos estudar a convergência do Algoritmo 5.2 supondo adicionalmente

que F : Rn → Rm é Rm
+ -quase convexa. Recentemente, esse caso foi analisado por

Apolinário et al. [7] para o contexto multiobjetivo de dimensão finita. No algoritmo

proposto em [7] na k-ésima iterada tem-se que

0 ∈ ∂C
(
〈F (·), zk〉+

λk
2
〈εk, zk〉|| · −xk||2

)
(xk+1) +NΩk(x

k+1). (5.44)

O caso Rm
+ -quase convexo para otimização multiobjetivo também foi estudado por

Bento et al. [21] em que os autores propõe o seguinte processo iterativo

xk+1 ∈ arg min
x∈Rn

f

(
F (x) + δΩk +

λk
2
||x− xk||2e

)
, (5.45)

onde e = (1, . . . , 1) ∈ Rm, a função escalarização f : Rm → R é dada por f(y) =

max1≤i≤m〈y, ei〉 e {ei} é a base canônica do Rm.

Observação 5.3.1 A análise de convergência de ambos os métodos (5.44) e (5.45)

é baseada no conceito de Fejér convergência, usando a mesma abordagem proposta

em [33]. Nesses trabalhos, a função escalarização desempenha um papel importante

nas demonstrações pois a análise de convergência é baseada na condição de otima-

lidade de primeira ordem do problema escalarizado; veja [7, Proposição 3.4.1], [33,

Teorema 3.1] e [21, Teorema 4.1].
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A seguir, veremos que usando nossa abordagem obtemos o mesmo resultado

de convergência como em [7] e [21] para a sequência gerada pelo Algoritmo 5.2

para o caso Rm
+ -quase convexa utilizando o conceito de Fejér convergência, mas sem

depender da função escalarização.

Teorema 5.3.2 A sequência {xk} gerada pelo Algoritmo 5.2 converge para um

ponto Pareto cŕıtico de F .

Demonstração: Dividimos a prova em cinco passos.

Passo1 (Fejér convergência): Defina E ⊂ D como

E = {x ∈ D : F (x) � F (xk), ∀k ∈ N}.

Segue da hipótese de Rm
+ -completeza de F em x0 que E é não vazio. Considere

um ponto arbitrário x∗ ∈ E. Logo, x∗ ∈ Ωk, para todo k ∈ N. Denotando por

γk+1 = λk〈εk, uk+1〉, temos que γk+1 > 0, para todo k ∈ N, pois λk > 0, εk ∈ Rm
++ e

uk ∈ Rm
+\{0}, para todo k ∈ N. Como

||xk − x∗||2 = ||xk − xk+1||2 + ||xk+1 − x∗||2 + 2〈xk − xk+1, xk+1 − x∗〉,

segue de (5.35) que

||xk − x∗||2 = ||xk − xk+1||2 + ||xk+1 − x∗||2

+
2

γk+1

〈A>k+1(uk+1 + vk+1) + τk+1w
k+1, xk+1 − x∗〉

= ||xk − xk+1||2 + ||xk+1 − x∗||2

+
2

γk+1

m∑

i=1

(uk+1
i + vk+1

i )〈ak+1
i , xk+1 − x∗〉+ τk+1〈wk+1, xk+1 − x∗〉,

(5.46)

onde ak+1
i ∈ ∂Cfi(xk+1), para todo k e i = 1, . . . ,m. Por outro lado, sendo F uma

função Rm
+ -quase convexa, x∗ ∈ Ωk+1 e γk > 0, para todo k, temos que

2

γk+1

m∑

i=1

(uk+1
i + vk+1

i )〈ak+1
i , xk+1 − x∗〉 ≥ 0. (5.47)

Além disso, sendo wk+1 ∈ ND(xk+1) e τk > 0, obtemos

τk+1〈wk+1, xk+1 − x∗〉 ≥ 0. (5.48)
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Logo, usando (5.47) e (5.48) em (5.46), temos

||xk+1 − xk||2 ≤ ||xk − x∗||2 − ||xk+1 − x∗||2, ∀k ∈ N (5.49)

que implica ||xk+1 − x∗|| ≤ ||xk − x∗||, para todo k ∈ N e x∗ ∈ E. Isso mostra que

{xk} é Fejér convergente ao conjunto E.

Passo 2 (Os pontos de acumulação de {xk} pertencem a E): Como {xk} é Fejér

convergente ao conjunto E, segue da Proposição 2.1.8 que {xk} é limitada. Seja x∗

um ponto de acumulação de {xk}. Pela definição do algoritmo temos que F (xk+1) �
F (xk), para todo k. Logo, da continuidade de F , temos que F (x∗) � F (xk), para

todo k, que significa que x∗ ∈ E.

Passo 3 (Convergência da sequência): Esse passo segue diretamente da Pro-

posição 2.1.8 tendo em vista os passos anteriores.

Passo 4 (Proximidade das iteradas consecutivas): Considere {xk} convergindo para

x̂. Da desigualdade triangular, temos que

||xk+1 − xk|| ≤ ||xk+1 − x̂||+ ||xk − x̂||, ∀k ∈ N. (5.50)

Como o lado direito de (5.50) converge para zero quando k → +∞, temos que

lim
k→+∞

||xk+1 − xk|| = 0. (5.51)

Passo 5 (Ponto limite Pareto cŕıtico): A prova desse passo segue o mesmo argumento

que o Teorema 5.3.1 a partir de (5.42). Isso termina a prova do teorema.

Observação 5.3.2 Sabemos que sob a hipótese de Rm
+ -convexidade, os conceitos

Pareto fraco e Pareto cŕıtico são equivalentes. Assim, no contexto Rm
+ -convexo, pelo

teorema anterior, temos que o Algoritmo 5.2 converge para um ponto Pareto fraco

de F recuperando do resultado obtido em [33] para o caso multiobjetivo de dimensão

finita.

5.4 Aplicação em grupos dinâmicos

5.4.1 Problema de produção: dinâmica de melhoria coope-

rativa

Nesta seção retomamos o problema produção discutido no caṕıtulo anterior, agora

sob a perspectiva do Algoritmo 5.1 para funções DC multiobjetivo. Esse caso é mais

realista. Nesse sentido, consideramos I = {1, 2, . . . ,m} um grupo de produtores. O

objetivo de cada um deles é uma função retorno “a ser aumentada”(função lucro,
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utilidade) f̃i(x) = g̃i(x) − h̃i(x), onde g̃i(x) ∈ R+ e h̃i(x) ∈ R+ se referem à suas

receitas e custos escalares.

A variável de decisão do grupo é o vetor x ∈ Rn que deve satisfazer algumas

restrições. Cada agente quer um retorno tão alto quanto posśıvel. O objetivo

do grupo I é se aproximar e atingir um ponto Pareto cŕıtico. A função obje-

tivo do grupo é F̃ (x) = G̃(x) − H̃(x) ∈ Rm, onde F̃ (x) = (f̃1(x), . . . , f̃m(x)),

G̃(x) = (g̃1(x), . . . , g̃m(x)) e H̃(x) = (h̃1(x), . . . , h̃m(x)). Em um contexto dinâmico

cooperativo, todos os agentes de um grupo aceitam mudar de uma posição anterior

x = xk para a próxima y = xk+1 somente se seus retornos não decrescerem, ou seja,

se

f̃i(x
k+1) ≥ f̃i(x

k), ∀i ∈ I.

Caso contrário, alguns agentes saem do grupo ou resistem em mudar. Isso define

uma dinâmica de melhoria cooperativa

xk+1 ∈ Ω(xk),

onde

Ω(xk) =
{
y ∈ D : F̃ (y) � F̃ (xk)

}
.

O problema de grupos dinâmicos cooperativos é encontrar uma dinâmica de melhoria

cooperativa xk+1 ∈ Ω(xk) que converge (se aproxima e atinge) para um ponto Pareto

cŕıtico.

Na prática, em um contexto dinâmico, na maioria dos problemas retornos cres-

centes prevalecem, vindo de custos fixos, aprendendo com a repetição, etc.. Isso

significa que cada receita marginal e função custo é decrescente. Então, todas as

funções receitas g̃i e funções custos h̃i são funções côncavas. Nesse caso, o retorno

de cada agente é uma diferença de duas funções côncavas.

Considere as funções retornos “a ser diminúıda”fi(y) = −f̃i(y), com gi(y) =

−g̃i(y) e hi(y) = −h̃i(y), que é escrita como diferença de funções convexas fi(y) =

gi(y)−hi(y). Dessa forma, fornecemos um algoritmo multiobjetivo DC que se apro-

xima e atinge um ponto Pareto cŕıtico, com a importante condição: o algoritmo

segue uma dinâmica de melhoria cooperativa xk+1 ∈ Ω(xk). Esse contexto compor-

tamental foi estudado nos trabalhos Bento et al. [21], Bonnel et al. [33] e Choung

et al. [42]. Porém, a convexidade dos conjuntos Ω(xk), para todo k ∈ N, é ne-

cessária para obter resultados de convergência. Na nossa abordagem não utilizamos

a hipótese de convexidade de Ω(xk) o que nos fornece uma abordagem não convexa

tanto do ponto de vista da função objetivo quanto do ponto de vista do conjunto

Ω(xk). Uma motivação em um contexto dinâmico para considerar o conjunto de

restrições Ω(xk) é dado em Bento et al. [21]. O algoritmo proposto por Ji et al. [75]
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para otimização multiobjetivo DC não pode ser visto como uma dinâmica de melho-

ria cooperativa, pois não segue xk+1 ∈ Ω(xk), e isso justifica por que o Algoritmo 5.1

é melhor adaptado para aplicações, por exemplo em Ciência de Comportamento, que

o método (5.7).

Nesta seção, como no caṕıtulo anterior, estamos supondo que os agentes tem co-

nhecimento limitado (parcial). Também assumimos que eles não conhecem a função

custo enquanto ele estão cientes de suas funções receitas. Por isso, consideramos

uma aproximação linear da função objetivo no algoritmo.

Processo de mudança satisfatória

Consideramos o contexto de dinâmica de comportamento humano a ńıvel de um

agente com vários objetivos ou a ńıvel de uma organização onde cada agente tem seu

próprio grupo dinâmico de objetivos. Usaremos a recente abordagem (VR) proposta

por Soubeyran [117–119], onde em cada peŕıodo, agentes aceitam mudar se suas

mudanças são satisfatórias. Esse é o caso em que suas motivações (vetoriais) para

mudar M = U [A] ∈ Rm são suficientemente grande com respeito às suas resistências

(vetoriais) para mudar R = D [I] ∈ Rm
+ , isto é, M ≥ ξR. Suficientemente grande

significa que ξ > 0 suficientemente grande (raio de satisfação).

A seguir, mostramos rapidamente como, no contexto da abordagem (VR), o

Algoritmo 5.1 representa um processo “stay”e “change”satisfatório.

Consideramos o caso linear-quadrático onde a função utilidade U [A] = A de suas

vantagens para mudar A ∈ Rm são suficientemente grandes com respeito à função

inutilidade D [I] = I2 de suas inconveniências para mudar I ∈ Rm
+ , ou seja, A ≥ ξI2,

onde I2 é o vetor de quadrados de cada componente do vetor I. Em cada peŕıodo,

vantagens para mudar partindo de “repetindo a última ação x”para “fazendo uma

nova ação y”são definidas como a diferença A = A(x, y) = P (y) − P (x) entre a

função vetorial retorno atual (a ser aumentada) P (y) ∈ Rm para fazer a ação y

e a função vetorial retorno atual P (x) ∈ Rm para repetir a última ação x. Aqui,

F (·) = −P (·) representa uma função vetorial de necessidades não satisfeitas. Então,

A(x, y) = F (x) − F (y). Inconveniência para mudar I(x, y) = C(x, y) − C(x, x) se

refere a diferença entre o custo C(x, y) ∈ Rm
+ de estar apto a mudar de x para y e

o custo C(x, x) ∈ Rm
+ de estar apto a repetir a ação x. Neste caṕıtulo, C(x, y) =

‖y − x‖2 ε, onde ε ∈ Rm
++ é um vetor de ações. Então, uma mudança de x para y é

satisfatória se A(x, y) ≥ ξC(x, y)2, ou seja,

F (x)− F (y) � ξ ‖y − x‖2 ε.

Seja z ∈ Rn
++ um vetor de pesos que ajuda a adicionar diferentes vantagens para

mudar e diferentes inconveniências para mudar e que permite comparar suas for-
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mulações escalarizadas. Nesse caso, uma mudança é satisfatória se

〈F (x)− F (y), z〉 ≥ ξ||y − x||2〈ε, z〉.

Seja k e k + 1 o peŕıodo anterior e atual, respectivamente., onde x = xk e

y = xk+1. Com isso, no peŕıodo atual, uma mudança de repetir a ação anterior xk

para fazer uma nova ação xk+1 é satisfatória se

〈F (xk)− F (xk+1), z〉 ≥ ξk||xk+1 − xk||2〈εk, z〉,

onde {εk} e ξk = λk/2 podem ser tomadas como no Algoritmo 5.1.

Isso prova que o Algoritmo 5.1 é um exemplo espećıfico de um processo “stay”e

“change”satisfatório. Nesse contexto de grupos dinâmicos cooperativos, a seção

5.2.2 garante que quando todos os agentes requerem, em cada peŕıodo, que seus

retornos não decresçam, uma transição “stay”e “change”satisfatória se aproxima e

atinge (converge para) um ponto Pareto cŕıtico.

5.4.2 Problema de compromisso

Nesta seção apresentamos uma aplicação do Algoritmo 5.2 para função multiobje-

tivo localmente Lipschitz. Considere o famoso problema de compromisso, onde um

grupo de agente tenta minimizar a distância de suas atuais posições para o ponto

ideal para o grupo; veja Gearhart [62]. Nesse caso, as distâncias são localmente

Lipschitz; veja por exemplo [104, 105]. Em uma ampla classe de aplicações tais

distâncias são usadas como funções objetivos, por exemplo Teoria de Localização,

Teoria de Utilidade, Teoria de Consumidor, etc.. Daremos uma formulação dinâmica

do problema (estático) de compromisso de grupo para modelar como, partindo de

um ponto inicial, um grupo de agentes com retornos inter-relacionados podem se

aproximar e atingir uma transição aceitável, um limite desejado, definido como uma

solução de compromisso. Esse é um problema muito importante relacionado a Jogos

Dinâmicos Cooperativos.

Considere um grupo de produtores i ∈ I = {1, . . . ,m}. A variável de decisão

do grupo é o vetor x ∈ Rn que deve satisfazer algumas restrições x = (x1, . . . , xn) ∈
D ⊂ Rn. O objetivo de cada um deles é um retorno “a ser aumentado”(lucro,

utilidade) hi(x) ∈ R+. O objetivo (vetorial) do grupo é H(x) ∈ Rm, onde H(x) =

(h1(x), . . . , hm(x)). Assim, o subconjunto de retornos vetoriais viáveis do grupo, ou

seja, o subespaço retorno do grupo é H(D) = {H(x) : x ∈ D} ⊂ Rm. Cada agente

quer um retorno tão grande quanto posśıvel.

Suponha que o retorno máximo de cada agente do grupo é limitado superior-

mente, ou seja, hi = sup {hi(x) : x ∈ D} < +∞, i ∈ I. Assim, o retorno vetorial

95



H = (h1, . . . , hm) é o retorno ideal (ou utópico) do grupo. Normalmente, o retorno

vetorial ideal não é viável, que significa que H /∈ H(D). Considere o retorno “a ser

diminúıdo”

fi(x) = hi − hi(x) ≥ 0, i ∈ I,

que se refere, em Psicologia, à função “gap”de insatisfação fi. Essas funções medem

quanto cada retorno individual hi(x), com x ∈ D, falha em atingir seu valor máximo

(ideal ou utópico) hi. Esses “gap”(vetoriais) de insatisfações

F (x) = (f1(x), . . . , fm(x)) = H −H(x) � 0

geram arrependimentos ou insatisfações com respeito ao retorno ideal. Uma solução

de compromisso (com relação a uma norma) é algum ponto viável x∗ ∈ D que mini-

miza toda a insatisfação do grupo, em outras palavras, minimiza a distância entre

o retorno vetorial ideal H e o subespaço retorno H(D). Para problemas de compro-

misso em tomada decisão multiobjetivo veja os conhecidos trabalhos Gearhart [62]

e Goetzmann et al. [63].

Usando esse modelo estático de compromisso, vamos considerar um modelo

dinâmico simples. Isso inclui um ponto inicial, uma transição aceitável e alguns

limites desejados. Esse modelo dinâmico considera que transições são aceitáveis

se, em cada peŕıodo, todos os membros de um grupo melhora seus retornos. Caso

contrário, alguns agentes saem do grupo ou resistem em mudar. O limite desejado

do grupo I é se aproximar e atingir um ponto limite que por sua vez se aproxima

tanto quanto posśıvel do ponto ideal. Em um contexto dinâmico cooperativo, todos

os agentes de um grupo aceitam mudar de uma posição anterior x = xk para a

próxima y = xk+1 somente se seus retornos não decrescerem, ou seja, se

hi(x
k) ≤ hi(x

k+1), ∀i ∈ I ⇐⇒ H(xk) � H(xk+1).

Isso define uma dinâmica de melhoramento cooperativo xk+1 ∈ Ω(xk), onde

Ω(xk) =
{
x ∈ D : H(xk) � H(x)

}
.

O problema de grupo dinâmico cooperativo é encontrar uma dinâmica de melhora-

mento xk+1 ∈ Ω(xk) que se aproxima e atinge (converge para) um posição limite

desejada próxima o suficiente do ponto ideal; veja Lewin [85, 86] para detalhes

sobre problemas de gestão com “grupos dinâmicos”e “mudança organizacional”em

Psicologia e Ciências de Gestão.

A natureza do problema de grupos dinâmicos depende fortemente da natureza

das funções objetivos que determinam as propriedades do conjunto de melhoramento
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e outras restrições relevantes. Funções objetivos podem ser convexas ou côncavas,

quase convexas ou quase côncavas, diferença de convexas ou diferença de côncavas,

Lipschitz ou localmente Lipschitz. Na recente abordagem (VR) de comportamento

humano (veja Soubeyran [117–119]), funções retornos Lipschitz e localmente Lips-

chitz são interessantes por duas razões:

1. Significam que quando inconveniências para mudar são baixas não se pode

esperar grandes vantagens para mudar (Não existe almoço grátis!);

2. Essas funções são facilmente estimadas localmente.

O primeiro item é uma hipótese bastante razoável. O segundo item ajuda agentes

com poucas informações, que conhecem suas funções retornos apenas em um dado

ponto, a estarem aptos a encontrar, em cada peŕıodo, mudanças de melhoramento.

Além disso, funções Lipschitz f tem funções estimativas superior côncavas

y ∈ D 7−→ u0(y) = f(x0)− L||y − x0||,

em cada x0 ∈ D. Tudo isso nos estimula a analisar propriedades de convergência de

um algoritmo para funções multiobjetivos localmente Lipschitz.
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Caṕıtulo 6

Conclusão

Neste trabalho estudamos dois tipos de métodos de descida para diferentes tipos

de problemas e em diferentes ambientes. Para alguns deles foram apresentados

simples experimentos numéricos para demonstrar suas viabilidades computacionais

e para todos os métodos foram apresentadas diferentes aplicações, tanto teóricas

como aplicações práticas em teoria comportamental.

Os métodos estudados foram o método de máxima descida (MMD) e o método

do ponto proximal (MPP). Para o MMD apresentamos uma extensão do método

para o cenário das variedades de Hadamard bem como uma aplicação para calcular

Lp-centro de massa Riemanniano de um conjunto de dados. Nesse mesmo cenário de

variedades de Hadamard, um MPP foi proposto para encontrar um ponto cŕıtico de

uma função não convexa (não diferenciável) escrita com a diferença de duas funções

convexas. Os resultados ampliam a aplicação do MPP para uma classe mais ampla

que funções convexas. Como aplicação apresentamos como o método pode ser usado

para resolver um problema de maximização com restrições em uma variedade de

Hadamard. Ainda sobre o MPP foi proposto um algoritmo generalizado usando uma

quase distância como regularização. Como aplicação desse algoritmo propomos como

resolver, de uma forma dinâmica, o problema de produção de uma companhia usando

a recente abordagem “variational rationality”(VR) para comportamentos humanos.

Ainda sobre o MPP, agora no contexto de otimização multiobjetivo, apresentamos

uma nova análise de convergência do método, diferente das abordagens existentes,

que possibilitou ampliar a aplicação do MPP para funções localmente Lipschitz com

valores vetoriais e que quando restrita ao caso convexo ou quase convexo recuperou

os resultados existentes na literatura. Como aplicações desse método, consideramos

os problemas de grupos dinâmicos e problemas de compromisso, relativos à Teoria

de Comportamento.

Como consequência dos resultados obtidos escrevemos alguns trabalhos ci-

ent́ıficos que foram publicados e estão submetidos ou em preparação para posśıvel

publicação. Além disso, listamos a seguir algumas propostas de trabalhos futuros
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consequências dos resultados obtidos.

Trabalhos futuros

• O Algoritmo 3.1 para diferença de funções convexas é um algoritmo do tipo

proximal-subgradiente, pois dada uma função f(x) = g(x) − h(x), o método

faz um passo subgradiente para a função convexa h e usa essa informação

para calcular a próxima iteração via método proximal na função g. Análise

de convergência para algoritmos do tipo proximal-subgradiente ou proximal-

gradiente para soma de funções convexas tem sido amplamente estudado por

vários autores. As técnicas usadas na convergência do Algoritmo 3.1 serão

usadas para estudar a convergência de um método do tipo proximal-gradiente

em variedades de Riemann para soma de funções convexas. Esse método pode

ser usado para resolver problemas de localização em variedade de Riemann

tais como o problema de localização de Fermat-Weber, em que dados m pontos

distintos no Rn, um ponto é solução do problema de Fermat-Weber se minimiza

em Rn o problema

min f(x) =
m∑

i=1

wi||x− ai||,

onde wi ≥ 0 são pesos. Quando os pontos ai são substitúıdos por conjuntos

convexos e fechados Ωi temos uma forma mais geral do problema anterior

conhecido como problema de Fermat-Torricelli ou problema de Heron.

• Ainda sobre o Algoritmo 3.1 podemos estudar taxa de convergência ou comple-

xidade do algoritmo para a sequência {f(xk)} que é convergente. Além disso,

propor uma busca para acelerar a convergência dessa sequência tal como: dada

f(x) = g(x) − h(x) tomando {ck} uma sequência auxiliar, α > 0, 0 < β < 1,

wk ∈ ∂h(xk), zk := expxk(ckw
k),

yk := arg min
x∈M
{g(x) +

1

2ck
d2(x, zk)}

e dk := exp−1
xk
yk. Enquanto f(expyk ckd

k) > f(yk)− αck||dk||2, faça ck = βck.

Tome xk+1 := expyk ckd
k. Portanto, devemos ter

f(xk+1) ≤ f(yk)− αc||dk||2.

Isso acelera a convergência da sequência {f(xk)} comparada com a gerada pelo

Algoritmo 3.1 que coincide com {f(yk)} acima.

• Na aplicação tanto do Algoritmo 5.1 quanto do Algoritmo 5.2 em grupos

dinâmicos, o custo C(x, y) ∈ Rm
+ de estar apto a mudar de x para y é dado por
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C(x, y) = ‖y − x‖2 ε. Nesse caso, o custo de estar apto a mudar de x para y e o

custo de estar apto a mudar de y para x são iguais, ou seja, C(x, y) = C(y, x).

No caso mais realista, temos que C(x, y) pode ser diferente de C(y, x) e o custo

C(x, x) ∈ Rm
+ de estar apto a repetir a ação x pode ser diferente do vetor zero.

Portanto, uma versão dos Algoritmo 5.1 e 5.2 em que C(x, y) = q2(x, y)ε,

onde q(·, ·) é uma quase distância é mais realista para aplicações em Teoria

Comportamental.
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[11] BAČÁK, M., BORWEIN, J.M., “On difference convexity of locally Lipschitz

functions”, Optimization, v. 60(8-9), pp. 961–978, 2011.
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