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A minha esposa Lara.

““But this is touching, Severus,
satd Dumbledore seriously.
—Have you grown to care for the
boy, after all?

—For him? shouted Snape.
—FExpecto Patronum!

From the tip of his wand burst
the silver doe. She landed on the
office floor, bounded once across
the office, and soared out of the
window. Dumbledore watched her
fly away, and as her silvery glow
faded he turned back to Snape,
and his eyes were full of tears.
~After all this time?

-Always, said Snape.”

J.K. Rowling, Harry Potter and
the Deathly Hallows, 2007.
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Apresentamos extensoes para variedades de Hadamard do método do ponto pro-
ximal para diferenca de fungoes convexas e do método de maxima descida para
fungoes continuamente diferencidaveis que satisfazem a propriedade de Kurdyka-
Lojasiewicz. Usando o método de méxima descida propomos um algoritmo para
calcular o centro de massa Riemanniano de um conjunto de dados em variedades
de Hadamard. Também apresentamos um método linearizado proximal generalizado
para diferenca de fungoes convexas que usa uma quase distancia como regularizacao.
Usando a propriedade de Kurdyka-Lojasiewicz provamos a convergéncia global da
sequéncia. Como aplicacdo, usando a abordagem “variational rationality” (VR) apre-
sentamos uma nova versao, dinamica, do problema de producao étimo de uma com-
panhia. Finalmente, propomos uma nova abordagem de convergéncia do método
do ponto proximal em otimizacao multiobjetivo que amplia a aplicacao do método
para fungoes vetoriais localmente Lipschitz. Como aplicagao estudamos o famoso

problema de compromisso usando a abordagem (VR) de comportamento humano.
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We present extensions to Hadamard manifolds of the proximal point method
for difference of convex functions and the steepest descent method for continuously
differentiable functions which satisfy the Kurdyka-Lojasiewicz property. Using the
steepest descent method, we propose an algorithm for computing the Riemannian
center of mass of a set of data points on Hadamard manifolds. We also present
a generalized proximal linearized method for difference of convex functions which
uses a quasi distance as regularization. Using the Kurdyka-Lojasiewicz property,
we prove the global convergence of the sequence. As an application, by using the
variational rationality (VR) approach, we give a new dynamic version of the optimal
size of firm problem. Finally, we propose a new approach for convergence of the
proximal point method in multiobjective optimization extending its application for
vector-valued locally Lipschitz functions. As an application, we study the famous

compromise problem using the (VR) approach of human behavioral.
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Capitulo 1

Introducao

Existe um amplo campo de estudo em otimizagao que consiste em estender métodos
ja existentes para contextos mais gerais. Neste trabalho, estendemos dois métodos
classicos de otimizacao para trés cenarios diferentes e, além disso, apresentamos al-
gumas aplicacoes desses métodos em diferentes problemas. Os algoritmos estudados
serao o método de méxima descida (MMD) (ou método do gradiente) e o método do
ponto proximal (MPP). Tais métodos serao estendidos para os seguintes contextos:
otimizagao em variedade de Riemann, algoritmos com regularizagoes “like-distance’e
otimizacao multiobjetivo.

As justificativas para tais extensoes sao tanto tedricas como do ponto de vista
de aplicacoes. Por exemplo, problemas de otimizacao restritos podem ser conside-
rados como irrestritos do ponto de vista da geometria Riemanniana e problemas
nao convexos no sentido classico podem tornar-se convexos através da introducao
de uma métrica Riemanniana apropriada; veja [45]. Métodos proximais que usam
uma quase distancia (veja definigdo no Capitulo 4) como regularizacao ao invés da
distancia Euclideana sao mais apropriados para aplicagoes, por exemplo em Teo-
ria de Comportamento usando a abordagem (VR), onde o custo para estar apto a
mudar de uma posicao atual para outra posicao e o custo para estar apto a per-
manecer na posicao atual nao necessariamente sao simétricos e iguais a zero, res-
pectivamente; veja por exemplo [26, 27, 101]. Otimizagao multiobjetivo tem como
campo de aplicagoes, por exemplo a engenharia (especialmente otimizacao “truss”,
“design”, exploracao espacial), estatistica, ciéncia de gestao, etc.; veja [59] e suas
referéncias.

Uma das extensoes consiste em propor versoes do MMD e MPP em variedades
de Hadamard para diferentes classes de fungoes nao convexas. Resultados de con-
vergéncia global para o MMD em variedades de Riemann foram estudados em Cruz
Neto et al.[43], em particular, para o caso em que a fungao objetivo é convexa (con-
tinuamente diferencidvel) e por Papa Quiroz et al.[107] para o caso quase convexo,

ambos no contexto das variedades de Riemann com curvatura nao-negativa. Sem



hipdteses na curvatura da variedade, apenas resultados parciais de convergéncia fo-
ram obtidos em [43]. Estudaremos a convergéncia global do MMD em variedades de
Hadamard (que possui curvatura nao positiva) para fungoes, nao necessariamente
convexas, que satisfazem a propriedade de Kurdyka-Lojasiewicz. Ainda no cenério
das variedades de Hadamard iremos propor uma extensao de um MPP para uma
classe de funcoes que contém as funcoes convexas. Tais fungoes, conhecidas como
fungoes DC, sao as fungoes que podem ser escritas como a diferenca de duas fungoes
convexas. Nesse caso, 0 MPP proposto em Ferreira e Oliveira [54] se torna um caso
particular.

Outro tipo de extensao proposta diz respeito somente ao MPP. O método do
ponto proximal para resolver um problema de minimizacao foi introduzido na li-
teratura de otimizagao por Martinet [98] e popularizado por Rockafellar [112]. A
ideia do método é, a partir de um ponto inicial dado, gerar uma sequéncia de pontos
que sdo minimos da fungao objetivo acrescida de uma regularizagao (quadrado da
funcao distancia). Diversos autores tem proposto variagbes desse método substi-
tuindo a funcao distancia na regularizacao por aplicacoes que nao satisfazem todos
os axiomas da funcgao distdncia mas preservam algumas de suas boas propriedades
tais como continuidade, coercividade, etc.. Essas variacoes sao conhecidas como
MPP generalizados e tem diversas aplicagoes em diferentes dreas; veja por exemplo
[26, 27, 35, 41, 51, 101, 106]. Iremos propor uma versao do MPP para fungoes DC
com uma regularizacao via uma quase distancia. O algoritmo proposto generaliza o
método analisado por Sun et al. [126].

O terceiro tipo de extensao diz respeito a propor versoes de métodos de oti-
mizagao escalar, ou seja, quando a imagem da fungao objetivo assume valores reais,
para fungoes que assumem valores vetoriais. Esse campo de estudo é conhecido como
otimizacao vetorial ou, em um caso particular, otimizagado multiobjetivo. O estudo
do MPP para otimizacao vetorial ou multiobjetivo nao tem obtido muitos avancos
além de funcbes quase convexas nos ultimos anos. Iremos propor uma nova abor-
dagem para convergéncia do MPP para fungoes vetoriais que recupera, no contexto
multiobjetivo de dimenséao finita, os resultados existentes para os casos convexos
(Bonnel et al. [33]) e quase convexos (Apolinario et al. [7] e Bento et al. [21]), e além
disso, nos permite estender a aplicacao do MPP para funcoes vetoriais localmente
Lipschitz.

Finalmente, estudaremos diferentes aplicacoes do método do ponto proximal
para resolver problemas de teoria de comportamento. A saber, iremos considerar,
usando uma abordagem dindmica, o problema estdtico de tamanho de producao
em duas versoes: na primeira consideraremos o caso unidimensional e na segunda
abordaremos o mesmo problema sob a perspectiva de grupos dinamicos cooperativos.

Ainda como aplicacao do MPP iremos estudar o famoso problema de compromisso,



onde um grupo de agentes tenta minimizar a distancia entre suas posicoes atuais
e o ponto ideal para o grupo. O campo de aplicagdes desses problemas sao varios,
tais como Teoria de Localizacao, Teoria de Utilidade, Teoria de Consumidor, Teoria
de Tomada de Decisao, Psicologia e Ciéncias de Comportamento; veja [62, 63, 85,
86, 104, 105]. Uma aplicagio do MMD em variedades de Hadamard também é
apresentada. Usaremos o MMD para calcular o centro de massa Riemanniano de
um conjunto de dados. Esse problema tem diversas aplicagao tais como andlise
estatistica de formas, imagens, redes sensoriais, visao computacional e véarias outras
aplicagbes que usam analise de dados; veja [4, 5, 12] e suas referéncias.

A organizacao deste trabalho é da seguinte forma. No capitulo 2 apresentamos
alguns conceitos e resultados preliminares de otimizagao escalar e vetorial, teoria de
fungoes DC, notagao e principais ferramentas de otimizacao em variedades de Rie-
mann. No capitulo 3 estudamos o MMD e o MPP em variedades de Hadamard para
duas classes diferentes de fungdes nao convexas. Na primeira parte, uma primeira
extensao do MPP para fungoes DC em variedades de Hadamard é proposto. Um sim-
ples experimento numeérico do algoritmo, em uma variedade de curvatura constante
é proposto, bem como uma aplicacao do método para resolver um problema de maxi-
mizagao com restricoes convexas. Na segunda parte, a convergéncia global do MMD
para funcbes nao convexas que satisfazem a propriedade de Kurdyka-Lojasiewic é
proposta para variedades de Hadamard. Como aplicagdo do método propomos um
algoritmo para encontrar o centro de massa Riemanniano de um conjunto de dados.
No capitulo 4, um MPP generalizado usando uma quase distancia como regularizacao
é proposto para encontrar um ponto critico de uma funcao DC. Uma aplicacao de
MPP para fungoes DC é dada para produzir uma nova demonstracao da convergéncia
linear do MPP cldssico proposto em [112] para fun¢oes fortemente convexas. Ainda
usando o MPP generalizado apresentamos uma nova versao (dinamica) do problema
de produgao étimo de uma companhia usando a recente abordagem “Variational
Rationality” (VR) de Soubeyran [117-119]. No capitulo 5 propomos uma nova abor-
dagem para convergéncia do MPP para otimizagao multiobjetivo que nos permite
estudar tal método no contexto das fungdes DC multiobjetivo e, mais geral, fun¢oes
vetoriais localmente Lipschitz. Como aplicagao discutimos uma versao dinamica do
famoso problema de compromisso usando a abordagem (VR) de comportamento hu-

mano. Finalmente, a conclusao e os trabalhos futuros sdo apresentados no capitulo
6.



Capitulo 2
Preliminares

Nesse capitulo apresentaremos alguns conceitos e as principais propriedades ne-
cessarias para compreender os resultados obtidos nos préximos capitulos, bem como

referéncias para maiores informagcoes e demonstragoes dos resultados exibidos.

2.1 Conceitos e resultados de otimizacao

Funcoes escalares

Dada uma fungao f : R® — RU{+4o00} denotaremos o dominio de f como dom (f) =
{r € R" : f(z) # +o0}. Dizemos que f é prdpria se dom (f) # (. A funcao f
é dita semicontinua inferiormente (resp. superiormente) em um ponto z € R", se

para qualquer sequéncia {¥} em R", tem-se

f(z) < lliminff(xk) (resp. limsup f(z%) < f(x)).

—rtoo k——+o0

Dizemos que f é uma fun¢ao convera, se para todo x,y € R" e X € [0, 1], temos

fOz+ (1 =XNy) <Af(z)+ (1= N)f(y).

Quando a desigualdade acima é estrita dizemos que f é estritamente convexa. Por

outro lado, se existe m > 0 tal que
Oz + (1= Ny) < Af(2) + (1 =N f(y) —mA1 = N)||lz =yl

para todo z,y € R", entdao dizemos que f é fortemente convera com constante m.
Quando

fQz+ (1= Ay) <max{f(z), f(y)}

dizemos que f é quase convexa.



A seguir apresentamos algumas defini¢oes de subdiferencial de uma funcao em

um ponto:

1. O subdiferencial de Fenchel-Moreau de f em z, denotado por df(x), é definido

da seguinte forma:

af(z) = fveR" : fly) > f(x) +(v,y —x), VyecR"} sercdom(f);
0,se x ¢ dom(f).
2. O subdiferencial de Fréchet de f em x, denotado por Jpf(x), é definido da

seguinte forma:

{veR" : liminf —f(y)ff‘fxf(”’y*w) > 0},se z € dom(f);
y—a z—y||
aFf(I) = y#z
0,se x ¢ dom(f).

3. O subdiferencial de Mordukhovich (ou limite) de f em z, denotado por 9y f (),

¢ definido da seguinte forma:

O, f(x) = {fveR™ : b = a, f(a*) — f(x), v* € Opf(2¥) — v},se x € dom(f);
P 0,se x ¢ dom(f).

Se f é uma fun¢ao prépria, semicontinua inferiormente e convexa em = € dom(f),
entao Of (z) = O f(x) # 0.

Dado um conjunto convexo C' C R" e x € C' denotamos o cone normal de C
em x por Neg(z) ={w € R" : (w,y—z) <0, Vye C}. Sex ¢ C dizemos que
Ne(x) = 0.

A fungao indicadora de um conjunto 2 C R™ denotada por dg : R” — RU{+o00}

Sa() 0, se ze€
xTr) =
? +oo, se x ¢ Q.

¢é definida como

Assim, temos que, quando 2 é um conjunto convexo e fechado, temos que dg(-) é
semicontinua inferiormente e convexa. Além disso, 0dq(x) = Ng(z).

Dado um conjunto C' C R™ néo vazio consideramos a fun¢do distancia ao con-
gunto C' d : R™ — R dada por d¢(x) := inf{||lx — ¢|| : c€ C}.

Dizemos que f : R™ — R é uma funcao Lipschitz continua com constante L, se

existe L > 0 tal que para todo x,y € R", vale

|f(x) = f(y)| < L|z —yll.

Quando a propriedade acima é valida em uma vizinhanca U de um ponto & € R”



dizemos que f é localmente Lipschitz em . Quando f é localmente Lipschitz em
todos os pontos dizemos apenas que f é localmente Lipschitz.

Seja f : R® — R uma funcao localmente Lipschitz em x € R™ e d € R" uma
diregdo. A derivada direcional de Clarke de f em x na direcdo de d, denotada por

f°(x,d), é definida da seguinte forma

f°(z,d) := limsup fly +td) - f(y)

Yy—T t
t}0

Com isso, definimos o subdiferencial de Clarke de f em z, denotado por Jd¢ f(z), da

seguinte forma
dof(x) ={weR" : (w,d) < f°(x,d), VdeR"}.

A seguir, apresentamos alguns resultados cldssicos de otimizacao.

Proposicao 2.1.1 Seja f: R — RU{+o0} ex um ponto tal que f € finito. Entdo
os subdiferenciais O f(x) e O f(x) sao fechados, com Of f(x) convexo e Op f(x) C

oLf(x).

Demonstragao: Veja [113, Theorem 8.6]. n

Proposicao 2.1.2 Se uma fungio pripria f : R" — R U {+oo} tem um ponto
de minimo local em x, entao 0 € Opf(x) e 0 € Jpf(x). Se f € convexa, essas
condicdes sao necessdrias e suficientes para um ponto ser minimo global. Além
disso, se [ = f1 + fa com fy continuamente diferencidvel, a condi¢ao 0 € Op f(x)

assume a forma —V fo(x) € Orf1(x).
Demonstragao: Veja [113, Theorem 10.1]. ]

Proposicao 2.1.3 Se f; € localmente Lipschitz em x, fy € semicontinua inferior-

mente com fa(x) finito, entdo
IL(fi+ fo)(z) COLfi(z) + O fa(z).
Demonstragao: Veja [113, pagina 431]. n
Proposigao 2.1.4 Sejam f1, fo : R" — R Lipschitz continuas em x, entdo
Ir(fi-fo)(x) C folz)OL fi(x) + f1(2)0L fo(z).

Demonstragao: Veja [100, Theorem 7.1]. "



Proposicao 2.1.5 Sejam fi, fo : R — R U {+o00} semicontinuas inferiormente,
com uma delas Lipschitz continua em x € dom(f1) N dom(fs). Entdo, para todo
6>0e~v>0, temos

Or(fi + fo)(z) € A+~B(0,1),

onde A =U{0pf1(x1) + Opfo(x2) : x; € B(x,0), |fi(z:) — fi(x)| <0, i =1,2}.

Demonstragao: Veja [100, Proposition 2.7]. ]

Dizemos que uma aplicacao ponto-conjunto S : R" = R™ é localmente limitada
em um ponto z € R, se para alguma vizinhanca V' € N (z) o conjunto S(V) C R™
é limitada, onde N (x) é o conjunto de todas as vizinhangas de z. Uma aplicagao é

dita localmente limitada (em R™) se essa condigao for verificada para todo = € R™.

Proposigao 2.1.6 Uma aplicacao S : R™ = R™ € localmente limitada se, e somente
se, S(B) € limitado para todo conjunto limitado B. Isso é equivalente a propriedade:
quaisquer sequéncias {x*} e {v*} tais que v* € S(2*) e {2*} € limitada, entdo {v*}

€ limitada.

Demonstragao: Veja [113, Proposition 5.15]. ]

Uma funcao f : R" — RU {400} é localmente semicontinua inferior em &, um
ponto onde f (&) é finito, se existe € > 0 tal que os conjuntos da forma {z € B(z,€) :
f(z) < a}, com a < f(Z) + ¢, sdo fechados. A local semicontinuidade de f em &
pode ser interpretada como a propriedade local do epigrafo de f em (z, f(z)) ser
fechado.

Proposi¢ao 2.1.7 Suponha que f : R™ — R U {400} localmente semicontinua

inferior em x com f(x) finito. Entao as sequintes afirmagdes sao equivalentes:
1. f € localmente Lipschitz em x;
2. a aplicagao Opf : x — Or f(x) € localmente limitada em x;
3. a aplicacao O f : x> O f(x) € localmente limitada em x;

Além disso, quando uma dessas condigoes se verificam, temos que Orf(x) € nao

vazio e compacto.
Demonstragao: Veja [113, Theorem 9.13]. "

Funcgoes multiobjetivos

A seguir exibimos alguns conceitos e resultados de otimizagao multiobjetivo. Maiores

detalhes e demonstragoes podem ser encontradas, por exemplo, em [94].



No espaco Euclideano m-dimensional R™, a ordem parcial “ <7 em R™ induzida
pelo cone Pareto R é dado por y < z (ou z = y) se, e somente se, z —y € R} com
m

sua relagao associada “ < 7 dada por y < z (ou z = y) se, e somente se, z—y € R, ,

onde
RY :={zeR™ : 2; >0, je€Z}, RP, ={zeR" : 2;>0, jel},

eZ:={1,...,m}.

Dada uma fungao vetorial F' := (fi,..., fmm) : R* — R™, um ponto z* € R" é
chamado de solucdo Pareto ou Pareto eficiente de F, se nao existe x € R™ tal que
F(z) X F(z*) e F(z) # F(x*), ou seja, nao existe x € R” tal que f;(x) < fi(z*),
para todo i = 1,...,m e fi,(x) < fi,(z*), para pelo menos um iz € {1,...,m}.
Dizemos que z* € R" é solucao Pareto fraca ou Pareto eficiente fraca de F', se nao
existe z € R” tal que F(z) < F(z*), isto ¢, ndo existe z € R" tal que fi(z) < fi(z*),
para todo ¢ = 1,...,m. Denotaremos o problema de encontrar os pontos Pareto

fracos de F' e conjunto dos pontos Pareto fracos de F', respectivamente por
min, F(x) e argmin,F(x).

Um ponto z € R™ é chamado de Pareto critico de F se existir uma fungdo compo-
nente f; de F' em que a derivada direcional de Clarke de f; em x na diregao de y —x
é nao negativa, para todo y € R", com ¢ € Z. Esse conceito generaliza o de Pareto
critico para fungdes multiobjetivo diferencidveis dado por:

“um ponto z € R™ é um ponto Pareto critico de F', se
Im(JF(2)) N (~R7,) =0,

onde

JF(z) = (VAi(x), ..., V()"

é uma matriz m X n que denota o Jacobiano de F' em x € R" e Im(JF'(x)) denota

a imagem do Jacobiano de F' no ponto x € R" dada por
Im(JF(2)) :={JF(z)v=((Vfi(x),v),....,(Vfn(z),v)) :v e R"}

Esse ltimo conceito por sua vez generaliza, para otimizacao multiobjetivo, o con-
ceito de ponto critico escalar “gradiente igual a zero”.
Dizemos que uma funcéo vetorial F' : R" — R™ é R -conveza (resp. R7'-quase

conveza) se, para todo z,y € R" e A € [0,1]

FAz+(1-Ny) S AF(z)+(1-X\)F(y) (resp. F(Axz+(1-\)y) = max{F(z), F(y)}).



Note que o conceito de aplicagao R7-convexa (resp. R7’-quase convexa) é equivalente

a convexidade (resp. quase convexidade) componente a componente.

Fejér convergéncia

Dizemos que uma sequéncia {y*} é Fejér convergente a um conjunto nao vazio
U C R" se, para todo k € N,

k+1

" =yl < |ly* —yll, VyeU.

O seguinte resultado é classico e sua prova pode ser encontrada, por exemplo em
[115, Teorema 2.7].

Proposigao 2.1.8 Seja U C R™ um conjunto nao vazio e {y*} uma sequéncia Fejér
convergente a U. Entao, {y*} € limitada. Além disso, se um ponto de acumulagdo

y de {y*} pertence a U, entdo {y*} converge para y.

2.2 Diferenca de fungoes convexas (DC)

Nesta secao apresentaremos alguns conceitos e resultados basicos de uma classe es-
pecial de fungbes, ndo necessariamente convexa, que é a classe das func¢es que sao
escritas como a diferenga de duas fungoes convexas, ou fungoes DC, definidas no
R™. Mais precisamente, f : R” — R U {400} é uma fun¢io DC quando existem
g,h : R" — R U {+oo} fungdes convexas tal que f(z) = g(x) — h(z), Vo € R™.
Denotaremos por I'y(R™) o cone das fungdes préprias, semicontinua inferiormente
e convexas definidas no R™ e o espaco vetorial das fungdes DC serd denotado por
DC(R™). Como g e h podem assumir o valor +o00, naturalmente tem-se conven-
cionado que +o0o — (+00) = 4o0. O espago das fungdes DC é o menor espago
vetorial que contém todas as fungbes convexas e continuas definidas em um de-
terminado conjunto; veja [11]. Também temos que DC(R™) contém o espago C'!
das fungoes diferenciaveis cujo gradiente é localmente Lipschitz e os espacgos das
fungoes lower-C?; veja [64, Teorema 2.4]. Por simplicidade, optamos por apresentar
os resultados no espaco R", mas resultados envolvendo diferenca de fungoes conve-
xas (ou concavas) ja foram estudados em contextos mais gerais, como por exemplo
espagos de Hilbert ou Banach, veja [11] e suas referéncias, e espacos de Alexandrov
de dimensao finita com curvatura limitada inferiormente, veja [6, 110].
Denotaremos um problema de otimizacao DC' da seguinte forma:

min f(z), (2.1)

TzeR”™
onde f € DC(R™), ou seja, f(x) = g(x) — h(x), com g, h € T'x(R™).
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Os exemplos a seguir podem ser encontrados em [72].

Exemplo 2.2.1 Seja A € R™™™ uma matriz simétrica e considere @ : R* — R dada
por
1
Qz) = 3
Obviamente, Q) ¢ uma fun¢do DC em R™ e hd vdrias formas de encontrar matrizes
positivas semidefinidas AT e A™, tal que, A=At — A" e

(Az, ).

Qx) = %<A+SL‘,.’E> — %<A71‘,l’>.

Exemplo 2.2.2 Seja S C R™ um subconjunto nao vazio. Denotando por d% o

quadrado da distancia ao conjunto S, temos que para todo x € R™

dg(x) = [l = ([[2]]* — d§(x)).

Conforme dito em [72], a fung¢do h(z) = §||z||* — 3d%(z) € conveza qualquer que
seja S nao vazio. Portanto, a fun¢ao d% é uma fungao DC qualquer que seja S nao

vazio, porém d% é convera somente quando S € ndo vazio e convezo.

Exemplo 2.2.3 Seja A € R™"™ uma matriz simétrica positiva definida e Ay o0

maior autovalor de A. Assim, temos que

A
Y — max (Az, z),
2 lll<t

cuja reformulacdo dual é dada por

Portanto, calcular Ay pode ser wvisto como um problema de minimizacao de uma
funcdao DC.

Seja f € DC(R™), entao existem fungoes convexas g, h : R" — R tal que f(x) =
g(x) — h(x). Com isso, algumas propriedades de f sao herdadas das fungoes g e
h. Assim, temos, por exemplo, que f é localmente Lipschitz em R”. Com isso, a
derivada direcional de f, d — f'(x,d), existe e f'(z,d) = ¢'(x,d) — h/(z,d), para
todo z,d € R". Além disso, temos que Jcf(x) = dg(x) — Oh(z), para todo x;
veja [11]. Porém, diferentemente de fungoes convexas, o subdiferencial d¢ f(x) nao
necessariamente se reduz a {V f(z)} quando f é diferencidavel em = € R™, conforme
[11, Exemplo 5.3]. No caso das fung¢oes DC, temos que Jcf(x) se reduz quase
sempre a {V f(x)} quando f é diferenciavel; veja [11]. Uma outra propriedade que

as fungbes convexas tem e nao é valido para as fun¢ées DC é que o limite de fungdes
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DC nao necessariamente é uma fungao DC, conforme exemplo abaixo. Porém, sabe-
se que toda funcao continua definida em um conjunto convexo e compacto C' é limite

uniforme de uma sequéncia de fungoes DC; veja [11, Proposigao 2.2].

-----

Exemplo 2.2.4 Sejam f, : R — R dadas por f,(x) = ming_y_.{|z — £|}. Para

n €N, f, € uma funcao DC, mas f =lim,,_,, f, nao é uma funcao DC.

O exemplo acima também serve para mostrar que o infimo (e o supremo) de
uma familia infinita de fun¢des DC nao é necessariamente uma fungao DC; veja
[72]. As fungoes DC também gozam de algumas propriedades que nao sao validas
para fungoes convexas. Por exemplo, uma fungao por ser uma funcao DC ao longo
de uma reta (ou seja, t — f(a+t(b—a)) ¢ uma funcao DC, para todo a,b € R) sem
ser uma fungao DC em todo R™; veja [72]. Dizemos que uma funcdo é localmente
DC em R" se, para todo 2° € R™, existir uma vizinhanca convexa V de 2°, funcoes

convexas gy e hy, tais que, f(z) = gy(x) — hy(x), para todo x € V.

Teorema 2.2.1 (Hartman) Toda fun¢ao localmente DC em R™ € globalmente DC

em R".

Demonstragao: Veja [71]. n
Como consequéncia do teorema acima, temos que toda funcao de classe C? é
uma fungao DC. Algumas propriedades de fungbes convexas também sao vélidas

para fungdes DC, conforme proposicao abaixo.
Proposicao 2.2.1 Sejam f; € DC(R™), i =1,...,m. Temos que:

1. f(x) = Z/\ifi(fb), Ai € R, é uma fungio DC;
i=1

2. f(x) = H fi(z) € uma fun¢ao DC;
i=1

3. f(x) = max f;j(x) € uma funcao DC;

1<i<m

4. f(x) = min f;(x) é uma fungio DC;

1<i<m

5. Se f € uma funcao DC e g uma funcdo convexa, entdo f o g € uma funcdo
DC.

Demonstragao: Veja [64]. n
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2.3 Variedades Riemannianas

Nesta secao iremos introduzir algumas notagoes e propriedades fundamentais em
variedades Riemannianas. Esses fatos basicos serao apresentados sem demonstragoes
e podem ser encontrados em qualquer livro de Geometria Riemanniana, por exemplo
[38], [114].

2.3.1 Variedades diferenciaveis

Seja M uma variedade diferenciavel e conexa m—dimensional. O espaco tangente a
M em p, m—dimensional, serd denotado por T,M ¢ o TM = U,cn/T,M denota o
fibrado tangente de M. Um campo de vetores X em M é uma aplicacao X : M —
TM que associa a cada p € M um X, € T,M. Denotaremos por X*(M) o espago
de campos de vetores em M de classe C*, para k > 0. Se k = oo, denotaremos
por X'(M). Neste trabalho, somente consideraremos variedades conexas. Assim, a

partir de agora omitiremos o termo conexa sem que haja risco de confusao.

2.3.2 Meétrica Riemanniana

Seja M uma variedade diferencidavel m—dimensional. Para cada ponto p € M
denotaremos por g uma métrica Riemanniana de M. Assim, para cada p € M,
a métrica Riemanniana determinard um produto interno no espaco tangente 1,M,
(u,v), == g(u,v), com u,v € T,M, que varia diferencialmente com p. Quando nao
houver risco de confusao omitiremos o indece p do produto interno. Uma variedade
com uma métrica Riemanniana serd chamada de variedade Riemanniana. Definimos
a norma de um vetor u € T, M como ||ul| := (u, u)'/2.

Sejam M uma variedade Riemanniana e f : M — R uma funcao de classe C*.

Definimos o gradiente de f como o tinico campo grad f € X°(M) dado por

(grad f,,v) = df,.v,

para cada p € M e v € T,M, onde df representa o diferencial de f.
Seja ¢ : [a,b] — M uma curva C* por partes ligando os pontos p e ¢ em M, ou

seja, c¢(a) = p e c(b) = q. O comprimento da curva ¢, denotado por L(c), é dado por

L) = [

e o comprimento de arco de ¢, denotado por s(t), é dado por
t
)= [ ¢
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onde [|c(t)]| = ((%,4))1/2. Dados p,q € M, denotaremos por Cp, 0 conjunto de
todas as curvas C'* por partes ligando os pontos p e q.
Assim, se M é uma variedade Riemanniana e p,q € M, a distancia Riemanniana

de p a ¢, denotada por d(p, q) é dada por
d(p,q) = inf L(c).

A funcio distancia d : M x M — R acima é continua e induz a topologia original

em M. O conjunto B(p,r) = {q € M;d(p,q) < r} é chamado de bola métrica de

centro p € M e raio 7 > 0 e seu fecho é dado por B(p,r) = {q € M;d(p,q) < r}.
Dados M e N variedades Riemannianas, um difeomorfismo ¢ : M — N de classe

C* é chamado de isometria se

(u, 0)p = (dp(w), dpp(v)) o),

onde pe M e u,v € T,M.

2.3.3 Conexao Riemanniana

Seja M uma variedade Riemanniana. Denotaremos por V a conzecao de Levi-Civita
de M e por Vy X a derivada covariante de X por Y, com X € X'(M)eY € X°(M).
Observe que (VyX), depende somente de Y, e do valor de X ao longo de uma curva
em M tangente a X,,. Assim, denotaremos este vetor apenas como Vy, X.

Considere uma curva ¢ : [a,b] — M de classe C* e X : [a,b] — T'M um campo
de classe C" (r > 1) ao longo da curva c, ou seja, X(t) = X(c(t)) € TepyM. A
derivada covariante de X ao longo de ¢ serd denotada por %—f = Vo X. Um campo
X ao longo de c é dito paralelo, se % = V.X = 0. O transporte paralelo ao longo
de uma curva c serd denotado P(c)%, ou simplesmente P,,, quando c(a) = p, ¢(b) = q
e estiver claro que se trata da curva c.

Seja M uma variedade Riemanniana e X € X1(M). O diferencial do campo X
é o operador linear Ay : X°(M) — X°(M) dado por Ax(Y) = Vy X, e para cada
ponto p € M, temos definida uma aplicagao linear Ax(p) : T,M — T,M

v Ax(p).v =V, X.

Em particular, se X = grad f, onde f : M — R ¢ uma funcao de classe C?, entao

Ax(p) = Hess f, ¢ a hessiana de f em p.
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2.3.4 Geodésicas e aplicacao exponencial

Uma curva v : I — M é chamada de geodésica quando

sz(t)’y'(t) =0,vtel CR

Dy'(t)
dt

Segue da defini¢ao que, se v é geodésica, entao ||y (t)|| é constante, ou seja, v tem

Denotaremos " (t) = , assim ~y é geodésica, se 7"(t) = 0, para todo t € I.
velocidade constante. Logo, o comprimento de arco de «v a partir de um ponto inicial
to é dado por s(t) = ||v'(¥)||(t — to). Se ||/ (t)|| = 1 dizemos que ~ é parametrizada
pelo comprimento de arco ou normalizada. A equagao que define uma geodésica é
uma equagcao diferencial ordinaria nao linear de segunda ordem, entdo uma geodésica
~ € determinada por sua posicao p e sua velocidade v em p. Quando for conveniente,
denotaremos tal geodésica simplesmente por v,. A restricdo de uma geodésica a
um intervalo fechado e limitado é chamado de segmento geodésico e denotaremos o
conjunto de todos os segmentos geodésicos ligando dois pontos p e g por I',;. Um
segmento geodésico ligando p a g em M é dito minimal se seu comprimento é igual
a d(p,q). Nesse caso, a geodésica é chamada de geodésica minimizante.

Variedades Riemannianas cujas geodésicas estao definidas para todo t € R, ou
seja, I = R sao chamadas de variedades Riemannianas completas. Assim, prova-se

que para todo a € R, com a > 0 a igualdade

Yau(t) = vo(at), (2.2)

é satisfeita para todo t € R. Neste trabalho iremos considerar apenas variedades
Riemannianas completas.
Em uma variedade Riemanniana completa M, para cada p € M, a aplicacdo

ezponencial em p, exp,, : T,M — M ¢ denida por

exp, v = 7y(1),

onde 7, ¢ uma geodésica em M tal que 7, (0) = p. Segue de (2.2) que v, (t) = exp, tv.

A aplicagao exponencial é uma funcao de classe C* e um difeomorfismo numa
vizinhanga €2 da origem em T, M. O conjunto exp, {2 = Q é chamado uma vizinhanca
normal de p. Se Q é uma vizinhanga normal de cada um de seus pontos, entao
dizemos que Q é uma vizinhanga totalmente normal. Se B(0) = {v € T,M; ||v]| < ¢}
é tal que B(0) C ©, chamamos exp, B.(0) = B(p, €) a bola normal ou geodésica de

centro p e raio € > 0 que, nesse caso, coincide com a bola métrica.

Teorema 2.3.1 (Teorema de Hopf-Rinow) Seja M uma variedade Riemanni-

ana. As afirmacgoes a sequir sao equivalentes:
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1. Para cada ponto p € M, exp, estd definida em todo T),M, ou seja, M € uma

variedade Riemanniana completa.
2. (M,d) é um espago métrico completo, onde d € uma distancia Riemanniana.

3. Os subconjuntos limitados e fechados de M sao compactos.

Além disso, cada uma das afirmacées acima implica em:

4. Para cada dois pontos p,q € M existe um segmento geodésico 7y ligando p a q

com L(v) = d(p,q), ou seja, v € uma geodésica minimizante.

Demonstragao: Veja [38, Teorema 2.8] ou [114, Teorema 1.1]. n

Seja M uma variedade Riemanniana completa. Um triagngulo geodésico em M
formado pelos pontos pi,p2, ps € M, denotado por A(py, p2,ps), é o conjunto for-
mado pelos trés pontos py, ps e p3 chamados de vértices, e trés segmentos geodésicos
minimizantes ;41 ligando os pontos p;y1 a pite, i@ = 1,2,3(mod 3), chamados de

lados.

2.3.5 Curvatura e féormulas de variacao

O tensor curvatura R de uma variedade Riemanniana M ¢é dado por R(X,Y) =
VxVyZ =VyVxZ —VyxZ,onde X,Y,Z € X"(M), r > 2 e o colchete [X,Y] =
YX — XY. Assim, a curvatura seccional K(X,Y') segundo o espago gerado por X
e Y é definida por

(R(X, Y)Y, X)
KD = e - v
onde || X|]* = (X, X). Se, para cada par X,Y, K(X,Y) < 0 (respectivamente,
K(X,Y) > 0) entao dizemos que M é uma variedade Riemanniana de curvatura
nao positiva (respectivamente, nao negativa) e denotaremos apenas por K < 0
(respectivamente, K > 0).
Seja M uma variedade Riemanniana e v uma geodésica em M. Um campo J ao

longo de v é chamado campo de Jacobi se ele satisfaz a equagao
VV,V’Y/‘] + R(J7 7/)7/ = 07

onde R é o tensor curvatura de M.

Seja M uma variedade Riemanniana e 7y : [a,b] — M uma geodésica em M.
Uma varia¢ao de v é uma funcao « : [a,b] x (—€,€) — M de classe C™ tal que
a(t,0) = v(t). O campo de vetores ao longo de «y definido por V(t) = %(t,()) é
o campo variacional de . Se a variagao é tal que, para todo s, a curva «f.,s) é

uma geodésica, entao o campo J(t) = %%(¢, s) é um campo de Jacobi ao longo dessa
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geodésica. A formula de primeira variacao de arco sobre a familia de geodésicas
as : la,b] — M, dadas por ¢s(t) = «a(t, s), onde s € (—¢,€), é
d ~!

Fo) = goblelmn = Vo

Mo

e a formula de sequnda variagdo de arco é dada por

2

d
L'(y) = @L(Csﬂszo

1 ’ / ’ / ol
=t | UTVAE = KA VI = (V) + (97

Mas

! !

onde V+ =V —(V, H:W)ﬁ denota a componente normal de V' com relagao a «'.

2.3.6 Variedades de Hadamard

Uma variedade Riemanniana completa (e conexa), simplesmente conexa, com cur-
vatura K < 0 é chamada de variedade de Hadamard. O teorema a seguir garante
que uma variedade de Hadamard tem a mesma topologia e estrutura diferencidvel

dos espacos Euclidianos R"™.

Teorema 2.3.2 (Teorema de Cartan-Hadamard) Se M ¢é uma variedade de
Hadamard, entdo M € difeomorfa ao espaco Fuclidiano R™, n = dim M. Mais

precisamente, exp,, : T,M — M é um difeomorfismo de classe C* para cadap € M.

Demonstragao: Veja [38, Teorema 3.1 ou [114, Teorema 4.1]. n
Seja M uma variedade de Hadamard e ¢ € M. Pelo Teorema de Cartan-
Hadamard podemos definir a inversa da aplicagdo exponencial exp;l M =T, M e

obtém-se a seguinte relagao entre distancia Riemanniana e aplicacao exponencial

d(p,q) = || expy " pll. (2.3)

Sendo exp;1 uma aplicagao de classe C*, segue de (2.3) que a fungao d?(., ¢) também

¢ de classe C*. Além disso, foi provado em [54] que

1 _
grad §d2(p, q) = —exp, Lq. (2.4)

Além de propriedades topolégicas e diferenciaveis, algumas propriedades
geométricas similares as dos espacos FEuclidianos também sao obtidas em variedades

de Hadamard, como o teorema a seguir.

Teorema 2.3.3 (Lei dos cossenos) Seja M uma variedade de Hadamard e

A(x1, 9, x3) um triangulo geodésico. Denote por i1 : [0,li1] — M o segmento
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geodésico ligando ;11 a Tito € tome liy1 == L(Yit1), biv1 = Z£(7741(0), =i (L)), onde
i =1,2,3(mod 3). Entao

91 + 92 + 93 S ™, (25)
iy + o = 2ilivg cos iy <17, (2.6)
li+2 S li+1 COS 9i+2 + ll COS 91 (27)

Se tivermos K < 0 as desigualdades acima sao estritas.

Demonstracao: Os resultados acima sao consequéncias do Teorema de Toponogov.
Veja [114, Teorema 4.2]. "
Em termos da distancia e da aplicagdo exponencial, a inequagao (2.6) pode ser

reescrita como:
d*(Lig1, Tip2) + A (2ige, 25) — 2(exp, L, Tigr, exp,, @i) < d* (g, wi), (2.8)

pois <exp;:+2 Tiy1, exp;ii2 x;) = d(Tit1, Tiyo)d(x;, Tiva) COS O yo.

2.4 Otimizacao em variedades Riemannianas

2.4.1 Convexidade

Nesta secao apresentaremos alguns conceitos e resultados classicos da teoria de oti-
mizacao em variedades Riemannianas que serao utilizados no proximo capitulo com
bastante frequéncia. Os resultados apresentados e outros resultados de convexidade
em variedades Riemanniana podem ser encontrados, por exemplo, em [129]. A partir
de agora M sera sempre uma variedade de Hadamard. Muitos dos resultados a seguir
sdo validos para variedades Riemannianas, mas focaremos apenas nas variedades de
Hadamard.

Um subconjunto C' C M é dito convexo se, qualquer segmento geodésico com
pontos finais em C' estd contido em C, ou seja, se v : [a,b] — M é um segmento
geodésico tal que y(a) = p e v(b) = ¢, com p,q € C, entao y((1 — t)a + tb) € C,
para todo ¢ € [0, 1].

Seja f : M — R U {+o00}. Dizemos que f é prdpria, se f # 4+00. O dominio
de f é definido por dom(f) = {z € M : f(z) # +oo}. Seja C C M um conjunto
convexo. Dizemos que f é convexa em C' (respectivamente, estritamente convera)

se, para todo p,q € C e todo segmento geodésico v : [a,b] — M, ligando p e
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¢, a composi¢do f o~y : [a,b] — R é uma funcao real convexa (respectivamente,

estritamente convexa), ou seja,

fOy(@®) < (L= f(p) + 1/ (q), (2.9)

para todo p,q € C, t € [0,1] e v € [y, (resp. f(y(t)) < (1 —1)f(p) +tf(¢g)). Uma

relacdo equivalente a (2.9) é:

(foy)(te+ (1 —t)y) <t(foy) @)+ (1 —t)(fov)(y), (2.10)

para todo x,y € [a,b] e t € [0,1]. Uma prova da equivalencia entre (2.9) e (2.10)
pode ser encontrada em [129, pagina 61].

Dizemos que f é fortemente convexa se existir uma constante positiva m tal que

FO®) < (1= 0Fm) +tf(@) = SO0 1),
para todo p,q € M et € [0,1].

Proposicao 2.4.1 Seja A um conjunto aberto convero e f : A — R uma funcao
de classe C?. A fungdo f € convexa (resp. estritamente convera) em A se Hess f é

semidefinida positiva (resp. definida positiva) em A.

Demonstragao: Veja [129, pagina 82]. ]
Dizemos que uma funcao f: M — RU {400} é coerciva se f(x) — +oo sempre

que d(z,p) — +oo, para algum p € M.

Proposicao 2.4.2 Seja f: M — RU {400} uma fun¢ao coerciva, convexa e semi-

continua inferiormente. Entdo f tem um minimizador.
Demonstragao: Veja [12, Lema 2.3]. ]

2.4.2 Subdiferencial

Dado € > 0, o e—subdiferencial de uma funcao convexa f em x € dom(f) é definido

por
Of(x) ={ueT,M; f(y) > f(x)+ (u,exp, ' y) —¢, Yy € M}. (2.11)

Quando € = 0, denotaremos o subdiferencial exato de f em x € dom(f), dof(x),

por df (), ou seja,

0f(x) = {u€ T.M; f(y) = f(x) + (u,exp;'y), Vy € M}. (2.12)
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Segue direto da defini¢ao (2.11) que, se 0 < €1 < €, entao

0f(x) € 0e, f(2) C O, f(2).

Além disso, segue de (2.12) que, 0 € df(x) se, e somente se, z é ponto de minimo
de f.

O teorema a seguir sera importante para garantir a boa defini¢ao dos algoritmos
que serao apresentados no préoximo capitulo. Os resultados a seguir sao apresentados
para a versao exata do subdiferencial, mas também sao validos para e—subdiferencial

e a adaptacdo das provas sao simples.

Proposicao 2.4.3 Seja f: M — R uma funcao convexa. Entao, para todo x € M,

Of(x) € um conjunto nao vazio, convexo e compacto.

Demonstragao: Veja [129, Teoremas 4.5 e 4.6]. [
Uma caracterizacao do subdiferencial de uma fungao convexa f em um ponto
x € M também pode ser obtida através das derivadas direcionais de f. A derivada

direcional de f em x € M na direcao de v € T, M é definida por

F(2,0) = lim fO®) = f@) _,  fO@) — f(2) (2.13)

t—0+ t t>0 t ’

onde 7 : [=§,] = M é um segmento geodésico tal que v(0) =z e 7/(0) = v.

Proposicao 2.4.4 Sejam f : M — R uma fun¢ao convexa, x € M ev € T, M.
Assim, v € Of(x) se, e somente se, f'(x,w) > (v,w), para todo w € T, M.

Demonstragao: Veja [129, Teorema 4.8]. n
Dizemos que uma fungao f é semicontinua inferiormente (respectivamente, se-

k

micontinua superiormente) em x € dom(f), se ® — z implicar que f(z) <

liminfy o0 f(2") (respectivamente, limsup,_, ., . f(z*) < f(x)).

Proposicao 2.4.5 Seja f : M — R uma fung¢do convexa. FEntdo, a aplicagdo
f': TM — R ¢ conveza e semicontinua superiormente em T M, ou seja, se {(z*,v¥)}

converge para (x,v) € TM, entdo

limsup f'(a*, o) < f'(z,v).

k—4o00
Demonstragao: Veja [25, Proposicao 3.1]. n

Proposicao 2.4.6 Sejam f : M — R uma func¢do conveza, % — x, v¥ — v e

ex — 0, com z* x € M, v*, v e TM, ¢ >0, v* € 9., f(zF), para todo k > 0. Entdo

vedf(x).
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Demonstragao: O resultado segue diretamente de (2.11) usando as hipdteses do
teorema. ]
O resultado a seguir ainda é valido para e—subdiferencial e a prova é anédloga a

versao exata abaixo.

Proposicao 2.4.7 Sejam f : M — R uma fungdo conveza e {z*} C M uma
sequéncia limitada. Se a sequéncia {v*}y C TM ¢ tal que v* € df(x*) para cada

k € N, entdo {v*} também ¢ limitada.

Demonstragao: Veja [25, Proposicao 3.2]. ]
O proximo resultado também sera usado na boa defini¢ao dos algoritmos defini-

dos no capitulo seguinte.

Proposicao 2.4.8 Se f : M — R € uma funcao convexa, entao para todo x € M e

A > 0, existe um unico ponto, denotado por py(x), tal que

Fa(a)) + 5 (o), 7) = ()

caracterizado por )\(exp;;(z) z) € Of (pa(x)), onde fr(x) = infyenm{f(y) +Ad*(z,y)}.

Demonstragao: Veja [54, Lema 4.2]. n
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Capitulo 3

Métodos de descida em variedades

de Riemann

Neste capitulo estudaremos dois tipos de métodos de descida para resolver um pro-
blema de minimizacao irrestrito em variedades de Hadamard: o Método de Maxima
Descida (MMD), também conhecido como método do gradiente, e o Método do Ponto
Proximal (MPP). Durante as tltimas décadas problemas de otimizagao em varieda-
des Riemannianas se tornaram bastante populares e varios métodos tem sido esten-
didos para esse contexto para resolver diferentes tipos de problemas, por exemplo
problemas de minimizagao usando o método do gradiente [43, 44, 107, 116], método
do subgradiente [53, 70], método de Newton [3, 50, 55, 87, 116], método do ponto pro-
ximal [20, 22, 23, 47, 54, 107, 134]; problemas de viabilidade convexa [25, 135, 136];
problemas envolvendo campos vetoriais [45, 88, 91, 133]; problemas de desigualdade
variacional [90, 92, 103]; problemas de otimizagao multiobjetivo [19, 24]; problemas
de regido de confianga [1, 14]; problemas de equilibrio [46, 48, 77, 78]; ferramentas
de anédlise convexa [89, 129], além de diversas aplica¢oes que podem ser encontradas
nas referéncias dos trabalhos citados acima.

E consenso que a primeira adaptacao de problemas de otimizagao para varieda-
des Riemannianas foi feita por Luenberger [95]. Em 1972, Luenberger estabeleceu
resultados de convergéncia do método do gradiente projetado no espago formado
pela imagem inversa de valores regulares. Outro desenvolvimento importante foi
o trabalho de Gabay [60]. Em 1982, Gabay analisou métodos de descida ao longo
de geodésicas, incluindo o método do gradiente projetado e métodos de gradiente
reduzido, para escolhas especiais de sistemas de coordenadas em uma variedade di-
ferenciavel. Nesse mesmo sentido, um esfor¢o ainda maior para estender métodos de
otimizagdo para o cendrio Riemanniano foi feito por Smith [116]. Em 1993, Smith
desenvolveu algumas técnicas de otimizacao em variedades de Riemann utilizando
uma linguagem geométrica sem nenhuma hipétese sobre o sistema local de coorde-

nadas. Essa abordagem tem sido utilizada na literatura desde entao. Dentre varios
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outros autores destacamos aqui os livros dedicados a otimizagao em variedades Ri-
emannianas de Udriste [129] e Absil et al. [2], e uma ferramenta de otimizacao em
variedades para o Matlab, veja Boumal et al. [34].

Outro importante desenvolvimento no campo de métodos de otimizacao em va-
riedades apareceu em 1998. Na mesma época, Cruz Neto et al. [43] e Ferreira e Oli-
veira [53] sugeriram a influéncia da curvatura secional da variedade na convergéncia
de algoritmos para resolver problemas de minimizagao. Em [43], os autores apre-
sentam uma extensao do método do gradiente proposto em [95] para o contexto
mais geral das variedades de Riemann com curvatura nao negativa para o caso em
que a funcao objetivo é continuamente diferencidvel e convexa. Mais precisamente,
provou-se convergéncia global da sequéncia gerada pelo método usando a regra de
Armijo e um passo fixo para escolha do passo em cada iterada. Em [53], os au-
tores provam a convergéncia do método subgradiente para fungdes convexas nao
diferencidveis no mesmo ambiente que [43].

No cenario das variedades de Riemann tem sido usual adotar as variedades com
curvatura nao negativa como o ambiente apropriado para lidar com métodos do
tipo gradiente ou subgradiente para resolver problemas de otimizacao em varieda-
des. Bem como variedades de Hadamard (que possuem curvatura nao positiva)
o ambiente satisfatorio para desenvolver as teorias de método do ponto proximal
(proposto primeiramente em [54]), campos de vetores mondtonos e desigualdade va-
riacional; veja por exemplo [88, 91] e veja também [78, Theorem 5.1]. Os resultados

deste capitulo deram origem aos trabalhos [120] e [125].

3.1 MPP para funcoes DC em variedades de Ha-

damard

O estudo de propriedades de diferenga de fungoes convexas nao é tao recente, des-
tacando os trabalhos de P. Hartman[71] em 1959, J.F. Toland [128] em 1979, J.-B.
Hiriart-Urruty [72] em 1985 e Pham Dinh Tao [109] em 1986. Porém, o estudo de
algoritmos para resolver problemas de otimizagao DC é bem mais recente onde se
destacam os varios trabalhos de Pham Dinh Tao com diversos autores. Em 2003,
Sun et al. [126] apresenta uma versao do método do ponto proximal para resolver
problemas de otimizagao DC utilizando apenas propriedades das duas fungoes conve-
xas separadamente. Mais tarde, esse trabalho foi complementado com os resultados
de Moudafi e Maingé [102].

Nesta se¢ao estenderemos o algoritmo proposto em Sun et al. [126] para o cendrio
das variedades de Hadamard para resolver um problema de minimizacao irrestrito

onde a funcao objetivo é escrita como a diferenca entre duas funcoes convexas. Além
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disso, consideraremos duas versoes inexatas para o algoritmo. Na primeira delas,
substituiremos a definicao de subdiferencial pelo conceito de e—subdiferencial. Na
segunda, ao invés de resolvermos cada subproblema de forma exata iremos considerar
um erro controlado na solucao de cada subproblema, o que torna o algoritmo mais
eficiente do ponto de vista pratico ou computacional.

A teoria de fungoes DC tem sido estudada a bastante tempo. Porém, o estudo de
algoritmos para resolver problemas de otimizagao DC é relativamente novo. Pode-
mos dividir o estudo de algoritmos para problemas de otimizagao DC basicamente
em duas abordagens: usando ferramentas e métodos de otimizacao combinatéria
(veja, por exemplo [73] e suas referéncias) e usando uma abordagem de andlise con-
vexa. Essa ultima, que serd o foco deste capitulo, tem sido muito menos estudada
que a primeira e, até onde sabemos, o primeiro algoritmo desse tipo para resolver
um problema de otimizagao DC foi proposto por Pham Dinh Tao [109] em 1986.
Tal algoritmo, do tipo subgradiente, é baseado na teoria de dualidade para fungoes
DC e estende o classico método do subgradiente para funcées convexas. Em 2003,
Sun et al. [126] propuseram um algoritmo para fung¢oes DC que combina uma fase
subgradiente com uma fase do tipo proximal. Esse método generaliza o classico
método do ponto proximal para fungoes convexas. Algoritmos para fungoes DC sao
esperados convergir para solugoes locais. Em um problema de otimizagao DC, a
funcao objetivo admite infinitas decomposi¢oes que podem influenciar qualitativa-
mente o algoritmo. Uma decomposicao “ideal” para se obter convergéncia para uma
solugao global é um problema em aberto. Por isso, é importante estudar diferentes
algoritmos para essa classe de funcées. A seguir, estudaremos métodos que utili-
zam apenas propriedades decorrentes da convexidade das fungoes componentes para
encontrar um ponto critico da fungao objetivo (ndo necessariamente convexa).

No decorrer dessa se¢ao consideraremos o seguinte problema de otimizacao DC:

min f(z) = g(z) — h(z), (3.1)

zeM

onde M uma variedade de Hadamard de dimensao finita e f : M — R uma funcao
DC prépria e limitada inferiormente, tal que, f(x) = g(x) — h(x), com g,h : M —
R funcoes préprias, convexas e semicontinuas inferiormente. Além disso, estamos
supondo que o conjunto S dos pontos criticos de f é nao vazio, ou seja, S = {z €
M; Oh(x) N Ag(x) # 0} é nao vazio.

23



3.1.1 Versao exata

Observe que, se x é um ponto critico de f, entdao podemos tomar w € T, M tal que
w € Oh(x) N dg(x). Assim, defina

para algum ¢ > 0. Como w € dg(z), pela defini¢ao de y, temos que

1
p exp, 'y € dg().

Reciprocamente, se
1
- eXp;1 Yy € ag($)7
c
com y = exp, cw, w € Oh(z) e ¢ > 0, temos que w € Oh(x) N dg(x). Portanto,

podemos enunciar o seguinte resultado.

Proposicao 3.1.1 Uma condi¢ao necessaria e suficiente para que x € M seja ponto

1
critico de f é que —exp, 'y € dg(z), com y = exp, cw, w € Oh(z) e c > 0.
c

A proposicao acima é a motivacao para definicdo do seguinte algoritmo.

Algoritmo 3.1 Passo 1: Tome um ponto inicial 2° € M e {c;} uma sequéncia

limitada de niumeros reais positivos tal que 0 < b < ¢ < ¢, para todo k > 0.
Passo 2: Tome
w® € Oh(z®) e defina y* := exp . (crw®). (3.2)

Passo 3: Calcule

1
k+1 . : d2 k
"= arg grém{g(x) + % (x,y")}. (3.3)

Se ¥t = 2% pare. Caso contrdrio, faca k = k + 1 e retorne ao Passo 2.

Observacao 3.1.1 As expressoes (3.2) e (3.3) estao bem definidas em virtude das
Proposigoes 2.4.3 e 2.4.8, respectivamente. Note que as expressoes em (3.2) e (3.3)

sao equivalentes a

1
— exp_, y* € Oh(z") (3.4)
Ck
‘ 1
o eXp;klﬂ yk € 8g($k+1)> (3.5)
ko
1
respectivamente. Assim, se 1 = 2*, entdo —exp;,} y" € Oh(z™) N ag(z*), em
Ck

k+

virtude de (3.4) e (3.5). Isso implica que ™' € ponto critico de f.
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Observagao 3.1.2 Note ainda que, sendo f(x) = g(x) — h(zx), se h =0, entao em
(3.2) teremos y* = z* e (3.3) se torna
M = argmin{ f(x) + Ldg(al:, z*)},
xeM QCk
recuperando o método do ponto proximal estudado em [54] para problemas de mi-
nimizagcao convexa em variedades de Hadamard, cuja convergéncia € obtida com a
adi¢ao da hipdtese Y ;- , ¢, = +oo. Portanto, de uma certa forma, o Algoritmo 3.1
¢ mais geral que o proposto em [54], no sentido que o Algoritmo 3.1 resolve uma
classe mais ampla de problemas. Além disso, se M = R" e d(x,y) = ||z —yl||, entdo

(3.2) € (3.3) coincidem com o algoritmo proposto em [126].

Exemplo 3.1.1 Denotando Ry = {z € R : 2 >0}, R,y ={x €eR : = > 0}

s

e (u,v) = p(x)uv, com p : Ry — Ry, verifica-se que o par H = (Ry4,(-,+)) €
uma variedade de Hadamard cujos simbolos de Christoffel e a equagdo geodésica sao

dadas por

D) = 5p™' (@) oplae) = S Iny/pa) e ST +T() (CZ) o

respectivamente. Assim, dada uma funcao duas vezes diferenciavel f : R, — R, o

gradiente e a hessiana de f em (Ryy, (-,-)) sao dadas por

grad f(z) =p~'(x)f'(x) e hessf(x) = f"(z) = T(z)f' (),

respectivamente, onde f' e f" denotam as derivadas usuais em R, veja [129, pdgina

20]. Dessa forma, para o caso particular onde p(x) = E%, temos
D(z) =—2', gradf(z) =2*h'(x) e hessf(x)= f"(z)+2"'f(x).

Além disso, a aplicagio ¢ : R — Ry, dada por ¢(x) = €* é uma isometria entre

o espaco Euclideano R e a variedade H, cuja a distancia Riemanniana d : Ry X

=)

e a unica geodésica v : R — Ry, com y(0) = x e ~'(0) = v € dada por

R, — R, € dada por
d(z,y) =

y(t) = zext.

Considere as fungoes f,g,h : H — R dadas por g(z) = z*, h(z) = 22* — 3
e f(z) = g(z) — h(x) = x* — 22? + 3 podemos verificar que as fungéoes g e h sdio

limitadas inferiormente, continuas e converas em H e que f ndo é convexra em H
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tendo ponto de minimo em z* =1 com f* = f(2*) = 2. Logo, o método do ponto
proximal proposto em [54] nao pode ser aplicado a fungdo f. Por outro lado, o
Algoritmo 3.1 toma a sequinte forma: dados 2° € Ry, e 0 < b < ¢, < ¢, calcule

"t e Ry, tal que

TER 2Ck xk

k1 : g, 1 x k2>
" = arg min x—i——(ln——él(a:)) .

A sequir apresentamos um grdfico do tipo “distancia da solucdo”versus “nimero de
iteracoes”com o comportamento do algoritmo sob diferentes escolhas de ponto inicial

20 e sequéncia {ci} constante.

4

1

]
g T B R BB E EH B
u] 2 4 1] 3 10

Figura 3.1: 2°=3ec,=1;2°=5¢e ¢, = 0.5

Exemplo 3.1.2 Denote por S™ o conjunto das matrizes simétricas, S} o cone das
matrizes simétricas semi-definidas positivas e S} o cone das matrizes simétricas
positivas definidas n x n. Dadas X,Y € S% dizemos que Y = X (ou X XY)
se Y — X € ST. Da mesma forma, definimos Y = X (ou X <Y)seY — X €
St . Dessa forma, o par M = (S, (-,-)), com a métrica induzida pela hessiana
FEuclideana de p(X) = —Indet X, dada por

(U, V) =tr(V"(X)U) =tr(VX'UXY), XeM, UV eTxM,

¢ uma variedade de Hadamard cuja a unica geodésica ligando dois pontos XY € M

¢ dada por

[(SIE
(NI

¥(t) = X3(X Y X 72)'X3,

veja [82, Teorema 1.2]. Logo,

Y (0)= Xz In(X 2Y X 2)X?2

)

de onde obtemos as expressoes da aplicacdo exponencial, sua inversa e do quadrado

da funcdo distancia dadas por

N[ =

expy V= X2eX 2VXX5 oxplY = X2 In(X 2V X 2)X
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P(X,Y) = tr(In®(X 2V X 2)) = Zln2 MX Y XY,
=1

1 1 .o, . _1 _1 .
onde \[X~2Y X~ 2] denota o i-ésimo autovalor da matriz X 2Y X2, Com isso,
o gradiente e hessiana de uma fungdo duas vezes diferencidvel F' : ST — R sdo

dadas, respectivamente, por
grad F(X) = XF' (X)X, hessF(X)(V,V)=tr(VF"(X)V) +tr(F'(X)VX V),

onde F' e F" denotam o gradiente e hessiana Euclideana, respectivamente.

Dadas as fungoes F,G,H : ST, - R, G(X) =", H(X) =Indet X ¢ F(X) =
G(X) — H(X) = ™ — Indet X, verificamos que H,G sio convexas e F nio é
convera em Sy . Assim, o método do ponto proximal proposto em [54] ndo pode
ser aplicado a fungao f em S} . Por outro lado, o Algoritmo 5.1 toma a seguinte
forma: dados X° € ST, e0<b<c, <c, calcule X** € S, tal que

1
X*1 = arg min {e”X + tr(an(X_éXkX_é))} .
Xest, 2cy,

A seguir, mostraremos que o Algoritmo 3.1 possui propriedades similares aos
algoritmos propostos em [54] e [126]. Mais precisamente, mostraremos que o Algo-
ritmo 3.1 é de descida e, para uma quantidade suficientemente grande de passos,

iteradas consecutivas estao arbitrariamente préximas.

Teorema 3.1.1 A sequéncia {x*} gerada pelo Algoritmo 3.1 satisfaz um dos itens

a Sequar:
1. O algoritmo para em um ponto critico de f;

2. f decresce estritamente ao longo da sequéncia, ou seja, f(x*t1) < f(a*), para
todo k > 0.

Demonstragao: O primeiro item estd provado na Observacao 3.1.1. Agora, supo-
nha ¥+ £ 2%, Aplicando as inclusoes (3.4) e (3.5), para cada k > 0, na definigao

de subdiferencial (2.12), temos que

1

h(z) — h(z*) > "

(eXp;kl a8 exp;k1 x), VYere M, Vk>0

1

g(z) — g($k+1) > <eXp;k1+1 ykveXp;k-1+1 r), Vre M, Yk >0.
Ck,

k+

Adicionando as duas tltimas inequacoes, substituindo x por zF™! na primeira delas
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e z por z¥ na segunda, temos

-1 k+1

9(@*)=h(z*)—g(a" ) +h(@") > — ({expi ", expye a™7) + (expli 4, expi 2))

1
Ck
para todo k > 0. Sendo f(x) = g(x) — h(z), a dltima desigualdade pode ser vista

Ccomo

1
Ck

-1 k+1

f(xk) - f(x]Hl) > (<eXP;k1 y*, eXp i T )+ <exp;k1+1 ", eXP;klﬂ xk>) . (3.6)

Agora iremos obter uma cota inferior para o lado direito da desigualdade (3.6).
Assim, para cada k > 0, considere o triangulo geodésico A(y*, z* 21, com o

angulo 0 = Z(exp;,} Y, exp;k1 2F*1). Pelo Teorema 2.3.3 e (2.8), obtemos que

dQ(yk,Ik) + d2<$k,$k+1) _ 2<eXp;k1 yk’exp;kl l‘k+1> < d2(yk,xk+l), vk > 0.
Logo,
-1,k -1, k+1 1 20,k .k 1 2( ..k L k+1 1 20,k k41
<exp$kyvexpwkx >Z§d (y7$)+§d (l’,.f )_id (ywx )7 VEk > 0.
(3.7)

De forma andloga, considerando o tridngulo geodésico A(y*, z**1 2%), com 0 =

Z(exp;,irl vk, exp;,}+1 x*), obtemos que

_ _ 1 1 1
{exp ity ¥, exp il a¥) > §d2(yk, o) 4 §d2(:ck, o) — §d2(yk, z*),  VE>0.

(3.8)
Somando as inequagoes (3.7) e (3.8), temos
(exp it y¥, exp )t &) + (exp )l v, exp i, o) > P (¥, M.
Substituindo a inequagao acima em (3.6), concluimos que
f@%zf@“%+;f@ﬂﬁﬂx‘wzo. (3.9)

Sendo {c;} uma sequéncia de pontos positivos e zF1 # 2% ou seja, d(z*, 2¥T1) > 0,
segue de (3.9) que f(a*™) < f(2*), para todo k > 0. "

Tendo em vista o primeiro item do teorema anterior, nos resultados desta secao
iremos considerar que {z*} ndo satisfaz o critério de parada, ou seja, que {z*} é
uma sequéncia com infinitos pontos e 2! #£ 2% para todo k£ > 0, pois no caso em

k+1 k

que "7 = z" os resultados sao obvios.
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Coroldrio 3.1.1 Se {z*} € a sequéncia gerada pelo Algoritmo 1, entio {f(z*)} é

convergente.

Demonstracgao: Esse resultado segue imediatamente do segundo item do teorema
anterior juntamente com o fato de f ser limitada inferiormente. [
O resultado a seguir prova que, se f for continua entdo a imagem de todos os

pontos de acumulagao da sequéncia gerada pelo Algoritmo 3.1 s@o iguais.

Coroléario 3.1.2 Suponha que {z*} € uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 3.1. Se
f € continua e {x*} possui ponto de acumulagao, entdo klim f(z*) = f(Z), para todo
—00

ponto de acumulagdo T de {z*}.

Demonstragao: Sejam T € M um ponto de acumulagdo de {z*} e {z%} uma
subsequéncia convergindo para Z. Como f é continua, entdo f(z%) — f(Z) quando
j — +o00. Por outro lado, pelo Coroldrio 3.1.1 temos que {f(z*)} é convergente.
Portanto, temos que f(z*) — f(Z) quando k — +o0. n

A resultado a seguir serd utilizado no teorema de convergéncia do Algoritmo 1 e

¢ uma propriedade classica de métodos proximais.

Proposicao 3.1.2 Se {z*} é gerada pelo Algoritmo 1, entdo S ;20 d?(a*, 2F+1) <

m d(z*, 2" = 0.

oo. Em particular, li
k—4o00

- _— . 1 1 , :
Demonstragao: Pela definicao do algoritmo, temos que — < —. Além disso, de
C CL

(3.9), temos que

LRk, ) < f(ab) — FH), VE > 0.
Ck

Logo,
1
~d?(2", 2" < f(ah) = f(@™), YRk >0
c

Somando a desigualdade acima com k variando de 0 até n — 1, temos

Fazendo n — 400 na desigualdade acima, lembrando que f é limitada inferiormente,

temos que
“+o0o
Zd2(l’k,xk+1) < oo,
k=0
e, em particular, lim d(z*, 2"™) = 0. .

k——+o0
O préximo resultado é simples mas serd importante no teorema de convergéncia

desta secao.
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Lema 3.1.1 No Algoritmo 3.1, se {z*} ¢ limitada, entio {y*} também é limitada.

Demonstragao: Supondo {z*} limitada, entdo existe p € M e r > 0 tal que
d(z*,p) < r, para todo k > 0. Pela defini¢cao do algoritmo, w* € dh(x*). Sendo h
convexa, pela Proposigao 2.4.7, temos que {w*} é limitada, ou seja, existe § > 0 tal
que ||w*|| < §, para todo k > 0. Sendo M uma variedade de Hadamard, segue de
(3.2) que
] = —d(a* ) <
Ck

Assim, d(z*, y*) < b, para todo k >0 e
d(y*,p) < d(y",a") +d(2*,p) <Sb+r, Vk>0.

Portanto, {y*} é limitada. "

No que diz respeito a fungoes DC é natural se obter resultados de convergéncia
para solugoes locais. Ao contrario do método proximal estudado em [54] para fungoes
convexas, nao obtemos que a sequéncia gerada pelo algoritmo é limitada. Assim,
o que obtemos é que os pontos de acumulagao da sequéncia sao pontos criticos da

fungao em consideragao.

Teorema 3.1.2 Seja {2*} a sequéncia gerada pelo Algoritmo 3.1. Entdo todos os

pontos de acumulagdo de {x*}, caso existam, sao pontos criticos de f.

Demonstragao: Suponha que {z*} tenha um ponto de acumulagao =* e tome {z*7}
uma subsequéncia de {z*} convergindo para z*. Pelo Lema 3.1.1 podemos supor
sem perda de generalidade que existe uma subsequéncia {y*} de {y*} convergindo
para y*. Aplicando (3.4) e (3.5) em (2.12) e usando o fato que, para todo k € N,

cr < ¢, temos que

1
h(z) 2 h(z™) + —{exp ;" exp i) 2), V2 € M

. 1 _ . _
g(z) > g(xkﬂ_l) + E(eXpIkle ykjanpzkljﬂ Z>7 Vz e M.

Pela Proposigao 4.3.1, se {z%/} converge para x*, entdo a sequéncia {x% 1} terd
o mesmo comportamento. Assim, fazendo j — 400 nas duas desigualdades acima,

usando o fato de que h e g sao semicontinuas inferiormente, temos que

1
h(z) > h(z*) + ={expl y*, exp,t 2), V2 € M
&

1
9(z) > g(x*) + = (exp,. y*, exp;. 2), Vz € M,
C
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ou seja,

1
- expt y* € Oh(z*) N dg(z*).

Portanto, temos que z* é ponto critico de f. [

3.1.2 Versoes inexatas

Nesta secao iremos apresentar duas versoes inexatas do Algoritmo 3.1. Na pri-
meira delas iremos considerar uma versao aproximada obtida através da substi-
tuicdo do subdiferencial por uma versao aproximada do subdiferencial, chamada
e—subdiferencial. Na segunda versao iremos considerar uma solucao aproximada de

cada subproblema do método.

e—subdiferencial

A seguir, relembramos a definicdo de e—subdiferencial de f em um ponto z € M
dada em (2.11)

Of(x) ={ueT,M; f(y) > f(x)+ (u,exp, y) —¢, Vy € M}.

Denotaremos 0y f(x) = df(x), ou seja, 0—subdiferencial serd o subdiferencial exato.

Segue diretamente da defini¢ao acima que, se 0 < €; < €9, entao

aqf(x) - 852f(x).

Assim, para € > 0, 0.f(z) é uma expansao de df(z). Portanto, o uso de elemen-
tos no subdiferencial aproximados 0. f(x) ao invés do subdiferencial exato 0f(x)
fornece um maior grau de liberdade para o algoritmo que é muito 1til em varias
aplicagoes, principalmente computacionais. Por essa razao iremos considerar o se-
guinte algoritmo inexato que nesse sentido é mais abrangente que o Algoritmo 3.1.
Antes disso, diremos que um ponto x € M é um e—ponto critico de uma fungao
DC f(z) = g(x) — h(z) se, dado € > 0, d.h(z) N Og(x) # 0. Quando € = 0, temos
exatamente a definicao de ponto critico analisado na segao anterior.

A seguir mostraremos que o Algoritmo 3.2 tem propriedades similares ao Algo-

ritmo 3.1.

Teorema 3.1.3 A sequéncia {x*} gerada pelo Algoritmo 3.2 satisfaz um dos itens

a Sequir:
1. O algoritmo para em um e—ponto critico de f;

2. f satisfaz f(z**1) < f(2*) + 2€x, para todo k > 0.

31



Algoritmo 3.2 Passo 1: Dados um ponto inicial 2° € M, {cx} uma sequéncia

limitada de nimeros reais positivos tal que 0 < b < ¢, < ¢, para todo k > 0 e {e}
uma sequéncia de numeros nao negativos, ou seja, € > 0 para todo k > 0.
Passo 2: Tome

w* € 9., h(2¥) e defina y* = expi(cyw®). (3.10)

Passo 3: Calcule z¢t € M tal que

1
o exp;,jH yk € 8e;€g($k+l) (3.11)
k

Se a1 = 2% pare. Caso contrdrio, faca k :=k + 1 e retorne ao Passo 2.

Demonstragao: Se 2*1 = z* segue de (3.10) e (3.11) que

1 _
— expx,} y* € 0, h(z*) N o, g(zh),

Ck,
ou seja, £¥T1 é um e—ponto critico de f. Agora, suponha x**! # ¥ para todo k > 0.
Usando (3.10) e (3.11) em (2.11), temos que
h(z) > h(x*) + Clk<eprk1 y* explx) — e, Vo €M
e

1
g(z) > g(a*+h) + C—<exp;,}+1 Y, exp;,irl x) — €, Vo € M.
k

k+1

Adicionando as duas ultimas inequagoes, substituindo x por z°** na primeira delas

e z por z¥ na segunda, temos

1 1
(") +g(a®) > h(a®)+g(2" )+ —(expyi y", expy o™ ) +—(exp i, o, expyi, a¥) 26,
Ck Ck
ou seja,
1 _ _ _ _
g(x®)—=h(z*) > g(xk+1)—h(xk+1)+c— ((exp v, expl a1 + (exp s v explly %)) =264
k

Sendo f(x) = g(x) — h(x), temos que

1 _ _ _ _
fa®) = f(") + 2¢;, > o ((expmk1 v, expmk1 2y <expm,€1+1 v, eprkl_H q:k>) .
k

Precedendo de forma analoga ao Teorema 4.3.1 para obter uma cota inferior para o

lado direito da desigualdade acima, temos que

F) + 26, > flab) + cicﬂ(xk,xk“). (3.12)
k
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Sendo {c;} uma sequéncia de pontos positivos e 2**! # 2 para todo k, ou seja,
d(z®, 28t1) > 0, entdo f(zF1) < f(2*) + 264 "

A partir de agora, nos resultados desta secdo iremos considerar que {z*} nao
satisfaz o critério de parada, ou seja, que {z*} é uma sequéncia com infinitos pontos,

k+1 k

pois no caso em que "7 = ¥ os resultados sao ébvios.

Corolario 3.1.3 Se {2*} ¢ uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 3.2 e Z;::S € <

oo, entdo {f(x*)} € convergente.

Demonstracao: Pelo segundo item do teorema anterior, temos que, para todo
k>0,

f@®) < fl) + 26
< f([L'k72> + 2651+ 2659

. k-1

< f(a) + ZZen
n=0
+oo

< f(2%) +226n < 00.
n=0

Além disso, sendo f limitada inferiormente podemos afirmar que {f(x*)} é limi-
tada, logo possui pelo menos um ponto de acumulagao. Mostraremos que {f(z*)}
possui tnico ponto de acumulagdo. Para isso, suponha que {f(z*)} admite dois

pontos de acumulacao distintos, digamos f; < f,. Considere f(z%) e f(z*) duas
fo=fi

subsequéncias convergindo para f; and fo, respectivamente. Tome € = -2 entao
existem kj,, ki, k € N tais que
+oo
Z € < €, (3.13)
k=k
f(ah) < fi+ e, Vk; > kj, (3.14)
e
fo—e€< f(z™), Yk > Ky, . (3.15)

Denote por ky = max{k;,, ki,, k}. Pelo teorema anterior, para todo k > kg, temos

k—1 +o00
) < faf) +23 e < f@)+2) e

n=ko n=ko

Sendo ko > k, por (3.13), temos que f(z*) < f(z*) + 2¢. Além disso, kg > kj,, logo
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por (3.14), temos que f(z*) < f(a*) + 2e < f1 + 3e = fo — €, ou seja,
f@®) < fo— €, Yk > ko. (3.16)
Por outro lado, kg > k;,. Logo, por (3.15), para todo k > ko temos que

f2_€<f(mk)7

que contraria (3.16). Portanto, {f(z*)} possui tnico ponto de acumulacio impli-

cando que {f(z*)} é convergente. "

Coroléario 3.1.4 Seja {2*} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 3.2. Suponha
que f seja continua, {x*} possua ponto de acumulagdo e Z::OE € < 00. FEntdo

klim f(z®) = f(@), para todo ponto de acumulacio T de {x*}.
—00

Demonstracao: Anélogo ao Corolério 3.1.2 . (]
O resultado a seguir é classico para métodos do tipo proximal e serd utilizado

no teorema de convergéncia do Algoritmo 3.2.
Proposicao 3.1.3 Se {z*} ¢ gerada pelo Algoritmo 3.2 ¢ 320 ¢ < oo, entdo

100 d2(ak, 2F ) < oo. Em particular, kgin d(z*, 2F1) = 0.
o0

~ _ : 1 1
Demonstracao: Pela definicao do algoritmo, temos que — < —, para todo k& > 0.
C CL
Além disso, de (3.12), temos que

CidQ(Ik,ZL’kJrl) S f(xk) . f(xk+l> +26k~
k

Logo,
1
—d?(af, M) < f@F) = f@™T) + 26
c

Somando a desigualdade acima com k variando de 0 a n — 1, temos
1 n—1
- d2 k k+1 < 0y _ n 2 )
kZ (.05 < f(2%) = f@") +2) e

Fazendo n — 400 na desigualdade acima, lembrando que f é limitada inferiormente
+o0o

e utilizando a hipétese que E €, < 00, temos a convergéncia da série
k=0

+o0
Zdz(xk,wkﬂ) < oo,
k=0

e, em particular, segue que lim d(z*,2") = 0. "
k——+o0
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Conforme mencionado anteriormente, a Proposicao 2.4.7 também ¢é vélida para
e—subdiferencial. Com isso, um resultado andlogo ao Lema 3.1.1 pode ser obtido
para o Algoritmo 3.2. Assim, no Algoritmo 3.2, se a sequéncia {2*} ¢ limitada,

entdo a sequéncia {y*} também sers limitada.

Teorema 3.1.4 Se {z*} € uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 3.2 ¢ 32 ¢ <

00, entdo todo ponto de acumulacio de {x*}, caso exista, é ponto critico de f.

Demonstragao: Suponha que {z*} tenha um ponto de acumulagao 2* € M. Assim,
existem subsequéncias {z%} e {y*} de {2*} e {y*} convergindo para z* e y*, res-
pectivamente. Sem perda de generalidade, podemos usar o mesmo indice nas duas
subsequéncia (podemos extrair uma outra subsequéncia caso necessario). Assim,
aplicando (3.10) e (3.11) em em (2.12), obtemos

1
h(z) > h(z*7) + E(exp;,clj ykf,exp;,}j z) — e, VzeM (3.17)
, 1 _ . _
g(z) > g(z ) + E(eszkle y’%,e}q)m,clj+1 z) — e, Vz€M, (3.18)

1 1
usando que — > —, para todo k > 0. Da hipdtese do teorema, segue que klim e, = 0.
Cr C —00

Além disso, segue da Proposicao 3.1.3 que klim d(xk,a: k
——+o00

i =zt

M) =0 e como z

entao 2t — 2*. Logo, aplicando o limite em (3.17) e (3.18), com j — +o00, tendo

em mente que h e g sdo funcoes semicontinuas inferiormente, obtemos
1 -1, % * *
P S Oh(x™) N dg(x™).
Portanto, x* é ponto critico de f. [

Observacao 3.1.3 Note que, mesmo considerando no Algoritmo 3.2 elementos per-
tencente ao e-subdiferencial das funcées componentes h e g, o resultado de con-
vergéncia € obtido para um ponto critico (e nao para um e-ponto critico) da fun¢ao

f.

Solucao aproximada em cada subproblema

Conforme observado por Rockafellar [112], para que um algoritmo proximal seja
pratico é importante que se considere solucoes aproximadas dos subproblemas do
método. Algoritmos do tipo proximal para fungoes DC onde sao consideradas
soluctes aproximadas de cada subproblemas ainda nao foram propostos. Por essa
razao, apresentamos a seguir uma versao inexata do Algoritmo 3.2, onde cada sub-

problema, é resolvido aproximadamente levando em consideragao um erro controlado.
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Algoritmo 3.3 Passo 1: Dados um ponto inicial z° € M e {c;} uma sequéncia
limitada de nimeros reais positivos tal que 0 < b < ¢ < ¢, para todo k > 0.
Passo 2: Determine

w® € Oh(z*) e tome y* = exp i (cpw®). (3.19)

Passo 3: Calcule 21 € M e eFt! € Tt M tais que
k1 k1 L ok
e € 9g(a™) = —exp i U (3.20)
%

onde
"] < md(x**, 2*), mew € [0,1). (3.21)

Se ¥t = 2% pare. Caso contrdrio, faca k :=k + 1 e retorne ao Passo 2.

Observacao 3.1.4 Note que, quando x*T' = 2, (3.21) obviamente implica que

M1 =0 e o Algoritmo 3.3 se reduz ao Algoritmo 3.1 (versio exata). Além disso,

k+1

e

fazendo n =0 em (3.21) também obtemos "' = 0 e estamos no Algoritmo 3.1.

Teorema 3.1.5 A sequéncia {x*} gerada pelo Algoritmo 3.8 satisfaz um dos itens

a sequir:
1. O algoritmo para em um ponto critico de f;

2. f decresce estritamente ao longo da sequéncia, ou seja, f(z**1) < f(a*),
Yk > 0.

1 = 2%, como vimos anteriormente o Algoritmo 3.3 se reduz

k

Demonstracgao: Se z*+

ao Algoritmo 3.1, onde zF*! = z* implica em 2**! ponto critico de f. Agora,

suponha %1 =£ 2* para todo k > 0. Usando (3.19) e (3.20) em (2.12), temos que,

para todo k > 0, valem as desigualdades

1
h(x) > h(z*) + C—(exp;,c1 yk,exp;,c1 x), VYreM
k

1 _ _ -
g(z) = g(a") + §<expx£+1 y*,expii @) + (" expli @), Vo€ M.

k+1

Adicionando essas duas inequacodes, substituindo x por £ na primeira delas e x

por z¥ na segunda, tendo em mente que f(r) = g(x) — h(z), obtemos

1 _ _ _ _
f(:[k) - f(karl) > g (<eprk1 yka expx,} xk+1> + <eprk1+l yk’ expmlirl xk>)

+ (" exp L, 2¥), VE>0.
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De forma analoga ao Teorema 4.3.1 obtemos uma cota inferior para o lado direito

da desigualdade acima e concluimos que

1
F@) 2 f@) + —d? (@, ") + (e exp i, o), VR 20,
k

Usando a desigualdade de Cauchu-Schwarz, temos que
1
F@®) = f@) + —d?(aF, 2 — [JeF T d(a®, M), VR > 0.
Ck
Logo, por (3.21), na definigao do algoritmo, temos

1—nc
fa®) > fa*™) + wd%xﬂx’““), Vk > 0. (3.22)
Ck,
Usando o fato que {¢;} uma sequéncia de pontos positivos, nc, < 1 e oF £ 2k ou
seja, d(z*, 2Ft1) > 0 em (3.22), temos que f(2*1) < f(2*), para todo k > 0. u
Nos resultados a seguir iremos considerar que {z*} nao satisfaz o critério de
parada, ou seja, que {z*} é uma sequéncia com infinitos pontos, pois no caso em

k+1 k

que " = z" os resultados sdo obvios.

Corolério 3.1.5 Se {z*} é uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 3.3, entio { f(z*)}

€ convergente.
Demonstracgao: Andloga ao Corolario 3.1.1. [

Corolério 3.1.6 Suponha {z*} € uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 3.3. Se f
¢ continua e {x*} possui ponto de acumulagdo, entdo klim f(z*) = f(@), para todo
—00

ponto de acumulagao T de {z*}.

Demonstracao: Anélogo ao Corolario 3.1.2. [

Nos resultados a seguir iremos considerar n > 0, pois se n = 0 o Algoritmo 3.3
se reduz ao Algoritmo 3.1, cujo resultado de convergéncia foi provado no Teorema
3.1.2.

Proposigao 3.1.4 Se {z"} ¢ gerada pelo Algoritmo 3.3, entdo > ;%0 d*(z®, xF+1) <

m d(z", ¥ = 0.

oo e, em particular, i
k—+o0

[

- - . 1
Demonstracao: Pela definicao do algoritmo, temos que nc, < 1 e — < — para
Ck

(1 —mnc) < (1 —nek)

C CL

o

todo k£ > 0. Com isso, temos que , para todo k > 0. Logo, de

(3.22), temos que

(1 —Cﬁc)dz(kakﬂ) < F(zh) — flat.
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Somando a desigualdade acima com k variando de 0 até n — 1, obtemos

= Zcﬂ ) < ) = fa").

Fazendo n — 400 na desigualdade acima, lembrando que f é limitada inferiormente,

temos a convergéncia da série

§ :d2 k-‘rl < 00,

donde segue que  lim d(z*, 2*1) = 0. u
—+00
Em virtude do Lema 3.1.1, no Algoritmo 3.3, se a sequéncia {2*} ¢ limitada,

entdo a sequéncia {y*} também sers limitada.

Teorema 3.1.6 Se {z*} ¢ uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 3.8, entdo todo

ponto de acumulagdo de {x*}, caso exista, é ponto critico de f.

Demonstragao: Seja x* € M um ponto de acumulacio da sequéncia {z*}. Assim,
considere {z%} uma subsequéncia de {z*} convergindo para z*. Sem perda de
generalidade, podemos tomar {y*} uma subsequéncia de {y*} convergindo para
y*. Aplicando (3.19) e (3.20) em (2.12), segue que para todo k > 0, valem as
desigualdades

1
h(z) > h(z") + =(exp L ¥ expl 2), VzeM (3.23)
c xJ x

1
g(2) > g(a®) 4 7<eXp_,3j+1 ykj,exp_klfrl 2y — ||t |d(z, 2%, Yz e M, (3.24)
C €T x

1
aplicando em ambas as desigualdades acima que — > —, para todo & > 0, e a
c c

k
desigualdade de Cauchy-Schwarz em (3.24). Substituindo (3.21) em (3.24), obtemos

1
g(z) > g(:L’ij) + - <eXp o yi , eXp k 1 2) — nd( ijrl)d(,z*,xkfrl), Vz e M.
c
(3.25)

M) = 0. Assim, se {27} converge para

Segue da Proposicao 3.1.4 que lim d(z*

k—+o0
, entdo {x%*1} também converge para x*. Logo, aplicando o limite em (3.23)

*

x
e (3.25) com j — +o0o, tendo em mente que as fungoes h e g sdo semicontinuas

inferiormente, temos que
]' -1 % 1 -1, %
—eXpoe Y € Oh(x) e —eXpoe Y’ € dg(x),
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respectivamente. Portanto, ™ é ponto critico de f. [

3.1.3 Aplicacao em problemas de maximizacao com res-
tricoes

Considere o problema de maximizar uma fungao h : M — R convexa e semicontinua

inferiormente restrita a um subconjunto convexo e fechado C C M. Resumidamente

max h(z). (3.26)

zeC

Os resultados anteriores deste capitulo ainda continuam validos se considerarmos
que a funcao objetivo f assume valores +o0o. Para isso, basta incluirmos algumas
hipéteses tais como as fungdes envolvidas serem préprias, o ponto inicial do algoritmo
pertencer ao interior do dominio da fungdo em consideracao e a convenc¢ao +oo —
(+00) = 400; veja mais detalhes no préximo capitulo. Dessa forma, o problema
(3.26) pode ser reescrito como um problema irrestrito de minimizacao de diferenga

de fungoes convexas, ou seja, (3.26) é equivalente ao seguinte problema:

— min{dc(z) — h(x)}, (3.27)

zeM

onde d¢(x) é a funcao indicadora, definida por d¢(z) =0, se z € C e d¢(z) = +00,
caso contrario. Considere N () o cone normal do conjunto C' no ponto z € C
definido por

Ne(x) :={u € T,M; {u,exp,*y) <0, VyecC}.

Entao
déc(x) = Ne(x), Vo € C.

Nesse contexto o Algoritmo 3.1 tem a seguinte forma: dados 2° € M e uma
sequéncia {¢;} de nimeros positivos tal que 0 < b < ¢, < ¢, para todo k > 0, tome

w* € Oh(z*) e defina y* = exp, (cpw”). Em seguida, calcule ¥+ € M tal que
(exp;,}+1 y", exp;,}+1 y) <0, Vyecl. (3.28)

Segue de [54, Coroldrio 3.1] que, para cada k, existe um tnico ponto z*** € M que

é solucdo de (3.28) e tal ponto é a projecao de y* sobre o conjunto C.

3.2 MMD em variedades de Hadamard

Nesta secao abordaremos o método de méxima descida também presente na lite-

ratura como método do gradiente. Os resultados da primeira parte deste capitulo
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seguem a mesma ideia de [9, 18]. Como mencionamos anteriormente, foi em 1972
com Luenberger [95] que o método de maxima descida ao longo de geodésicas foi
primeiramente estudado. Mas, foi somente em 1993 que Smith [116] obteve os
primeiros resultados de convergéncia desse método no contexto das variedades de
Riemann. Em 1998, Cruz Neto et al.[43] observa a influéncia da curvatura da
variedade para obter a convergéncia global da sequéncia gerada pelo método de
méxima descida (com o passo de Armijo e passo fixo) para fungdes continuamente
diferenciaveis e convexas definidas em uma variedade de Riemann completa de di-
mensao finita com curvatura nao-negativa. Esse resultado foi estendido para funcoes
quase-convexas (continuamente diferencidveis) por Papa Quiroz et al.[107] em 1998.
Dessa forma, tem sido comum considerar o contexto das variedades de Riemann com
curvatura nao-negativa o ambiente apropriado para se estudar a convergéncia global
de métodos como gradiente e subgradiente, veja por exemplo [43, 44, 53, 107]. No
decorrer dessa segao mostraremos que o método de méxima descida pode ser esten-
dido para as variedades de Hadamard usando a propriedade de Kurdyka-Lojasiewicz.
Como aplicagao usaremos o método de maxima descida para encontrar um centro de
massa Riemanniano com relagao a um conjunto de dados em uma variedade de Ha-
damard. Esse problema tem sido amplamente estudado no contexto das variedades
de Riemann com curvatura nao-negativa.
Considere o problema de minimizacao irrestrito

min f(z) (329)
onde M é uma variedade de Hadamard de dimensao finita e f : M — R é uma
funcao continuamente diferencidvel com gradiente Lipschitz de constante L > 0.
Assuma que o conjunto solugao de (3.29) é nao-vazio.

O método de méaxima descida gera uma sequéncia da seguinte forma:

Algoritmo 3.4 Passo 1: Escolha 2° € M e 81,65 > 0 tal que Lé; + 5y < 1;

Passo 2: Dado x* € M, se x* ¢ um ponto critico de f, entdo faca ¥ = 2* para
todo p € N;

Passo 3: Caso contrdrio, tome como prévima iterada x*T' € M tal que

" = exp i (—trgradf (z*)), (3.30)

onde

ty € (51, %(1 - 52)> . (3.31)

Observagao 3.2.1 A boa defini¢io da igualdade (3.30) segue do Teorema de

Cartan-Hadamard, mais precisamente, pelo fato de, em uma variedade de Hada-
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mard, a aplicagdo exponencial é um difeomorfismo (global). Além disso, segque de
(3.30) que
tellgradf (2¥)|| = d(z", %), Vk > 0. (3.32)

Se 21 = 2% segue de (3.32) que gradf(z*) = 0, uma vez que ¢, > 0, ou seja,
z¥ é ponto critico de f. Com isso, temos um critério de parada pratico para o
Algoritmo 3.4.

Proposicao 3.2.1 Seja {z*} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 3.4. Se x**! =

x¥, entdo o algoritmo para em z* que € um ponto critico de f.

Observagao 3.2.2 Note que em (3.31) o passo pode variar desde que permanega
no intervalo determinado. Mesmo assim, esse passo € denominado na literatura
como passo fizo. Nos resultados desta secao iremos considerar o método de mdxima
descida com o passo fixro como em (3.31), mas ressaltamos que resultados similares
podem ser obtidos com o passo cldssico conhecido como “busca de Armijo”e definido

da sequinte forma:
ty := argmax {f (expr(—tgradf(z*)) < f(2*) — at||gradf(z")||?, t =277 : j € N},

com « € (0,1). Dessa forma, quando a funcao objetivo f tem gradiente Lipschitz,
temos que zero nao € um ponto de acumula¢ao da sequéncia {t;}. Além disso, pela
definicao da busca de Armijo, a sequéncia gerada pelo método de mdxima descida
satisfaz

F@h) + atil|grad f (") |* < (), VE >0,

que € uma desigualdade importante para a convergéncia do método, conforme vere-

mos na andlise de convergéncia.

A seguir, apresentamos um resultado que mostra que o Algoritmo 3.4 satisfaz a
desigualdade acima sem a necessidade de nenhum procedimento adicional, como
por exemplo a busca de Armijo. A proposicao seguinte é a motivacao da escolha do

passo como em (3.31) ao invés da busca de Armijo.

Proposicao 3.2.2 Seja {2} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 3.4. Entao,

existe uma constante 5 > 0 tal que
F@h) + Bl grad f(=")|]* < f(a"), VEk>0. (3.33)

Em particular, vale um dos sequintes itens:
1. {«*} para em um ponto critico;

2. a sequéncia {f(x%)} € estritamente decrescente.
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Demonstragao: Veja [43, Teorema 5.1]. n

Observacao 3.2.3 De uma forma mais geral, a proposicdo anterior foi provada em
[43] apenas supondo f continuamente diferencidvel com gradiente Lipschitz e sem
nenhuma hipotese na curvatura da variedade. Porém, para obter os resultados de
convergéncia parcial (no sentido de que pontos de acumulacio de {x*} sdo pontos
criticos de f) os autores assumem que os conjuntos de niveis de f sio compactos.
Substituindo essa hipdtese pela convexidade de f juntamente com a ndo negativi-
dade da curvatura da vartedade, eles provam a convergéncia da sequéncia para um

minimizador de f.

A seguir, apresentamos um resultado técnico que sera usado na anélise de con-

vergéncia do método.

Lema 3.2.1 Seja {ax} uma sequéncia de nimeros reais positivos tal que

“+oo
Zai/ak_l < +00.
k=1
Entdo, > ;25 ap < +00.
Demonstragao: Veja [22, Lema 4.1]. n

3.2.1 Analise de convergéncia

Recentemente, Bento et al. [22] provaram a convergéncia do método do ponto pro-
ximal para variedades de Riemann sem nenhuma hipdtese sobre a curvatura desde
que a funcao objetivo satisfaca a propriedade de Kurdyka-Lojasiewicz. Nesta secao
substituiremos a hipdtese de convexidade da fungao objetivo analisada em [43] para
convergéncia do método de méaxima descida em uma variedade de Riemann com
curvatura nao negativa pela propriedade de Kurdyka-Lojasiewicz para analisar a
convergencia do Algoritmo 3.4 em variedades de Hadamard.

Dizemos que uma funcéo semicontinua inferiormente f : M — RU{+o0} satisfaz
a propriedade de Kurdyka-Lojasiewicz no ponto T € dom df se existem n € (0, +o0],

uma vizinhanga U de Z e uma func¢ao continua e concava ¢ : [0,17) — R, tal que
p(0) =0, 9eC0,n), ¢(s)>0, se(0,n); (3.34)

¢'(f(z) = f(2)dist(0,0f(x)) 21, zeUN[f(x) <f<f@)+n, (3.35)

onde dist(0,0f(x)) := inf{||v|| : v € If(x)}em < f<m] ={reM:n<
f(@) <}
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Esse conceito foi introduzido por Lojasiewicz [93] para fungdes reais analiticas
e depois estendido por Kurdyka [79] para fungoes diferenciaveis definidas em uma
estrutura o-minimal (veja mais detalhes sobre estrutura o-minimal, por exemplo em
Dries e Miller [130]). Para extensoes desse conceito para fungoes nao diferenciaveis
no contexto Euclideano veja Bolte et al. [28], Bolte et al. [29] e Attouch et al. [8].
Extensao desse conceito em espagos nao lineares podem ser encontradas em Kurdyka
et al.[80], Lageman [81], Bolte et al. [31], Cruz Neto et al. [46].

No decorrer desta secao os termos ¢, 7 e U sdo 0os mesmo que aparecem na
definicdo acima. Além disso, nos resultados que seguem iremos supor que a sequéncia
{x*} gerada pelo Algoritmo 3.4 nao satisfaz o critério de parada, ou seja, {z*} ¢
uma sequéncia de infinitos termos tais que z**t # 2% e grad f(z*) # 0 para todo

k > 0, pois caso contrario os resultados sao triviais.

Proposicao 3.2.3 Seja {2*} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 3.4. Suponha
que {x*} tenha um ponto de acumulagio ¥ € M e f satisfaz a propriedade de
Kurdyka-Lojasiewicz no ponto T. Entao, dada uma constante ¢ > 0, para todo p > 0

existe ko € N tal que

f@) < f@@*) < f(@)+n,  Vk=>ko (3.36)

d(z¥, 7)) + 2d(z™ T, 2M) + co(f(2™) — f(7)) < p. (3.37)

Demonstragao: Seja {z%} uma subsequéncia de {2*} convergindo para Z. Segue
da continuidade de f que {f(2%/)} converge para f(Z). Além disso, segue de (3.33)
que

F@h) + Bot|grad f(M)|* < f(a*), Yk >0, (3.38)

onde usamos que t; > §;. Dai, segue que {f(2*)} é uma sequéncia estritamente
decrescente e sendo o conjunto solugio de (3.29) nao vazio, temos que {f(z*)} é
convergente e, como f(2%) — f(Z) quando j — +oo, temos que f(z*) — f(Z)
quando k — +o00. Logo, para todo n > 0, existe ky € N tal que

f@) < f@") < f@)+n,  VE>k.

Agora, combinando (3.30) com (3.38), obtemos

2
0v/PB

Sendo {f(z*)} convergente, segue da desigualdade acima que d(z**! z%) — 0

2d(z" 1 2% <

VF(@h) — faH), Yk > 0.

quando £k — +oo. Com isso, levando em consideragdo que ¢ é continua, temos
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que
d(x% &) 4 2d(2™ 1 1) + cp(f(2M) — f(F)) — 0,

quando j — 4o0. Portanto, podemos assumir (tomando o méximo dos indices se

necessario) que
d(z", %) + 2d(z"", 2™) + cp(f(a") — f(7)) < p,
e isso conclui a demonstracao. [

Proposigao 3.2.4 Seja {z*} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 3.4. Se as
hipoteses da Proposicao 3.2.8 sdo satisfeitas e existem kg € N e ¢ > 0 tal que

zk € B(Z,¢), entdo existem a, B > 0 tais que

dQ(ka-‘rl’ xko)

d(‘rko’ xk’ofl) S

[p(f(2") = f(&)) = p(f(a"*) = f(2))] - (3-39)

™| e

Demonstragao: Assuma, sem perda de generalidade, que ky € N é tal que (3.36)

se verifica e € > 0 é suficientemente pequeno tal que B(Z,¢) C U. Assim,
e UN[f(@) < f < f@) +n).

Como f satisfaz a propriedade de Kurdyka-Lojasiewicz em Z, temos que

1

2 gradf@)]| (340)

(fa™) = (@)

Como ¢ é concava e ¢’ > 0, lembrando que f(z*0*1) < f(z*), obtemos

v

S (Fa) — F@)(F(h) — fahH))
, llgrad f(z%)]

Btko lgradf @]
d2(xk‘0+1’ xko)

|lgrad f (z*o)]|"

p(f(2") = [(@) — p(f(a™) = f(2))

v

(3.41)

onde a segunda desigualdade segue de (3.40) e (3.33), e a terceira vem de (3.30).
Além disso, sendo a aplicagdo = + gradf(z) Lipschitz continua e o transporte

paralelo uma isometria, segue da desigualdade triangular que
llgrad f(z")[| < [lgradf(z") — Pyro-1 grograd f(z"~1)]]
+| |ka0’1,mk0 gradf(xk(Jil) ||
1
< (L + 5) d(xFo, gm0, (3.42)

1
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Portanto, o resultado desejado segue combinando as inequagoes (3.42) e (3.41), com
a=(L+3). "

Proposigao 3.2.5 Seja {z*} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 3.4. Se as
hipoteses da Proposicao 3.2.8 sao satisfeitas. Entdo, existem ko € N e e > 0 tais
que

a* € B(#,¢), Vk > ko. (3.43)

Demonstragao: Seja {z%} uma subsequéncia de {*} convergindo para 7 e tome
e > 0 suficientemente pequeno tal que B(Z,e) C U. Segue da Proposigao 3.2.3, para
p = €, que existe kg € N tal que (3.37) se verifica. Provaremos (3.43) por indugao
sobre k. Para k = kg, a afirmacao segue diretamente de (3.37). Agora, suponha que
xF € B(%,¢), para todo k = ko + 1,..., ko + j — 1. Entdo, pela Proposi¢ao 3.2.4,

obtemos

V(@ a1 (a/B)p(f(2F) — f(2)) — p(f("+1) — f(&))] = d(a",2"),  (3.44)

para k = kg + 1,..., ko + 7 — 1. Note que, para quaisquer ntimeros reais r,s > 0,
temos que r 4+ s > 24/rs. Assim, para k =ky+1,...,kg+ j — 1, tomando

r=d(a" 2" ) es = (a/B)lp(f(a") = f(2)) — o(f(=") = f(2))],

pela desigualdade (3.44), segue que

2d(a™, o) < d(a*, 2 + B[@(f(fv’“) = f(@) = o(f (™) = f(2))],

para k =ko+1,...,ky+ j — 1. Somando a tltima desigualdade de k = ko + 1 até
k=ko+j—1, obtemos

ko+j—1
Z d(x™ ) + d(aMoI Rt < d gkt gRo)
i=ko+1
+ GlelsEh) - £@)
— GlelfEh) — @),
que nos leva a concluir que
ko+j—1
> d@th ety < d(@Rt gk + %w(f(xk‘)) - [(%)) (3.45)
i=ko+1

porque ¢ é crescente, f(x*!) < f(z*), para todo k > 0, e d(x,y) > 0 para todo
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x,y € M. Agora, usando a desigualdade triangular, temos que

d(xk0+j, ;E) < d($k0+j,:rk0) + d(:cko, j)
ko+j—1

< d(zh,7) + d(zM T zho) 4 Z d(z™ 2,
i=ko+1

que, combinado com (3.45), obtemos

d(z™, &) < d(a™, 7) + 2d(a™, M) + %so(f(ﬂf'“) — [(2)) <e
onde a desigualdade do lado direito vem da Proposicao 3.2.3 para p = €. Portanto,

concluimos que "% € B(Z,¢), e a indugao estd completa. n

Proposicao 3.2.6 Seja {z*} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 3.4. Se as
hipoteses da Proposicao 3.2.3 sao satisfeitas, entdao ZZ:OB d(z*t 2%) < +00. Em

particular, limy,_, o d(z*1, 2%) = 0.

Demonstragao: Tome ko, N € N ntimeros naturais tais que N > kg e (3.43) se

verifica. Entdao, combinando a Proposicao 3.2.4 com a Proposigao 3.2.5, temos que

dz(%lﬁ-l7 :L“k)

I S A A
d(z*, 21y =

%[so(f(x"’)—f(:f))—so(f(w’““)—f(f))], Vi > ko, (3.46)

que implica em

d2<xi+1’ l’i)

<
d(zf, x-1) —

SletrEh) = @) (3.47)
i=ko+1

porque ¢’ > 0 e f(2¥) < (%), para todo k > 0. Portanto, o resultado desejado
segue fazendo k — 400 em (3.47) e aplicando o Lema 3.2.1. ]
A maioria dos resultados de convergéncia de métodos numéricos em minimizacao
convexa sao obtidos supondo a existéncia de um minimizador local (e com isso
global) da fungao objetivo. No presente cendrio nao-convexo, a existéncia de um
minimizador local nao implica a existéncia de um minimizador global mesmo se a

funcao em consideracao for limitada inferiormente. Dessa forma, nao é esperado se

obter limitagao da sequéncia das iteradas.

Teorema 3.2.1 Seja {z*} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 3.4. Assuma que
{z*} tem um ponto de acumulagdo T € M e f satisfaz a propriedade de Kurdyka-
Lojasiewicz em T. Entdo, limy_, o f(2¥) = f(Z) e {2*} converge para T que é um

ponto critico de f.
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Demonstragao: Seja {z%} uma subsequéncia de {z*} convergindo para . Da
Proposicao 3.2.6 segue que {z¥} é uma sequéncia de Cauchy, e com isso, {z*}
converge para & quando k — +o0o. Sendo f continua, temos que f(x*) converge

para f(z) quando k — +o00. Além disso, de (3.30), temos que
tellerad f(ah)]] = d(2**,a*), vk > 0.
Aplicando o limite com k — 400 na igualdade acima obtemos

|lgradf(z)|| = 0,

uma vez que liminfy ot > 0 e limg_s ;o d(2¥*1 2%) = 0. Portanto, Z é um ponto

critico de f e a demonstracao esta concluida. [

3.2.2 Aplicagao: centro de massa Riemanniano

O centro de massa Riemanniano (global) ou média Riemanniana ou ainda média
de Fréchet de um conjunto de pontos {a;}?; dados em uma variedade de Riemann
M ¢ definida como o conjunto de pontos que minimiza a soma dos quadrados das
distancias aos pontos dados. Esse conceito e suas variagoes tem uma longa histéria
de aplicacoes em matematica pura. Recentemente, andlise estatistica em variedades
de Riemann e, em particular, o centro de massa Riemanniano tem sido aplicado
em diversas areas como visao computacional, andlise estatistica de formas, imagens,
redes de sensores e varias outras aplicagoes de andlise de dados, veja Afsari et al. [4]
e suas referéncias.

Esse problema também aparece na literatura em uma forma mais geral chamado
LP-centro de massa Riemanniano que considera o problema de calcular o LP-centro
de massa de um conjunto de dados {a;}?_; C M com relagao aos pesos 0 < w; < 1 tal
que > w; = 1. Nesta se¢ao estudaremos o problema de encontrar o LP-centro de
massa Riemanniano em uma variedade de Hadamard de dimensao finita M definido

como a solugao do seguinte problema:

n

o1
gélj&lp;widp(x,ai), (3.48)

para 1 < p < o0. Se p = 00, o centro de massa é definido como o minimizador
de max; d(z,a;) em M. O foco do nosso estudo serd limitado aos casos p = 1 e
p = 2 que sao os mais comuns na literatura. Normalmente quando nos referimos ao
centro de massa de um conjunto de dados nao fazemos referéncia explicita aos pesos
a menos que seja necessario. Dizemos que os pontos aq,...,a, € M sao colineares

se eles pertencem a mesma geodésica, ou seja, existe y € M, d € T,M e t; € R,
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i=1,...,n, tal que a; = exp, t;d, para cadai=1,...,n.

Dados a; e w;, 1 = 1,...,n como em (3.48) definimos a fun¢éo f, : M — R como
1 n

= - Z w;dP(x, a;). (3.49)
P

Verifica-se que
grad f,(x Zwldp r,a;) exp, ' a;, (3.50)
i=1
para todo z € M desde que x nao pertenca ao “cut locus”de qualquer um dos
pontos do conjunto de dados; veja por exemplo [4]. A definigao de “cut locus”pode
ser encontrada por exemplo em [114, pagina 102] ou [38, pagina 295].

Considere x,y € M (y distinto de z) e t — ~(t) com v(0) = z a geodésica
normalizada que faz em x um angulo § com a geodésica minimal ligando y a x.
Segue de [114, Lema 2.9] que

sin? 3 d?

d(z,y) = @d( Y(8); y)le=o0- (3.51)

Antes de apresentarmos o algoritmo para calcular o centro de massa Riemanniano
de um conjunto de dados veremos algumas propriedades importantes das fungoes f;

e fy e seus restectivos problemas de minimizacao.

Proposicao 3.2.7 Hess f1(x) € semi-positiva definida para todo x € M tal que
x#a;,1=1,...,n. Além disso, se 0s pontos ay,...,a, nao sao colineares, entao
Hess f1(x) € positiva definida para todo x € M tal que x # a;, i =1,...,n

Demonstragao: Dado z € M tal que x # a;, 1 = 1,...,n. Sejat — ~y(t) a geodésica
tal que v(0) = 2 e 7/(0) = v, e §; 0 angulo que essa geodésica forma com a geodésica

que liga os pontos x e a;. De (3.51), temos que

1 i " q?
Z o B dtgd( ( ) ai)’t:0~ (352)
=1 7 Z

Assim, denotando por

o= W lz:: sin? 3, (3.53)

temos de (3.52) que ,
1o Ol=o 2 a2 0. (3.54)
Agora, se os pontos ay,...,a, sa0 nao colineares, entdo existe pelo menos um

ponto, digamos a,, ¢ € {1,...,n}, tal que sin® 3, > 0 que implica por (3.53) que
a > 0. [
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Dizemos que uma funcao de classe C? é de Morse se todos os seus pontos criticos
sao nao degenerados, isto é, se hessiana de f tem todos os seus autovalores diferentes
de zero. Sabemos que toda funcdo de Morse satisfaz a propriedade de Kurdyka-

Lojasiewicz em todos os pontos de seu dominio; veja [46, Teorema 3.8].

Corolario 3.2.1 Se os pontos ay,...,a, ndo sio colineares e existe C' C M tal que
a; ¢ C, para todo i = 1,...,n, entdo a fung¢io f; : M — R dada por fi(z) =
Sor wid(z,a;) satisfaz a propriedade de Kurdyka-Lojasiewicz em todos os pontos
de C.

Demonstragao: Como a; ¢ C, para todo i = 1,...,n, entdao f; é de classe C™
em C; veja [129, pagina 106]. Segue da segunda parte da Proposicao 3.2.7 que os
autovalores de Hess fi(x) sao todos positivos para todo x € C. Com isso, f; é uma
fungao de Morse, donde por [46, Teorema 3.8], temos que f; satisfaz a propriedade

de Kurdyka-Lojasiewicz em todos os pontos de C. [

Proposicao 3.2.8 As sequintes afirmacoes se verificam:
(a) A fungio fi(x) =" wid(z,a;) é conveza;
(b) O problema (3.48), para p =1, sempre tem uma solugdo;

(¢c) A solugdo do problema (3.48), para p =1, € inica se 0s pontos ay,. .., a, S4o

nao colineares;

(d) Determine um indice p € {1,...,n} tal que fi(a,) = min,—y__, fi(a;). Entdo,

a, ¢ um minimizador de f; em M se, e somente se,

i exp, ' a,
Wy ———
d(a;,ap)

1=1,17p

Demonstragao: (a) A convexidade de x — w;d(x, a;) estd provado em [129, pdgina
106]. Dessa forma, a convexidade de f; segue da propriedade que a soma de fungoes
convexas é convexa; veja [129, pagina 67].

(b) Sendo f; uma fungao continua e coerciva, entdo temos que f; tem um minimi-
zador global;

(c) Para provar esse item basta notar que se os pontos ay, ..., a, sdo nao colineares,
entao pela segunda parte da Proposicao 3.2.7 existe pelo menos um ponto, digamos
aq, tal que a funcdo = — d(x,a,) é estritamente convexa. Logo f; é estritamente
convexa;

(d) Como f; é convexa, temos que um ponto a, ¢ minimizador de f; se, e somente
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se, 0 € 0fi(ap). Por outro lado, combinando (3.50) com [89, Lemma 5.2], obtemos
que
- exp, ' a,
a;
0filay) = > wi——"—L 4 w,B,,
1=117p
onde B,, denota a bola unitaria com centro em a,. Com isso, a, ¢ um minimizador

de fi se, e somente se, existe §, € B,, tal que

n —1
exp,. dp

E Wy = _wpfpv

. - d(a/i7 ap)

i=1,i#p

e a afirmacado segue tomando a norma nos dois lados da igualdade acima levando

em consideracao que ||&,|| < 1. "

Proposicao 3.2.9 Seja C' um conjunto compacto tal que a; ¢ C par cada i =

1,...,n. Entao o campo grad fi : M — T M ¢é Lipschitz continuo em C.

Demonstragao: Assuma que X;(z) = 2%(z,a;) é o vetor (unitdrio) tangente do
tnico segmento geodésico minimizante ligando os pontos z e a;, para cada i =
1,...,n. Seguindo os passos da demonstracao de [68, Proposition 4.1] podemos
mostrar que, para todo = € C, o campo X; é Lipschitz continuo em B(z,r,) com
constante L,. Sendo C' compacto, pelo Teorema de Hopf-Rinow, temos que o campo
X; é Lipschitz continuo em C. [

A seguir, apresentamos algumas propriedades da funcgao fs.

Proposicao 3.2.10 As sequintes afirmacdes se verificam:

(a) A fungio fo(z) = 531 wid*(z,a;) € estritamente conveza e continuamente

diferencidvel com seu gradiente Lipschitz em conjuntos compactos;

(b) O problema (3.48) sempre tem tunica solug¢do para o caso p = 2.

Demonstragao: (a) A convexidade estrita bem como o fato de fs ser continuamente
diferencidvel esta provado em [129, pagina 111]. A Lipschitz continuidade local de
grad fo(-) segue de [16, Theorem 3.4] combinado com [16, Example 3.1]. Dessa
forma, pelo Teorema de Hopf-Rinow, temos que grad f(+) é Lipschitz continuo em
conjuntos compactos.
(b) Sendo f, continua e coerciva, entdao fo possui minimizador. A unicidade segue
da convexidade estrita provada no item anterior. [
E conhecido que uma variedade de Hadamard é um exemplo de um espaco
CAT(0) ou espaco de Hadamard; veja [13, pdgina 14]. Um espago CAT(0) é ca-

racterizado como um par (M, d) tal que para todo x,y € M, existe uma geodésica
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v :[0,1] — M tal que y(0) = z e (1) = y satisfazendo
d?(y(t),2) < (1 —t)d*(z, 2) + td*(, zy) — t(1 — t)d*(z, ), (3.55)

para todo z = (t) com t € [0, 1]; veja [13, pdgina 9].
Como em uma variedade de Hadamard ||7/(¢)|| é constante com respeito a t e

d(z,y) = || exp; ' yl|, entao (3.55) pode ser escrito como

d*(Y(t),2) < (1= )d*(w, 2) + td*(y, z) — (1 = O[]y (O)]]*.

Essa ultima desigualdade significa que a fungao d?(-, z) ¢ fortemente convexa. Como
a soma finita de fungoes fortemente convexa ainda é uma funcao fortemente convexa

podemos enunciar o seguinte resultado:

Proposigao 3.2.11 A funcdao fo(z) = D1, w;d*(x,a;) satisfaz a propriedade de
Kurdyka-Lojasiewicz em todo ponto de M.

Demonstracao: Como toda fungao fortemente convexa é estritamente convexa
(veja [129, pagina 188]), temos que toda funcao fortemente convexa é uma funcao de
Morse. Logo, segue de [46, Teorema 3.8|, que f, satisfaz a propriedade de Kurdyka-
Lojasiewicz em M. n

A seguir, apresentamos uma versao do método de maxima descida para calcular
o centro de massa Riemanniano de um conjunto de dados {a;}!, € M. Dessa
forma, denotaremos o indice p € {1,...,n} tal que f(a,) = min;—; __, f(a;), onde

f = fiou f= f. Iremos assumir que a, nao é o centro de massa Riemanniano.

Algoritmo 3.5 Passo 1: Determine d, € T,,M e t, > 0 suficientemente pequeno
tal que f(exp,, tpd,) < f(ap), e tome 2° = exp, tpdy;
Passo 2: Dado 2% € M, se x* é um ponto critico de f, entio faca z*TP = 2* para
todo p € N;
Passo 3: Caso contrdrio, tome como prérima iterada x*T' € M tal que

2" = exp i (—trgradf (z*)), (3.56)

onde {ty} € como em (3.31) para f = f1 ou f = fs.

Observagao 3.2.4 Denotando por LY(2°) := {x € M : f(z) < f(z°)} notamos
que, se {x*} é uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 3.5, entdo x* € L/ (2°), para
todo k € N e a; ¢ L¥(2°), para todo i = 1,...,n. Além disso, podemos verificar
que LY (z°) € ndo vazio e compacto para f = fi e f = fo. Dessa forma, a Pro-
posicao 3.2.9 se verifica para C = LY (2°) bem como o item (a) da Proposicdo 3.2.10

no mesmo conjunto. Isso garante a boa definicao do Algoritmo 3.5.
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A seguir apresentamos os resultados de convergéncia para calcular L! e L2-centro

de massa Riemanniano via Algoritmo 3.5.

Teorema 3.2.2 Seja {x*} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 3.5 para f = fs.
Entao {a*} converge para o Riemannian L*-centro de massa Riemanniano do con-
gunto de dados {a;}?.

Demonstragao: Como z* € L/2(2°), para todo k € N e L2(2°) é um conjunto
compacto, temos que {z*} é uma sequéncia limitada. Assim, considere # um ponto
de acumulacio de {z*}. Pela Proposicio 3.2.11, temos que f, satisfaz a propriedade
de Kurdyka-Lojasiewicz em 2. Logo, pelo Theorem 3.2.1, obtemos que {z*} converge
para & que é um ponto critico de f;. Pelo item (a) da Proposigao 3.2.10, temos que
fa € estritamente convexa que significa & ser (inico) minimizador de f; e a prova

estd completa. n

Teorema 3.2.3 Seja {2*} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 3.5 para f = fi.
Entdo {z*} converge para o Riemannian L'-centro de massa Riemanniano do con-
gunto de dados {a;}? , desde que os pontos a;, para i =1,...,n, sejam nao coline-

ares.

Demonstracgao: Similar ao Teorema 3.2.2 tendo em vista o Corolario 3.2.1 e a

Proposicao 3.2.8. u
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Capitulo 4

MPP generalizado para funcoes

DC

H&a uma vasta literatura sobre a classe de fungoes que podem ser escritas como
diferenga de fungoes convexas, ou abreviadamente, fungdes DC. Essa importante
subclasse de fungoes localmente Lipschitz desperta o interesse tanto da matematica
pura como da matemaéatica aplicada. Essa classe surge naturalmente como o me-
nor subespaco vetorial contendo todas as fungoes continuas e convexas definidas em
um dado conjunto. Além disso, a classe das fungoes DC é densa no conjunto das
fungoes continuas definidas num conjunto convexo e compacto X (com a topologia da
convergéncia uniforme em X). Neste capitulo estudaremos o método do ponto pro-
ximal em que a norma Euclideana é substituida por uma aplicacao “like-distance” ou
distancia generalizada, ou seja, uma fungao que nao necessariamente satisfaz todos
os axiomas da funcao distancia, mas preserva boas propriedades como continuidade,
coercividade e, em alguns casos, convexidade. Esse tipo de método é normalmente

denominado na literatura como algoritmos generalizados ou nao lineares.

4.1 Quase distancia

H& um préspero campo de pesquisa em algoritmos generalizados. Métodos proximais
usando regularizacoes nao lineares foram estudados por exemplo em Auslender et
al. [10], Bento e Soubeyran [26, 27|, Burachik e Svaiter [35], Chen e Teboulle [41],
Censor e Zenios [40], Eckstein [51], Kiwiel [76], Moreno et al. [101], Pan e Chen [106],
Teboulle [127]. Neste trabalho o termo “like-distance”ou “generalizado”diz respeito
a uma aplicacdo definida da seguinte forma: dado um conjunto X néo vazio, uma

aplicacao ¢ : X x X — R, é chamada de quase distancia se satisfaz
1. Para todo z,y € X, q(z,y) = q(y,x) =0 & x = y;

2. Para todo z,y,2 € X, q(z,2) < q(z,y) + q(y, 2).
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O par (X,d) é chamado de espaco quase métrico. Um espaco quase métrico cuja
quase distancia satisfaz a propriedade simétrica ¢(z,y) = ¢(y,x) é um espago
métrico. Quase distancias sao aplicagoes continuamente diferencidveis e coercivas,
mas nao necessariamente convexas. Alguns exemplos de quase distancias podem ser
encontrados em [101]. Esse tipo de “like-distance’é mais apropriado para aplicagoes
em Teoria Comportamental, onde por exemplo o custo C(z,y) de mudar de uma
estratégia x para a estratégia y nao necessariamente é o mesmo custo que voltar
da estratégia y para x, ou seja, é possivel que C(x,y) # C(y,x); veja por exemplo
[26, 27, 101].

Neste trabalho estamos considerando quase distancias que satisfazem a seguinte
condigao:

Condition 1: Existem niimeros reais positivos «, 8 > 0 tais que
aflr —yll < q(z,y) < Bllz —yll, Vz,y eR™ (4.1)

Observagao 4.1.1 Com a Condi¢ao 1 temos que as aplicagoes q(.,z) e q(z,.) sao
Lipschitz continuas em R™ e ¢*(., 2) e ¢*(z,.) sao localmente Lipschitz em R"™; veja
[101, Proposi¢ies 3.6 ¢ 3.7]. Condicao 1 tem sido usado em [26, 27, 101]. Em [101]

alguns exemplos de quase distancias que satisfazem a Condicdo 1 sdo apresentados.

4.2 Algoritmo generalizado

Seja f : R — R U {400} uma fungdo DC prépria e limitada inferiormente
com componentes ¢g,h : R" — R U {400} semicontinuas inferiormente, ou seja,
f(x) = g(x) — h(x), com g e h convexas. Nesta se¢do iremos considerar um al-
goritmo generalizado que, em cada iteracao, lineariza a funcao f sem minimiza-la
diretamente, enquanto minimiza a fungdo ¢g juntamente com a linearizacao de h e a
regularizacao com uma quase distancia. Esse tipo de método linearizado tem sido

bastante usado em problemas envolvendo soma de fungdes convexas; veja [32, 65].

Algoritmo 4.1 Passo 1: Tome um ponto inicial 2° € intdom(h) e {\.} uma
sequéncia limitada de niumeros reais positivos tal que liminfy_. A > 0.
Passo 2: Tome

w* € Oh(xF). (4.2)

Passo 3: Calcule

2" € arg min {g(m) — (W x — ") + 2}\(]2($k, x)} . (4.3)
k

z€R™

Se a1 = 2% pare. Caso contrdrio, faca k =k + 1 e retorne ao Passo 2.
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A boa defini¢ao de (4.2) e (4.3) é garantido pela convexidade das fungoes h, g e
pela Condigao 1. Note que quando ¢(z,y) = ||z —y|| e h = 0, entao o Algoritmo 4.1
se reduz ao método proposto por Rockafellar [112] para resolver um problema de

minimizagao convexa.

Observacgao 4.2.1 Enfatizamos que o Algoritmo 4.1 € diferente do algoritmo DCA
proposto em Pham e Souad [109]. Algoritmo 4.1 compartilha a mesma ideia que o
algoritmo DCA, mais precisamente, uma aprozimacao linear de uma das componen-
tes (ou das duas) da fun¢ao DC f(x) = g(x) — h(z). Porém o Algoritmo 4.1 € mais
simples pois a linearizacdo € feita diretamente e nao na dual de uma das componen-
tes com em [109]. Além disso, o método do ponto proximal é mais eficiente que o
método subgradiente; veja Moudafi e Maingé [102]. Algoritmo 4.1 é bem similar ao
método proposto em Sun et al. [126], mas algoritmos com uma reqularizagdo usando
uma quase distancia sao mais apropriados para aplicacoes em Teoria de comporta-

mento, onde o custo de mover de uma posicio atual ¥ para outra posicao x***

k

e
o0 custo para permanecer na posi¢ao r* nao necessariamente sao simétrico e igual a

zero, respectivamente.

No Algoritmo 4.1, o processo iterativo (4.3) poderia ser escrito como

2" € arg min ¢ (1), (4.4)
z€ER™

k

1
onde @ () = g(x) —h(x*) — (¥, 2 —2*) + ——¢*(2", 7). Nesse caso, para cada k > 0,

segue da convexidade de h que f(z) < @i)(\;), para todo x € dom(f). Assim, em
cada iteragao (4.4) minimiza uma cota superior da fungao objetivo f decrescendo o
valor de f ao longo da sequéncia. Esse tipo de método é denominado “majorization-
minimization” (veja [83]) ou “successive upper-bound minimization” (veja [111]). Esse
tipo de método tem sido usado com sucesso em diversos tipos de aplicagoes; veja
[5, 49, 52, 61, 84, 96, 97].

A seguir apresentamos um resultado técnico que serd usado na andlise de con-

vergéncia do algoritmo.

Proposigao 4.2.1 Seja {2*} a sequéncia gerada pelo Algoritmo 4.1. Entdo existem
L€ 9g(2*th) e nftt € Or(q(a®, ) (2™ ) tais que

k .k+1
wt = gty ET) L Ly, (4.5)

Demonstragao: Como em (4.3) z**! é solucio de um problema de minimizacao,
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segue da Proposicao 2.1.2 que

0 e aL (g() _ <wk7 L fEk> + 2/1\I€q2(xk’ )) (karl)
C 0 (g() — (- — %) (@) + 2;& (") ()
= Opg(a®th) —wh + LaL (QQ(SUka )) ("),

2k

onde a segunda inclusao segue da Proposicao 2.1.3. Logo, obtemos que

Lo (25, ) @), (4.6)

k k+1
Jg(x +

Aplicando a Proposigao 2.1.4 com fi(x) = fo(z) = q(2*, x), temos que
ar, (¢*(«", ) (@) € 2q(a", 2" 1)ay (g(2*, ) ("),

Portanto, combinando a inclusao anterior com (4.6) obtemos

q(xk:’ xk+1)

8LQ(xk7 ')(l‘k-H)?
Ak

wh € dg(x" ) +

e a demonstracao estd concluida. [

4.3 Analise de convergéncia

Agora estabeleceremos os resultados de convergéncia do algoritmo. Iniciaremos
mostrando que o método é de descida. Lembramos que, se f é uma fungao DC
tal que f(z) = g(x) — h(z), um ponto z* € dom(f) é ponto critico de f se,
Oh(z*) N dg(x*) # 0.

Teorema 4.3.1 A sequéncia {x*} gerada pelo Algoritmo 4.1 satisfaz um dos itens

a sequar:
1. o algoritmo para em um ponto critico;
2. f decresce estritamente, ou seja, f(x*t1) < f(2), Vk > 0.

1

Demonstragao: Se %! = z¥_ entdo q(z*, 2*1) = 0 e segue de (4.5) que w* = &1,

com &ML € dg(z*) e wh € Oh(2*). Logo, Oh(x*) N dg(x*) # 0, o que mostra que
2 é um ponto critico de f. Agora, suponha que z**1 #£ 2*. Segue de (4.2) e h ser
convexa que

h(z" ) > h(2®) + (w*, ¥ — ). (4.7)
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Por outro lado, segue de (4.3) que
g(xk) > g(l‘k+1) _ <wk,1‘k+1 _ $k> + 7q2(l‘k,l‘k+1). (48)

Adicionando (4.7) e (4.8) obtemos

1
F@k) = @) + (@b, ) > fh), (4.9)
k
onde na desigualdade estrita usamos o fato que Ay > 0 e ¢*(z*, %) > 0. "

Observagao 4.3.1 Sendo f limitada inferiormente, seque diretamente do sequndo

item do teorema anterior que a sequéncia {f(z*)} € convergente.

O resultado a seguir mostra que, no que diz respeito a quase distancia ¢, itera-
das consecutivas estdo préoximas para uma quantidade de iteracoes suficientemente

grandes.

Proposigao 4.3.1 Se {2*} € a sequéncia gerada pelo Algoritmo 4.1, entdo

Zq2($k,l’k+1) < co.

k=0

o

Em particular, lim q(z*, ") = 0.
k—+o0

Demonstragao: De (4.9), temos que

Qi\kQQ(xk’xk—i—l) S f(.%'k) . f($k+1).

Somando a desigualdade acima com k variando de 0 até n — 1, temos
n

LZ k k+1 0\ n
D ket < 76t) - )

Como {\} ¢ limitada, digamos \y < i, e f é limitada inferiormente, temos que

n—1
1
- q2($k’$k+1) < f($0)
2\
k=0
Fazendo n — 400 na desigualdade acima obtemos que Y -, ¢*(z*, z¥*1) é conver-
gente e, em particular, temos que limy_, o, q(z¥, 2%1) = 0. "

Seja h uma funcao convexa. Combinando as Proposicoes 2.1.6 e 2.1.7, observa-
mos que se {z¥} é uma sequéncia limitada e w* € dh(z*), para todo k € N, entao
{w*} também é limitada. Usaremos esse fato no seguinte resultado de convergéncia
do Algoritmo 4.1.
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Teorema 4.3.2 Se {2*} € a sequéncia gerada pelo Algoritmo 4.1, entdo todo ponto

de acumulagio de {x*}, caso exista, é ponto critico de f.

Demonstragao: Seja & um ponto de acumulacio de {z*} e tome {z%} uma sub-
sequéncia de {2} convergindo para &. Como w* € dh(z*), temos que {w* } também
é limitada e podemos assumir sem perda de generalidade que {w"*'} converge para
um ponto w (podemos extrair uma outra subsequéncia se necessario). Segue da

defini¢ao do algoritmo que

Oeé%w<g()—<w“,~—x“)+-2i%qax@;ﬁ>($@“)

Usando a Proposicao 2.1.5, com fi(z) = g(x) — (0", x —a%), fo(z) = 53-¢*(z", z)
ey=060= kij, temos que
1 —
0 € 0r(fi+ fo) (™) C A+ k—B(O, 1), (4.10)
j+1
onde A = {Opfi(a;™) + Opfalay™) = " € Bl b, |fila]™) ~

? kit

,i=1,2}. Note que g fi(al*') = dg(al?*') — whi+ ¢

Sl < £

Opfolay™") € O1folay™) C s——a(a®, a1 (a(a, ) (a5"™),

Ak

j+1

onde as iclusoes na ultima desigualdade vem das Proposicoes 2.1.1 e 2.1.4, respecti-

vamente. Usando esses fatos em (4.10), temos que

ki ki1
Jaa2 )

M,

1 —

ale B(0,1).

wh € dg(a ) + A (q(x™, ) (ay™") +

ki1

Com isso, podemos afirmar que existem subsequéncias &+t € dg(a’*"), nFi+t €

A (q(x*,))(a*') e uber € B(0,1) tais que

k; kj+1 k'+1
J’ a2 )nkj+1 + u’
)
Akj k]+1

whi = gk q(z

(4.11)

onde {n®} e {uf} sao limitadas, mais precisamente, |[nf+1|| < M e [Jufi+1]] < 1,
para algum M > 0 e para todo j € N.
Provaremos agora que {£¥} converge para . Combinando (4.11) com a desi-
gualdade triangular da norma Euclediana, obtemos
k 1

M .
0 < [Jw' — 5] < T—q(a®, ay™") + —.
>\kj ijrl

(4.12)
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Agora, aplicando a desigualdade triangular na quase distancia, temos que

k. kj—l—].)

7,(12 kj+1)

q(a™, %) + (a7 0y
B
kj+1

IN

q(z

S q(xkj7xk’j+1) +

(4.13)

kj-‘rl 1
7 kj+1

(4.13), levando em consideracao que liminfy_, o A\x > 0 e g(z*, 2*™!) — 0 quando

usando que a’;j e B(z ) na segunda desigualdade. Combinando (4.12) e

k — 400, concluimos que

lim w® = lim &b+ =ap.
Jj—+oo Jj—+oo

Sendo a}’*' € B(aki+1, kjlﬂ), temos que lim;_, o ait = lim; o 2"+ = . Com
isso, usando o fato que &5+ € g(ay’™) e wh € Oh(z*7), juntamente com o fato
que dg e Oh sao conjuntos fechados, obtemos que w € Oh(z) N Ag(&), ou seja, T é

um ponto critico de f. [

4.4 Convergéncia global

Lidando com métodos de descida para fungoes convexas é esperado que os algoritmos
obtenham convergéncia global da sequéncia. Quando as funcoes objetivo nao sao
convexas (ou quase convexas) esses métodos podem ter comportamento oscilatério
e com isso, resultados de convergéncia parcial sao obtidos. Nesta secao iremos
adicionar hipoteses razoaveis para obter um resultado de convergéncia global para

o Algoritmo 4.1.

Teorema 4.4.1 Seja {z*} a sequéncia gerada pelo Algoritmo 4.1. Assuma que {z*}
seja limitada, f seja continua e satisfaca a propriedade de Kurdyka-Lojasiewicz em
um ponto de acumulagdo & de {x*} e que h seja diferencidvel com Vh(-) Lipschitz

com constante L > 0. Entdo, {x*} converge para & que é ponto critico de f.

Demonstragao: A prova segue diretamente de [9, Theorem 2.9] levando em consi-

deracao os seguintes fatos:

1. Como {\;} é limitada, temos que A\, < Ay, for all k. Com isso, segue de (4.9)
que

1

— (2", ") < (M), VE>o0.

k+1
f@:*)—%2A+ <

Logo, segue da Condicao 1 que

f@) +al|2" = 2M)P < f(2Y), VE >0,
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onde a = % > 0;
2. Segue de (4.5), que para todo k > 0

1

16541 — V(b < gat, <1y

4.14
— (4.14)

onde ¢¥1 € Ag(z*1) e L € Or(q(2F, ) (z*1). Sendo {x*} limitada, temos
que existe M > 0 talque ||n*|| < M, para todo k. Também temos que {A\} é
limitada, entdo 0 < A_ < Az, para todo k. Definindo 2**1 = ¢kl — U (2F 1),

temos que 2Kt € 9y f(aF+1) e

| = € = VA + Vh(e®) — Vh(®)]]
< (| = VA + [[VR(") = Vi)
M
S )\iq( k,l‘k+1) —{—LHIIH_I _ka
< (G r) et o

Logo, para cada k € N existe 251 € 9 f(2F+1) tal que ||2F1Y]] < b|[a* T —2¥]|,
onde b = (’%4 —i—L).

3. Como % é um ponto de acumulagao de {z*}, entdo existe {z%} uma sub-
sequéncia de {z*} convergindo para #. Segue da continuidade de f que
{f(z%)} converge para f(%). Logo, pela observagio 4.3.1, temos que {f(z*)}

converge para f(z).

E o teorema esta provado. [

4.4.1 Experimento numérico

Considere a funcao f : R* — R dada por f(z,z2) = z] + 23 — 223 — 223,
cujos pontos criticos sao (z7,23) = (0,0) (maximo local), (z},z3) = (1,1),
(a7, 23) = (—1,-1), (27, 25) = (1,—1) e (a},23) = (—1,1) (minimos globais), com
[* =inf g zyere f(21,72) = —2. O exemplo serve para mostrar que o método pode
ser implementado.

Sabemos que f satisfaz a propriedade de Kurdyka-Lojasiewicz pois f é uma
fungao semi-algébrica; veja esse conceito em [8]. A seguir, apresentamos como o

Algoritmo 4.1 se comporta para o caso particular em que ¢(z,y) = ||z — yl|.
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Figura 4.1: Gréfico de f(z,y)

0

Tabela 4.1: (29,29) = (2,-3) e . =1

k i 5 f(ay, 25)

1 | 1.29585206 | -1.50000000 | 0.0238569
2 | 1.10354986 | -1.16559737 | - 1.8239471
3 | 1.03844506 | -1.06027079 | - 1.9784392
4 | 1.01458913 | -1.02270175 | - 1.9970276
5 | 1.00558239 | -1.00866198 | - 1.9995719
6 | 1.00214283 | -1.00332134 | - 1.9999373
7 | 1.00082354 | -1.00127593 | - 1.9999908
8 | 1.00031665 | -1.00049052 | - 1.9999986
9 | 1.00012178 | -1.00018863 | - 1.9999998
10 | 1.00004683 | -1.00007254 | -1.9999999
15 | 1.00000039 | -1.00000061 | -2.0000000
21 | 1.00000000 | -1.00000000 | -2.0000000

Nesse exemplo usamos o software Scilab com o toolbox “fmincon”, para resolver

cada minimizagao nos subproblemas, com critério de parada ||z**1 — z¥|| < 1077.

4.5 Aplicagao 1: convergéncia linear do MPP -

CasO convexo

Nesta segao consideraremos o caso particular em que f(z) = g(z) — h(z), com g
fortemente convexa com constante p > 0 e h diferencidavel com VA(-) Lipschitz com
constante L > 0. Nesse caso, um ponto z* é ponto critico de f se Vh(z*) € dg(x*).

Denotamos S o conjunto dos pontos criticos de f e assumimos S # (). Note que a
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hipdtese de g ser fortemente convexa é razoavel pois dada uma funcao fortemente
convexa ¢ e f(x) = g(x) — h(z), temos que f sempre admite uma decomposigao
com componentes fortemente convexas, isto é, f(z) = (g(x) +¢(x)) — (h(x) + p(x)),
sabendo que a soma de uma funcao convexa com uma fortemente convexa é uma
funcao fortemente convexa.

Consideraremos também o caso particular em que ¢(x,y) = ||z — y|| no Algo-

ritmo 4.1, isto é

1

2" € argmin < g(x) — (Vh(z"), v — 2F) + ||z — 2¥||* } . (4.15)
reR™ 2>\k

Normalmente, taxa de convergéncia linear para o método do ponto proximal

é obtido para o caso em que a funcdo objetivo é fortemente convexa. A seguir,

mostramos a convergéncia linear de (4.15).

Teorema 4.5.1 Considere {z*} a sequéncia gerada pelo Algoritmo 4.1 com (4.15)

ao invés de (4.3). Se p > 2L, entdo existe uma constante 0 < r < 1 tal que
2"+ — 2¥|| < rl[a* —2*]], Vk>0,Vz* € 8. (4.16)
Com isso, a sequéncia {x*} converge linearmente para um ponto critico de f.

Demonstragao: Segue de (4.15) que existe z**1 € dg(xFT1) tal que

Vh(zF) = 25 4 )\1(1"”1 —a"). (4.17)
K

Tome z* € S um ponto critico de f, ou seja, Vh(z*) € dg(z*). Sendo g fortemente

convexa, temos que dg(-) é fortemente mondtono e, com isso, segue de (4.17) que

0 < <$k+1 _ SC*,Zk+1 _ Vh(l'*» _ PH$k+1 _ x*HZ

ok kL

Ak

<f)3k+1 . $*’

+Vh(a") = Vh(z")) — plla™" — 27|

Assim, sendo Az > 0, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e o fato que Vh(-)
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é Lipschitz continuo, obtemos

0 < 20(a" — 2%, Vh(aF) — Vh(z*)) — 2(a*H! — 2% 2™+ — 2F)
—2Xpp| [T — 2|2

AL |25 — 2 [|]|2F — 2*]] — ||2* — 2||? — [Jak — 2k

Hla® — 2% = 2] |25 — 2|7

DML — 2|2 4 [[o* — a*|[2) = [+ — a2 = [Ja* — o+
+|2F — 27| = 2|25 — 2¥| P

= (L+2MD)l2" = 27| = [1 4+ 2X(p — D)][[a" — 27| — [Ja* — 212,

IN

IN
8

Logo,
[1+2(p = D)]||2*1 = 2| < (1 42X\ L)]a* — 27|,

(14 2X\L)

———— — 2 <1 obtemos
14+ 2\(p— L)

Assim, tomando 0 < r := \/

|2"* —2*|| < r||a* —2*]], VEk>0,Vz*€S.

A tltima desigualdade implica que {z*} é Féjer convergente ao conjunto S. Logo,
{z*} é limitada. Combinando o Teorema 4.3.2 com a Proposicio 2.1.8, temos que
{z*} converge para um ponto critico de f. "

A condigao p > 2L implica que f é fortemente convexa. Logo, o teorema acima
pode ser visto como uma nova prova de que o método do ponto proximal converge
linearmente para o caso fortemente convexo (veja Rockafellar [112]), pois dada uma
funcao f fortemente convexa com constante p > 0 temos que f pode ser escrita
como uma fungao DC que satisfaz as hipéteses do teorema acima apenas tomando
h uma fungao convexa e C'! tal que 2L < p. Assim, f(x) = g(z) — h(z), com

g(x) = f(x) + h(zx) fortemente convexa.

4.6 Aplicagcao 2: problema de producao - caso

unidimensional

Um dos principais tépicos em Economia e Ciéncias de Gestao, em Pesquisa Ope-
racional, é determinar o tamanho 6timo de produgao ou o tamanho 6timo de uma
organizagao. Esse é um problema dificil tanto no aspecto conceitual como no as-
pecto técnico. O termo “tamanho 6timo” pode se referir a quantidade produzida de
um bem (ou produto final), a variedade de bens (ou produtos finais) produzidos,
a quantidade e a qualidade de trabalhadores de diferentes tipos de empregadores,

a quantidade de meios usados no processo de producao, assim como o numero de
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estagios intermedidrios no processo de producao e as diferentes possiveis localizacoes
em varios paises em um processo de producao globalizado. Existe uma ampla lite-
ratura sobre esse assunto e varios aspectos devem ser levados em consideragao.
Nesta secao iremos considerar, usando uma abordagem dinamica, o problema
estatico de tamanho de producao. Esse tamanho se refere aos niveis de producgao,
isto é, o nimero de unidades de um produto final que uma companhia produz.
Iremos considerar o caso mais dificil, porém mais realista, em que uma companhia
possui retorno crescente em curto prazo, quando a funcao do custo de execugao de
produgao é concava. O caso mais tradicional de retornos decrescentes de escala de
produgao, quando o custo de producao é convexo, é bem mais simples.
Denominamos retornos crescentes de escala de produgao quando ha insumos
(“inputs”) necessarios para se produzir mas isso nao influencia a quantidade de bens

finais (“outputs”) produzidos, ou seja, a fun¢ao producao f(K, L) satisfaz
F0K,0L) > 6f(K, L),

para § > 1. Por exemplo, para escrever um “software’ necessitamos de “inputs’para
programadores que nao influenciara na quantidade de cépias produzidas.

Quando f(0K,0L) < 6f(K, L), para 6 > 1, dizemos que o retorno na escala de
producao é decrescente. Isso ocorre, por exemplo quando, para aumentar o tamanho
de uma companhia requer que se gaste mais recursos para controlar o aumento da
burocracia ou fluxo de informagoes. Se f(0K,0L) = 0f(K, L), entao dizemos que o

retorno é constante.

Exemplo 4.6.1 A fungdo de produ¢ao Cobb-Douglas é dada por
f(K,L) = pL*K”,

onde L ¢ a quantidade de trabalho empregado, K € o capital investido, p € o fator de
produtividade total e o, B sao constantes associadas as varidveis L e K determinadas

pelas tecnologias disponiveis, respectivamente. Assim,
f(OK,0L) = p(L)*(AK)? = 0°PpLKP = P f(K, L).

Portanto,
sea+ [ < 1, temos retorno decrescente;

sea+ > 1, temos retorno crescente;

sea+ B =1, temos retorno constante.

Usaremos a recente abordagem “Variational Rationality”(VR) de A. Soubey-

ran [117-119] para determinar o tamanho 6timo de produgao de uma companhia,
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a longo prazo, onde se pode em cada periodo contratar, demitir e manter traba-
lhadores na companhia. Essa abordagem oferece uma teoria original e dinamica do

problema de producao.

4.6.1 Um modelo de companhia com retornos crescentes a

curto prazo

Para entender melhor como otimizagao DC funciona em aplicagoes em Ciéncia de
Gestao vamos examinar um caso simples que pode ser estendido para o caso multiob-
jetivo que é mais realista. Diferentes varia¢es desse exemplo podem ser encontradas
em Soubeyran [117, 118], Bento e Soubeyran [26, 27] e Bao et al. [15]. Mas nenhum
desses trabalhos examina o importante caso de retorno crescente, que é o caso mais
realista em custo de producao, como fazemos aqui, ou seja, como uma aplicacao do
método do ponto proximal para otimizacao DC.

Considere uma companhia hierdrquica consistindo de empreendedor, um perfil
de trabalhadores e uma sucessao de periodos onde o empreendedor pode contratar,
despedir ou manter empregados trabalhando em um ambiente de mudangas. Em
cada periodo o empreendedor escolhe o quanto produzir do mesmo bem final (com
uma determinada qualidade) e vender cada unidade desse bem final ao mesmo prego
fixo p > 0. No periodo atual a companhia produz z € R, unidades de um bem final
e emprega [(z) € R, trabalhadores. Nesse modelo, o tamanho étimo de produgao se
refere a x. Para simplificar, a cada trabalhador é solicitado que produza uma unidade
de bem final. Entao, I(z) = z. O lucro atual do empreendedor, m(z) = r(x) — ¢(x),
¢ a diferenga entre a receita da companhia r(z) = pzr > 0 e o custo de produgao
c(x) > 0.

Um exemplo de lucro “a ser aumentado”e “a ser diminuido”

Para produzir uma unidade do bem final cada trabalhador usa um dado conjunto de
meios individuais (ferramentas e ingredientes) e um meio coletivo fixo (digamos uma
determinada regiao ou uma infraestrutura). O empreendedor aluga as ferramentas
durdveis e compra os ingredientes nao durdveis. Seja T = sup {7 (y),y € X} < 400
o maior lucro possivel que o empreendedor pode esperar obter. Entdo, f(x) =
7 — m(x) > 0 é o atual lucro nao obtido que ele pode almejar executar no atual
periodo ou mais tarde. A fungao lucro 7(-) é a fungao “a ser aumentada” enquanto
a func@o lucro nao obtida f(-) é a funcao “a ser diminuida”.

Nas secoes anteriores deste capitulo, a fungao objetivo f(z) = g(z) — h(z) é a

diferenca de duas fungoes convexas h(x) e g(z). Nesse exemplo, f(z) representa a
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funcao lucro nao obtido que o empreendedor espera obter, isto é,
f(@) =7 = 7(x) = 7+ c(x) - 7(2),

onde g(x) =7+ c(x) e h(x) = r(x). Entao, as fungoes custo e receita, c(-) e r(+),
devem ser concavas para que sejam aplicaveis os resultados obtidos neste capitulo.

Com efeito, em um mercado competitivo perfeito em que o prego p de um bem
final é dado, a fungao receita r : Ry — R, é dada por r(z) = px que é linear, logo
é concava com respeito ao nivel de produgao z. O que nos resta mostrar é que a
fungao custo ¢(-) é normalmente concava em curto prazo. Em geral, para escapar
de dificuldades matematicas, os livros de Economia focam no caso menos usado em
que a funcao custo de produgéo é convexa em curto prazo.

Custo de produgao é concavo quando a tecnologia da companhia exibe retorno
crescente vindo de economia de escala, economia de especializacao, aprender fazendo
varias vezes a mesma coisa, capacidades limitadas, falta de tempo para ser capaz de
mudar custos fixos a curto prazo que se tronam custos variaveis a longo prazo. No
nosso modelo de companhia, custo de produgao c¢(x) = wz + hx + K é a soma de

trés diferentes custos, a saber:
i) w > 0 é um determinado saldrio pago a cada trabalhador empregado;

ii) h > 0 é o prego pago ao fornecedor para adquirir cada conjunto de meios

usados por cada trabalhador para produzir uma unidade do bem final;
iii) K > 0 é o custo para alugar um meio durdvel, fixo, coletivo e indivisivel.

Esse custo de producao exibe retorno crescente para escala porque no periodo
atual, antes da produgao iniciar, o custo fixo K > 0 deve ser pago mesmo se depois
nenhum trabalhador seja solicitado para trabalhar, ou seja, ¢(0) = K > 0. Isso
implica que o custo unitario de produgao c(z)/x = w + h + K/x decresce quando
o nivel de produgao = aumenta. O custo de produgao serd estritamente concavo
se, por exemplo, o prego h = h(x) de cada conjunto de meios usado pelos traba-
lhadores decrescer com o nimero x de conjunto de meios que o empreendedor deve
comprar para produzir x unidades do bem final (por exemplo quando fornecedores

dao descontos).

Exemplo 4.6.2 A funcdo de producao de Leontief é uma funcdo de producdo que
implica que os fatores de produgdo serao usados em propor¢oes fizas (tecnologica-

mente pré-determinados). A fungdo é dada por

(3 al

fmzmmfﬂ,xpa >0, iml. ..
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onde x; representa quantidade utilizada e a; uma constante tecnologicamente deter-

minada. Temos que a funcao de producdao de Leontief € concava.

4.6.2 A abordagem variational rationality: simples for-
mulacao
Dinamicas de “permanecer”’e “mudar”

A abordagem “variational rationality” (VR) (Soubeyran [117, 118]) modela e unifica
varios modelos de dinamicas de permanecer ¢ mudar que sdo usadas em Ciéncia
de Comportamento (Economia, Ciéncia de Gestao, Psicologia, Sociologia, Ciéncia
Politica, Teoria de Decisao, Teoria de Jogos, Inteligéncia Artificial, ...). O termo
“permanecer” (“stay’) se refere a fases de exploragao (obtendo beneficios), repetigoes
temporarias da mesma ac¢ao, habitos temporarios, rotinas, regras, normas, ..., en-
quanto o termo “mudar”(“change”) se refere a fases de exploragao, processos de
aprendizagem e inovagao, formacao e quebra de héabitos e rotinas, mudancas de
acontecimentos (agoes), ... . Essa abordagem dinamica considera entidades (um
agente, uma organiza¢ao ou varios agentes interagindo) que estdo a principio em
uma posicao indesejavel e sao incapazes de atingir imediatamente a posicao final de-
sejada. O objetivo dessa abordagem é examinar o problema de transi¢ao: como tal
entidade pode encontrar, construir e usar uma transicao viavel e aceitavel que seja
capaz de superar varios obstaculos, dificuldades e resisténcia intermedidrias para
mudar com pouco sacrificio intermediario e suficiente satisfacao intermediaria para
sustentar a motivagao para mudar e perseverar até alcancar a posicao final desejada.
Essa abordagem (VR) admite vérias variagdes baseadas na mesma pequena lista de
principios e conceitos gerais.

Os quatro principais conceitos sao:

1. permanecer (“stay’) e mudar (“change”);

2. vale a pena (“worthwhile”) permanecer (“stay’) e mudar (“change”);
. transicao satisfatoria (“worthwhile”) e “trap” variacional;

3.t G tisfat “worthwhile”) e “trap” l;

4. vale a pena se aproximar e alcancar mas nao vale a pena sair.

Uma dinamica “stay”e “change’se refere a uma sucessao de periodos, onde k + 1

é o periodo atual e k é o periodo passado com = = z* € X sendo uma acio passada

k+1

(feita) e y = 2" € X sendo a agao atual (sendo feita). Uma tnica mudanga

k k+1

(“change”) de © = x* € X para y = 2" € X é denotada por z ~ y, y # x.

Enquanto uma tunica permanéncia (stay) em = é denotado por x ~ y, y = x.
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Com base no exemplo anterior, vejamos um simple prototipo da abordagem “va-
riational rationality’ (VR) para finalmente mostrar como, no limite de uma transigao

satisfatoria, uma companhia pode obter o tamanho 6timo de produgao.

Mudancas satisfatorias

A abordagem (VR) comega com a seguinte (ampla) definigdo de uma mudanga
satisfatéria: uma mudanca é satisfatoria se a motivacao para mudar ao invés de ficar
é “suficientemente grande”com respeito a resisténcia para mudar ao invés de ficar.
Essa definicao assume vérias variagoes, tantas quantas as definicbes de motivacao
(existe mais de cem teorias de motivagbes em Psicologia), resisténcia (que inclui
diferentes aspectos) e “suficientemente grande” (veja Soubeyran [117, 118]). Vejamos
uma simples formulagdo do conceito de mudanca satisfatéria.

No nosso exemplo de producao, uma mudanga (“change”) se refere sair de es-
tando produzido z € X = R, unidades de um bem final no periodo anterior para
produzir y € R, unidades desse bem final no periodo atual. Permanecer (“stay”)
¢ um movimento particular de estando produzido uma dada quantidade z = z* de
um bem final no periodo anterior para produzir novamente a mesma quantidade

+1 = ¥ desse mesmo bem final no periodo atual. Os lucros “a ser aumen-

y = a*
tado”anterior e atual do empreendedor sao os lucros 7(x) e m(y). Seus lucros “a
ser diminuido”anterior e atual sdo os lucros nao obtidos f(zr) = 7 — w(x) > 0 e
fly)=7—m(y) 2 0.

Vantagens para mudar de x para y, se existirem, representam a diferenca entre
o lucro e o lucro nao obtido A(x,y) = n(y) — w(x) = f(x) — f(y) > 0.

Inconveniéncias para mudar de x para y se referem a diferenga I(x,y) = C(x,y)—
C(z,z) > 0.

C(z,y) > 0 modela o custo de estar apto a mudar de x para y. No nosso modelo
de producao, C'(z,y) modela o custo para contratar, demitir e manter trabalhadores
trabalhando para estar apto para mover de produzir x unidades de um bem final
para produzir y unidades do bem final, onde y pode ser maior, menor ou igual a x.
O custo de contratar y — x > 0 trabalhadores é C(x,y) = p™(y — x), onde p™ > 0 é
o custo de contratar um trabalhador. O custo de demitir x — y > 0 trabalhadores
¢ C(z,y) = p~(x —y), onde p~ > 0 é o custo de demitir um trabalhador. O custo
de manter trabalhando y = « trabalhadores é C(z,z) = p~x, onde p= > 0 é o custo
de manter trabalhando um periodo mais um trabalhador. Por simplificagao iremos

assumir que p~ = 0. Entao, C'(x,x) = 0 e inconveniéncia para mudar é dada por
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Motivac¢ao para mudar M(x,y) = U [A(x,y)] é a utilidade U [A] de vantagens
para mudar A = A(z,y) > 0.

Resisténcia para mudar R(z,y) = D [I(z,y)] é a inutilidade D [I] de incon-
veniéncia para mudar I = I(z,y) > 0, onde a funcao utilidade U [-] : A € R}
U[A] € Ry e a fungao inutilidade D[] : I € R, —— D[I] € R, sdo estritamente
crescentes e zero em zero.

Uma mudanca satisfatéria de z para y é tal que a motivacao para mudar
M(z,y) € Ry de x para y é maior que a resisténcia para mudar R(z,y) de z
para y ponderado por um determinado raio de satisfacdo de mudanca satisfatéria
& > 0, ou seja,

M(z,y) > ER(z,y).

No exemplo, a utilidade U [A] de vantagens para mudar e inutilidade D [I] de
incovenéncias para mudar sao linear-quadréticas, mais precisamente, M = U [A] =
A e R = D[I] = I? veja Soubeyran [117, 118] para casos mais gerais. Nesse
contexto, uma mudanca x ~ y de produzir novamente a quantidade x de um bem
final para produzir uma quantidade diferente y desse mesmo bem final é satisfatoria
se vantagens para mudar sdo “suficientemente grandes”com respeito a resisténcia

para mudar, ou seja,

A(x,y) = (y) —w(x) = f(z) — fly) > ER(x,y) = £C(z,y)?,

onde C'(z,x) = 0. Aqui o termo “suficientemente grande”é definido pelo tamanho
de £ > 0.

Transicoes satisfatorias

0 k

Uma transicao é uma sucessao de tinicos “permanecer”’e “mudar”’ 2’ ~ o1 ~ .28 ~

k+1 k+1

2"t ~ .., onde 2! £ 2% ou 2*! = 2 para cada k € N.

Uma transigao satisfatoria é uma transicao tal que “permanecer”ou “mudar”é

satisfatério, isto 6, z¥™ € Wy, (2%), k € N, que significa

A(xk7xk+1) — ﬂ_(karl) o 7T($k)
F(a®) = f(*)
ey R(z", M)

= &nCO@*a")? keN.

v

Limites como trap variacionais

Dizemos que um ponto z* € X é um “trap”variacional (forte) se é:
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i) um ponto aspirante z* € We,,, (z%), k € N, vale a pena (“worthwhile”) atingir

qualquer posicao de uma transicao;

ii) um “trap”estacionario We, (z*) = {2*}, onde nao vale a pena mover para qual-
quer outra posigao y # x*, dado que o raio de satisfacao de mudar converge,

ou seja, hmk—)-‘roo é-k-‘rl = 6* > 0;

iii) um ponto que vale a pena se aproximar, ou seja, que converge para um ponto

aspirante.
Em outras palavras, z* é um “trap” variacional se:

i) A(ah,a%) = w(@*) = 7(a*) = f@@*) = f(2*) 2 GniR(a¥,a") = GaCla*,2*)2,
para todo k € N;

i) A(z*,y) =7(y) —m(2*) = f(z*) = f(y) < &R(z*,y) = &C(2*,y)?, para todo
y # "

*

iii) B um ponto limite da transicdo satisfatéria, ou seja, limy_, 1o 2% = 2*.

Um trap variacional fraco nao necessita ser um ponto aspirante.

4.6.3 Algoritmo proximal como transicoes satisfatorias

Para mostrar como o método do ponto proximal pode ser visto como um exemplo de
transigao satisfatéria, apresentamos uma formulagao especifica da abordagem (VR)
onde a a funcio utilidade de vantagem para mudar e inutilidade de inconveniéncia

para mudar sao linear-quadrética, mais especificamente
M=U[Al=A e R=D[I=1*=C"

onde C(z,y) = q(x,y) > 0 é uma quase distancia; esse caso foi usado em Moreno et

al. [101] e casos mais geais podem ser encontrados em Bento e Soubeyran [26, 27].

A formulacao proximal de uma mudancga satisfatéria

No contexto linear-quadratica, motivacao e resisténcia para mudar sao M(z,y) =
A(z,y) = m(y) —m(x) = f(z) = f(y) e R(z,y) = q(z,y)*. Isso define:

1. Lucro proximal “a ser aumentado” Pe(y/z) = m(y) —ER(z,y), que € a diferenga
entre o atual lucro “a ser aumentado”7(y) e a atual resisténcia (com um peso)
para mudar R(z,y), onde o peso { > 0 determina a importancia do atual lucro

“a ser aumentado”e a atual resisténcia para mudar;
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2. Lucro proximal “a ser diminuido” Q¢(y/x) = f(y) + £R(x,y), que é a soma do
atual lucro “a ser diminuido” f(y) e a atual resisténcia (com um peso) para

mudar R(z,y).

Entao, uma mudanca z ~ y € We(x) é satisfatéria se, mudando de z para y, o lucro

proximal “a ser aumentado”aumenta, ou seja,

Pe(y/z) = Pe(z/x)

e lucro proximal “a ser diminuido”decresce, isto é,

Qe(y/z) < Qe(x/2).
Isso vem das seguintes equivaléncias:

y € We(x) <= M(z,y) = {R(z,y)
= 7(y) — () = f(z) - fly) > ER(z,y)
= Pe(y/z) > Pe(x/x)
= Qe(y/r) < Qe(z/).

Método proximal como exemplo de transicao satisfatéria

Uma transicao ¢ uma sucessao de tnicos “stay’e “change’, 2° ~ 2t ~ ...aF ~

2"t ~ .., onde 2! £ 2% ou ¥ = 2* para cada k € N.
Uma transicao satisfatéria é uma transicao tal que cada “stay’ou “change’é

satisfatorio que em termos dos lucros proximais para mudar, se tornam:

y € X, tal que
Pe,,,(y/z") = Py, (*/2"), ou seja,
e W (@) =3 7(y) — G R(wn,y) > w(a*), on, o,
Qerir (y/2%) < Qg (2" /%), 0u seja,
(y) + & R(z*, y) < f(a*) )

onde cada &1 > 0, k € N pode ser escolhido e R(z*,y) = q(a*,y)?.

Nesse contexto,

e W, (2%) <= f(@") + Geaq(a®, 2™ < f(a"),

onde &1 = 1/2); > 0.
Uma mudanca satisfatéria é exata se 21 € arg maux{ng+1 (y/zy,), y € X}.

Neste capitulo consideramos apenas mudancga satisfatéria exatas, mas como o
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método proximal admite versdes inexatas também podemos considerar mudancas
satisfatorias inexatas.

Uma mudanca satisfatéria inexata é qualquer mudanca satisfatéria “suficiente-
mente proxima’a uma mudanca satisfatoria exata, onde o termo “suficientemente
préxima” pode ter diferentes interpretacoes; veja uma justificativa para isso em Bento

e Soubeyran [26].

Quando a funcao lucro nao é conhecida

Normalmente, o empreendedor ndao conhece toda a func¢ao lucro m(-). Nesse caso,
em cada perfodo atual k + 1, uma avaliacio aproximada 7(-/z), onde x = z*, da
funcao lucro é obtida. Isso requer considerar uma formulacao mais complexa da
abordagem (VR), onde experiéncias passadas e atuais avaliagoes sao incluidas no
processo de mudanca satisfatdria; veja Soubeyran [119]. No nosso exemplo iremos
descartar o papel da experiéncia passada para focar nossa atencao no processo de
atual avaliacao, quando o empreendedor conhece desde o inicio toda a funcao receita
r(-) = —g(+), mas ndo conhece completamente a fungao custo de execugao c(-).
Entao, em cada periodo é necessario fazer uma avaliacao aproximada da funcao
custo de execucao c(-), em termos de uma funcdo ¢(-/z*) que globalmente estima

superiormente essa fungao custo ¢(-) = —h(+), ou seja,
~ ok ok kY ok
c(y/z®) > ely), VYye X com ¢(z%/z%) =c(z).

Logo, a funcdo avaliagao 7(./z) : y € X = 7(y/x) = r(z) — c(y/2*) estima
inferiormente a fun¢ao custo “a ser aumentada’7(-) = r(-)—c(-), pois (y/z) < 7(y),
para todo y € X e m(x/z) = 7w(x).

De forma similar, a funcao avaliacao f(/:l:) Yy € X — f(y/x) = g(y) —
h(y/z) estima superiormente a funcio lucro “a ser diminuida” f(-) = g(-) — h(-)
pois f(y/x) > f(y), para todo y € X, com f(x/z) = f(z), onde h(y/z) < h(y)
para todo y € X com h(z/z) = h(z).

Iremos supor que, no periodo atual k£ + 1, o empreendedor conhece a funcao

I
Y

resisténcia para mudar R(z,y). Assim, dado essa estrutura de conhecimento, onde
em cada periodo o empreendedor faz uma estimagao inferior de sua funcao lucro

7(-/z), uma mudanca © = z* ~ y ¢ satisfatéria se A(z,y) = 7(y/z) — n(z) =

f(@) = fly/z) > ER(z,y).

Assim, a versao proximal dessa condicao de mudanca satisfatoria é

Pe(y/r) = F(y/z) — ER(z,y) > m(x) = Pe(x/2),
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Qe(y/x) = fly/x) + ER(z,y) < f(z) = Qe(x/x).

Esse processo avaliacao comportamental condiz a parte matemaética desse capitulo.

4.6.4 Limites

Quando pontos criticos sao “trap” variacionais

Um ponto é variacional “trap”fraco quando é ao mesmo tempo um ponto limite de
uma transicdo satisfatéria e um “trap” estacionario de onde nao vale a pena mudar.
Isso modela a abordagem e o limite de um processo de “stay’e “change’ satisfatorio.
Normalmente, um ponto critico ndo é um “trap”estacionario. Assim, naturalmente
surge: Quando um ponto critico limite do método proximal é um ‘trap” variacional?

Dada uma fungao f : R" — R U {400} dizemos que f é fracamente convexa se

existe p > 0 tal que, para todo z,y € R™ e X € [0, 1], temos
fO@+ (1= Ny) < Mf(@) + (1= fy) + pAL = N[z —y|[* (4.18)

A fungao f é dita localmente fracamente convexa em x se existe ¢ > 0 tal que
f é fracamente convexa em B(x,€). Dizemos simplesmente que f é localmente
fracamente convexa que o é em todos os pontos de seu dominio.

A resposta do questionamento anterior segue das seguintes proposicoes.

Proposicao 4.6.1 Seja f uma funcao fracamente convezxa. Se x* é um ponto critico

de f, entdo

F@) < Fo)+ Saaty) vy e R, (4.19)

onde o > 0 satisfaz a Condi¢ao 1.
Demonstragao: Segue de [131, Proposicao 4.8] e (4.1). ]

Proposigao 4.6.2 Seja f uma funcao fracamente convera. Se x* é um ponto critico
de f e X> L5, entao Wy(2*) = {z*}.

Demonstragao: Combinando (4.19) com A > %, temos que

F@) < F0) + 5@ y) < f) + 0@ y) Wy £
O resultado segue da desigualdade anterior juntamente com a definicdo de Wy(x). m

Observacao 4.6.1 Seque da definicao que toda funcdo convexra € fracamente con-
veza. Além disso, funcoes de classe Ct! e funcgoes lower-C? sdo funcoes localmente

fracamente conveza e fracamente convexa (localmente Lipschitz), respectivamente.
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Sabe-se que toda funcio de classe CY' e lower-C? sdo fungoes DC; veja [72, pdgina

48].

Tamanho 6timo de produgao

No nosso exemplo de produgdao um “trap”variacional z* € X define um tamanho
otimo de producao de uma companhia onde o empreendedor contrata e demite menos
e menos trabalhadores até finalmente parar de contratar e demitir trabalhadores
quando a resisténcia para mudar vence a motivacao para mudar. Isso oferece uma
teoria original do problema de tamanho 6timo de producao em termos da abordagem
(VR), onde o empreendedor obtém o 6timo no limite sem muitos sacrificios durante

a transicao.
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Capitulo 5

MPP para otimizacao

multiobjetivo

Neste capitulo apresentaremos uma nova abordagem para convergéncia do método
do ponto proximal em problemas de otimizagao multiobjetivo de dimensao finita. O
método proximal para otimizacao vetorial foi primeiramente estudado em Bonnel et
al.[33]. A partir desse trabalho, varios outros autores estudaram o método do ponto
proximal no senario vetorial ou multiobjetivo, mas todos seguindo a abordagem de
convergéncia do método proposta em [33]; veja por exemplo Apolindrio et al. [7],
Bento et al. [21] , Ceng e Yao [39], Choung et al. [42], Gregdrio e Oliveira [69],
Villacorta e Oliveira [132]. Tal abordagem é baseada na condigao de otimalidade
de primeira ordem do problema escalarizado. Essa abordagem permitiu o estudo de
algoritmos para funges convexas e quase convexas como Veremos na se¢ao a seguir.

A nova abordagem proposta aqui, para analisar a convergéncia do método do
ponto proximal em problemas multiobjetivos, nos permite ir além de funcoes quase
convexas (e consequentemente fungoes convexas). Mais precisamente analisaremos
dois casos nao convexos: no primeiro iremos propor um algoritmo proximal para
fungoes DC multiobjetivo e no segundo caso para funcoes vetoriais localmente Lips-
chitz. Em particular, também analisamos o caso quase convexo recuperando os
principais resultados de [7], [21] e [33] (esse ultimo para o caso multiobjetivo de
dimensao finita). Essa nova abordagem combina o fato de cada itera¢ao do método
é uma solucao eficiente fraca de um problema multiobjetivo com uma condicao ne-
cessaria para um ponto ser solucao eficiente fraca de um problema de otimizacao
multiobjetivo. Este capitulo deu origem aos trabalhos [123] e [124] submetidos para

possivel publicacao.
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5.1 MPP em otimizacao multiobjetivo

Otimizagao multiobjetivo é o processo de otimizar simultaneamente duas ou mais
funcoes reais objetivo. Normalmente, um tnico ponto nao minimiza toda as funcoes
objetivo ao mesmo tempo, isto é, nao existe um minimizador ideal, e com isso, o
conceito de otimalidade é substituido pelo conceito de Pareto otimalidade. Ha um
amplo campo de pesquisa que consiste em estender para o contexto vetorial, método
iterativos para fungoes escalares, por exemplo método do gradiente [56, 67], método
do gradiente projetado [58, 66], método subgradiente [17], método de Newton [57],
método do ponto proximal [33].

A seguir, brevemente descrevemos como o método proximal (exato) analisado
em [33] fornece uma solugdo para um problema de otimizacao vetorial. O método
é usado para encontrar uma solugao Pareto fraca de uma aplicacao F' : X — Y
de um espaco de Hilbert X com valores em um espaco de Banach Y contendo um
cone C' fechado, convexo e pontudo com interior nao vazio, onde “pontudo”significa

" induzida pelo cone C. O

que C N (—C) = {0}, com respeito a ordem parcial “ <’
algoritmo gera uma sequéncia que calcula na k-ésima iteracao uma solugao Pareto

fraca de Fj, : X — Y definida como
Fi(z) = F(2) + M|z — 2| 2"

sujeito ao conjunto = {r € X : F(x) =¢ F(2%)}, onde {\} é uma sequéncia
limitada de ntimeros reais positivos e * é tomado no interior de C tal que ||e*|| = 1,
paratodo k > 0. A ideia por tras do resultados é baseada na condigao de otimalidade

de primeira ordem do problema escalar

min 7 (z), (5.1)
onde ny,(x) = (F(z), 2%) + 2 (e, 2F) ||z — 2¥||? e {2*} ¢ uma sequéncia que pertence
ao cone polar positivo CT™ C Y* dado por Ct ={z € Y* : (y,2z) >0, Vy € C} tal
que ||z¥|] = 1, para todo k > 0, e Y* é o dual de Y com (-,-) : Y x Y* — R. Entdo,
(5.1) implica que

0 € O () + ApleF, 27 (2P — 2P), (5.2)

onde ¥y, (x) = (F(x), 2F)+0q, (r), com Oy, denotando o subdiferencial de 1)), em x no
sentido cldssico de andlise convexa e dq, (-) é a fungao indicadora, isto é, dg, () =0,
se & € Qy, e g, (r) = +00, caso contrario. Bonnel et al. [33] estabelece que toda
sequéncia gerada por esse algoritmo converge (na topologia fraca de X) para uma

solucao Pareto fraca de F' sob as seguintes hipdteses:

(A1) (Convexidade e semicontinuidade inferior) F' é C-convexa, ou seja, F'((1—t)z+
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ty) <c (1—t)F(x)+tF(y), para todo x,y € X et € [0,1]; e F' é positivamente
semicontinua inferior que significa que, para todo z € C*, a funcao escalar

x+— (F(x), z) é semicontinua inferiormente;

(A2) (Completeza) O conjunto (F'(z°) —C) N F(X) é C-completo, isto é, para toda
sequéncia {a*} C X, com a® = 29, tal que F(a**!) < F(a*), para todo k € N,
existe a € X tal que F(a) ¢ F(a*), para todo k € N.

A hipétese (A1) garante que o conjunto €, é convexo e fechado, para todo k € N.

Assim, (5.2) pode ser visto como
ar(a® — 2"1) € O((F (), 25))(a*+1) + No, ("), (5:3)

onde ay = A\, (e¥,2%) e Ng, (") denota o cone normal de Q; em zF™ € O no
sentido classico de andlise convexa. Nessa abordagem, a convexidade dos conjuntos
Q. desempenha um papel importante, pois sem essa propriedade o cone normal
Ng, (1) ¢é, em geral, dificil de ser encontrado.

Outros autores consideraram variantes do método proposto em [33] para proble-
mas convexos de otimizagao vetorial e multiobjetivo, por exemplo Ceng e Yao [39],
Choung et al. [42], Gregério e Oliveira [69], Villacorta e Oliveira [132]. Recente-
mente, o caso R}~ quase convexo foi estudado em Apolindrio et al. [7] e Bento et
al. [21]. Nesses trabalhos, os métodos propostos calculam na k-ésima iteragdo um

J’_

ponto zF! satisfazendo

0 € Ag(F(z"™) + o (2™ — 2%) + Ng, (2*11), (5.4)

onde g : R™ — R é uma fungao escalarizagao, dg denota um subdiferencial de g e
{ax} é uma sequéncia de niimeros reais positivos. Em ambos [7] e [21], a convexidade
de Q; ¢ uma consequéncia da R’-quase convexidade de F'. A nossa abordagem
apresentada ao longo deste capitulo permite a possibilidade de nao convexidade do
conjunto €25 que, como veremos na ultima secao, desempenha um papel importante
em aplicagoes.

Sabe-se que métodos do tipo proximal para otimizacao vetorial encontra separa-
damente uma solugao do problema por vez, e ndo o conjunto solucao inteiro. Como
mencionado em Fukuda e Grafia Drummond [59], e Fliege et al. [57], podemos obter
uma tipo de aproximagao do conjunto solucao aplicando o método para diferentes

pontos iniciais. Esse tipo de ideia também foi proposta em Burachik et al. [36].
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5.2 MPP para funcoes vetoriais DC

Nesta secao iremos propor um algoritmo proximal para encontrar um ponto Pareto
critico de uma fungao vetorial DC F': R" — R™ restrito a um conjunto (nao vazio)
convexo e fechado D C R™. Denotaremos esse problema da seguinte forma:
in F'(x). 5.5
min F'(z) (5.5)

O algoritmo proposto em [33], restrito ao caso multiobjetivo de dimensao finita,

gera uma sequéncia que satisfaz
k+1 . )‘k k|12 -k
" € argmin,, § F(z) + ?Hx —z|]Pe” s w e Qpp, (5.6)

onde {\;} CRyy, {e"} CRT, Q= {z € R" : F(z) < F(z*)} e “argmin,”denota
o conjunto de solugbes Pareto fraca e “ < 7 a ordem parcial induzida pelo cone
Pareto R

Note que o conjunto restrigao 5 em (5.6) impoe o método ser de descida no
sentido da ordem parcial “ < 7, ou seja, F(z*"!) < F(z*), para todo k& > 0.
Recentemente, Ji et al. [75] estudou a convergéncia de um método proximal para
funcgoes vetoriais F' = (fi,..., fm) : R — R™ tal que, para cada i € Z, f;(-) é uma
fungao DC, ou seja, fi(-) pode ser escrita como diferenca de duas fungdes convexas,

digamos f;(z) = gi;(x) — h;(x). Na k-ésima iterada o algoritmo proposto em [75]

calcula um ponto ¥+ € S solucao do seguinte subproblema (escalar):
min |max [g;(z) — (v}, z — 2*)] + %H:c — 2| (5.7)
zeS | ieT kN 2 ’

onde vF € dh;(z*), com dh; denotando um subdiferencial de h; em z*, 6, > 0 para
todo k e, S um conjunto convexo e compacto. Note que (5.7) pode ser reescrito

Ccomo 9
. Yk k)2
I;ggg@(m e He), (5.8)

onde Fy(z) = G(x) — Vi(z — %), Vi, € 0H(2%), e = (1,...,1) e R" e £ : R™ - R
¢ uma funcao escalarizadora dada por {(z) = maxi<j<n,(z, 5;), onde {f;} é a base
canodnica do espaco R™. A terminagao finita de um algoritmo similar a (5.8) foi an-
teriormente analisada em Bento et al. [21]. Claramente, a sequéncia gerada por (5.7)
(e consequentemente (5.8)) nao safisfaz F(z*™1) < F(z¥), para todo k € N como
em (5.6). Essa propriedade de descida do método desempenha um papel importante
para uma ampla classe de aplicagoes; veja por exemplo Bento and Soubeyran [26].

Antes de apresentar o algoritmo vejamos um resultado técnico que fornece uma

condicao necessaria para um ponto ser um Pareto critico de uma fungao vetorial.
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No decorrer deste capitulo, denotaremos Oc o subdiferencial de Clarke definido no

capitulo 2.

Lema 5.2.1 Sejam a,b € RT tais que pelo menos um deles é nao nulo. Assuma
que Q é um conjunto ndo vazio, convero e fechado. Se —(U'a + V 'b) € Nq(z),

para algum U,V € OcF(x), entdo x € um ponto Pareto critico de F.

Demonstragao: Provaremos apenas o caso em que a,b € R7\{0}. A prova do caso
em que um dos vetores a,b € R é zero segue o mesmo argumento. Tome x € §) e
a,b € RT\{0} tais que —(U"a+ V' 'b) € No(z). Suponhamos, por contradigao, que

Z nao seja um ponto Pareto critico de F'. Entao, existe y € () tal que
Uly—x)<0 and V(y—x)=<0.

Logo, temos que (a,U(y —x)) < 0e (b,V(y —x)) < 0, pois a,b € R7"\{0}. Com
isso, temos que (U'a,y —z) < 0 e (V'b,y —x) < 0. Somando as duas tltimas
desigualdades obtemos

(UTa+V'hy—1) <0,

que contradiz o fato que —(U"a + V' 'b) € Ng(x), e o resultado estd provado. ]

5.2.1 O algoritmo

Nesta secao, assumimos que G, H : R" — R™ sao R’’-convexas e H continuamente
diferenciavel. Assim, em (5.5), iremos consider a fungao vetorial F' : R" — R™ uma
fungao DC dada por F(z) := G(x) — H(x). No algoritmo a seguir iremos tomar
z € R7\{0} fixo e as sequéncias auxiliares {\;} C Ry, e {eF} C R7, tais que

||¥|] = 1, para todo k > 0 e {\} é uma sequéncia limitada satisfazendo
.. k
hrkneanf Ae(e®, z) > 0. (5.9)

A hipétese (5.9) pode ser facilmente verificada se z € R, e infyeny A, > 0.

Algoritmo 5.1 Passo 1: Escolha 2° € D.

Passo 2: Dado ¥, se 2% é um ponto Pareto critico, entdao faca x**P = 2*, para todo
p € N.

Passo 3: Caso contrdrio, tome como prérima iterada x*T' € D tal que

“lo— 2|2, ) ey,

¥t € argmin {(G(x) — JH(a")(x — 2*) + >\2||
(5.10)

onde Oy ={x €D : F(x) 2 F(a")}.
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Note que o Algoritmo 5.1 resolve em cada iteracao um problema escalar. Essa
abordagem ¢é bastante conhecida na literatura e é chamada de escalarizagcao. Como
mencionado em [33, Remark 5], ndo existe uma diferenga substancial entre a apre-
sentacao (no formato vetorial) de (5.6) e (5.10) (na forma escalarizada), pois toda
solucdo do subproblema escalar (5.10) é uma solucdo Pareto fraca do subproblema
(vetorial) (5.6) com F(z) = G(z) — JH(2*)(x — 2*); veja [94, Proposicao 2.2]. Além
disso, se H = 0, levando em consideragao [33, Teorema 2.1], o Algoritmo 5.1 coincide
(no cendrio multiobjetivo de dimensao finita) com algoritmo proposto em [33] para
otimizacao vetorial convexa.

Vale a pena mencionar também que no Algoritmo 5.1, temos que ¢! € Q,
para todo k > 0, isto é,

F(2"th) < F(aF), (5.11)

que é uma propriedade importante para algumas aplicacoes, como veremos no final
deste capitulo. Por outro lado, o algoritmo proposto em [75] para fungoes DC

vetoriais satisfaz

Z(Xi(fi(xk+1) — fi(z")) <0, (5.12)

icT
para algum o; > 0 com ) ..y o; = 1. Claramente, a propriedade de descida (5.11)
implica em (5.12).
Observagao 5.2.1 Como mencionado em Huang e Yang [74], as fungoes vetoriais

F() e ') .= (efl(')7.'.7€fm('))7

tem o mesmo conjunto de pontos Pareto fraco, onde e® denota a aplicacao expo-
nencial calculada em o € R. FEsse resultado também se verifica para pontos Pareto
criticos. Com isso, no que diz respeito a pontos Pareto criticos, podemos assumir
sem perda de generalidade que F — 0. Por outro lado, toda fun¢do DC ndo nega-
tiva admite uma decomposi¢ao ndao negativa; veja [72]. Portanto, também podemos

assumir sem perda de generalidade que G = 0 e H > 0.
Proposicao 5.2.1 O Algoritmo 5.1 estd bem definido.

Demonstragao: Seja {z*} dada por (5.10) e ¢ : R" — R U {+00} definida por

o(x) = (G(2),z) = [JH(a")(x — 2")] "2 + A2k<€k> e =2t + Io, (2),  (5.13)

onde I é a fungdo indicadora. Como G > 0 e tendo em vista que (\y/2)(e*, z) > 0,

segue que ¢ é coerciva. Como () é fechado, temos que ¢ é semicontinua inferior-
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mente. Assim, existe T € ), tal que

T € argmin,cq, ¢(z).

k+1 .= 7 e a prova estd concluida. [

Portanto, podemos tomar z

A seguir, iremos apresentar um resultado proposto por Minami [99] que fornece
uma condi¢cdo necessaria para um ponto ser Pareto fraco de um problema de oti-
mizacao vetorial. Aqui ficaremos restrito ao caso multiobjetivo de dimensao finita.

Seja D C R™ um conjunto nao vazio e considere o problema de encontrar os pontos

Pareto fraco de uma funcao vetorial F' = (f1,..., f) : R” = R™ em €, denotado
por
min,{F(z) : x € Q}, (5.14)
onde
Q={reD:sj(x)<0, je€I} com s;:R"—=>R. (5.15)

Teorema 5.2.1 Assuma que 2 em (5.15) € convezo e fechado, e em (5.14) e (5.15)
as funcoes f;,s; : R* = R, j € L, sao localmente Lipschitz. Se x* € Q) é um ponto
Pareto fraco de (5.14), entdo existem numeros reais u; > 0, v; >0, com j € I, e

T > 0 tais que

0e Z Ujacfj(fﬁ*) + Z Uj@ch($*) + Tacdp(x*), (516)
jezT jeT
com Z(u] +v;)=1 e ws;(z")=0, jeTl. (5.17)
jeT
Demonstragao: Veja Minami [99, Theorem 3.1]. ]

A seguir utilizamos a estrutura vetorial do problema para produzir uma relacao
que utilizaremos no teorema de convergéncia. Esse resultado“faz o papel’da
condicao de otimalidade de primeira ordem do problema escalarizado usado na abor-

dagem proposta em [33].

Proposicao 5.2.2 Para todo k € N, existem Ay, B, € R™", uF vk ¢ R, wk €

R™ e T, € Ry tais que
[Ap — JH(2 DTk + N1 (671 P (@F — 2" + BIvP + ™ =0, (5.18)
onde

A, € 0cG(2"), By € 0cF(2%), w" e B[0,1]Nn Np(a*) e |Ju"+ "], =1
(5.19)
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Demonstracgao: Segue da definicdo do Algoritmo 5.1 que, para cada k € N, 2* é

uma solucao do problema escalar

min {(G(z) — JH(z" N (z — 2" + )\21 ||z — 2" 2eF 1 2) s e Qk—1} :

k

Logo, por [94, Proposi¢ao 2.2], temos que 2" é uma solucao Pareto fraca do problema

vetorial correspondente

min, {G(z) — JH(z" ) (z — 2") + )\gl |z — 2F PR s e Q)

Note que as funcoes

(fr)i(®) = gj(x) — (Vh(z"), 2 — 2F) + >\2ka — 2| %%, com j € T, (5.20)

70

(sw)j(x) = fi(x) = f;(a"), with j € Z, (5.21)

sao localmente Lipschitz, para cada j € Z, pois as fungoes (5.20) e (5.21) sdo fungoes
DC, para cada j € Z; veja [72, pagina 40]. Assim, as hipGteses do Teorema 5.2.1

estao satisfeita. Logo, vale (5.16) para as fungoes (5.20) e (5.21), ou seja,
0 € [Ay— JH (@) uf 4 N (€571 0P (2% — 271 + Bl WP +700dp(2¥),  VEk €N,

onde Ay, € 0cG(2*) e By € OcF(x¥). Como z* € D, o resultado segue do fato que
Ocdp(z*) = B[0,1] N Np(z*); veja Burke et al. [37, Teorema 1]. "

Observagao 5.2.2 Note que de (5.17) as sequéncias {u*}, {v*} e {w*} sdo limi-
tadas. De acordo com Bolte et al. [30, Remark 1], Ocf é limitado em conjuntos
compactos. Assim, temos que {A} e { By} sdo sequéncias limitadas desde que {z*}
seja limitada. Com isso, se {\¢} e {a*} forem limitadas seque de (5.18) que {74}

também € limitada.

Como uma consequéncia da Proposi¢ao 5.2.2, temos os seguintes critérios de

paradas para o Algoritmo 5.1.

Corolario 5.2.1 Seja kg € N tal que zFot! = k0 oy vk = 0. Entdo, 2 é um

ponto Pareto critico de F.

ko+1

Demonstracao: Se existe ky € N tal que x = 2% (resp. ufo = 0), entdo segue

de (5.18) que
[Ag, — JH (xFo= 1) Tuko + B,jovko + Trew' = 0. (resp. B,jovko + TRyt = 0).
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Como 74, > 0 e w* € Np(x*), a dltima igualdade implica que
—[Ap, — JH (2™ )] Ty — B,;E)vko € Np(z™)  (resp. — B,;;vk“ € Np(z*)).

Portanto, o resultado segue do Lema 5.2.1 levando em consideracio que ufo, vk €
R7\{0} (resp. v* € RT\{0}). ]

5.2.2 Analise de convergéncia

Nesta secao faremos a anélise de convergéncia do Algoritmo 5.1. Note que se o
algoritmo termina em uma quantidade finita de passos, o0 mesmo termina em um
ponto Pareto critico. Com isso, iremos supor que a sequéncia {z*} gerada pelo
Algoritmo 5.1 é infinita. Logo, iremos assumir que z**! # 2% e u* # 0, para todo
k € N, em virtude do Corolério 5.2.1.

Proposicao 5.2.3 As sequintes propriedades se verificam:
i) a sequéncia {{F(x"),2)} € estritamente decrescente;

i) lim ||2"T — 2F|| = 0.
k——+o0

Demonstragao: Como H ¢ diferencidvel e R'!'-convexa, temos que
(JH(xF) (2" — 2%, 2) < (H (2" — H(2%),2), VkeN. (5.22)
Por outro lado, segue de (5.10) na definigao do algoritmo que, para cada k € N,

(G(2"h) — JH (2F) (25T — %) + )\2k||$k+1 — 2|?eF, 2) < (G(2"), 2), (5.23)

que combinado com (5.22) e F'(z) = G(z) — H(z), implica

A
(F),2) + TR )lle* = b < (F(ah),2), VkeN. (5.24)
Com isso, usando o fato que (A\y/2)(e*, z) > 0 e 2% £ 2 para todo k € N temos
que o primeiro item esta provado. Para provar o segundo item observe que F' > 0
e, pelo item anterior, temos que {(F(z¥), 2)} é convergentede. Além disso, segue de

(5.24) que

Ak

0 < e )|l = 2P < (F(ah), 2) = (F(2"), 2).

Portanto, o resultado segue aplicando o limite com & — 400 na desigualdade acima,

assumindo que (5.9) se verifica. ]
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Para o caso particular m = 1, o resultado a seguir coincide com o resultado de

convergéncia apresentado em [126].

Teorema 5.2.2 Todo ponto de acumulagdo de {x*}, caso exista, é um ponto Pareto

critico de F.

Demonstragao: Seja # um ponto de acumulacao de {z*} e considere {z*} uma
subsequéncia de {z*} convergindo para Z. Da Proposicio 5.2.2, temos que existem
sequéncias {Ax}, {Br} C R™", {u*}, {v*} C R?, {w"} C R™ e {r} C Ry,
satisfazendo (5.18). Como {x*} e {)\;} sdo limitadas, segue da Observagao 5.2.2
que {Ap}, {Bi}, {v*}, {v*}, {w*} e {7} também sdo limitadas. Assim, podemos
assumir sem perda de generalidade que Ay, — A, By, — B, ukt — G, oM — 9, wy, —
w e 7, — 7 (usamos o mesmo indice pois podemos extrair outras subsequéncias se

necessario). De (5.18), temos
[Ag, — JH(@" )] ub + o, (2 — 271 4+ BloM + 7w =0, (5.25)

onde v, = Ap,_1(ef7H ukt) e |Juft + oM|]; = 1. Note que {v} é limitada. Esse
fato, combinado com a Proposigao 5.2.3 implica que 7, (2" — 2%~1) converge para 0
quando | — 4o0. Sabendo que J¢ fi(z) = 0cgi(x) — Vhi(x), para cada i € Z, e que
dcf(+) e Np(-) sao fechados, aplicando o limite em (5.25) com | — 400, temos que

CTa+ B o+ 7 =0, (5.26)

onde €' := (A — JH(&)) € 9o F (i), B € OcF (%) e 7 € Np(&). Com isso, segue de
(5.26) que
— (CTa+ BT0) € Np(#). (5.27)

Como @,d € RT e [[uft 4+ v*||; = 1, para todo | € N, temos que @ # 0 ou 0 # 0.

Portanto, o resultado segue combinando (5.27) com o Lema 5.2.1. "

5.3 MPP para funcoes vetoriais localmente Lips-

chitz

Nesta secao usaremos a abordagem estudada na secao anterior para analisar a con-
vergéncia do método do ponto proximal em um ambiente mais amplo que o conside-
rado na segao anterior. Mais precisamente, estudaremos a convergéncia do método
para funcoes vetoriais localmente Lipschitz. Como a abordagem apresentada é nova
faremos uma anélise do caso quase convexo (e consequentemente o caso convexo)

para mostrar que nossa abordagem recupera os resultados ja existentes na literatura.
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5.3.1 O algoritmo

Nesta se¢ao iremos considerar D C R™ um conjunto nao vazio, convexo e fechado,
e ' = (fi,--, fm) : R — R™ uma funcao vetorial tal que cada fungdo com-
ponente (escalar) f; : R® — R, i € Z, é localmente Lipschitz. Além disso, pela
Observagao 5.2.1, iremos assumir, sem perda de generalidade, que F' > 0.

A seguir, definimos o método do ponto proximal para encontrar um ponto Pareto
critico de F' em D. Para isso, considere as sequéncias {\;} C R, limitada e

{eF} C R, tais que

liminf A, > 0, liminfef >0e || =1, Vk>0, j=1,...,m. (5.28)
keN keN

Algoritmo 5.2 Passo 1: Escolha 2° € D.

Passo 2: Dado 2%, se o é um ponto Pareto critico, entdo faca 2P = x*, para todo
peN.

Passo 3: Caso contrdrio, tome como prézima iterada z5t' € D tal que

A
" € argmin, {F(m) + ;H:ﬂ —a"||Peh s x € Qk} : (5.29)

onde Q. = {z € D : F(z) < F(z")}.

Dado um problema de otimiza¢ado multiobjetivo (PM) de uma fungao vetorial
I R" — R" restrito a um conjunto €2 e uma funcao escalar g : R™ — R definimos

o problema de otimizacao escalar (PE) correspondente a (PM) como
min{g(F(z)) : = € Q}. (5.30)
Dizemos que (PE) é uma representacao escalar fraca de (PM), se F(y) < F(x)
implica em ¢(F'(y)) < g(F(x)).

Exemplo 5.3.1 Considere a fung¢ao escalar g : R™ — R dada por

9(y) = max (y,e;), (5.31)

1<i<m

onde {e;} € a base candnica do R™. Nesse caso, claramente (PE) é uma repre-

sentagao escalar fraca de (PM).

Proposicao 5.3.1 Para os problemas (PM) e (PE), se verifica:
argmin{g(F(x)) : z € Q} Cargmin,{F(z) : = € Q},

se (PE) é uma representacao fraca de (PM).
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Demonstragao: [94, page 87]. n
Seja G uma familia de fungdes do R™ em R. Dizemos que essa familia é uma
escalarizagao completa fraca de (PM) se, para toda solugao Pareto fraca x* de (PM),
existe g € G tal que x* é solugao escalar (PE) correspondente a g e (PM), e além
disso
argmin{g(F(x)) : x € Q} Cargmin, {F(z) : = € Q}.

Exemplo 5.3.2 Sejam 2 C R™ um conjunto ndo vazio e F': R — R™ uma funcao
vetorial tal que F(z) = 0, para todo x € Q. A familia de fungées escalares {g. }.erm,

dadas por

0:(5) = max L5 (5.32)

1<ism (z, €;)

¢ uma escalariza¢ao completa fraca do (PM) associado, onde {e;} € a base candnica

do R™. Com efeito, dados z € R, , se F(y) = F(z), temos F(y) — F(z) € R},.

Logo,
<F(y) - F(l’)a €i>
(z,€;)

>0, Vi=1,...,m.

fiee (Fw.e) _ (Fla).ed
F(y),e; F(x),e;
(z,€;) - (z,€;)

e, em particular, g.(F(y)) > g.(F(x)). Assim, pela Proposi¢io 5.3.1, temos que

, Yi=1,...,m,

argmin{g.(F(z)) : z € Q} C argmin, {F(z) : = € Q},

para todo z € RT,. Agora, para cada x* € argmin,{F(z) : x € Q} tome
z = F(z*) = 0 e defina g,(z) = maxlsigm%. Pela defini¢ao de ponto Pareto

fraco, temos que
<F(y)7 e’i>

>1
1<ism (z,e;)

)

e, além disso, g,(F(x*)) = 1. Logo, x* € argmin{g,(F(x)) : = € Q}. Portanto,

provamos que (5.32), com z € R, , € uma escalarizagiao completa fraca.
Proposicao 5.3.2 O Algoritmo 5.2 estda bem definido.

Demonstragao: O ponto inicial 2° € D é escolhido previamente. Assumindo que
o algoritmo dispoe da k-ésima iterada, mostraremos a seguir que a (k + 1)-ésima

iterada existe. Tome z € R™

', e defina a funcao escalar

_ <y7 6’i>
gz(y) - 12%771 <Z, ei>

I

onde {e;} é a base canoénica do R™. Observe que min{g,(Fi(z)) : = € Qx} é uma

representagao escalar fraca de min,{Fi(x) : « € 4}, para todo z € R7,, onde
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Fy(z) = F(z) 4 2||z — 2¥|[*e*. Logo, pela Proposicao 5.3.1, temos que
arg min{g,(Fy(z)) : v € Q} Cargmin, {Fi(x) : © € Qx}. (5.33)

Iremos provar que arg min{g,(Fi(z)) : = € Qx} é ndo vazio. Com efeito,

(F(x) + %l — 2", )

9:(Filz) = e (2, €:)
<F(x)7€i> >‘k<€kvei> k2
— 5.34
para i = 1,...,m. Note que (z,¢;) > 0 e \.(e¥,¢;) > 0, para cada i = 1,...,m

e k € N. Sendo F' = 0, também temos que (F(z),e;) > 0, para i = 1,...,m.
Combinando esses fatos com (5.34), temos que g,(Fx(-)) é coerciva, ou seja,
1im| 4| =400 9z (Fr(2)) = +00. Logo, sendo g.(F}(-)) continua e €, fechado, temos

que existe um ponto T € £, tal que

T € argmin{g,(Fi(x)) : © € Qx}.

k+1

Portanto, por (5.33) podemos tomar z""!' = Z como a (k + 1)-ésima iteracao, e a

prova esté concluida. n

Proposicao 5.3.3 Para todo k € N, existem A, € R™™, uF vk € R7, wk e R™ e

T € Ryt tais que

AL (W +07) + Ny (6P WP (08 — 2P 4wt =0, (5.35)
onde

w” € B[0,1]N Np(z*) e |[uf +20¥||; =1, VkeN. (5.36)

k

Demonstracao: Da definicao do algoritmo, temos que z é uma solucao Pareto

fraca do problema
minw{Fk,l(x) M AS Qkfl},
onde Fj,_;(x) = F(a:)—i—%“x—x_lkHQek_l. Denotando Gy_;(z) = F(z)— F(z*71),

segue da local Lipschitz continuidade de F', que todas as fungdes componentes

(9e-1);() = f5(-) = f5(=*71), com j €, (5.37)

A1
2

(fr—1);0) = f;() +

|- =2 1|[Pe, com j € T, (5.38)
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sao localmente Lipschitz. Com isso, o resultado segue, similar a Proposi¢ao 5.2.2,
aplicando o Teorema 5.2.1, para cada k € N fixo, com s; = (gk—1); € fj = (fi-1);

dadas em (5.37) e (5.38), respectivamente, levando em consideragao que
(%dp(xk) = B[O, ].] N ND($k), Vk € N.

Dessa forma, A} = [a} ... a}]", onde a} € d¢ f;(x*), com j € T. "

Como consequéncia do resultado anterior temos o seguinte critério de parada

para o Algoritmo 5.2.

Coroldrio 5.3.1 Seja ko € N tal que %! = 2k ouufo = 0. Entdo, z* é um ponto

Pareto critico de F'.

ko+1 _ xlg ou u* = 0, entdo segue de

Demonstracao: Se existe ky € N tal que z
(5.35) que

Agovko + TRt = 0.

Como 73, > 0 e wh € Np(x*), temos que
— A, v € Np(a*o).

De (5.36) temos que v € R7T\{0}. Sendo Ay, € JdcF(z™), o resultado segue

ko

aplicando o Lema 5.2.1, coma =0, V = A, b=v" ez =2z "

5.3.2 Analise de convergéncia

Nesta secao iremos supor a seguinte hipétese na funcao F e no ponto inicial z°
conhecida como R’’-completeza:

(Hipotese de R7-Completeza) Para toda sequéncia {a"} C R", com a° = 2° tal
que F(a**1) < F(a*), para todo k > 0, existe a € R" satisfazendo

F(a) < F(a®) Vk>0.

Pela definicao, o Algoritmo 5.2 para se estivermos em um ponto Pareto critico.
Para evitar a anélise do caso mais ébvio, em virtude do Corolério 5.3.1 iremos supor
que a sequéncia {z*} gerada pelo Algoritmo 5.2 satisfaz 2**! # 2% e u* # 0, para
todo k£ € N.

Caso localmente Lipschitz

Teorema 5.3.1 Seja {z*} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 5.2. Entdo, todo

ponto de acumulagdo de {x*}, caso exista, é um ponto Pareto critico de F.
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Demonstragao: Seja # um ponto de acumulagao de {z*} e considere {z*} uma
subsequéncia de {z*} convergindo para #. Segue do Exemplo 5.3.2 que a escala-
rizagdo dada em (5.32) é uma escalarizagdo completa fraca do problema vetorial

associado. Sendo x*, para cada | € N, uma solucao Pareto fraca de

A1

min, {F(m) +

o — ok Peh s e le_l} ,

temos que existe {2} C R7, tal que

< e FE.)
1<jsm (2N ej)

max
1<j<m

Aky— - -
{<F<xkl>+’“; |t — ot 1,ej>} (539

<Zkl7 €j>

para todo I € N. Como a desigualdade acima se mantém inalterada com a multi-
plicacao de um escalar positivo, podemos assumir sem perda de generalidade que
||z¥|| = 1, para todo [ € N, e com isso podemos supor que z* — 2 quando [ — +oco
(podemos extrair uma outra subsequéncia se necessario). Segue de (5.39), aplicando

a desigualdade de Cauchy-Schwarz, que

<F(1’kl)a €;) I Ak—1
<Zkl’ ej> 2

F ki—1 .
kaz o I‘kl_1H2<€kl_1,6j> S max < ($ )76J>’
1<<m (2R eg)

para cada j = 1,...,m. Entao, em particular, temos que

F ky 1 )\ — F ki—1 i
< (i )7 €]> + ki —1 ||$kl _ I’kl_1||2 H’lll’l <5kl_1,€j> < max M7
(z L,€j> 2 1<j<m 1<j<m (z l,ej>

para cada j = 1,...,m. Mais uma vez, como a desigualdade acima se verifica para
todo j = 1,...,m, em particular também se verifica para o indice onde o maximo

do primeiro termo do lado esquerdo da desigualdade é atingido. Logo,

ky k=12 : k=1 oy <
p |l = min (e = max e
F(xk )
max M, (5.40)

Como 2" — 2 quando | — +oo e {F(2*)} é nao crescente com F = 0, temos que o
lado direito de (5.40) converge para 0 quando [ — +oo. Com isso, sendo 0 < a < Ay
el<c< 5?, para todo k € Ne j =1,...,m, aplicando o limite com [ — +00 em
(5.40) obtemos

(z* — ¥~ — 0 quando | — +oo0. (5.41)

Agora, aplicando a Proposicao 5.3.3 para a subsequéncia {z%}, temos que existem
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{Ay,} C R™ {uk}, {vF} C RT, {wh} C R™ e {7, } C R, satisfazendo
Ap (W + M) N () (@M — 2R + =0, (5.42)

Note que sendo {\;, } e {*} limitadas, similar & Observagao 5.2.2, podemos assumir
sem perda de generalidade que Ay, — A, ukt — 4, oM — 0 e 1, — 7 quando | —
+00. Como {Ag,_1 ("1, uM)} é limitada, segue de (5.41) que A,y (™1, uh) (zk —
xkfi=1) converge para 0 quando | — +o00. Assim, fazendo | — +oo em (5.42), temos
que

AT+ 7w =0, (5.43)

onde R\ {0} > § := a4+ 0, A € OcF(2) e w € Np(#), pois doF(-) e Np(-) sdo
fechados. Logo, segue de (5.43) que

— AT € Np(#).
Portanto, pelo Lema 3.2.1, temos que & é um ponto Pareto critico de F. [

Caso quase convexo

Nesta secao iremos estudar a convergéncia do Algoritmo 5.2 supondo adicionalmente
que F: R" — R™ ¢é R'-quase convexa. Recentemente, esse caso foi analisado por
Apolinério et al. [7] para o contexto multiobjetivo de dimensao finita. No algoritmo
proposto em [7] na k-ésima iterada tem-se que
Ak
0€ 0 (P04 + FlH A —H2) (24 + Doy (). (5
O caso R’-quase convexo para otimizagao multiobjetivo também foi estudado por

Bento et al. [21] em que os autores propoe o seguinte processo iterativo
k+1 : Ak k(2
x Eargmlanf F(x)—i—égk—F?H:I:—x ||7e ], (5.45)
zeR™

onde e = (1,...,1) € R™, a fungdo escalarizagdo f : R™ — R é dada por f(y) =

maxi<;<m(y, €;) e {e;} é a base candnica do R™.

Observacao 5.3.1 A andlise de convergéncia de ambos os métodos (5.44) e (5.45)
€ baseada no conceito de Fejér convergéncia, usando a mesma abordagem proposta
em [33]. Nesses trabalhos, a func¢ao escalarizag¢io desempenha um papel importante
nas demonstracoes pois a andlise de convergéncia é baseada na condi¢ao de otima-

lidade de primeira ordem do problema escalarizado; veja [7, Proposi¢io 3.4.1], [33,
Teorema 3.1] e [21, Teorema 4.1].
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A seguir, veremos que usando nossa abordagem obtemos o mesmo resultado
de convergéncia como em [7] e [21] para a sequéncia gerada pelo Algoritmo 5.2
para o caso R’'-quase convexa utilizando o conceito de Fejér convergencia, mas sem

depender da funcao escalarizagao.

Teorema 5.3.2 A sequéncia {z*} gerada pelo Algoritmo 5.2 converge para um

ponto Pareto critico de F.

Demonstracao: Dividimos a prova em cinco passos.

Passol (Fejér convergéncia): Defina E C D como
E={xeD: F(z) < F(z*), VkeN}.

Segue da hipétese de R’'-completeza de F' em 2% que E é nao vazio. Considere
um ponto arbitrario x* € E. Logo, x* € ), para todo k& € N. Denotando por
Vi1 = M (¥, uFTY), temos que 41 > 0, para todo k € N, pois A, > 0, ¥ € R, e
u* € R7T\{0}, para todo k € N. Como

o = |2 = fla¥ = R o — o 2 — = ),

segue de (5.35) que

ka . $*||2 — ka . Z’k+1H2 + Hl’k+1 . :C*HZ
2
4 7<A;+1(uk+1 + vk+1) T Tk+1wk+1a xk+1 o I*>
Y41
— ka _ Ik+1H2 + kaJrl _ £E*||2
2 m
+ -~ Z(ufﬂ + vf“)(af“,ka N x*> + Tk+1<wk+17xk+1 N x*),
=1
(5.46)
onde a¥™ € Oc f;(x*+1), para todo k e i = 1,...,m. Por outro lado, sendo F uma
funcao R’’-quase convexa, x* € {241 e 7, > 0, para todo k, temos que
2 m
—— > (@ o) (@ M — ) > 0, (5.47)
Ve+1 5
Além disso, sendo w**! € Np(2**1) e 7, > 0, obtemos
Ty (W 2P — %) > 0. (5.48)
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Logo, usando (5.47) e (5.48) em (5.46), temos

la*h — 2P < fla® — 27| = [la™ = 2*|?, VheN (5.49)

kL 2*|] < ||l2* — 2*]|, para todo k € N e 2* € E. Isso mostra que

que implica ||z
{2*} é Fejér convergente ao conjunto E.

Passo 2 (Os pontos de acumulagio de {z*} pertencem a E): Como {z*} é Fejér
convergente ao conjunto £, segue da Proposicao 2.1.8 que {2*} é limitada. Seja z*
um ponto de acumulacio de {z*}. Pela defini¢ao do algoritmo temos que F'(z**1) <
F(2%), para todo k. Logo, da continuidade de F', temos que F(z*) < F(z*), para
todo k, que significa que z* € F.

Passo 8 (Convergéncia da sequéncia): Esse passo segue diretamente da Pro-
posicao 2.1.8 tendo em vista os passos anteriores.

Passo 4 (Prozimidade das iteradas consecutivas): Considere {z*} convergindo para

2. Da desigualdade triangular, temos que
[|[2" T — 2| < ||l2* = 2| + ||2* — 2||, VkeN. (5.50)
Como o lado direito de (5.50) converge para zero quando k — 400, temos que

lim |[|z" — 2F|| = 0. (5.51)
k—+o0
Passo 5 (Ponto limite Pareto critico): A prova desse passo segue o mesmo argumento

que o Teorema 5.3.1 a partir de (5.42). Isso termina a prova do teorema. "

Observagao 5.3.2 Sabemos que sob a hipdtese de R'}'-converidade, os conceitos
Pareto fraco e Pareto critico sao equivalentes. Assim, no contexto RI['-convezo, pelo
teorema anterior, temos que o Algoritmo 5.2 converge para um ponto Pareto fraco
de F' recuperando do resultado obtido em [33] para o caso multiobjetivo de dimensdo
finita.

5.4 Aplicacao em grupos dinamicos

5.4.1 Problema de produgao: dinamica de melhoria coope-
rativa

Nesta secao retomamos o problema producao discutido no capitulo anterior, agora

sob a perspectiva do Algoritmo 5.1 para fung¢oes DC multiobjetivo. Esse caso é mais

realista. Nesse sentido, consideramos Z = {1,2,...,m} um grupo de produtores. O

objetivo de cada um deles é uma fungao retorno “a ser aumentada” (fungao lucro,
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utilidade) fi(z) = Gi(z) — hi(z), onde §;(z) € Ry e hi(z) € Ry se referem & suas
receitas e custos escalares.

A variavel de decisdo do grupo é o vetor x € R™ que deve satisfazer algumas
restricoes. Cada agente quer um retorno tao alto quanto possivel. O objetivo

do grupo Z é se aproximar e atingir um ponto Pareto critico. A funcdo obje-
tivo do grupo é F(z) = G(z) — H(z) € R™, onde F(z) = (fi(x),..., fm(z)),

G(z) = (G1(2), ..., Gn(x)) e H(z) = (hi(z), ..., hm(z)). Em um contexto dinamico
cooperativo, todos os agentes de um grupo aceitam mudar de uma posi¢ao anterior

k+1

r = z¥ para a préxima y = ¥ somente se seus retornos nao decrescerem, ou seja,

Se
fi(@™Y > fi(a®), Viel.

Caso contrario, alguns agentes saem do grupo ou resistem em mudar. Isso define

uma dinamica de melhoria cooperativa
1
" e Q(a),

onde
Q(z*) = {yED . F(y) tf(xk)}

O problema de grupos dinamicos cooperativos é encontrar uma dinamica de melhoria
cooperativa rhtl ¢ Q(SL’k ) que converge (se aproxima e atinge) para um ponto Pareto
critico.

Na pratica, em um contexto dindmico, na maioria dos problemas retornos cres-
centes prevalecem, vindo de custos fixos, aprendendo com a repeticao, etc.. Isso
significa que cada receita marginal e funcao custo é decrescente. Entao, todas as
fungoes receitas g; e fungoes custos El sao funcoes concavas. Nesse caso, o retorno
de cada agente é uma diferenga de duas fungoes concavas.

Considere as fungoes retornos “a ser diminuida” f;(y) = —f";(y)7 com g;(y) =
—0i(y) e hi(y) = —E»(y), que é escrita como diferenga de fungoes convexas f;(y) =
9:(y) — hi(y). Dessa forma, fornecemos um algoritmo multiobjetivo DC que se apro-
xima e atinge um ponto Pareto critico, com a importante condi¢ao: o algoritmo
seguie uma dindmica de melhoria cooperativa z¥*1 € Q(z*). Esse contexto compor-
tamental foi estudado nos trabalhos Bento et al. [21], Bonnel et al. [33] e Choung
et al. [42]. Porém, a convexidade dos conjuntos Q(x*), para todo k € N, é ne-
cessaria para obter resultados de convergéncia. Na nossa abordagem nao utilizamos
a hipétese de convexidade de (2*) o que nos fornece uma abordagem nao convexa
tanto do ponto de vista da fungao objetivo quanto do ponto de vista do conjunto
Q(2*). Uma motivacdo em um contexto dindmico para considerar o conjunto de

restri¢oes Q(z*) é dado em Bento et al. [21]. O algoritmo proposto por Ji et al. [75]
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para otimizagao multiobjetivo DC nao pode ser visto como uma dindmica de melho-
ria cooperativa, pois nao segue z**1 € Q(xk), e isso justifica por que o Algoritmo 5.1
é melhor adaptado para aplicagoes, por exemplo em Ciéncia de Comportamento, que
o método (5.7).

Nesta secao, como no capitulo anterior, estamos supondo que os agentes tem co-
nhecimento limitado (parcial). Também assumimos que eles nao conhecem a fungao
custo enquanto ele estdo cientes de suas fungdes receitas. Por isso, consideramos

uma aproximacao linear da funcdo objetivo no algoritmo.

Processo de mudanga satisfatéria

Consideramos o contexto de dinamica de comportamento humano a nivel de um
agente com varios objetivos ou a nivel de uma organizagao onde cada agente tem seu
préprio grupo dinamico de objetivos. Usaremos a recente abordagem (VR) proposta
por Soubeyran [117-119], onde em cada perfodo, agentes aceitam mudar se suas
mudancas sao satisfatérias. Esse é o caso em que suas motivagdes (vetoriais) para
mudar M = U [A] € R™ sao suficientemente grande com respeito as suas resisténcias
(vetoriais) para mudar R = D [I] € R, isto é, M > £R. Suficientemente grande
significa que £ > 0 suficientemente grande (raio de satisfagao).

A seguir, mostramos rapidamente como, no contexto da abordagem (VR), o
Algoritmo 5.1 representa um processo “stay’e “change”satisfatorio.

Consideramos o caso linear-quadratico onde a fungao utilidade U [A] = A de suas
vantagens para mudar A € R™ sdo suficientemente grandes com respeito a fungao
inutilidade D [I] = I? de suas inconveniéncias para mudar [ € R?, ou seja, A > &1 2
onde I? é o vetor de quadrados de cada componente do vetor I. Em cada periodo,
vantagens para mudar partindo de “repetindo a ultima acao z”para “fazendo uma
nova acao y’sao definidas como a diferenca A = A(z,y) = P(y) — P(z) entre a
fungao vetorial retorno atual (a ser aumentada) P(y) € R™ para fazer a agdo y
e a fungdo vetorial retorno atual P(z) € R™ para repetir a ultima agao z. Aqui,
F(-) = —P(-) representa uma fungao vetorial de necessidades nao satisfeitas. Entao,
A(z,y) = F(z) — F(y). Inconveniéncia para mudar I(z,y) = C(x,y) — C(z,z) se
refere a diferenca entre o custo C(z,y) € R} de estar apto a mudar de z para y e
o custo C(z,z) € R de estar apto a repetir a agao x. Neste capitulo, C(z,y) =
ly — :EH2 g, onde ¢ € R, ¢ um vetor de agoes. Entao, uma mudanca de z para y é

satisfatéria se A(z,y) > £C(z,y)?, ou seja,
F(z) = F(y) = &y — e

Seja z € R’ um vetor de pesos que ajuda a adicionar diferentes vantagens para

mudar e diferentes inconveniéncias para mudar e que permite comparar suas for-
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mulacoes escalarizadas. Nesse caso, uma mudanca é satisfatéria se

(F(2) = F(y), 2) > E|ly — 2l *(e, 2).

Seja k e k 4+ 1 o perfodo anterior e atual, respectivamente., onde z = 2* e
y = gkt k

para fazer uma nova agao x

. Com isso, no periodo atual, uma mudanga de repetir a acdo anterior x

k+1 ¢ satisfatéria se

(F(a*) = F(a™), 2) > &|la™ — 22, 2),

onde {e*} e & = Ax/2 podem ser tomadas como no Algoritmo 5.1.

Isso prova que o Algoritmo 5.1 é um exemplo especifico de um processo “stay’e
“change’ satisfatério. Nesse contexto de grupos dindmicos cooperativos, a secao
5.2.2 garante que quando todos os agentes requerem, em cada periodo, que seus
retornos nao decresgam, uma transicao “stay’e “change’satisfatéria se aproxima e

atinge (converge para) um ponto Pareto critico.

5.4.2 Problema de compromisso

Nesta segao apresentamos uma aplicacao do Algoritmo 5.2 para fun¢ao multiobje-
tivo localmente Lipschitz. Considere o famoso problema de compromisso, onde um
grupo de agente tenta minimizar a distancia de suas atuais posi¢oes para o ponto
ideal para o grupo; veja Gearhart [62]. Nesse caso, as distancias sao localmente
Lipschitz; veja por exemplo [104, 105]. Em uma ampla classe de aplicacoes tais
distancias sao usadas como fungoes objetivos, por exemplo Teoria de Localizagao,
Teoria de Utilidade, Teoria de Consumidor, etc.. Daremos uma formulagao dinamica
do problema (estatico) de compromisso de grupo para modelar como, partindo de
um ponto inicial, um grupo de agentes com retornos inter-relacionados podem se
aproximar e atingir uma transicao aceitavel, um limite desejado, definido como uma
solugao de compromisso. Esse é um problema muito importante relacionado a Jogos
Dinamicos Cooperativos.

Considere um grupo de produtores i € Z = {1,...,m}. A varidvel de decisao
do grupo é o vetor x € R™ que deve satisfazer algumas restrigdes x = (xy,...,2,) €
D C R™ O objetivo de cada um deles é um retorno “a ser aumentado” (lucro,
utilidade) h;(z) € Ry. O objetivo (vetorial) do grupo é H(z) € R™, onde H(x) =
(hi(z), ..., hy(x)). Assim, o subconjunto de retornos vetoriais vidveis do grupo, ou
seja, o subespago retorno do grupo é H(D) = {H(z) : x € D} C R™. Cada agente
quer um retorno tao grande quanto possivel.

Suponha que o retorno maximo de cada agente do grupo é limitado superior-

mente, ou seja, h; = sup {h;(z) : € D} < +o0, i € T. Assim, o retorno vetorial
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H = (hy,...,hy) é oretorno ideal (ou utépico) do grupo. Normalmente, o retorno
vetorial ideal nao é vidvel, que significa que H ¢ H(D). Considere o retorno “a ser
diminuido”

file) = hi = hi(z) >0, i€T,
que se refere, em Psicologia, a funcao “gap”de insatisfagao f;. Essas fungoes medem
quanto cada retorno individual h;(x), com = € D, falha em atingir seu valor maximo

(ideal ou utépico) h,;. Esses “gap” (vetoriais) de insatisfacoes
F(z) = (fi(z),..., fm(x))=H — H(z) = 0

geram arrependimentos ou insatisfagoes com respeito ao retorno ideal. Uma solucao
de compromisso (com relagdo a uma norma) é algum ponto viavel z* € D que mini-
miza toda a insatisfacdo do grupo, em outras palavras, minimiza a distancia entre
o retorno vetorial ideal H e o subespaco retorno H (D). Para problemas de compro-
misso em tomada decisao multiobjetivo veja os conhecidos trabalhos Gearhart [62]
e Goetzmann et al. [63].

Usando esse modelo estatico de compromisso, vamos considerar um modelo
dinamico simples. Isso inclui um ponto inicial, uma transicao aceitavel e alguns
limites desejados. Esse modelo dinamico considera que transicoes sao aceitaveis
se, em cada periodo, todos os membros de um grupo melhora seus retornos. Caso
contrario, alguns agentes saem do grupo ou resistem em mudar. O limite desejado
do grupo Z é se aproximar e atingir um ponto limite que por sua vez se aproxima
tanto quanto possivel do ponto ideal. Em um contexto dinamico cooperativo, todos
os agentes de um grupo aceitam mudar de uma posicio anterior x = z* para a

k+

préoxima y = 2! somente se seus retornos nao decrescerem, ou seja, se

hi(z®) < hy(2"*Y), Vi € T <= H(a") = H(2F).
Isso define uma dinamica de melhoramento cooperativo z**! € Q(z*), onde
Q") ={zeD: H=") 2 H(x)}.

O problema de grupo dinamico cooperativo é encontrar uma dinamica de melhora-
mento 2 € Q(2%) que se aproxima e atinge (converge para) um posigao limite
desejada préoxima o suficiente do ponto ideal; veja Lewin [85, 86] para detalhes
sobre problemas de gestao com “grupos dindmicos’e “mudanga organizacional”’em
Psicologia e Ciéncias de Gestao.

A natureza do problema de grupos dindmicos depende fortemente da natureza

das funcoes objetivos que determinam as propriedades do conjunto de melhoramento
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e outras restricoes relevantes. Funcoes objetivos podem ser convexas ou concavas,
quase convexas ou quase concavas, diferenca de convexas ou diferenca de concavas,
Lipschitz ou localmente Lipschitz. Na recente abordagem (VR) de comportamento
humano (veja Soubeyran [117-119]), fungoes retornos Lipschitz e localmente Lips-

chitz sao interessantes por duas razoes:

1. Significam que quando inconveniéncias para mudar sdo baixas nao se pode

esperar grandes vantagens para mudar (Nao existe almogo grétis!);
2. Essas funcoes sao facilmente estimadas localmente.

O primeiro item é uma hipotese bastante razoavel. O segundo item ajuda agentes
com poucas informagoes, que conhecem suas fungoes retornos apenas em um dado
ponto, a estarem aptos a encontrar, em cada periodo, mudancas de melhoramento.

Além disso, fungoes Lipschitz f tem funcoes estimativas superior concavas

y € D— uo(y) = f(wo) — Llly — oll,

em cada xy € D. Tudo isso nos estimula a analisar propriedades de convergéncia de

um algoritmo para fungoes multiobjetivos localmente Lipschitz.
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Capitulo 6
Conclusao

Neste trabalho estudamos dois tipos de métodos de descida para diferentes tipos
de problemas e em diferentes ambientes. Para alguns deles foram apresentados
simples experimentos numéricos para demonstrar suas viabilidades computacionais
e para todos os métodos foram apresentadas diferentes aplicagoes, tanto tedricas
como aplicagobes praticas em teoria comportamental.

Os métodos estudados foram o método de maxima descida (MMD) e o método
do ponto proximal (MPP). Para o MMD apresentamos uma extensao do método
para o cenario das variedades de Hadamard bem como uma aplicagdo para calcular
LP-centro de massa Riemanniano de um conjunto de dados. Nesse mesmo cendrio de
variedades de Hadamard, um MPP foi proposto para encontrar um ponto critico de
uma fungao néo convexa (nao diferenciavel) escrita com a diferenca de duas fungoes
convexas. Os resultados ampliam a aplicagao do MPP para uma classe mais ampla
que fungoes convexas. Como aplicagao apresentamos como o método pode ser usado
para resolver um problema de maximizacao com restricoes em uma variedade de
Hadamard. Ainda sobre o MPP foi proposto um algoritmo generalizado usando uma
quase distancia como regularizacao. Como aplicagao desse algoritmo propomos como
resolver, de uma forma dinamica, o problema de producao de uma companhia usando
a recente abordagem “variational rationality’ (VR) para comportamentos humanos.
Ainda sobre o MPP, agora no contexto de otimizacao multiobjetivo, apresentamos
uma nova analise de convergéncia do método, diferente das abordagens existentes,
que possibilitou ampliar a aplicacao do MPP para funcoes localmente Lipschitz com
valores vetoriais e que quando restrita ao caso convexo ou quase convexo recuperou
os resultados existentes na literatura. Como aplicagoes desse método, consideramos
os problemas de grupos dinamicos e problemas de compromisso, relativos a Teoria
de Comportamento.

Como consequéncia dos resultados obtidos escrevemos alguns trabalhos ci-
entificos que foram publicados e estao submetidos ou em preparagao para possivel

publicacdo. Além disso, listamos a seguir algumas propostas de trabalhos futuros
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consequéncias dos resultados obtidos.

Trabalhos futuros

e O Algoritmo 3.1 para diferenca de fungdes convexas é um algoritmo do tipo
proximal-subgradiente, pois dada uma func¢ao f(x) = g(z) — h(x), o método
faz um passo subgradiente para a funcdo convexa h e usa essa informacao
para calcular a proxima iteracdo via método proximal na funcdo ¢g. Anadlise
de convergéncia para algoritmos do tipo proximal-subgradiente ou proximal-
gradiente para soma de func¢bes convexas tem sido amplamente estudado por
varios autores. As técnicas usadas na convergéncia do Algoritmo 3.1 serao
usadas para estudar a convergéncia de um método do tipo proximal-gradiente
em variedades de Riemann para soma de fungoes convexas. Esse método pode
ser usado para resolver problemas de localizacdo em variedade de Riemann
tais como o problema de localizagao de Fermat-Weber, em que dados m pontos
distintos no R™, um ponto é solucao do problema de Fermat-Weber se minimiza

em R" o problema
m
min f(z) = > wil|lz - ai|,
i=1

onde w; > 0 sao pesos. Quando os pontos a; sao substituidos por conjuntos
convexos e fechados €); temos uma forma mais geral do problema anterior

conhecido como problema de Fermat-Torricelli ou problema de Heron.

e Ainda sobre o Algoritmo 3.1 podemos estudar taxa de convergéncia ou comple-
xidade do algoritmo para a sequéncia {f(x*)} que é convergente. Além disso,
propor uma busca para acelerar a convergéncia dessa sequéncia tal como: dada
f(z) = g(z) — h(x) tomando {c;} uma sequéncia auxiliar, « > 0, 0 < 5 < 1,
wh € Oh(xk), 28 1= exp i (cpwh),

k

_ ~ Lok
y" = argmin{g(x) + 5—d*(z, 27)}

QCk

e d" :=exp, y*. Enquanto f(exp,. cxd®) > f(y*) — acy||d¥]|?, faca ¢ = B

k+1

Tome "7 := expyx crxdF. Portanto, devemos ter

FE™) < f(F) — acl|d¥| .

Isso acelera a convergéncia da sequéncia { f(2*)} comparada com a gerada pelo

Algoritmo 3.1 que coincide com {f(y*)} acima.

e Na aplicagdo tanto do Algoritmo 5.1 quanto do Algoritmo 5.2 em grupos

dinamicos, o custo C(z,y) € R} de estar apto a mudar de x para y ¢ dado por
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C(z,y) = ||y — z||” . Nesse caso, o custo de estar apto a mudar de z para y e o
custo de estar apto a mudar de y para x sao iguais, ou seja, C'(z,y) = C(y, x).
No caso mais realista, temos que C(z, y) pode ser diferente de C(y, x) e o custo
C(z,z) € R de estar apto a repetir a acao = pode ser diferente do vetor zero.
Portanto, uma versdo dos Algoritmo 5.1 e 5.2 em que C(z,y) = ¢*(z,y)¢,
onde ¢(+,+) é uma quase distancia é mais realista para aplicagdes em Teoria

Comportamental.

100



Referéncias Bibliograficas

[1] ABSIL, P. A, BAKER, C. G., GALLIVAN, K. A., “Trust-region methods
on Riemannian manifolds”, Foundations of Computational Mathematics,
v. 7(3), pp. 303-330, 2007.

[2] ABSIL, P. A., MAHONY, R., SEPULCHRE, R., “Optimization algorithms on

matrix manifold”, Princeton University Press, 2009.

[3] ADLER, R.L., DEDIEU, J.P., MARGULIES, J.Y., MARTENS, M., SHUB, M.,
“Newton’s method on Riemannian manifolds and a geometric model for
the human spine”, IMA J. Numer. Anal., v. 22, pp. 359-390, 2002.

[4] AFSARI, B., TRON, R., VIDAL, R., “On the convergence of gradient descent
for finding the Riemannian center of mass”, SIAM J. Control Optim.,
v. 51(3), pp. 2230-2260, 2013.

[5] AHN, S., FESSLER, J.A., BLATT, D., HERO, A.O., “Convergent incremental
optimization transfer algorithms: Application to tomography”, IEEE T.
Med. Imaging., v. 25, pp. 283-296, 2006.

[6) AMBROSIO, L., BERTRAND, J., “DC Calculus”, Preprint, 2015.

[7] APOLINARIO, H.C.F., PAPA QUIROZ, E.A., OLIVEIRA, P.R., “A Scalari-
zation Proximal Point Method for Quasiconvex Multiobjective Minimiza-
tion”, J. Glob. Optim., v. 64, pp. 79-96, 2016.

[8] ATTOUCH, H., REDONT, P., BOLTE, J., SOUBEYRAN, A., “Proximal al-
ternating minimization and projection methods for nonconvex problems.
An approach based on the Kurdyka-Lojasiewicz inequality”, Math. Oper.
Res., v. 35(2), pp. 438-457, 2010.

[9] ATTOUCH, H., BOLTE, J., SVAITER, B.F., “Convergence of descent methods
for semi-algebraic and tame problems: proximal algorithms, forward-
backward splitting, and regularized Gauss-Seidel methods”, Math. Pro-
gram., v. 137(1-2), pp. 91-129, 2013.

101



[10]

[16]

[19]

[21]

AUSLENDER, A., TEBOULLE, M., BEN-TIBA, S., “Interior Proximal and
Multiplier Methods Based on Second Order Homogeneous Functionals”,
Math. Oper. Research, v. 24, pp. 645-668, 1999.

BACAK, M., BORWEIN, J.M., “On difference convexity of locally Lipschitz
functions”, Optimization, v. 60(8-9), pp. 961-978, 2011.

BACAK, M., “Computing medians and means in Hadamard spaces”, SIAM J.
Optim., v. 24(3), pp. 1542-1566, 2014.

BACAK, M., “Convex analysis and optimization in Hadamard spaces”, Walter
de Gruyter GmbH, Berlin, v. 22, 2014.

BAKER, C. G., ABSIL, P. A., GALLIVAN, K. A., “An implicit trust-region
method on Riemannian manifolds”, IMA J. Numer. Anal., v. 28(4),
pp. 665 689, 2008.

BAO, T., MORDUKHOVICH, B.S., SOUBEYRAN, A., “Variational Analysis
in Psychological Modelling”, J. Optim. Theory Appl., v. 164, pp. 290-315,
2015.

BARANI, A., HOSSEINI, S., POURYAYEVALI, M.R., “On the metric projec-
tion onto ¢-convex subsets of Hadamard manifolds”, Rev. Mat. Complut.,
v. 26(2), pp. 815-826, 2013.

BELLO CRUZ, J.Y., “A subgradient method for vector optimization pro-
blems”, SIAM J. Optim., v. 23, pp. 2169-2182, 2013.

BENTO, G. C., CRUZ NETO, J.X., OLIVEIRA, P. R., “Convergence of inexact
descent methods for nonconvex optimization on Riemannian manifolds”,
Preprint, 2011.

BENTO, G. C., CRUZ NETO, J.X., “A subgradient method for multiobjec-
tive optimization on Riemannian manifolds”, J. Optim. Theory Appl.,
v. 159(1), pp. 125-137, 2013.

BENTO, G. C., CRUZ NETO, J.X., “Finite termination of the proximal point
method for convex functions on Hadamard manifolds”, Optimization,
v. 63(9), pp. 1281-1288, 2014.

BENTO, G. C., CRUZ NETO, J.X., SOUBEYRAN, A., “A proximal point-
type method for multicriteria optimization”, Set- Valued Var. Anal., v. 22,
pp. 557-573, 2014.

102



[22]

23]

[24]

[26]

[27]

[31]

[33]

BENTO, G. C., CRUZNETO, J.X., OLIVEIRA, P.R., “A New Approach to the
Proximal Point Method: Convergence on General Riemannian Manifolds
7. J. Optim. Theory Appl., v. 168, pp. 743-755, 2016.

BENTO, G. C., FERREIRA, O. P., OLIVEIRA, P. R., “Local convergence of
the proximal point method for a special class of nonconvex functions on
Hadamard manifolds”, Nonlinear Anal., v. 73, pp. 564-572, 2010.

BENTO, G. C., FERREIRA, O. P., OLIVEIRA, P. R., “Unconstrained steepest
descent method for multicriteria optimization on Riemannian manifolds”,
J. Optim. Theory Appl., v. 154(1), pp. 88-107, 2012.

BENTO, G. C., MELO, J. G., “Subgradient Method for Convex Feasibility
on Riemannian Manifolds”, J. Optim. Theory Appl., v. 152, pp. 773-785,
2012.

BENTO, G.C., SOUBEYRAN, A., “Generalized inexact proximal algorithms:
Routine’s formation with resistance to change, following worthwhile chan-
ges” . J. Optim. Theory Appl., v. 166, pp. 172-187, 2016.

BENTO, G. C., SOUBEYRAN, A., “A generalized inexact proximal point
method for nonsmooth functions that satisfies Kurdyka-Lojasiewicz ine-
quality”, Set-Valued Var. Anal., v. 23, pp. 501-517, 2015.

BOLTE, J., DANIILIDIS, J.A., LEWIS, A., “The Lojasiewicz inequality for
nonsmooth subanalytic functions with applications to subgradient dyna-
mical systems”, SIAM J. Optim., v. 17(4), pp. 1205-1223, 2006.

BOLTE, J., DANIILIDIS, J.A., LEWIS, A., SHIOTA, M., “Clarke subgradients
of stratifiable functions”, STAM J. Optim., v. 18(2), pp. 556-572, 2007.

BOLTE, J., DANIILIDIS, J.A., LEWIS, A., SHIOTA, M., “Clarke critical va-
lues of subanalytic Lipschitz continuous functions”, Ann. Polon. Math.,
v. 87, pp. 13-25, 2005.

BOLTE, J., DANIILIDIS, A., LEY, O., MAZET,L., “Characterizations of Lo-
jasiewicz inequalities: subgradient flows, talweg, convexity”, Trans. Am.
Math. Soc., v. 362, pp. 3319-3363, 2010.

BOLTE, J., SABACH, S., TEBOULLE, M., “Proximal alternating linearized
minimization for nonconvex and nonsmooth problems”, Math. Program.,
v. 146, pp. 459-494, 2014.

BONNEL, H., IUSEM, A. N., SVAITER, B. F., “Proximal methods in vector
optimization”, SIAM J. Optim., v. 15, pp. 953-970, 2005.

103



[34] BOUMAL, N., MISHRA, B., ABSIL, P. A., SEPULCHRE, R., “Manopt, a ma-
tlab toolbox for optimization on manifolds”, Journal of Machine Learning
Research, v. 15(1), pp. 1455-1459, 2014.

[35] BURACHIK, R.S., SVAITER, B.F., “A relative error tolerance for a family of
generalized proximal point methods”, Math. Oper. Res., v. 26, pp. 816—
831, 2001.

[36) BURACHIK, R.S., KAYA, C.Y., RIZVI, M.M., “A new scalarization technique
to approximate Pareto fronts of problems with disconnected feasible sets”,
J. Optim. Theory Appl., v. 162, pp. 428-446, 2014.

[37) BURKE, J.V., FERRIS, M.C., QIAN, M., “On the Clarke subdifferential of the
distance function of a closed set”, J. Math. Anal. Appl., v. 166, pp. 199—
213, 1992.

[38] DO CARMO, M. P., “Riemannian Geometry”, Birkhauser, Boston, 1992.

[39] CENG, L. C., YAO, J.C., “Approximate proximal methods in vector optimiza-
tion”, Eur. J. Oper. Res., v. 183, pp. 1-19, 2007.

[40] CENSOR, Y., ZENIOS, S. A., “Proximal minimization algorithm with D-
functions”, J. Optim. Theory Appl., v. 73, pp. 451-464, 1992.

[41] CHEN, G., TEBOULLE, M., “Convergence analysis of proximal-like optimiza-
tion algorithm using Bregman functions”, SIAM J. Optim., v. 3, pp. 538—
543, 1993.

[42] CHOUNG, T.D., MORDUKHOVICH, B.S., YAO, J.C., “Hybrid approximate
proximal algorithms for efficient solutions in vector optimization”, J. Non-
linear Convex Anal., v. 12, pp. 257-286, 2011.

[43] CRUZ NETO, J. X., LIMA, L.L., OLIVEIRA, P.R., “Geodesic algorithms in
Riemannian geometry”, Balkan J. Geom. Appl., v. 3(2), pp. 89-100, 1998.

[44] CRUZ NETO, J. X., FERREIRA, O.P., LUCAMBIO PEREZ, L.R., “A pro-
ximal regularization of the steepest descent method in Riemannian mani-
fold”, Balkan J. Geom. Appl., v. 4(2), pp. 1-8, 1999.

[45] CRUZ NETO, J. X., FERREIRA, O.P., LUCAMBIO PEREZ, L.R., NEMETH,
S. Z., “Convex-and monotone-transformable mathematical programming
problems and a proximal-like point method”, J. Glob. Optim., v. 35(1),
pp. 53-69, 2006.

104



[46] CRUZ NETO, J. X., OLIVEIRA, P. R., SOARES JR, P. A., SOUBEYRAN, A,
“Learning how to play nash, potential games and alternating minimization
method for structured nonconvex problems on Riemannian manifolds”,
Journal of Convex Analysis, v. 20(2), pp. 395-438, 2013.

[47] CRUZ NETO, J. X., OLIVEIRA, P. R., SOARES JR, P. A., SOUBEYRAN,
A., “Proximal Point Method on Finslerian Manifolds and the “Effort-
Accuracy” Trade-off”, J. Optim. Theory Appl., v. 162(3), pp. 873-891,
2014.

[48] CRUZ NETO, J. X., SANTOS, P. S. M., SOARES JR, P. A., “An extragradient
method for equilibrium problems on Hadamard manifolds”, Optim. Lett.,
v. 10(6), pp. 1327-1336, 2016.

[49] DAUBECHIES, I., DEFRISE, M., DE MOL, C., “An iterative thresholding al-
gorithm for linear inverse problems with a sparsity constraint”, Commun.
Pur. Appl. Math., v. 57, pp. 1413-1457, 2004.

[50] DEDIEU, J.P., PRIOURET, P., MALAJOVICH, G., “Newton’s method on
Riemannian manifolds: covariant a-theory”, IMA J. Numer. Anal., v. 23,
pp- 395-419, 2003.

[51] ECKSTEIN, J., “Nonlinear proximal point algorithms using Bregman functi-
ons, with applications to convex programming”, Math. Oper. Res., v. 18,
pp. 202-226, 1993.

[52] ERDOGAN, H., FESSLER, J.A., “Ordered subsets algorithms for transmission
tomography”, Phys. Med. Biol., v. 44, pp. 28352851, 1999.

[53] FERREIRA, O.P., OLIVEIRA, P. R., “Subgradient algorithm on Riemannian
manifolds”, J. Optim. Theory Appl., v. 97, pp. 93-104, 1998.

[54] FERREIRA, O.P., OLIVEIRA, P.R., “Proximal Point Algorithms on Rieman-
nian Manifolds”, Optimization, v. 51, n.2, pp. 257-270, 2002.

[55] FERREIRA, O.P., SVAITER, B.F., “Kantorovich’s theorem on Newton’s
method in Riemannian manifolds”, J. Complezity, v. 18(1), pp. 304-329,
2002.

[56] FLIEGE, J., SVAITER, B.F., “Steepest descent methods for multicriteria op-
timization”, Math. Methods Oper. Res., v. 51, pp. 479-494, 2000.

[57] FLIEGE, J., GRANA DRUMMOND, L.M., SVAITER, B.F., “Newton’s
method for multiobjective optimization”, SIAM J. Optim., v. 20, pp. 602—
626, 2009.

105



[58]

[64]

[65]

[66]

[68]

FUKUDA, E.H., GRANA DRUMMOND, L.M., “On the convergence of the
projected gradient method for vector optimization”, Optimization, v. 60,
pp- 1009-1021, 2011.

FUKUDA, E.H., GRANA DRUMMOND, L.M., “A survey on multiobjective
decent methods”, Optimization, v. 34, pp. 585-620, 2014.

GABAY, D., “Minimizing a differentiable function over a differential manifold”,
J. Optim. Theory Appl., v. 37(2), pp. 177-219, 1982.

GASSO, G., RAKOTOMAMONJY, A., CANU, S., “Recovering sparse signals
with non-convex penalties and DC programming”, I[EFFE T. Signal Pro-
cess., v. 57, pp. 4686-4698, 2009.

GEARHART, W.B., “Compromise solutions and estimation of the non inferior
set”, J. Optim. Theory Appl., v. 47, pp. 29-47, 1979.

GOETZMANN, K.S., BUSING, B., MATUSCHKE, J., “Multicriteria optimi-

zation and compromise solutions”, MDS Colloguium, 2011.

GINCHEV, 1., GINTCHEVA, D., “Characterization and recognition of d.c.
funtions”, J. Glob. Optim., v. 57, pp. 633-647, 2013.

GOLDFARB, D., MA, S., SCHEINBERG, K., “Fast alternating linearization
methods for minimizing the sum of two convex functions”, Math. Pro-
gram., v. 141, pp. 349-382, 2013.

GRANA DRUMMOND, L.M., IUSEM, A.N., “A projected gradient method
for vector optimization problems”, Comput. Optim. Appl., v. 28, pp. 5—
29, 2004.

GRANA DRUMMOND, L.M., SVAITER, B.F., “A steepest descent method
for vector optimization”, J. Comput. Appl. Math., v. 175, pp. 395-414,
2005.

GREENE, R.E., SHIOHAMA, K., “Convex Functions on Complete Noncom-
pact Manifolds: Topological Structure”, Invent. Math., v. 63, pp. 129-157,
1981.

GREGORIO, R., OLIVEIRA, P.R., “A logarithmic-quadratic proximal point
scalarization method for multiobjective programming”, J. Glob. Optim.,
v. 49, pp. 281-291, 2011.

106



[70]

[71]

[72]

[75]

[78]

[81]

[82]

GROHS, P., HOSSEINI, S., “s-subgradient algorithms for locally Lipschitz
functions on Riemannian manifolds”, Advances in Computational Mathe-
matics, v. 42(2), pp. 333-360, 2016.

HARTMAN, P., “On functions representable as a difference of convex functi-
ons”, Pac. J. Math., v. 9, pp. 707-713, 1959.

HIRIART-URRUTY, J.B., “Generalized differentiabity, duality and optimiza-
tion for problems dealing with difference of convex functions, Convexity
and Duality in Optimization”, Lecture Notes in Economics and Mathe-
matical Systems, v. 256, pp. 3770, 1986.

HORST, R., TUY, H., “Global Optimization (Deterministic Approaches)”,
Springer-Verlag, Berlin New York, second edition, 1993.

HUANG, X.X., YANG, X.Q., “Duality for multiobjective optimization via non-
linear Lagrangian functions”, J. Optim. Theory Appl., v. 120(1), pp. 111-
127, 2004.

JI, Y., GOH, M., DE SOUZA, R., “Proximal point algorithms for multi-criteria
optimization with the difference of convex objective functions”, J. Optim.
Theory Appl., v. 169, pp. 280-289, 2016.

KIWIEL, K.C., “Proximal minimization methods with generalized Bregman
functions”, SIAM J. Control Optim., v. 35, pp. 1142-1168, 1997.

KRISTALY, A., “Location of Nash equilibria: a Riemannian geometrical ap-
proach”, Proceedings of the American Mathematical Society, v. 138(5),
pp. 1803-1810, 2010.

KRISTALY, A., “Nash-type equilibria on Riemannian manifolds: a variatio-
nal approach”, Journal de Mathématiques Pures et Appliquées, v. 101(5),
pp. 660-688, 2014.

KURDYKA, K., “On gradients of functions definable in o-minimal structures”,
Ann. Inst. Fourier, v. 48, pp. 769-783, 1998.

KURDYKA, K., MOSTOWSKI, T., PARUSINSKI, A., “Proof of the gradient
conjecture of R.Thom”, Ann. Math., v. 152, pp. 763-792, 2000.

LAGEMAN, C., “Convergence of gradient-like dynamical systems and optimi-
zation algorithms”, Ph.D. Thesis, Universitt Wrzburg, 2007.

LANG, S., “Fundamentals of differential geometry”, Graduate Texts in Mathe-
matics, Springer-Verlag: New York, v. 191, 1999.

107



[33]

[34]

[89]

[92]

[93]

[94]

[95]

LANGE, K., HUNTER, D.R., YANG, I., “Optimization transfer using surro-
gate objective functions”, J. Comput. Graph. Stat., v. 9, pp. 1-20, 2000.

LEE, D.D., SEUNG, H.S., “Algorithms for non-negative matrix factorizations”,
Adv. NIPS., 2001.

LEWIN, K., “Frontiers in group dynamics: Concept, method and reality in
social science, social equilibria and social change”, Human Relations, v.
1, pp. 541, 1947.

LEWIN, K., “Field Theory in Social Science”, Harper and Row, New York,
1951.

LI, C., WANG, J.H., “Newton’s method for sections on Riemannian Manifolds:
Generalized Coveriant a-Theory”, J. Complexity, v. 24, pp. 423451, 2008.

LL C., LOPEZ, G., MARTIN-MARQUEZ, V., “Monotone vector fields and the
proximal point algorithm on Hadamard manifolds”, J. Lond. Math. Soc.,
v. 79, pp. 663-683, 20009.

LI, C., MORDUKHOVICH, B.S., WANG, J., YAO, J.C., “Weak sharp minima
on Riemannian manifolds”, SIAM J. Optim., v. 21(4), pp. 1523-1560,
2011.

LI, S. L., LI, C., LIOU, Y. C., YAO, J. C., “Existence of solutions for variatio-
nal inequalities on Riemannian manifolds”, Nonlinear Analysis: Theory,
Methods and Applications, v. 71(11), pp. 5695-5706, 2009.

LI, C., LOPEZ, G., MARTIN-MARQUEZ, V.,WANG, J. H., “Resolvents of
set-valued monotone vector fields in Hadamard manifolds”, Set-Valued
Var. Anal., v. 19(3), pp. 361-383, 2011.

LI, C., YAO, J. C., “Variational inequalities for set-valued vector fields on
Riemannian manifolds: convexity of the solution set and the proximal
point algorithm”, STAM J. Control Optim., v. 50(4), pp. 2486-2514, 2012.

LOJASIEWICZ,S., “Une proprit topologique des sous-ensembles analytiques
rels”, Les quations aux Drives Partielles, ditions du centre National de la
Recherche Scientifique, pp. 87-89, 1963.

LUC, D.T., “Theory of Vector Optimization”, Lecture Notes in Econom. and
Math. Syst., Springer-Verlag, New York, 1989.

LUENBERGER, D. G., “The gradient projection method along geodesics”,
Management Science, v. 18(11), pp. 620631, 1972.

108



[96] MAIRAL, J., BACH, F., PONCE, J., SAPIR, G., “Online learning for matrix
factorization and sparse coding”, J. Mach. Learn. Res., v. 11, pp. 19-60,
2010.

[97) MAIRAL, J., “Incremental majorization-minimization optimization with ap-
plication to large-scale machine learning”, SIAM J. on Optim., v. 25(2),
pp. 829-855, 2015.

[98] MARTINET, B., “Regularisation d’inéquations variationelles par approximati-
ons succesives”, Rev. Francaise d’Inform. Recherche Oper., v. 4, pp. 154—
159, 1970.

[99] MINAMI, M., “Weak Pareto-Optimal Necessary Conditions in a Nondifferen-
tiable Multiobjective Program on a Banach Space”, J. Optim. Theory
Appl., v. 41, pp. 451461, 1983.

[100) MORDUKHOVICH, B.S., SHAO, Y., “Nonsmooth Sequential Analysis in
Asplund Spaces”, Transactions of the American Mathematical Society,
v. 348, pp. 1235-1280, 1996.

[101] MORENO, F.G., OLIVEIRA, P. R., SOUBEYRAN, A., “A proximal point
algorithm with quasi distance. Application to habit’s formation”, Optimi-
zation, v. 61, pp. 1383-1403, 2012.

[102] MOUDAFI, A., MAINGE, P-E., “On the convergence of an approximate pro-
ximal method for DC functions”, Journal of Computational Mathematics,
v. 24, pp. 475480, 2006.

[103] NEMETH, S.Z., “Variational inequalities on Hadamard manifolds”, Nonlinear
Anal., v. 52, pp. 1491-1498, 2003.

[104] OPRICOVIC, S., TZENG, G-H., “Compromise solution by MCDM methods:
A comparative analysis of VIKOR and TOPSIS”, Fur. J. Oper. Res.,
v. 156, pp. 445-455, 2004.

[105] OPRICOVIC, S., TZENG, G-H., “Extended VIKOR method in comparison
with outranking methods”, Fur. J. Oper. Res., v. 178, pp. 514-529, 2007.

[106] PAN, S., CHEN, J.S., “Entropy-like proximal algorithms based on a second-
order homogeneous distance function for quasi-convex programming”, J.
Glob. Optim., v. 39, pp. 555575, 2007.

[107] PAPA QUIROZ, E. A., QUISPE, E.M., OLIVEIRA, P. R., “Steepest descent
method with a generalized Armijo search for quasiconvex functions on
Riemannian manifolds”, J. Math. Anal. Appl., v. 341, pp. 467477, 2008.

109



[108]

109

[110]

[111]

[112]

[113]

114]

[115]

[116]

[117]

[118]

[119]

[120]

PAPA QUIROZ, E. A., OLIVEIRA, P. R., “Proximal point method for mi-
nimization quasiconvex locally Lipschitz functions on Hadamard mani-
folds”, Nonlinear Anal., v. 75, pp. 5924-5932, 2012.

PHAM, D. T., “Algorithms for solving a class of nonconvex optimization pro-
blems, methods of subgradients”, in Fermat Days 85, Mathematics for
Optimization, pp. 249-270, 1986.

PERELMAN, G., “DC Structure on Alexandrov Space”, Preprint, 2003.

RAZAVIYAYN, M., SANJABI, M., LUO, Z.Q., “A Stochastic Successive Mi-
nimization Method for Nonsmooth Nonconvex Optimization with Ap-
plications to Transceiver Design in Wireless Communication Networks”,
Math. Program., v. 157(2), pp. 515-545, 2016.

ROCKAFELLAR, R. T., “Monotone operators and the proximal point algo-
rithm”, SIAM J. Control. Optim., v. 14, pp. 877-898, 1976.

ROCKAFELLAR, R.T., WETS, R.J-B., “Variational Analysis”, Springer,
Berlin, 1998.

SAKAI T., “Riemannian Geometry”, Translations of Mathematical Mono-
graphs, Am. Math. Soc., Providence, v. 149, 1996.

SCHOTT, D., “Basic properties of Fejer monotone sequences”, Rostocker
Mathematische Kolloquium, v. 49, pp. 5774, 1995.

SMITH, S. T., “Optimization techniques on Riemannian manifolds”, Fields

institute communications, v. 3(3), pp. 113-135, 1994.

SOUBEYRAN, A., “Variational rationality, a theory of individual stability
and change: worthwhile and ambidextry behaviors”, GREQAM, Aixz Mar-
seillle University, 2009.

SOUBEYRAN, A., “Variational rationality and the "unsatisfied man”: routi-
nes and the course pursuit between aspirations, capabilities and beliefs”
GREQAM, Aixz Marseillle University, 2010.

SOUBEYRAN, A., “Variational rationality, Part 1. A theory of worthwhile
stay and change approach-avoidance transitions ending in traps”,
GREQAM, Aixz Marseillle University, 2016.

SOUZA, J. C., OLIVEIRA, P. R., “A proximal point algorithm for DC functi-
ons on Hadamard manifolds”, J. Glob. Optim., v. 63, pp. 797-810, 2015.

110



[121]

[122]

[123]

[124]

[125]

[126]

[127]

[128]

[129]

[130]

[131]

[132]

133

SOUZA, J. C., OLIVEIRA, P. R., SOUBEYRAN, A., “Global convergence of
a proximal linearized algorithm for difference of convex functions”, Optim.
Lett., v. 10(7), pp. 1529-1539, 2016.

SOUZA, J. C., OLIVEIRA, P. R., SOUBEYRAN, A., “A generalized proximal
linearized algorithm for DC functions with application to the optimal size
of the firm problem”, Submetido, 2016.

SOUZA, J. C., BENTO, G.C., CRUZ NETO, J.X., SOUBEYRAN, A., “Vec-

torial improving in DC programming”, Submetido , 2016.

SOUZA, J. C., BENTO, G.C., CRUZ NETO, J.X., LOPEZ, G., SOUBEY-
RAN, A., “The proximal point method for locally Lipschitz functions in

multiobjective optimization”, Submetido, 2016.

SOUZA, J. C., BENTO, G.C., CRUZ NETO, J.X., OLIVEIRA, P. R., “Con-
vergence of the steepest descent method for computing Riemannian center

of mass on Hadamard manifolds”, Preprint, 2016.

SUN, W., SAMPAIO, R. J. B., CANDIDO, M. A. B., “A proximal point
algorithm for minimization of DC function”, J. of Comput. Math., v. 21,
pp- 451-462, 2003.

TEBOULLE, M., “Entropic proximal mappings with applications to nonlinear
programming”, Math. Oper. Res., v. 17, pp. 670-690, 1992.

TOLAND, J. F., “On subdifferential calculus and duality in nonconvex opti-
mization”, Bull. Soc. Math. France, v. 60, pp. 177-183, 1979.

UDRISTE, C., “Convex Functions and Optimization Algorithms on Rieman-
nian Manifolds”, Mathematics and Its Applications, Kluwer Academic,
Dordrecht, v. 297, 1994.

VAN DEN DRIES, L., MILLER, C., “Geometric categories and o-minimal
structures”, Duke Math. J., v. 84, pp. 497-540, 1996.

VIAL, J-P.., “Strong and Weak Convexity of Sets and Functions”, Math. Oper.
Res., v. 8, pp. 231-259, 1983.

VILLACORTA, K.D.V., OLIVEIRA, P. R., “An interior proximal method in
vector optimization”, Fur. J. Oper. Res., v. 214, pp. 485—-492, 2011.

WANG, J., LOPEZ, G., MARTIN-MARQUEZ, V., LI, C., “Monotone and
accretive vector fields on Riemannian manifolds”, J. Optim. Theory Appl.,
v. 146(3), pp. 691-708, 2010.

111



[134] WANG, J., LI, C., LOPEZ, G., YAO, J. C., “Convergence analysis of ine-
xact proximal point algorithms on Hadamard manifolds”, J. Glob. Optim.,
v. 61(3), pp. 553-573, 2015.

[135] WANG, X., LI, C., YAO, J. C., “Subgradient projection algorithms for convex
feasibility on Riemannian manifolds with lower bounded curvatures”, J.
Optim. Theory Appl., v. 164(1), pp. 202-217, 2015.

[136] WANG, X., LI, C., WANG, J., YAO, J. C., “Linear Convergence of Subgra-
dient Algorithm for Convex Feasibility on Riemannian Manifolds”, STAM
J. Optim., v. 25(4), pp. 2334-2358, 2015.

112



