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Este trabalho consiste na proposta de algoritmos aritméticos reversiveis
e algoritmos quanticos para problemas de otimizac¢ao combinatoria. Ambos
os tipos podem ser utilizados na construcao de outros circuitos e algoritmos.

Mostramos como implementar circuitos reversiveis para operagoes arit-
méticas, tais como multiplicagao e divisao de inteiros nao-negativos, que
podem ser utilizados para operacoes quanticas com ambos operandos em su-
perposicao. Em particular, sao propostas versoes reversiveis do algoritmo de
multiplicagdo Karatsuba [18|, com procedimento de limpeza de lixo recursivo.

Propomos um algoritmo quantico, denominado Medida-Linear, para en-
contrar um valor 6timo em uma lista nao-ordenada. Para uma lista com
N elementos, sio feitas 8,27/ N chamadas do oraculo, a fim de obter pelo
menos 50% de chance de sucesso. O algoritmo quantico mais eficiente que
existe atualmente, DH96 [12], realiza a mesma tarefa com 22, 5v/N chama-
das do oraculo. Além do mais, o nosso algoritmo Medida-Linear necessita
de ©(n) medigdes em contraposigao as O(n?) medigoes do DHI6, onde n ¢ a
quantidade de bits necessaria para representar o tamanho da lista. Propomos
também um operador quantico que permite adaptar o DH96 [12]| e o algo-
ritmo Medida-Linear para resolver problemas de otimizacao combinatoria.

Foram realizadas simulagoes comparando os algoritmos acima descritos
para encontrar o menor elemento de uma lista ou retornado por uma funcao.
A comparagao foi feita principalmente sobre o ntimero de consultas a lista e
a quantidade de medicoes realizadas. Em todas as simulagoes, o algoritmo
Medida-Linear teve desempenho superior ao DH96, confirmando também a
analise teorica de que o algoritmo Medida-Linear necessita de uma quanti-
dade linear de medicoes dos resultados parciais enquanto que o algoritmo
DH96 necessita de uma quantidade quadratica destas medigoes.
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In this work, we propose reversible arithmetic algorithms and quantum al-
gorithms for combinatorial optimization problems. Both types of algorithms
can be used in the design of other circuits and algorithms.

We show some reversible circuits for non-negative integer operations with
both operands in state superposition. We propose reversible circuits for
integer multiplication and division. Besides the naive circuit for integer mul-
tiplication, we develop some versions for Karatsuba algorithm [18|.

We propose a quantum algorithm, denoted Medida-linear, that makes
8.27V/'N oracle calls for finding the smallest (or largest) value with 50%
success in an unsorted list with N elements. The DH96 algorithm [12] is
nowadays the most efficient quantum algorithm for solving this problem. It
needs 22.5v/N oracle calls. Another difference is the number of measure-
ments: Medida-linear makes ©(n) measurements and DH96 makes O (n?),
where n is the number of bits needed to represent the list size.

We simulated the above algorithms to find the smallest element of a list.
A comparison was made considering the number of oracle calls in the list
and the number of measurements. In all simulations, the performance of
Medida-Linear was better than DH96. The simulations confirmed the linear

complexity of measurements of Medida-Linear and the quadratic complexity
of DH96.
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Capitulo 1

Introducao

Segundo a lei de Moore, hipotese formulada na década de 60 por Gordon
Moore, fundador da empresa Intel, a cada 18 meses a capacidade de proces-
samento dobra e o tamanho necessario para a representagao de um bit se
reduz pela metade. Em 1950, por exemplo, eram necessarios 10 dtomos
para representar um tnico bit de informagao [35]. Até agora, esta estimativa
tem se comprovado na pratica. Se continuar neste ritmo, em 2045, cada bit
serd representado por um tnico &tomo. Nesta escala, os efeitos quanticos nao
podem ser desprezados e, portanto, propriedades da computacao convencio-
nal, como a possibilidade de copia de dados, nao sao validas. Ja atualmente,
os efeitos quanticos nao sao despreziveis [34, cap. 1.

Em paralelo a este desenvolvimento tecnolégico, o modelo de Computa-
¢ao Quantica tem se mostrado mais forte do que os modelos cléssicos, pois,
resolve todos problemas computaveis, com a mesma ordem de complexidade
de tempo que um computador classico, ou menor. Por exemplo, em rela-
¢ao ao problema da fatoracao de um nimero inteiro, até o momento, nao se
conhece algoritmo classico para resolvé-lo em tempo polinomial, mas existe
algoritmo quéantico polinomial para isso |[40]. Detalhes deste algoritmo po-
dem ser vistos em |25, 36|, entre outros. No capitulo 2, sdo mostrados os

modelos de computagao cléssico e quantico, dando um destaque ao modelo



reversivel que pode ser tanto classico quanto quantico.

Apesar de haver um grande interesse da comunidade cientifica a respeito
da Computagao Quantica [5], tém havido poucos progressos no desenvolvi-
mento de novos algoritmos |41, 42].

Qualquer problema que possa ser resolvido em um computador classico,
pode ser resolvido em um computador quantico com a mesma ordem de
complexidade de tempo, conforme serd comentado no capitulo 2. Mas a
conversao de algoritmos classicos para quanticos nao é muito simples, como
pode ser observado na pratica pela existéncia de poucos algoritmos quanticos.
Além do mais, como sera visto adiante, a conversao direta nem sempre produz
o melhor algoritmo.

Neste trabalho, propomos alguns algoritmos tanto reversiveis classicos
como quanticos. No capitulo 3, apresentamos alguns algoritmos para opera-
¢oOes aritméticas com inteiros nao negativos, e propomos implementagoes re-
versiveis dos algoritmos classicos para multiplicacao e divisao. Ha algumas
propostas para um problema similar, multiplicagao modular de nimeros in-
teiros, que possuem ©(n?) portas logicas |46[, mas que nio permitem a super-
posicao de estados quanticos em ambos operandos, conforme serd explicado
posteriormente.

A multiplicacdo é uma operacao fundamental em diversos algoritmos,
por isso a necessidade de algoritmos eficientes. A complexidade de tempo
do algoritmo comumente usado nos computadores convencionais para esta
operagao ¢ ©(n?), onde n é tamanho de cada operando. Ha um algoritmo,
chamado Karatsuba [18|, que possui complexidade de tempo ©(n'°%23), sendo
mais eficiente que o algoritmo convencional para multiplicar grandes nime-
ros. Este algoritmo é utilizado em sistemas de computacgao algébrica |15, cap.
8]. Apresentamos uma implementacao reversivel do algoritmo de multipli-
cacao Karatsuba que pode ser utilizada em um computador quantico ou em

um computador classico reversivel. O algoritmo Karatsuba reversivel, que



estamos propondo, foi submetido para publicacao no Journal of Universal
Computer Science [23].

Além das operacoes aritméticas, outro problema tratado é o da busca do
menor elemento dentro de um conjunto (capitulo 4). Dada uma lista nao-
ordenada com N elementos, existe um algoritmo quantico, DH96 [12], que
retorna o menor valor desta lista, com pelo menos 50% de chance de sucesso,
apos 22,5v/N consultas a lista e ©(log? N) medigoes intermedidrias. Neste
trabalho, propomos um novo oraculo, chamado Oréculo Desigualdade, que
permite adaptar este algoritmo para que possa ser utilizado também para
resolver problemas de otimizacao combinatoria. A complexidade tanto de
tempo quanto de espaco deste oraculo esta relacionada com a complexidade
da funcao certificadora de cada problema especifico, ou seja, da funcao que
retorna a solucao relacionada a uma determinada entrada. Alterando tam-
bém um parametro do algoritmo DH96 original, a complexidade de tempo da
versao de otimizacdo combinatoria é 11,48v/N execucdes do Oréaculo Desi-
gualdade, para obter uma solucao correta em pelo menos metade das execu-
¢oes. Desenvolvemos um outro algoritmo, chamado de Medida-Linear, para
encontrar o menor elemento de uma lista ou resolver problemas de otimiza-
¢ao combinatoéria, com a mesma chance de sucesso do que o algoritmo DH96,
apos 8,27v/N iteracoes do oraculo, fazendo apenas O(log, N) medicdes.

No capitulo 5, sao apresentadas simulacoes comparando os algoritmos
Medida-Linear na busca do menor elemento em listas geradas a partir de
pequenas instancias de dois problemas NP-dificeis. Também foram feitas
comparacoes destes algoritmos para func¢oes injetoras, que é o pior caso de
ambos algoritmos; com instancias de até 100 g-bits. Foram comparados o
numero de chamadas do oraculo e o nimero de medicoes realizadas até chegar
a0 menor elemento. Para ter outro referencial na comparagao, também é
mostrado o resultado para a simulacao do algoritmo BBHT98, quando o

valor minimo é conhecido de antemao.



Ao longo do documento, sempre que se omitir a base do logaritmo, ela

representa a base 2.



Capitulo 2

Modelos de Computacao

2.1 Modelos de Computacao Classica

2.1.1 Maquina de Turing

Alan Turing, em 1936, formulou um modelo de computagao [45] que fi-
cou conhecido como méaquina de Turing. O modelo consiste de: uma fita
linear de comprimento infinito, uma peca que se posiciona em uma deter-
minada posi¢do da fita podendo ler e escrever nesta posi¢ao (cabegote de
leitura/gravagao), podendo se deslocar para a esquerda ou para a direita,
um conjunto de instrucoes para a movimentacao do cabecote, e um elemento
que 1é as instrucoes e comanda o cabecote. Os possiveis valores em cada
posicao da fita sao zero ou wum.

Turing mostrou que ha uma méquina, de acordo com o modelo acima
descrito, que é universal, ou seja, ¢ capaz de simular o comportamento de
qualquer outra maquina de Turing.

Alonzo Church [8], simultaneamente e independentemente de Turing, de-
senvolveu uma hipotese de que qualquer procedimento algoritmico pode ser
simulado em uma Maquina de Turing Universal. Esta tese ficou conhecida

como Tese de Church-Turing. Posteriormente, foi demonstrado que muitos



modelos sao equivalentes a maquina de Turing em relacao a capacidade de
processamento, e até o momento, nao foi encontrado nenhum contra-exemplo
da tese na forma que acabamos de descrevé-la. No capitulo 4, serd comentado

sobre uma versao mais forte desta tese.

2.1.2 Circuitos Combinacionais

Um modelo computacional equivalente & Maquina de Turing ¢ formado
pelos circuitos combinacionais. Um circuito l6gico consiste de portas logicas
interconectadas (a saida de uma porta pode ser ligada a entrada de outra(s)).
Cada porta logica é uma fungao f:{0,1}" — {0,1}"™ de algum namero fixo
n de bits de entrada para algum ntamero fixo m de bits de saida.

Um circuito logico aciclico no qual cada instancia de porta logica é utili-
zada no maximo uma vez ¢ chamado de circuito combinacional. Os circuitos
combinacionais cléssicos sao deterministicos, ou seja, para uma determinada
entrada (seqiiéncia de bits) o resultado é sempre o mesmo. Considerando
valores armazenados como fazendo parte da entrada, qualquer calculo com-
putacional pode ser realizado através de circuitos combinacionais classicos.
Uma ressalva a se fazer é que existem os circuitos combinacionais cléssicos
probabilisticos. Nestes, a execucao depende de uma ou mais variaveis aleato-
rias, cujos valores variam aleatoriamente de acordo com alguma distribuicao
de probabilidade. Estes circuitos sao deterministicos, se consideramos estas
variaveis aleatorias como parte da entrada.

As principais portas logicas conhecidas sao: NOT, AND, OR e XOR, com
as respectivas representacoes: —, A,V e @. Todas elas possuem apenas um
unico bit de saida. A porta NOT, que também pode ser representada por
um trago em cima da variavel, possui apenas um bit de entrada e o inverte.
As outras portas possuem dois bits de entrada. A porta AND retorna 1 se,

e somente se, ambas entradas forem 1. A porta OR retorna 0, se e somente



se, ambas entradas forem 0. A porta XOR retorna 0, se e somente, se ambas
entradas forem iguais. As portas AND e OR podem ser generalizadas para
mais de duas entradas. O resultado da porta AND generalizada é igual a 1
se todas as entradas forem iguais a 1 e serd 0 caso contrario. E a porta OR
generalizada retorna 0 se todos os bits que compoe sua entrada forem iguais
a 0, caso contrario, o resultado sera 1.

Héa ainda duas portas especiais: FANOUT, que possui uma tnica entrada
e duas saidas que sao copias independentes da entrada, e CROSSOVER, que
possui duas entradas e duas saidas cujos valores sao os dois bits de entrada
na ordem inversa. Nos circuitos irreversiveis, o FANOUT é representado
por uma bifurcacao na linha entre portas consecutivas. O CROSSOVER é
representado apenas pelo cruzamento das linhas.

H& uma enorme quantidade de possiveis portas logicas para um ntmero
fixo de entradas e saidas. Considerando que cada funcao com m bits de
saidas pode ser substituida por m funcoes com um bit de saida, ha 2m%"
portas logicas diferentes com n bits de entrada e m bits de saida. Todas
estas portas logicas podem ser construidas utilizando apenas portas AND e
NOT, além das copias. Isto também pode ser feito com outros conjuntos
finitos de portas, como por exemplo, OR e XOR. Estes conjuntos de portas,
que servem para implementar qualquer funcao, sao chamados de conjuntos
universais.

Uma forma de descrever a fungao que se deseja computar é através da
tabela-verdade, na qual se enumeram todas as possiveis entradas e, para cada
uma delas, é indicado o valor da saida. Existe um procedimento geral que
indica como construir um circuito, a partir da tabela-verdade, usando portas
AND, OR e NOT. Este procedimento consiste em montar um circuito para
cada bit de saida. A entrada deste circuito é a entrada da funcao. Para cada
linha da tabela-verdade cuja saida seja 1, coloca-se uma porta AND. Esta

porta é precedida pela porta NOT em todas suas entradas cujo valor seja 0.



As saidas de todas estas portas AND formam a entrada de uma porta OR
que retorna o resultado para aquele bit e saida da funcao. Para n entradas,
a tabela-verdade possui 2" linhas. Considerando que cada linha com uma
das saidas com o valor 1 necessita de n portas AND e até n portas NOT,
o procedimento padrao para construir o circuito a partir desta tabela pode
gerar um circuito exponencial, necessitando de até n2" portas AND e NOT
e uma porta OR generalizada com até 2" entradas que, desmembrada em
portas de duas entradas, é formada por 2" portas OR.

Para mostrar como a construcao, a partir da tabela-verdade, pode ser
realizada para um exemplo concreto, vejamos o caso do somador completo
(full adder). O somador completo é um circuito cuja finalidade é somar trés
bits. Este circuito possui duas saidas de acordo com as combinacoes dadas

na tabela 2.1.

entradas | saidas
a b c.|s cg
00 00 O
00 11 0
01 0|1 0
01 1]0 1
1 0 0|1 O
1 0 1(0 1
11 00 1
11 1)1 1

Tabela 2.1: Tabela-verdade para o somador completo. Os bits a e b se referem aos
digitos binarios das entradas, c. é o bit passado pela soma dos bits anteriores, c;
é o bit que serd passado para frente e s é o digito binario atual do resultado da

soma.



Na figura 2.1, sao mostrados o circuito gerado automaticamente a partir

da tabela-verdade e um circuito otimizado que executa a mesma funcao.

b
L) 4’—:/ } Cs
" 23@ —L—
P cs
L
L1 )

(a) (b)

Figura 2.1: (a) Somador Completo construido a partir da tabela-verdade e (b) So-
mador Completo mais otimizado. Mesmo substituindo as portas XOR por AND’s,

OR’s e NOT’s, o circuito (b) possui menos portas no total.

2.2 Circuitos Reversivels

Como foi dito anteriormente, cada circuito pode ser associado a uma fun-
cao f:{0,1}" — {0,1}"™, onde n e m sao as quantidades de bits necessérios
para representar a entrada e a saida, respectivamente. Se n = m e a funcao
f € bijetora, ela possui inversa, e conseqiientemente, existe um circuito que,
para cada valor de saida y de f, produz o valor x tal que f(z) = y. Neste
caso, dizemos que o circuito é reversivel. Um circuito ou uma porta logica
que implementa uma fun¢ao nao inversivel (nao bijetora) é dito irreversivel.
Assim, todas as portas logicas que possuam mais bits de entrada do que de
saida sao irreversiveis. Isto acontece, por exemplo, com as portas AND, OR
e XOR, entre outras, que transformam duas ou mais entradas em uma tnica

saida.



Na teoria, os circuitos reversiveis podem ser implementados através de
um sistema fisico adiabatico, ou seja, um sistema conservativo, nao ha perda
de calor. Na pratica, ha gasto de energia, mas esta ¢ consideravelmente me-
nor do que nos circuitos convencionais, nos quais, como mostrou Rolf Lan-
dauer [24], apagar irreversivelmente um bit gasta no minimo k7'In2, onde
k é a constante de Boltzmann e T' é a temperatura. Por isso, os computa-
dores reversiveis podem ser economicamente mais interessantes do que um
computador convencional equivalente pela economia de energia.

Mas a principal importancia dos circuitos reversiveis é o fato de serem

base para os circuitos quanticos, que serao explicados mais adiante.

2.2.1 Portas Reversiveis

Das portas classicas convencionais, desconsiderando a porta trivial (fun-
¢ao identidade), apenas a porta NOT é reversivel. Neste modelo, ela é re-
presentada por .

Com alguns ajustes, portas irreversiveis podem ser transformadas em
reversiveis [3, 26]. Por exemplo, se tomarmos a porta XOR, incluindo na

saida, o valor de um dos bits de entrada, tem-se:

i {O>1}2 - {0’1}2

(x1,m0) +— (71,71 D T2).

(2.1)

Teoricamente, poderiamos montar uma porta XOR reversivel, utilizando
uma porta XOR padrao e copiando um dos bits. Mas para o circuito ser real-
mente reversivel, ele deve utilizar apenas portas reversiveis e como acabamos
de dizer, o XOR padrao nao é reversivel. Além do mais, também nao se pode
copiar o bit usando o FANOUT, pois esta porta também nao é reversivel.

Para diferenciar o modelo que permite o uso de portas irreversiveis do
modelo que nao o permite, denominamos o primeiro como circuitos conven-

cionais e o segundo como circuitos reversiveis.
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Toda porta logica convencional pode ser implementada reversivelmente
usando uma quantidade constante de portas reversiveis e alguns bits extras
com valores pré-definidos.

A versao reversivel da porta XOR, definida pela relacao 2.1, chama-se
CNOT (CONTROLED NOT). Esta operagao pode ser vista como sendo uma
aplicagao do operador NOT no segundo bit, caso o valor do primeiro seja 1.
O primeiro bit permanece inalterado, enquanto o segundo bit passa a ter o
resultado da operacao XOR. O primeiro bit é chamado de bit de controle e
o segundo, bit alvo (target). A representacao grafica desta porta é dada na
figura 2.2.

A porta CNOT pode simular a porta FANOUT. Dado um bit a, se utili-
zarmos este bit como bit de controle da porta CNOT e um bit com valor 0
como alvo, ou seja, entrada: (a,0), a saida é (a,a).

Para implementar a porta AND de forma reversivel, é necessario mais
um bit, pois a fun¢ao original nao é balanceada, ou seja, nao gera igual
quantidade de bits 0 e 1. Isto pode ser feito utilizando a porta Toffoli, cujo

funcionamento é dado pela relacao

f: {01} — {0,1}3

(1,20, 3) +— (21,22, (11 N T2) @ x3),

(2.2)

fixando o tdltimo bit em 0. A representacao usual das portas CNOT e Toffoli
é dada na figura 2.2.

Como no caso dos circuitos convencionais, no modelo reversivel, ha con-
juntos universais de portas logicas, que permitem a construgao de quaisquer

outras portas ou circuitos, conforme o lema a seguir.

Proposicao 1. A porta Toffoli € universal para os circuitos reversiveis clds-

81CO8.

Demonstracao. Considerando que a porta Toffoli de 3 bits pode simular a

porta AND, conforme a relagao (2.2), e é mais geral do que a porta CNOT,

11
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CNOT Toffoli
Figura 2.2: Representacao usual das portas CNOT e Toffoli. Os bits superiores

sao de controle e o bit inferior é o alvo.

que simula as portas NOT e FANOUT, podemos afirmar que a porta Toffoli
de 3 bits é universal, pelo fato de que as portas AND, NOT e FANOUT
formam um conjunto universal no modelo convencional. Por outro lado, como
a porta Toffoli pode ser simulada por um numero constante de portas AND,
NOT e FANOUT, podemos afirmar que ambos os modelos sao equivalentes
em termos de capacidade computacional.

Outra forma de mostrar que a porta Toffoli é universal para o modelo
reversivel é através da teoria de grupo de permutacoes [37]. Considere uma
porta reversivel genérica de n bits. H& 2" possiveis entradas que estao no
conjunto {0, ...,2"7'} na notagao decimal. A saida (imagem da fungdo re-
versivel correspondente) é uma permutagao deste conjunto. Qualquer porta
reversivel de n bits pode ser representada por uma permutacao em S, onde
S, € o grupo Simétrico de permutacoes de n elementos. A reciproca também
é verdadeira, ou seja, qualquer permutacao em S, corresponde a uma porta
reversivel. A primeira parte da demonstracao é a construcao de uma porta
Toffoli generalizada utilizando a porta Toffoli usual de 3 bits, introduzindo
um espago adicional. A construcao da porta Toffoli de 4 bits a partir da porta
de 3 bits pode ser feita conforme figura 2.3. Além dos trés bits de controle
a, b e c e do bit alvo d, nesta construcao, foi utilizado um bit auxiliar com o

valor inicial zero que armazena o valor intermediario a A b, devido & primeira
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Figura 2.3: Construgao da porta Toffoli de 4 bits (3 de controle e um alvo).

porta Toffoli de 3 bits. A segunda porta faz com que o ultimo bit tenha o
resultado d @ (a A b A c). A terceira porta é apenas para limpar o conteudo
do bit auxiliar.

Da mesma forma como foi construida a porta Toffoli de 4 bits a partir
da porta de 3 bits, é possivel construir uma porta Toffoli de n bits a partir
de portas de n — 1 bits. A construcao desta porta é uma generalizacao da

descricao da figura 2.3, conforme pode ser observado na figura 2.4.

ay ay

ay  — )

Ap—2 Ap—2

0 0

Ap—1 — 3 Ap—1

Up  — —a, D (g Nag N Nay_q)

Figura 2.4: Construgao da porta Toffoli generalizada de n bits a partir da Toffoli
de n — 1 bits.

Cada Toffoli generalizada de n bits pode ser montada com 2 portas Toffoli
de n — 1 bits e mais uma porta Toffoli de 3 bits. A quantidade de portas
Toffoli de 3 bits utilizadas neste circuito é definida pela seguinte relacao de

recorréncia:

1, sen =3
2I'n—1)+1, sen> 3.

Isto significa que a quantidade de portas Toffoli utilizadas ¢ exponencial:
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T(n) = 22 — 1. Este procedimento necessita de apenas um bit extra, pois
em cada vez que ha necessidade de utilizar o bit, pode-se utilizar o bit extra
utilizado anteriormente, pois ele esta com o valor zero.

Felizmente, a construcao da porta Toffoli generalizada pode ser feita com

complexidade linear, conforme é mostrado na figura 2.5. Pela figura, pode-

ap : — ay

Qg 5]

O D N 0

as as

0o - 0

0 - =0

Ap—2 Ap—2

0o - — 0

(p_1 Up_1

ay, —a, ®(ag Nag AN+ Nay,_1)

.......................................

Figura 2.5: Construcao da porta Toffoli generalizada com complexidade linear.

mos observar que este procedimento necessita de 2(n — 3) 4+ 1 portas Toffoli
de 3 bits, ou seja 2n — 5 portas. O espaco também ¢é linear: sao necessarios
n — 3 bits extras para montar uma porta Toffoli generalizada de n bits.
Usando portas X, que podem ser simuladas por portas Toffoli, é possivel
construir uma porta Toffoli generalizada cujos bits de controle sao ativados
por 0 em vez de 1, conforme mostrado na figura 2.6, lembrando que a porta
X ¢é a versao reversivel da porta NOT. De posse desta nova porta, é possivel
transpor duas cadeias de n bits que diferem em apenas um bit. Isto pode ser
feito colocando portas X antes e depois da porta Toffoli generalizada e usando
como bit alvo, o bit que difere em ambas cadeias. Por exemplo, suponha que
estejamos trabalhando com 4 bits, e queremos transpor as cadeias 0110 e

0111, ou seja, 6 e 7 em notacao decimal. Isto significa que a saida do circuito
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Figura 2.6: Porta Toffoli controlada negativamente, ou seja, por 0’s em vez de 1’s.

Também neste caso, os bits de controle mantém seus valores originais.

desejado é
z, sex ¢ {6,7}

fl@)=4 6, sex=7
7, sex =6.
Este circuito consiste em uma porta Toffoli de 4 bits com o segundo e terceiro
bits precedidos e sucedidos por uma porta X controlando o quarto bit, o
que equivale a dizer que é uma porta Toffoli controlada positivamente pelo
primeiro bit e negativamente pelos segundo e terceiro bits.

A transposicao de duas cadeias de n bits, que diferem em s bits pode
ser feita através de s transposicoes que permutam cadeias que diferem em
apenas um bit. Toda permutacao é um produto de transposicoes, logo toda
funcao inversivel sobre n bits ¢ um produto de portas Toffoli de 3 bits e

portas X. 0

Se as portas AND, NOT e FANOUT podem ser simuladas pela porta
Toffoli no modelo reversivel, com certeza a porta OR também pode. Seja
¢ = aVb o resultado da operagao OR entre a e b. Pelas propriedades de 16gica

booleana tem-se que ¢ = ¢, onde ¢ significa NOT c. Isto significa que ¢ =

a V b. Pela lei de De Morgan, ¢ = @ A b. Esta expressio é equivalente a ¢ =
1@ (aAb). Isto implica em que a porta irreversivel OR pode ser implementada,
no modelo reversivel, utilizando também a porta Toffoli, colocando uma porta
X em cada bit de controle, antes e depois da Toffoli, e fixando o bit alvo

inicialmente em 1.
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Na figura 2.7, é mostrado o circuito reversivel equivalente ao circuito da
figura 2.1, através da substituicao direta das portas AND e OR por Toffolis
e das portas XOR e Fanout por CNOTs.

3]

S c,
1T

OO OoOoOooOooOoOoOTR
IS

Figura 2.7: Somador Completo Reversivel construido a partir do somador completo
otimizado convencional da figura 2.1 (b). Os bits com as saidas sdo o terceiro (cs)

e o ultimo (s).

A versao do somador completo reversivel, descrita na figura 2.7, possui 11
bits extras além dos bits que armazenam as entradas e as saidas. A conversao
direta do circuito convencional para o circuito reversivel nao garante bons
circuitos, mesmo que seja a partir do melhor circuito convencional. Isto
acontece por pelo menos dois motivos: no modelo convencional, as portas
FANOUT sao ignoradas e no modelo reversivel nao, além disso, no primeiro
modelo, os bits podem ser descartados sem nenhum custo extra, enquanto
que no segundo modelo, esta limpeza envolve um custo adicional. No caso da
construcao de um somador completo reversivel, vemos isso claramente. Na
figura 2.8 é mostrado um circuito equivalente ao da figura 2.7, porém, mais
otimizado. Na tabela 2.2.1 ¢ mostrado o valor de cada bit apos a aplicacao
de cada porta.

Ao se projetar um circuito reversivel, deve-se sempre levar em conta o que
se deseja otimizar: quantidade de portas usadas ou quantidade de bits extras.

Sempre é possivel construir um circuito, com no maximo 1 bit extra além
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Figura 2.8: Somador Completo Reversivel Otimizado

bits
a b Ce 0
a b Ce alNb
aladbd Ce aNb
ala®db Ce aNb® (c.N\(adb))
a|la®b|s=a®bBc |cs=(aNb)@(anc)d(DAce)
a|l b |s=adb@c |cs=(anb)@(anc)d(DAc)

Tabela 2.2: Evolucao dos bits do somador descrito na figura 2.8

dos bits de entrada e saida, utilizando o procedimento descrito na secao 6.1.3
de [37]. Mas este procedimento pode levar a um aumento consideravel de
portas adicionais, podendo ser necessarias ©(2") portas [39]. Por todas estas

consideracoes, a construgao de circuitos reversiveis eficientes é uma arte.

2.2.2 Anailise de complexidade

A analise do uso de recursos (complexidade de tempo e espago) para os
circuitos reversiveis pode ser feita de forma similar ao modelo convencional.
A complexidade de tempo pode ser dada pelo nimero de passos necessarios
para a execucao completa do circuito. Por simplicidade, considera-se que
cada porta elementar é executada em um tnico passo e nao hé intervalo de

tempo entre o fim da execu¢ao de uma porta e o inicio da seguinte. Portas
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aplicadas a bits distintos podem ser executadas em paralelo. Desta forma,
a complexidade de tempo pode ser mensurada pela maior seqiiéncia de por-
tas que envolvem um mesmo bit [37, cap. 6]. Esta medida é chamada de
profundidade (depth), enquanto a quantidade total de portas é chamada de
tamanho do circuito (size).

A complexidade de espaco é mais simples de se avaliar do que no modelo
convencional, pois a quantidade de bits permanece constante durante todo o
procedimento, visto que o nimero de bits de saida em cada porta reversivel
¢ igual ao nimero de bits de entrada nesta porta.

Suponha que tenhamos um circuito convencional utilizando apenas por-
tas AND, OR e NOT, lembrando que todo circuito convencional pode ser
construido desta forma. Como foi visto antes, a porta NOT é reversivel e as
portas AND e OR podem ser substituidas por Toffolis. Mas cada substitui-
¢ao desta necessita de um bit extra, que inicialmente possui um valor fixo
e depois guarda o resultado da operacao (no caso AND e OR). Como cada
porta convencional pode ser substituida por um ntmero constante de portas
reversiveis, a ordem de complexidade de portas do circuito reversivel sera
a mesma do circuito convencional equivalente, multiplicado por uma cons-
tante. Mas em relacao ao espaco, como cada substituicao de portas pode
necessitar de um bit extra, a complexidade de espaco pode chegar a ser da
mesma ordem de grandeza da complexidade de tempo, caso estes bits extras

nao sejam reaproveitados.

2.2.3 Limpeza do lixo

No modelo reversivel, devido ao fato de nao ser possivel descartar o valor
de um bit, nao é tao simples, como no modelo convencional, atribuir um novo
valor para um bit desconsiderando o valor anterior.

Charles Bennett em 1973 3], propos um procedimento genérico reversivel
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ENTRADA — ENTRADA ENTRADA — ENTRADA
ZEROS — — —* SADA —3— SADA 4 |— ZEROS
computacdo computacdo

inversa
BTS | | | BITS
EXTRAS LIXO LIXO EXTRAS
circuito , circuito
COPIA DA Inverso
ZEROS —— "o

Figura 2.9: Procedimento geral para limpar o valor dos bits extras

para limpar o valor dos bits extras de cada circuito (ou porta) reversivel.
Trata-se de executar o circuito na ordem direta, copiar os bits com o resultado
da funcao para novos bits e executar novamente o circuito, mas na ordem
inversa, conforme pode ser visto na figura 2.9.

Caso o procedimento seja aplicado apenas no circuito como um todo,
para limpar todos os bits extras, este método possui complexidade de tempo
O(T) e espago O(T + S), onde O(T) e O(S) sao as complexidades de tempo
e de espaco respectivamente do circuito convencional. Entao, um circuito
convencional que tivesse complexidade de tempo exponencial e de espaco
polinomial, no caso reversivel teria a mesma complexidade de tempo, mas
seu espaco seria exponencial.

Bennett, em 1989 [4], propds entao o uso deste método em etapas interme-
diarias do circuito, e assim, conseguiria uma complexidade de tempo O (7€)
e de espaco O(SlogT'), dado um € > 0. Levine e Sherman |27 mostraram,
no ano seguinte, que ha um fator escondido na ordem de complexidade de
espaco, da forma €2'/¢, que diverge quando e se aproxima de 0. Usando
equacoes de recorréncia, eles provaram que o novo método do Bennett possui
complexidade de tempo O(T"1¢/S5¢) e de espago O(S(1 +1logT/S)).

O segundo método do Bennett, que ele chama de jogo dos seixos, funciona

da seguinte forma: divide-se o circuito em m blocos de comprimento S. Se
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forem executados n blocos consecutivos do algoritmo, entao o espago usado
¢ O(nS). Se em seguida forem copiados os bits, com o resultado parcial, e
executados os mesmos passos para tras, os bits extras estarao zerados para
serem usados nos nS passos seguintes do circuito. Repetindo este procedi-
mento de executar alguns passos para frente, copiar o resultado parcial e
executar alguns passos para trés, ¢ possivel ir mantendo o espaco extra em
um determinado tamanho. O maior problema é a necessidade de guardar o
valor dos bits extras e do resultado da saida do bloco anterior para executar
na ordem direta o bloco seguinte do circuito, e guardar os valores de saida
de cada bloco para executa-lo de forma reversa. Alguns blocos de referéncia
devem ser mantidos para proceder os passos reversos para eliminacao dos
valores indesejaveis. Depois de executar outro conjunto de blocos, para re-
mover o lixo do ultimo bloco de referéncia, é necessario reexecutar o circuito
desde o inicio até aquele ponto. Li, Tromp e Vitanyi, em [28|, definem o
jogo dos seixos da seguinte forma: seja G uma lista linear de nos rotulados
de 1 a T;. H& um tnico jogador, que possui n pecas iguais que podem ser
colocadas ou retiradas dos nés em G de acordo com a seguinte regra: caso o
no ¢ esteja ocupado com uma peca, se o nd seguinte estd livre, entao pode-se
colocar uma peca neste no, caso contrario pode-se tirar a peca deste n6. Ou
seja, pode-se tirar ou colocar pecas, apenas se o n6 anterior estiver com outra
peca. O objetivo é colocar uma peca no dltimo nd, com o menor nimero de
movimentos. Para comecar o jogo, assume-se que sempre se pode colocar
uma peca no primeiro n6é. A relacao do jogo com a limpeza de lixo é feita
da seguinte forma: dado um procedimento irreversivel com T passos, estes
passos sao divididos em segmentos iguais de T passos. Para todos os efei-
tos, podem ser considerados apenas os passos irreversiveis. A porta NOT,
por exemplo, nao produz lixo, assim como outras portas, em que a saida é
armazenada no lugar de alguma entrada. Cada peca é uma unidade de me-

moria. Como temos n pecgas, podem ser gastas até n unidades de memoria.
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A peca no i-ésimo n6 guarda o resultado do i-ésimo passo deste trecho do
programa. Colocar uma peca em um determinado né significa executar, na
ordem direta, este passo. Retirar uma peca significa executar este passo no
sentido reverso. Tanto para executar um passo no sentido direto como no
reverso, € necessario ter o resultado do passo anterior, por isso a exigéncia

de haver uma peca na casa anterior.

2.3 Circuitos Quanticos

2.3.1 Bits Quéanticos

Em um computador classico (circuito classico), em cada instante de tempo,
um bit ou esta no estado 0 ou no estado 1. Ja em um circuito quantico, o
estado de cada bit é uma superposicao dos estados 0 (denotado por |0)) e 1
(denotado por |1)). Do ponto de vista matematico, um bit quantico, também
chamado de g-bit, é um vetor normalizado (médulo unitario) de um espago
vetorial bidimensional sobre os complexos (espago de Hilbert), no qual os
estados os estados |0) e |1) formam uma base ortonormal, chamada de base
computacional. Logo, o g-bit pode ser escrito como uma combinacao linear
destes estados: |¢) = «|0) 4+ 5|1), onde a, 5 € C. Se a, 3 # 0, entao diz-se
que o estado [1)) é uma superposi¢ao dos estados classicos 0 e 1.

O par ordenado («, 3) define o estado de um ¢-bit, normalmente repre-

sentado na forma matricial:

Se « e (# forem reais, o g-bit pode ser representado em um circulo trigono-
métrico, conforme a figura 2.10. No caso geral, o g-bit pode ser representado
em uma esfera de raio unitario, chamada esfera de Bloch [34, secao 1.2].

A medicao do estado de um ¢-bit equivale a uma projecao do mesmo
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Figura 2.10: Representagao do g-bit com coeficientes reais

em um dos elementos da base. Por isso, apesar de o g-bit poder estar numa
superposicao de estados classicos, ao ser observado, ele passa a ter um estado
classico. |a]? e |3|* sdo as probabilidades de serem medidos os valores 0 e 1
respectivamente. Por isso, de certa forma, pode se dizer que a entrada e a

saida de um computador quantico sao classicas.

Miuiltiplos g-bits

O estado formado pelo conjunto de varios g-bits nao é definido apenas pela
concatenacao dos estados individuais de cada um deles, como acontece em
um sistema classico, mas sim pelo produto tensorial ou produto de Kronecker
destes estados (cuja notacao é ®). A defini¢ao e propriedades do produto
tensorial podem ser encontradas em alguns livros de Algebra Linear ou outros
textos que explicam as operagoes em espagos vetoriais como [34]|. A dimensao
do espago vetorial que contém um estado formado por n g-bits é 2",

Os estados |0) ® |0), |0) ® [1),]1) ® |0) e |1) ® |1) podem ser escritos
como |00), |01), [10) e |11) ou também na forma decimal: |0), |1), |2) e
|3). Algumas vezes sera indicado explicitamente a quantidade de g-bits que
compoe um estado, isto sera feito através de um indice ap6s a representacao
do estado. Por exemplo, o estado |1) ® [1) ® |0) = |6)3.

A seguir, é mostrado o estado do sistema formado por dois q-bits |1);) =
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aq (6%)

e |thy) =
I Ba
_ - -
aq (6% a1
0) = |¢1) ® [hg) = ® =
B B Bro
I B152 |

= a102|0) + a15[1) + Braz(2) + 515(3).

Pelo resultado acima, pode-se verificar que o estado do sistema formado
por dois g-bits ¢ uma combinacao linear dos quatro arranjos classicos possi-
veis de dois valores binarios.

Estes estados formam uma base ortonormal de um espaco vetorial qua-
dridimensional.

O estado de qualquer sistema de dois g-bits pode ser escrito entao como:
[y = ag|0) + a1|1) + as|2) + a3|3), onde ag = ayag, a1 = a102,as = Prag e
az = (1.

O produto tensorial preserva a norma, ou seja, o vetor que define o estado
do sistema possui modulo unitéario (|ag)® + |a1|* + |az)® + |az|* = 1). Genera-
lizando, um sistema com n g-bits possui um estado global |¢)) = Zf;gl a;|i).
Cada valor a; é chamado de amplitude do estado [i).

Para simplificar mais a notacao, o estado |¢) = |1)1)®|1)s) pode ser escrito

também como |¢) = |¢1)]1)g).

2.3.2 Operadores Quanticos

Devido aos postulados da Mecanica Quantica, o Gnico tipo de transfor-
macao possivel em um sistema quantico fechado é a transformacao unitaria
(operagao linear que preserva a norma do vetor). Uma operagao linear U

em um espaco de Hilbert V' é dita unitaria se a matriz My associada a U é
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inversivel e M, 1 - M[T], onde M[T] representa a matriz transposta conjugada
de MU.

Como as matrizes referentes aos operadores unitarios sao inversiveis, isto
significa que os operadores quanticos sao reversiveis. Cada operador reversi-
vel cléassico estd associado a uma matriz identidade com colunas permutadas.
Isto significa que os circuitos reversiveis classicos formam um subconjunto dos
circuitos quanticos.

Além das portas reversiveis vistas na secao 2.2, ha outras portas impor-

tantes. Além da identidade

10
1= ,
01
e da porta NOT, ja vista,
01
X = ,
10

hé infinitas portas que podem ser aplicadas a um sistema formado por um
unico g-bit. Por exemplo, pode-se construir qualquer porta cuja matriz ¢ da

forma

para 0 < 0 < 27. Quando ¢ = 7, esta porta ¢ chamada, por uma razao

historica, de . Isto porque

1 0 e 0
T = ' =e's .
0 €7 0 €%
Se # = 7 tem-se a porta
1 0
Z =
0 -1

A porta Z mantém a amplitude do estado |0) e inverte a amplitude do estado

[1); se [¢) = |0) + B[1) entao Z|¢) = al0) — G]1).
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Um operador bastante importante ¢ a porta Hadamard:

H

Com esta porta, um g-bit que estiver no estado |0), passa a estar no estado
%(|O> +[1)) e se estiver no estado |1), passa a estar no estado %(|0) —|1)),
ou seja, em ambos casos, passa de um estado projetado para um estado em
superposicao.

Ao contrario do que acontece com o0s circuitos classicos, nao existe um
conjunto discreto de operadores quanticos universal, ou seja, que implemente
perfeitamente qualquer operador quantico arbitrario, visto que o conjunto
de operadores unitarios ¢ continuo. Mas se fixarmos uma precisao para o
resultado da operagao (modulo da diferenga entre os vetores resultantes da
aplicagao do operador que se deseja simular e o operador construido a partir
de um conjunto discreto de portas ao mesmo estado) é possivel definir um
conjunto discreto de operadores que seja universal.

Um conjunto universal de operadores é formado pelas portas Hadamard,

fase S = , CNOT e pela porta §. Uma demonstragio da univer-
0 1

salidade deste conjunto e de outros pode ser encontrada em [34, sec. 4.5].

Interessante é o fato de que no caso de circuitos reversiveis classicos, somente

é possivel montar um conjunto universal, se houver alguma porta de 3 bits,

enquanto que o conjunto universal para circuitos quanticos, com uma deter-

minada precisao, pode ser montado com uma porta de dois bits (CNOT)

junto com outras portas de um tnico bit.

2.3.3 Paralelismo Quantico

Diferentemente dos circuitos classicos, os circuitos quanticos podem ser
executados com varias entradas simultaneas sem nenhuma mudanca no cir-

cuito e nem aumento de complexidade de tempo e de espaco.
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Dado um sistema de n bits em que todos eles estao no estado zero, tem-
se [1g) = |0) ® |0) ® ... ®|0). Caso sejam aplicadas portas Hadamard em
todos os bits, o estado global passa a ser [¢;) = H|0) ® H|0) ®...® H|0) =
\/12—n(|0) +11)) ® (|0) + 1)) ® ... ® (|0) + |1)), fazendo o produto tensorial
destes estados, tem-se que [1);) = \/% Zf:al |i). Pode se dizer que o estado

global do sistema passa a ser uma superposicao de todos os estados possiveis
da base computacional para n bits.

Seja f: {0,1}" — {0, 1} a funcdo associada a um circuito classico irre-
versivel, onde n é o tamanho da entrada e m o tamanho da saida. E possivel
definir um circuito classico reversivel Uy : (z,y) — (z,y & f(z)). Como as
portas reversiveis classicas formam um subconjunto das portas quanticas, este
mesmo circuito pode ser projetado para um computador quantico, sendo que,
se a entrada for classica (estado projetado), a saida sera igual a do circuito
reversivel classico. Ou seja, Vi € [0,2" — 1], Uy|i)|0) = |i)|f(7)). Suponha
que tenhamos um estado [¢) = Zfial a;|i) com a; € C e 222:0_1 la]? = 1.
O operador Uy aplicado a este estado é igual a

2"—1

Usl)|0) = Uy D asi)]0).

i=0
Como Uy é um operador linear, ele pode ser aplicado a cada termo do soma-

torio. Logo,
an—1

Usl)|0) = D eillgli}]0).

Isto significa que
2n—1

Usl)0) = D auli)] £ ().

1=0

Isto significa que executando apenas uma tnica vez um operador, ele
calcula o resultado para todos os estados que estao em superposicao. O
problema que surge é o fato de a saida também ser superposta. Apenas um
dos estados que compoe a base serd medido no final, perdendo a informacao

sobre todos os outros estados.
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Capitulo 3

Algoritmos Aritméticos

Reversiveis

Assim que Peter Shor criou o algoritmo quantico para fatoracao de in-
teiros, em 1994 [40], comecaram a surgir varios projetos de circuitos para a
exponenciacao modular. Esta operacao é o procedimento que possui maior
custo computacional neste algoritmo. A exponencia¢ao no algoritmo de Shor
nao é usada com superposicao de valores na base, mas apenas no expoente;
sendo assim, é suficiente para resolver o problema da fatoracgao, algoritmo de
multiplicacao modular no qual um dos operandos seja fixo, como acontece nos
algoritmos descritos em |2, 20, 46, 47|. Mas além de outras aplicagbes para
a computacao quantica, estda crescendo o interesse pela computagao rever-
sivel cléssica principalmente devido a nanotecnologia. Consequentemente,
estd surgindo a necessidade de operacoes aritméticas reversiveis eficientes
nao apenas como base do algoritmo de Shor, mas para outros algoritmos que
possam necessitar que ambos operandos sejam variaveis (nao fixos).

As operacoes aritméticas basicas com inteiros, como soma, subtracao,
multiplicacao e divisao, sao fundamentais para muitos algoritmos. Em geral,
o custo destas operagoes é considerado unitario, pois podem ser realizadas

com uma quantidade constante de passos na maior parte das aplicacoes. Em
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um computador usual, estas operacoes estao previamente definidas no seu
conjunto de instrucoes, bastando carregar os operandos para os registradores,
aplicar a operacao padrao e devolver o resultado no registrador de saida.
Mas isto é verdade apenas quando os operandos possuem tamanho pequeno,
pois, se as entradas forem maiores do que o comprimento da palavra do
computador, estas operacoes devem ser realizadas por partes.

Neste capitulo, mostramos como implementar as principais operacoes
aritméticas, com inteiros ndo-negativos, no modelo reversivel (incluindo o
classico) e com a possibilidade de que ambos operandos estejam em super-
posicao de valores, quando implementadas em um computador quantico. No
caso da multiplicacao, além do algoritmo padrao, serd mostrado o algoritmo
Karatsuba Revesivel, que possui complexidade de circuito ©(n'°8?), sendo
melhor do que o algoritmo padrao, que é ©(n?), além disso, ha uma versao
que possui profundidade ©(log® n). Assintoticamente, ha um algoritmo mais
eficiente do que o Karatsuba para multiplicagao, algoritmo de Schonhage-
Strassen [15, 38], mas devido ao fator que multiplica o maior termo da com-
plexidade de tempo, ele é eficiente apenas para operandos com mais do que
32000 bits [32]. Como a soma é a base da multiplicagdo, inicialmente, na
secao 3.1, apresentamos alguns procedimentos reversiveis para a adigao de
inteiros encontrados na literatura. A subtracao, conforme sera visto, deriva
diretamente da soma. Em seguida, na secao 3.2, é mostrada nossa proposta
para multiplicacao regular de inteiros. Na literatura nao se encontra o algo-
ritmo para multiplicacao regular, mas apenas para a multiplicagao modular,
pois esta ultima é implementada a partir da soma modular. Um circuito re-
versivel para divisao de inteiros, também esta ausente nos principais artigos
de computacao reversivel e quantica, é proposto na secao 3.3. Em seguida,
na secao 3.4, sao mostrados circuitos para implementar algumas operagoes
modulares. Na secao 3.5, é apresentado o algoritmo Karatsuba classico e

nossas propostas para uma versao reversivel para a multiplicagao usando o
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algoritmo Karatsuba, e um circuito para a multiplicagao modular baseado

no algoritmo Karatsuba reversivel.

3.1 Soma reversivel

Na figura 2.8 do capitulo anterior, mostramos como pode ser construido
um somador completo (soma de dois operandos formados por um bit cada,
contendo um bit extra para somar com o proximo digito) de forma reversivel.
Este circuito somador pode ser usado em cascata para a adi¢ao de operandos
com multiplos bits. Na figura 3.1, é mostrado o exemplo para a soma de

operandos com 3 bits, usando o somador completo reversivel.

ag Qo
bo bo
0 So
0
aq ay
b by
51
0
Qs a2
b by
52
0 S3

Figura 3.1: Somadores Reversiveis usados em série para soma de operandos a e b

formados por 3 bits. O resultado é representado por s = s3s2515g.

No circuito mostrado na figura 3.1, sao usados 6 bits para os operandos
de entrada e outros 4 bits para guardar o resultado da operacao. No caso

geral de operandos com n bits, sao necessarios n + 1 bits além dos 2n bits
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das entradas. E possivel construir um circuito somador no qual a saida é
armazenada no lugar de um dos operandos; isto pode ser ttil para econo-
mizar bits. Vedral, Barenco e Ekert mostram como implementar a soma
reversivel de dois operandos com n bits cada, com o resultado no segundo
operando [46]. Esta implementacao utiliza n bits extras que sao zerados no
final, conforme mostrado na figura 3.2. Este operador, chamado ADDER,
executa a seguinte opera¢ao (a,b) — (a,a + b). Apesar de ambos algorit-
mos usarem aproximadamente 3n bits, a vantagem da versao de [46] é o fato
de que os bits extras sao zerados e podem ser reutilizados posteriormente.
Como no caso do circuito da figura 3.1, a quantidade total de portas deste
circuito é linear em relagao ao numero de bits dos operandos. H& outras
implementacoes parecidas, e que utilizam pelo menos 3n bits, como é o caso
de [16]. Beckman e outros em |2]| propoem circuitos para soma que utilizam
3n 4+ 1 ou 3n + 3, dependendo de qual das versoes apresentadas é utilizada,
incluindo a quantidade de bits necessaria para armazenar um dos operandos
que é fixo.

Para economizar espago, Draper [10], em 2000, propds um algoritmo para
adigao baseado na Transformada de Fourier Quantica [29] que utiliza apenas
2n + 1 bits no total. O problema do algoritmo é a complexidade de tempo
(tanto profundidade quanto tamanho do circuito): ©(nlogn), na forma apro-
ximada e ©(n?), na forma exata. Este algoritmo utiliza operagoes, cuja si-
mulacao em um modelo classico é exponencial, sendo polinomial portanto
apenas no modelo quantico.

Além da quantidade de bits extras e da quantidade total de portas do
circuito, outra propriedade que se procura otimizar ¢ o grau de paralelismo
das operacoes, ou melhor, a maior seqiiéncia de operacoes que nao pode ser
paralelizada, também chamada de profundidade do circuito, como comentado
no capitulo anterior. Em 1998, Phill Gossett [16] prop6s um algoritmo que

possui profundidade ©(logn) para uma versao reversivel, enquanto que os
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Figura 3.2: Circuito para soma reversivel proposta por Vedral, Barenco e Ekert [46].
Na porta ADDER representada a direita, foi incluido mais um bit no segundo
registrador com entrada igual a zero para armazenar o carry final da operagao, que
faltou na descricao original. Outra diferenca desta figura para o diagrama original
¢ que esta representa a soma de dois operandos de n bits cada, enquanto que a

descrigao original é para adigao de operandos com n + 1 bits.

circuitos anteriormente apresentados para a soma ([10] e [46]) possuem pro-
fundidade ©(n). O problema deste circuito ¢ a necessidade de ©(n?) bits.
Em 2004, o mesmo Draper junto com Kutin, Rains e Svore [11] fizeram a con-
versao de um somador convencional que possui profundidade O (logn) para
uma versao reversivel, com uma complexidade de espaco linear em relacao a
quantidade de bits dos operandos.

Na tabela 3.1, é mostrada uma comparacao entre as propriedades de
alguns somadores. Uma analise comparativa da quantidade exata de portas
e bits utilizados, entre estas e outras propostas de somadores reversiveis e

quanticos, pode ser vista em [32].
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referéncia | naimero de portas | profundidade de portas | espago utilizado
9] O(n) O(n) 2n+1
[10] O(nlogn) O(nlogn) 2n+1
[11] O(n) O(logn) O(n)
[46] O(n) O(n) 3n

Tabela 3.1: Comparacao entre alguns somadores reversiveis. A complexidade de
portas de [10] é utilizando a versao aproximada da QFT. Se utilizar a forma exata

da QFT, tanto o ntmero de portas quanto a profundade passam a ser O (n?).

A porta ADDER pode ser usada para fazer a subtracao entre dois nu-
meros inteiros, quando colocada de forma reversa no circuito. No artigo de
Vedral, Barenco e Ekert, é dito erroneamente que, no sentido reverso, a porta

ADDER faz o seguinte:
(a,b) — (a,a —b), sea>b
(a,b) — (a, 2" — (b —a)), seb>a.
Na realidade, a operacao realizada é
(a,b) — (a,b—a), seb>a
(a,b) — (a,2""t — (a — b)), sea>b,

quando ambos operandos a e b possuem n bits.

3.1.1 Soma Reversivel Controlada

Todas as operacoes reversiveis podem ser realizadas de forma controlada,

ou seja, dado um operador U : x — y, é possivel construir um operador

c, sec=1
CcWU):(e,x) — (@)

(c,x) sec=0.

No caso de circuitos quanticos, isto pode ser feito com um novo registrador

para guardar o bit de controle, acrescentando uma porta de deslocamento de
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fase exp(ia) e substituindo duas portas X por CNOT’s, conforme explicado
na se¢ao 4.3 do livro [34]. No caso classico, além do registrador extra para o
bit de controle, um modo trivial de resolver o problema é substituindo todas
as portas C"-NOT, portas NOT controladas por n bits, por C""1-NOT. A
implementacao de uma porta C**-NOT a partir de uma C"-NOT, também
pode ser vista no capitulo 4 de [34].

Concretamente para construir um somador controlado C-ADDER, a par-
tir do somador da figura 3.2, é necessario um novo registrador com n bits
inicialmente com valor zero. Cada novo bit serd controlado, através de uma
porta Toffoli, pelo novo bit de controle e o respectivo bit de uma das entradas

conforme figura 3.3. Sao necesséarias entao 2n portas Toffoli adicionais.

c C c

ao
ai
: : a
an—1 : ’
0 _
O —
: . 0 _
0 - b
bo — —————— 4 +
bt T . {a+b sec=1 0 ] LF
. . b se ¢c=0
8n71 - | ——

Figura 3.3: C-ADDER. Circuito para soma reversivel controlada a partir da soma

qHaav-o

{ a+b se c=1
b se ¢=0

HHaav
]

proposta por Vedral, Barenco e Ekert [46]. Todas as portas que aparecem antes do
somador podem ser executadas simultaneamente, pois sao aplicadas a bits distintos.

O mesmo ocorre com as portas apds o somador.

3.2 Algoritmo padrao para multiplicacao rever-
sivel

Os textos [9, 10, 11| tratam apenas da operacao de adi¢do reversivel.

O artigo [46] faz apenas a multiplicacdo modular reversivel. Em [20], ha
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implementagao de um multiplicador de 2 bits. Florio e Picca [13] propdem
um algoritmo para multiplicagao reversivel, mas este é exponencial em relacao
ao numero de bits dos operandos, pois o que propoem é repetir a soma de a
com o resultado acumulado b vezes, onde a e b sao os operandos.

Uma maneira natural de fazer a multiplicacao de nimeros inteiros, com
complexidade polinomial sobre o ntmero de bits, é através de um processo
parecido com o método para exponenciacao modular. Sejam a e b os operan-
dos com n bits cada, aplica-se adicao sobre adicao a partir do operando a e
somam-se os resultados parciais de acordo com a decomposicao binaria de b,

conforme apresentado no algoritmo 3.2.1.

Algoritmo 3.2.1 Algoritmo padrao para multiplicacao
entradas: a = a,_1---a1ag e b="0b,_1---b1by

c—a
mult — 0
para i < 0 até n — 1 faga
se b, = 1 entao
mult «— mult 4 ¢
fim se
c—c+c
fim para

devolva mult

Se os operandos possuem n bits cada, podem ser necesséarios até 2n bits
para guardar o resultado, sendo assim, o resultado da operacao nao pode
ser armazenado completamente no lugar de um dos operandos como ocorre
com a soma. Mas é possivel, e serd mostrado adiante, como construir o
circuito com o resultado substituindo um dos operandos utilizando outros
bits adicionais. A quantidade de bits extras usados em um circuito para

multiplicacao depende da forma como é feita a limpeza do lixo. Se nao for
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utilizado nenhum procedimento para restaurar o valor inicial dos bits extras,
sdo necessarios ©(n?) bits, que coincide com a complexidade de tempo do
algoritmo.

O algoritmo utilizado para multiplicagao nos computadores convencionais
baseia-se no método padrdo que se ensina no primario [15]. Sejam A =
Gp_1---a1ag € B = by,_1---b1by dois nimeros com n e m digitos binarios
respectivamente. A multiplicacao padrao de ambos consiste em multiplicar
cada digito do segundo operando pelos digitos do primeiro e somar os termos
similares sendo que, cada valor que excede o valor maximo de um digito é
somado ao termo seguinte. Isto pode ser visto com os operandos na forma:

A= 2”_1an_1 + -+ 210,1 + 200,0 e B= 2m—1bm_1 + -t 21b1 + 20b0. Entéo,
A-B =2, 1+ +2a;+ag) (2™ g + -+ 20 + bo)

=3 Z L gity a;b;

A complexidade desta operacgao é n-m multiplicagoes de dois digitos binarios

(3.1)

(bits), ou seja n-m aplicagoes da porta AND entre estes bits, além de ©(n-m)
somas com operandos de até n ou m bits.

Na figura 3.4, é mostrado como fazer a multiplicagao de forma reversivel
a partir da soma. Este circuito é denominado MULT.

O primeiro somador controlado soma a com 0 se by = 1. Ou seja, o
resultado é aby. O primeiro operando, neste caso a, permanece intacto. Em
seguida, é aplicada novamente a soma, condicionada ao valor de by, sobre o
resultado anterior e 2a. A cada passo é acrescentado um bit com valor 0 em
cada registrador. O resultado passa a ser aby+2ab;. Apo6s o i-ésimo somador,
tem-se como resultado aby + 2ab; + - - - + 2¢"tab;_;. Como sao realizadas n
operagoes, o resultado final é a(by + 2b; + -+ + 2"7'b,_1). A entrada 27a,
para um j qualquer, é feita simplesmente através de j bits com o valor zero,
justapostos aos bits de a, como bits menos significativos da entrada. Tendo
em conta que byby - - -b,_1 é a expansao binaria de b, temos como saida do

circuito a - b.
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Figura 3.4: MULT1. Circuito reversivel para a multiplicacao de inteiros a e b
de n bits, onde bg,...,b,—1 é a decomposigdo binaria de b. Os tracos diagonais
nas linhas indicam que elas sdo formadas por vérios bits. A quantidade de bits é

definida pelo valor junto a estas marcas.

Cada soma controlada possui complexidade ©(n) e como sao realizadas n
adicoes, a complexidade do circuito é quadratica. A quantidade de bits uti-
lizada ¢ linear, sendo que o nimero exato de bits depende da implementacao

do somador controlado.

3.2.1 Multiplicacao com a substituicao de um dos ope-

randos

A multiplicac¢ao produzida pelo circuito 3.4 é da forma MULT1 : (a,b,0) —

(@, b, ab). Assim como ocorre com a soma, é possivel construir um circuito no
qual o resultado substitui um dos operandos. A diferenca ocorre em relagao
a necessidade de bits extras para armazenar o resultado. No caso da adicao,
o resultado possui no maximo um bit a mais do que o maior operando. Ja
na multiplicacao, o resultado pode ter até o dobro do tamanho do operando
substituido. Na figura 3.5, ¢ mostrada a nossa proposta para a multiplica-
¢ao com a substituigdo de um dos operandos MULT2:(a,b,0) — (a,ab). O
segundo e terceiro registradores passam a formar um tnico registrador.

O circuito 3.5 é muito parecido com o 3.4. Para cada adicao controlada
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Figura 3.5: MULT2. Circuito reversivel para a multiplicacdo de inteiros a e b de
n bits, onde by,...,b,_1 é a decomposicao binaria de b. Apenas o operando a é
mantido apds a operacdao. Apds aplicar a porta CNOT no bit b;, este bit passa a

ter o valor zero, podendo ser utilizado para outras operagoes.
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foi acrescentada uma subtracao e posterior adi¢ao que nao altera o resultado.
Entre ambas, ha uma porta CNOT controlada negativamente pelo bit mais
significativo do resultado cujo alvo ¢ um dos bits de um dos operandos.
Como foi comentado sobre o circuito 3.4, o resultado y; apos o i-ésimo passo
é a(bg+2by + - - -+ 271b;_1). Este resultado é o mesmo para i-ésimo somador
condicional do circuito 3.5. Mesmo que todos os valores by, ..., b;_; fossem
iguais a 1, tem-se que y; < a2’. Ap6s o i + 1-ésimo somador condicional,
se by = 1, entao Y41 = y; + a2’ e conseqiientemente, 1,4, > a2’. Caso
contrario, ¥;11 = ¥;, o que implica em que y;1; < a2’. A operacio seguinte é
a subtragao (reverso da soma) com a2’ no primeiro registrador da soma e y; 1
no segundo registrador, que contém posteriormente o resultado da operacao.
Lembrando que, ap6s a soma reversa, o ultimo bit do segundo registrador é
0 se o segundo operando ¢ maior do que o primeiro e 1 caso contrario. Pelo
que foi dito antes, pode-se concluir que o ultimo bit do segundo registrador
serd igual a 0 se b; = 1 e 1 caso b; = 0. Aplicando o CNOT controlado
negativamente, tem-se que, em ambos os casos, b; passa a ser 0. Esta analise
pode ser feita para todos os bits by, ..., b, 1.

O circuito com a substituicao de um dos operandos possui varias vanta-
gens em relacao ao circuito que mantém ambos operandos. Uma delas, por
exemplo, é permitir a operagao inversa. No caso da soma, a operagao inversa
¢ a subtracao, e no caso da multiplicacao, a operagao inversa ¢ a divisao,

caso o resultado seja miultiplo dos operandos.

3.3 Divisao reversivel

Para fechar as quatro operagoes bésicas com inteiros nao negativos, mos-
tramos na figura 3.6, a divisao de inteiros. Dados dois inteiros positivos a e
b, este circuito retorna a div b = |a/b|, e a mod b = a — (a div b) - b.

A idéia do circuito é fazer subtracoes sucessivas de b por a multiplicado
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Figura 3.6: DIV. Circuito para a divisao de inteiros. A saida é composta por duas

partes: uma guarda |a/b| e a outra saida é o resto da divisdo de a por b.

por poténcias de 2. Considere que a é formado por n bits e b por m. O maior
divisor possivel de b por a é composto por n —m + 1 bits.

Vejamos agora como isto ¢ feito. Suponhamos que queremos dividir a
por b, que possuem m e n < m bits, respectivamente. Inicialmente é feita
uma subtracao de a por b2 ". Em seguida, é aplicado um CNOT contro-
lado negativamente. O bit de controle é o bit mais significativo do ultimo
registrador.

Apos esta operacao, tem-se que

0, sea<b2m™
Tm—n =

1, sea>0b2m".

Se a < b2~ " a subtragao ¢é desteita pelo segundo somador, que é controlado
negativamente por x,,_,. Ou seja, a subtracao ocorre apenas se x,,_, = 1.
Sendo assim, podemos escrever o resultado como a — (z,,_,)b2" ™. Este
valor é congruente a a mod b, pois, ou ¢é igual ao valor a inicial ou ¢ igual a

a menos um multiplo de b.
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Considerando que 02™~" possui exatamente m bits, este resultado tera
no maximo m — 1 bits, pois a subtracao entre dois operandos com a mesma
quantidade de bits produz um resultado com pelo menos um bit a menos,
quando se subtrai o menor do maior valor.

Em seguida, faz-se outra subtracao sobre o resultado, mas o primeiro
operando passa a ser b2™ "1 em vez de b2™ ™.

Isto implica em que

0, sea— (Ty_p)b2m™ < p2m—n=1
Tm—n—-1 =

1, sea— (xp,_n,)b2m" > p2m—"1

Esta relacao pode ser escrita também como

0, sea<b2™"x,,_,+b2m 1
Tm—n—1 =

1, sea>b2m "x,,_, +b2m L

Pelo mesmo raciocinio anterior, o resultado apds a segunda subtracao e
posterior soma condicional serd a — (b2™ "z,,_, + b2 " 'z, _,_1). Colo-
cando b em evidéncia temos a — b(2™ "z, _,, + 2™ "2, ,,_1). Novamente,
o resultado terd um bit a menos em relacao ao resultado anterior.

Apos ¢ subtragoes e somas, tem-se:

0, sea<b2™ "x,_p,+2" " lam —n— 144 2m i
Tm—n—itl1 = .
1, sea>b2" "y p +2" " lom —n — 1+ 4 2m7niL),

E o resultado seguinte, no tltimo registrador é a—b(2m_"xm_n+2m_"_1xm_n_1—1—
e 2m_"_i+1zvm_n—i+1). Este resultado possui no méaximo m — ¢ bits.

O resultado sempre permanece congruente a a mod b, pois apos cada
passo completo (subtracao, CNOT e soma condicional), o resultado ou é
igual ao resultado anterior ou houve uma subtracao de um maultiplo de b.

Como sao feitas m —n+ 1 subtracoes seguidas de somas condicionais, po-
demos afirmar que o valor final no ultimo registrador é y = a—b(2" "x,,_,, +

2y w1+ o+ 231 + 20). Tem-se que y é formado por, no maximo,
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n — 1 bits, logo, y < b. Como y é o resultado de sucessivas subtragoes de
multiplos de b a partir de a, tem-se que y é o resto da divisao de a por b.
Chamando de x = 2™ "x,,_, + - - - + 221 + 7o, tem-se que y = a — bx. Isto

significa que = |a/b].

3.4 Operacoes Modulares

3.4.1 Soma modular reversivel

A partir do operador reversivel de adi¢ao de inteiros, é possivel construir

um operador para a soma modular da forma:
(a,b, N) — (a,a +bmod N, N).

Na figura 3.7, ¢ mostrado o circuito que implementa a soma modular re-
versivel proposto por Vedral, Barenco e Ekert [46] com uma corre¢do. No
diagrama original, ha duas portas NOI’s, no tltimo bit do segundo registra-
dor, que indicam que o bit do ultimo registrador é controlado negativamente
pela primeira porta CNOT que aparece. Na realidade, este bit é contro-
lado positivamente. No circuito original, a faixa preta da porta resultante
ADDER-MOD esta na esquerda, o correto é na direita, conforme mostrado
na figura 3.7.

A idéia do circuito para a adicdo modular é a seguinte:

e Aplica-se a adicao entre os operandos a e b utilizando a porta ADD.

e Utilizando a porta ADD de forma reversa, compare o resultado da

operacao anterior com o valor N.

e Caso o resultado da soma de a e b seja maior do que N, subtraia N

deste resultado, utilizando outro somador de forma reversa.

e Faca a limpeza do lixo dos bits auxiliares, no caso, o bit que serviu

para a comparagao.
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Figura 3.7: Circuito para soma modular reversivel proposta por Vedral, Barenco e

Ekert [46] com uma correcao.

O circuito para soma modular realiza a seguinte operacao:

(a,a +b) sea+b< N
Uy : (a,b) —
(a,a+b—N) sea+b>N.

Subtragcao Modular

A operagao Uy : (a,b) — (a,c), no caso em que a + b < N, implica em
que ¢ = a+b, e como b > 0, entao, ¢ > a. No caso complementar, a+b > N,
tem-se que ¢ = a+b— N, o que implica em que b— N = c—a. Como b < N,
entao, ¢ < a. Isto significa que, o operador para a soma modular no sentido

reverso, é definido por:

; (a,c—a) sec>a
Uy : (a,¢) —

(a,N+c—a) sec<a.
Em ambos os casos do uso do operador reverso de Uy, U]TV, temos que
para a entrada (a, ¢), o segundo registrador possui o valor ¢ —a mod N. Ou

seja, a subtracao modular pode ser feita através do circuito para a adicao

modular, desde que utilizado no sentido reverso.
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3.4.2 Multiplicagcao Modular Reversivel

Vedral, Barenco e Ekert, em [46], mostram como executar a multiplicacao

modular de forma reversivel. O circuito é mostrado na figura 3.8.

- - a
) ) =
-} ) 'z
& & g
o o =
= = >
S S S
o S 9

Figura 3.8: Circuito para a multiplicagdo modular controlada reversivel proposta
por Vedral, Barenco e Ekert [46]. Apenas um dos operandos pode estar em su-
perposicdo de estados. A tunica diferencga entre este circuito e o da figura 5 do
artigo |46] ¢ a quantidade de bits dos operandos. Na figura acima, os operandos

possuem n bits, enquanto na figura do artigo os operandos possuem n + 1 bits.

Este circuito pode servir de base para a exponenciacao modular usada
no algoritmo de Shor. Mas este circuito possui a limitacao de que um dos
operandos ¢ fixo, ou seja, nao pode ser usado em superposigao.

Na figura 3.9, é mostrado o circuito MULT-MOD1:(N, a,b,0) — (N, a,b,ab mod N),
que permite a multiplicacao modular com os dois operandos podendo estar

em Superposicao.

Multiplicacao Modular com substituicao de um dos operandos

Caso algum dos operandos seja co-primo com N, é possivel modificar o
circuito MULT-MOD1 de forma que o resultado substitua este operando.
Para isso, é necessario conhecer o inverso multiplicativo deste operando mo-

dulo N. Isto pode ser feito através de um circuito que implemente o algoritmo
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Figura 3.9: MULT-MODI1. Circuito para a multiplicagdo modular reversivel. Am-

bos os operandos podem estar em superposicao.

estendido de Euclides [22]. Em [19], é descrita uma forma de implementagcao
reversivel deste algoritmo. A complexidade total de portas deste procedi-
mento é quadratico em relacao ao numero de bits dos operandos e o espaco

utilizado é linear [19]. O operador executa a seguinte operagao:
Euclides-Ext : (N,a,0) — (N, a,a”! mod N).

De posse do inverso multiplicativo de a modulo N, tem-se a seguinte
configuragao de registradores: (a',a,b, N,0,0). Aplicando o MULT-MOD1
com os operandos nos registradores 2 e 3 e guardando o resultado no re-
gistrador 5, obtém-se: (a™!,a,b, N,0,ab mod N). Aplicando o mesmo cir-
cuito MULT-MOD1 mas na ordem reversa com os operandos nos registra-
dores 1 e 5 e guardando o resultado no registrador 3, obtém-se finalmente
(a™!,a,ab mod N, N,0,0). Pode-se limpar o registrador que armazena a !

executando o algoritmo de Euclides estendido na ordem inversa. Na figura

3.10 é descrito o circuito que implementa esta versao.
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Figura 3.10: MULT-MOD2. Circuito para multiplicagdo modular reversivel com
o resultado substituindo um dos operandos. Ambos operandos podem estar em

superposicao.

Esta funcao seria definida como:
MULT-MOD2 : (N, a,b) — (N, a,ab modN)

Uma variagao util da multiplicagao modular é inserir um bit extra que
define se a operacao serd executada ou nao. A versao controlada para qual-
quer operagao reversivel é facilmente projetada conforme foi comentada na

sub-secao 3.1.1.

3.5 Algoritmo Karatsuba para multiplicacao

Ao descrevermos a multiplicagdo na equagao (3.1) da sec¢ao anterior, os
operandos A e B foram escritos de acordo com a sua decomposi¢ao binaria.

Se escrevermos os operandos A e B em uma outra base 3, A=al, ;---djq,
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e B=1UV, by, onde n' = [n/log, 3] e m' = [m/log, Bl e a, 4,...,a;
ebl, 4,...,0) sdo os digitos de A e B na nova base. Entao

n'—1m/—1

C=A-B=> > pHai, (3.2)

i=0 j=0
C' terd n' +m’ digitos na base [3.

Se (3 possui o tamanho da palavra do computador, por exemplo 32, vemos

nm
64 -

que o nimero de multiplicagoes necessarias, neste computador, é n'm’ =
Em geral, considera-se que ambos operandos possuem aproximadamente o
mesmo tamanho(n &~ m), neste caso, a ordem de complexidade do algoritmo
padrao para a multiplicacao é quadrética.

O procedimento padrao para a multiplicacao também pode ser feito de
forma recursiva. Sejam A = a,_1---ajag ¢ B = b,_1---b1by dois valores
escritos na forma binaria. Tomando como base § = 2L2J, eles podem ser ex-
pressados como A = 2lzlg, - “azjtapnj_1---ape B=2lzlp, ;- 'b\_%J +
blzj—1- - bo.

Chamando de A; = a,,_1 - - “a|ny, Ay = ajzj_1---ap, B =b,_1-- 'bL%J e
By = bL%J_l -+~ bg, tem-se que as expressoes anteriores podem ser reescritas

como A=A+ Ay e B= B8+ By. Logo,

A-B=(Af+Ay) (B +By) = A B 3%+ (A1 By + AyB1) 3+ Ay By (3.3)

A multiplicacao de dois operandos com n digitos cada pode ser trans-
formada em quatro multiplicagoes com operandos de [n/2] digitos. Este
processo pode ser feito de forma recursiva. Seja T'(n) a complexidade para a

multiplicacao de n bits cada , entao

O(1), sen=1
4T([51]) +O(n), sen> 1.

T(n)=

Desta forma, tem-se que a complexidade permanece ©(n?).
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Karatsuba junto com Ofmam, em 1963, propuseram uma, variacao deste
algoritmo que diminui a ordem de complexidade de tempo para ©(n'°s23) [18].

Como (A + Ag)(B1 + Bo) = A1B1 + A1 By + AgB; + Ay By, segue que
A1 By + AgBy = (A1 + Ao)(B1 + By) — A1 By — AyBy (3.4)
Eles, utilizando a propriedade (3.4) na equagao (3.3), chegaram que
A-B= 4B+ (A + Ao)(Bi1 + By) — (A1 By + Ao By))B + AgBy (3.5)

A equagao (3.5) possui apenas trés multiplicagoes distintas de tamanho,
aproximadamente, %Z A1B17 (Al + AO)(Bl + BQ) e A()Bo.
A versao recursiva do algoritmo padrao possui quatro chamadas recursi-

n
’ 90

vas de tamanho, aproximadamente além de duas adi¢oes com operandos
de tamanho n e outra de tamanho 2n. A versao de Karatsuba possui trés
chamadas recursivas, duas adi¢oes com operandos de tamanho aproximada-
mente 7, outras duas de tamanho n e uma de tamanho 2n, além de uma
subtracao da ordem de n.

Em linhas gerais, o algoritmo Karatsuba é descrito em 3.5.1.

A relagao de recorréncia da complexidade do algoritmo Karatsuba é

(1), sen=1
3T([5]) +©(n), sen > 1.

T(n) =

Assim, a complexidade do algoritmo de multiplicacdo proposto por Ka-

ratsuba ¢ ©(n!°%23). Isto é aproximadamente ©(n!%)

, melhor do que ©(n?)
correspondente ao algoritmo trivial.

Tomamos como base da recursao o caso n = 1, mas em um computador
convencional, a base pode ser o tamanho da palavra do processador, pois
esta operacao possui custo constante conforme foi visto anteriormente.

Pelo fato de o algoritmo Karatsuba fazer mais operacgoes de adicao e

subtracao em cada nivel da recorréncia, o algoritmo convencional possui um

custo computacional menor para operandos de pequeno tamanho. Neste caso,
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Algoritmo 3.5.1 Algoritmo Karatsuba(n, A, B)

Requer: n€Z, A=a,_1---ajape B=0b,_1---bby
se n = 1 entao
devolva A-B
fim se
Ay —ap1-rapn
Ag < ajzj_1 - -a
By by_y by
By« bynj—1-- by
Cy « Karatsuba([5 ], Ay, By)
Co «+ Karatsuba(|3 |, Ao, Bo)
C « Oy * 2L3]
C « C+ Karatsuba([§ 4 1], A1 + Ao, B1 + By) — (Cy + Co)
C « C x2l3]
C—C+C(Cy

devolva H
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pode-se usar como base da recursao o algoritmo convencional para valores de

n abaixo de um certo patamar.

3.5.1 Algoritmo Karatsuba Reversivel

Para a descricao da versao reversivel do algoritmo de multiplicacao Ka-
ratsuba, pode-se utilizar a porta de adicao reversivel descrita na figura 3.2
ou alguma das outras que implementam a soma de inteiros como, por exem-
plo, a porta proposta por Draper e outros em |[11] que utiliza ©(n) portas,
mas sua profundidade é de ©(logn). Nas figuras 3.11 a 3.15, esta porta é
chamada de ADDER n, onde n é o nimero de bits dos operandos que estao
sendo somados. Como foi feito na se¢ao 2.2 do capitulo 2, a faixa preta na
representacao de portas em um circuito indica o sentido da operagao. No
caso da porta ADDER, a faixa no lado dos bits de saida computa a adigao,
enquanto que o sentido inverso computa a subtracao se o primeiro operando
for maior do que o segundo.

A figura 3.11 descreve um circuito intermediario chamado KARATSUBAT.
E uma versio recursiva reversivel do algoritmo Karatsuba. A porta KARAT-
SUBAI1 [Z] deve ser substituida por um circuito similar ao original, mas
com o tamanho da entrada metade do original. Quando a complexidade do
circuito recursivo KARATSUBAL1 for maior do que o circuito padrao da mul-
tiplicagao para entrada do mesmo tamanho, o circuito deve ser substituido
por este ultimo.

Na tabela 3.2, ¢ mostrado o contetdo dos registradores durante a evolucao
do algoritmo.

Apos a execucao do circuito KARATSUBAL, restam alguns bits extras
com valores indesejaveis. Estes valores sao zerados utilizando a primeira ver-
sao de coleta de lixo proposto por Bennett (explicado na se¢ao 2.2 do capitulo

anterior), onde o valor do resultado é copiado para novos bits utilizando por-
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entrada:  (0)n (0)rz7 (0)rz; (0)n (0)n  (Bi)rzy (Bo) |z (0)nt2 (0) 2y (A1)fzq(Ao) =)

Wl
ol

1:
ADDER [2] ADDER |2
2:
KARATSUBA1 KARATSUBA1 KARATSUBA1
(5] |3 [5]+1
3:

4:
ADDER n
5:
ADDER n+

6:
ADDER 2n
7
saida: (B)rg (Au)rz (A~ Bzw (Bo)iz) (Ao) 2]

Figura 3.11: KARATSUBA1. Versao paralela do circuito Karatsuba reversivel. A
computacao é feita de cima para baixo e o resultado da operagdo de cada porta é

armazenado nos bits mais a esquerda.
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entrada 0 0 0 0 0 B1 Bo 0 0 Aq Ao
1 0 B | Ay 0 0 B Bo 0 0 Ay Ao
2 0 B | A1 0 0 B1+ Bo | Bo 0 0| A1 +Ao | Ao
3 B1A, | By | A 0 BoAg | Bi+Bo | Bo | (B1+ Bo)-(A1+A4p) | 0| A1 + Ao | 4o
4 B1A1 | B1 | A1 | B1A1 | BoAo | B1+ Bo | Bo | (B1+ Bo) - (A1 4+ Ao) |0 | A1+ Ao | Ao
5 B1A1 | B1 | A1 | B1A1 | BoAo | B1+Bo | Bo | (B1+ Bo) - (A1 4+ Ao) |0 | A1+ Ao | Ao
+Bo Ao
6 B1Ay | B1 | A1 | B1A1 | BoAo | Bi+Bo | Bo | (B1 +Bo) - (A1 4+ Ag) |0 | A1 + Ao | Ao
+Bo Ao —(B1A1 + BoAo)
6 B1A, | B | A 2" By Ay B1 + By | Bo 25 1(By Ag + A1Bo) A1+ Ao | Ao
+BoAo +BoAo
7 B1Ay | B1 | A1 | BiA1 | BoAo | Bi1+ Bo | Bo 2l5 (B Ag + A1Bo) A1+ Ao | Ao
+BoAg +2"B1A1 4+ BoAo
saida lixo B | A1 lixo Bo A-B lixo Ao

Tabela 3.2: Evolucdo detalhada do circuito KARATSUBA1 mostrado na fi-
gura 3.11. A ordem dos registradores segue a ordem inicial. Além do lixo indicado

na ultima linha, h4 o lixo devido as chamadas recursivas.

tas CNOT’s, e o circuito é executado novamente no sentido inverso. A Figura
3.12 mostra o esquema deste algoritmo chamado KARATSUBA(1). Todas as
versoes do circuito KARATSUBA que tiverem a numeracao entre paréntesis
possuem os bits extras com valor nulo no final do procedimento.
A multiplicacao de operandos com n bits é feita através de 5 portas AD-
n

DER’s e 3 chamadas recursivas de tamanho aproximadamente 7. Sendo

assim, sendo 77 (n) o tamanho do circuito KARATSUBAL,

(1), sen=1
Ti(n) =
37v([5]) +©(n), sen>1.
Desta relagio de recorréncia podemos afirmar que T (n) = O(n'°#23).
Conforme foi comentado antes, a soma de operandos com kn bits, onde k é
uma constante qualquer, pode ser implementada com profundidade ©(logn).

As trés chamadas recursivas KARATSUBAIL, em cada nivel de recursao, po-

dem ser feitas simultaneamente. Isto significa que a profundidade do circuito,
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Figura 3.12: Circuito KARATSUBA(1) com os bits extras zerados.

Pi(n), pode ser expressa como:

o(1), sen =1
Pi([5]) + O(logn), sen > 1.

Pl(n) =

A partir desta relacao tem-se que P;(n) = ©(log®n).

Como estamos fazendo as chamadas recursivas em paralelo, nao é possivel
reaproveitar os bits usados em uma chamada recursiva para o uso em outra
chamada no mesmo nivel. Sendo assim, a quantidade de espaco utilizado,

Si(n), para entradas de tamanho n é

O(1), sen =1
351([5]) +©(n), sen > 1.

Sl(n) =

Ou seja, o espaco total é da mesma ordem de complexidade do tamanho
do circuito, S;(n) = O(n'°#23). As ordens de complexidade tanto de espago,
quanto de profundidade e de tamanho total do circuito KARATSUBA(1) sao
as mesmas do circuito KARATUSUBAL, pois KARATSUBA(1) é formado
por dois circuitos KARATSUBAL1 e mais algumas portas CNOT, aumentando
no maximo para o dobro do tamanho do circuito KARATSUBAL.

Caso se deseje minimizar o espago em vez da profundidade, pode-se exe-
cutar o circuito de forma seqiiencial as chamadas recursivas, combinando

com o primeiro ou segundo procedimentos de limpeza de lixo de Bennett
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comentados no capitulo 2. Isto permite que os bits usados em uma chamada
possam ser reaproveitos para as outras chamadas no mesmo nivel de recur-
sao. Na figura 3.13, é mostrada uma versao do circuito Karatsuba reversivel
na qual nao ha preocupacao com o paralelismo. A vantagem desta versao
para a anterior é o fato de nao necessitar fazer nenhuma “copia” e nem usar
nenhuma porta além das que estao imbutidas nos somadores.

A seqiiéncia de valores de cada registrador ¢ dada na tabela 3.3.

entrada 0 B1 Aq 0 By | Ao 0 0
1 B1 A1 By Ay BoAo | Bo | Ao 0 0
2 B1A1 | Bi+Bo | A1+ Ao | BoAo | Bo | Ao 0 0
3 B1A1 | B1+Bo | A1+ Ag | BoAo | Bo | Ao | (B1+ Bo) - (A1+ Ap) | 0
+Bo Ao
4 B1A1 | B1+Bo | A1+ Ag | BoAo | Bo | Ao | (B1+ Bo) - (A1+ Ap) | 0
+By Ao —B1 A1 + BoAp
5 B1A1 | B1+Bo | A1+ Ag | BoAo | Bo | Ao | (B1+ Bo) - (A1+ Ap) | 0
—B1 A1 + BoAp
6 B1A; B Ay BoAo | Bo | Ao | 2l21(B1Ag + A1Bo)
+2"B1 A1 + BoAo
saida lixo By Ay lixo | Bo | Ao A-B

Tabela 3.3: Evolucao do circuito KARATSUBA2 mostrado na figura 3.13. Nao é

mostrado o lixo devido as chamadas recursivas.

Para operandos de n bits, a quantidade total de portas T»(n) e o es-
pago usado Sy(n) do circuito KARATSUBA2 coincide com as complexidades
equivalentes do circuito KARATSUBAL, ou seja, Ty(n) = Sy(n) = O(n'os23).
Como nao ha preocupagao da execucao em paralelo, a profundidade Py(n)
também é O(n'os23).

Da mesma forma como foi feita a limpeza de lixo para o circuito KA-
RATSUBAT1, pode ser feito para KARATSUBA2, gerando um novo circuito
com KARATSUBA(2), com as mesmas ordens de complexidade do KARAT-
SUBA2.

Em vez de se aplicar o primeiro método de Bennett, poderia ser aplicado o
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entrada: (0)n  (Bi)rzy (A1) (0)n (Bo)iz) (Ao) 2] (0)n(0) 2

KARATSUBA2 KARATSUBA2

(5] |5
1:
ADDER [5] ADDER |2
2:
KARATSUBA2
ADDER n [51+1
3:
ADDER n + 2
4: —
ADDER n
5:
ADDER 21 | ADDER [2] ADDER 2|
6:
saida: (A-B)a, (lizo)  (Bi)ja1 (Bo)z) (A1)rz1 (Ao) 2

Figura 3.13: KARATSUBA2. Versao seqiiencial do circuito Karatsuba reversivel.
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segundo método de limpeza de lixo de Bennett, mas o problema da aplicacao

deste ultimo método é o fato de ser necessario dividir o circuito em passos

do mesmo tamanho, o que nao acontece com a divisao logica do algoritmo.

No caso de algoritmos recursivos, pode-se fazer a limpeza de lixo recur-

sivamente. A figura 3.14 mostra o circuito KARATSUBA(3), construido a

partir do KARATSUBAI1 com esquema de limpeza de lixo recursivo.

Na

tabela 3.4, é mostrado o contetido dos registradores do circuito KARAT-

SUBA(3). Como no final todos os bits auxiliares sdo zerados, as chamadas

recursivas nao retornam lixo além do resultado.

entrada 0 0 0 0 0 By Bo 0 0 Ay Ag
1 0 B | Ay 0 0 B Bo 0 0 Ay Ao
2 0 By | Ar 0 By + Bo | Bo 0 0| A1+ Ao | Ao
3 Bi1Ay | By | A 0 BoAg | Bi+Bo | Bo | (B1+Bo)-(A1+A4p) | 0| A1+ Ao | Ao
4 B1A1 | By | A1 | B1A1 | BoAo | B1+Bo | Bo | (B1+ Bo) - (A1 4+ Ap) | 0 | A1 + Ao | Ao
5 B1Ay | By | A1 | B1A1 | BoAo | Bi+Bo | Bo | (B1+ Bo) - (A1 4+ Ag) [0 | A1+ Ao | Ao
+BoAg
6 B1Ay | By | A1 | B1A1 | BoAo | Bi+Bo | Bo | (B1+ Bo) - (A1 4+ Ag) [0 | A1+ Ao | Ao
+BoAo —B1A1 — BoAo
6 B1A1 | B1 | Aq 2" B1 A1 B1 4+ Bo | Bo alz] (B1Ao + A1Bo) A1+ Ao | Ao
+BoAo +BoAo
7 B1A1 | By | A1 | B1A1 | BoAo | B1+ Bo | Bo alz] (B1Ao + A1Bo) A1+ Ao | Ao
+BoAo +2"B1 A1 + BoAo
8 B1Ay | B1 | A1 | B1A1 | BoAo | B1 + Bo | Bo A-B A1+ Ap | Ao
9 B1A) | B1 | A 0 BoAo | B1 + Bo | Bo A-B A1+ Ap | Ao
10 0 B | A 0 B1+ By | Bo A-B A1+ Ap | Ao
11 0 B | A 0 0 B Bo A-B Ay Ao
saida 0 0 0 0 0 B Bo A-B Ay Ao
Tabela 3.4: Evolucao do circuito KARATSUBA(3) mostrado na figura 3.14. As

chamadas recursivas nao produzem lixo.

A complexidade total de portas do circuito KARATSUBA(3) para entra-

das de n bits, T3(n) é dada pela seguinte relagao de recursao.

Tg(n

) =

o(1),
5Ti([51]) +©(n), sen>1.

%)

sen =1




entrada: (), (0)rz1 (0)ra (0)n (0)n  (Bi)ray (Bo)ig) (0)nt1 (0) 3] (A1)rz1(Ao) iz

|
1:
ADDER [2] ADDER | 3]

2: \

\ \

KARATSUBA(3) KARATSUBA(3)| |[KARATSUBA(3)
3] B 2] +1
3:
4:
ADDER n
5:
ADDER n+2
6: ‘
ADDER 2n
7
ADDER n
8:
9:
KARATSUBA(3) KARATSUBA(3)
[Z] 7
10: ‘
ADDER [2] ADDER |2

11:
saida: (0)n (0)rz1 (0)gz1 (A B)2a(0)n (0)n  (Bi)rzy (Bo)z (A1)r21(4o) 2

Figura 3.14: KARATSUBA(3) Procedimento recursivo para limpeza de lixo da

versao paralela

o6



Isto implica em que Ty(n) = O(n!°s2%).

Em cada nivel do circuito KARATSUBA(3), as trés chamadas recursivas
usadas para o calculo da multiplicacao podem ser executadas em paralelo,
assim como ocorria no KARATSUBA(1). O mesmo acontece com as duas
chamadas seguintes usadas para limpar os bits indesejaveis. A profundidade

deste circuito, Ps, torna-se, entao,

O(1), sen=1
2P5([5]) +©(logn), sen > 1.

Pg(’ﬂ) =

O que significa que a profundidade P;(n), para n bits de entrada é linear.

A quantidade de bits usados por KARATSUBA(3) é a mesma de KA-
RATSUBA(1), ou seja, S3(n) = ©(n'°e23). Isto acontece porque apesar de
fazer a limpeza em cada nivel de recursao, os bits “zerados” nao sao usados
devido ao paralelismo das outras chamadas recursivas.

Este método de limpeza de lixo recursivo, com as chamadas em paralelo,
é elegante, mas aumenta consideravelmente a quantidade total de portas do
circuito, tornando-o pior do que o algoritmo convencional. Caso a preocupa-
¢ao maior seja o espacgo, é possivel tornar o espaco linear sem a necessidade
de aumentar tanto o tamanho do circuito como em KARATSUBA(3). Na
figura 3.15, é mostrado o circuito KARATSUBA(4) construido a partir de
KARATSUBA(2), que utiliza apenas ©(n) bits, onde n é a quantidade de
bits necessarios para representar os operandos que se deseja multiplicar.

A tnica diferenga do circuito KARATSUBA(4) para o circuito KARAT-
SUBAZ2 ¢é a adigao de duas chamadas recursivas executadas na ordem reversa,
que zeram os dois registradores que continham o resultado de duas multipli-
cagoes parciais. Logo, o circuito KARATSUBA(4) faz 5 chamadas recursivas
em cada nivel de recursao. Isto significa que a quantidade total de portas
Ty(n) é ©(n'°e25). Como as chamadas recursivas sao executadas em seqiién-

cia, a profundidade do circuito, P;(n) também é igual a ©(n'°%2%). Cada
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entrada: (0)71 (Bl)!'g] (Al)(%'\ (O)n (BO)L%J (A())L%J (0)"(0)L%J
\ \ \ \ \ \
KARATSUBA(4) | |[KARATSUBA(4)

(5] 15]
1:
ADDER [2] ADDER (2]
2: |
KARATSUBA(4)
ADDER n 2] +1
3:
ADDER n+2
4: ‘
ADDER n
- .
ADDER 2n | | ADDER [2] ADDER (2|
6:
KARATSUBA (4) KARATSUBA (4)
(5] 5]
| \ | | |
saida: (A-B)an (0)n Bz (Bo)|z) 0 (A1)rg (Ao)g)

Figura 3.15: KARATSUBA(4) Procedimento recursivo para limpeza de lixo da

versao seqiiencial.
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chamada recursiva, ao contrario do que ocorre nas outras versoes, pode uti-

lizar os bits extras das outras chamadas recursivas do mesmo nivel. Sendo

assim, o espaco utilizado, Sy é

sen =1

Si([5]) +0O(n), sen > 1.

Ou seja, o espago utilizado por KARATSUBA(4) é linear.

O resumo da complexidade das quatro versoes ¢ dado na tabela 3.5.

esquema de posicao daso portas de multiplicacao
limpeza do lixo paralelas seqiienciais

KARATSUBA (1) | KARATSUBA (2)

primeiro | Ti(n) = O ) | Ty(n) = O(n?)

método de Si(n) = ©(n'e3) | Sy(n) = O(n's3)

Bennett Pi(n) = O(log’>n) | Py(n) = O(n'*e3)

KARATSUBA (3) | KARATSUBA (4)

método Ts3(n) = O(n'e3) | Ty(n) = O(n'e5)
recursivo Ss(n) = O(n'e3) Sy(n) = O(n)

P3(n) =O(n) | Py(n)=0(n"*")

Tabela 3.5: Complexidade das variagoes do algoritmo Karatsuba reversivel

3.5.2 Algoritmo Karatsuba Reversivel Modular

Supondo que se deseje obter uma multiplicacao modular de dois operan-
dos de n bits médulo N, onde N também é formado por n bits, isto pode
ser feito através do circuito Karatsuba com uma pequena modificagao.

A versao modular deste circuito pode ser construida simplesmente subs-
tituindo as portas ADDER por ADDER modulares. Desta forma, nenhum

valor seria maior do que N. Na pratica, esta substituicao de portas nao
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precisa ser feita em todos os niveis da recursao, mas apenas naqueles em
que os operandos sao formados por n bits ou mais. Como a cada “chamada
recursiva”’, o tamanho dos operandos é reduzido aproximadamente pela me-
tade e, além disso, o resultado da multiplicacao possui, no maximo, o dobro
do tamanho dos operandos, a troca das portas ADDER por suas respectivas
versoes modulares precisa ser feita em até dois niveis de recursao. Apoés a
primeira “chamada recursiva”, o tamanho dos operandos é reduzido para |% |
e [5]. A multiplicagao de operandos deste tamanho pode dar um resultado
um pouco maior do que N. No proximo nivel recursivo, cada parte do ope-
rando teria, no maximo, tamanho [%-‘, portanto nao é mais necessario o uso
de portas ADDER modulares substituindo as portas ADDER simples.

Nao ha alteracao na ordem de complexidade com esta mudanca de portas,
pois a porta ADDER modular possui a mesma ordem de complexidade da
porta ADDER simples. Ambas, dependendo da implementacao, possuem
complexidade de circuito e de espago linear [46] em relagdo & quantidade de
bits necessarios para representar os parametros de entrada.

Com a modificacao acima, o circuito Karatsuba reversivel modular passa

a executar a seguinte transformagao:
ModKaratsuba(1) : (N,a,b,0,0) — (N,a,b,0,ab mod N),

onde a e b sao os operandos e possuem no maximo n bits. Cada espaco entre
as virgulas representa um registrador. Todos eles possuem n bits com excegao
do quarto registrador, que se refere aos bits extras necessarios para a execucao
do circuito e que no final sao novamente zerados. Este registrador é formado
por ©(n'°83) bits auxiliares, caso seja usada a versao com O(n'°&3) portas
(vide descricao do Karatsuba reversivel). Os trés primeiros registradores
se referem aos parametros de entrada e o ultimo mantém o resultado da
multiplicacao modular no final do processo.

Um inconveniente desta transformacao é a necessidade de um registrador
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inicialmente com o valor 0 para guardar o resultado. Isto também ocorria
na versao nao modular, mas naquele caso, o resultado possuia um tamanho
praticamente o dobro do nimero de bits necessarios para representar para
cada operando e por isso nao poderia estar contido em um dos registradores
utilizados para os parametros de entrada. No caso modular, o resultado pos-
sui aproximadamente o mesmo tamanho dos operandos. A func¢ao associada
a esta transformacao é inversivel no caso de os operandos serem co-primos
com N. Assim, é possivel armazenar o resultado em um dos registradores
utilizados para definir os valores de entrada, de forma semelhante ao que foi

feito para construir o circuito MULT-MOD2.
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Capitulo 4

Resolucao de Problemas de
Otimizacao Discreta através de

Computacao Quantica

4.1 Definicao do problema

No capitulo 2, comentamos a tese de Church-Turing |8, 45|, que afirma
que a classe de fungoes computéaveis por uma maquina de Turing corresponde
exatamente a classe de funcoes que naturalmente considerariamos como com-
putaveis por um algoritmo |34, se¢do 3.1]. Na pratica, esta tese tem se con-
firmado apo6s a demonstracao da equivaléncia de diversos modelos de compu-
tabilidade como, por exemplo, méaquina de Turing, Lambda calculo [8, 21],
fung¢oes recursivas, entre outros (versao fraca). Isto significa que os proble-
mas que podem ser resolvidos em um determinado modelo, também o podem
em qualquer outro igualmente geral. Mas ha uma outra versao mais forte
desta tese, que considera a equivaléncia dos modelos nao apenas em termos
de possibilidade da resolucao de problemas, mas também em termos da or-
dem de complexidade de tempo (nimero de passos) com que estes problemas

sao resolvidos.

62



Com o advento da Computacao Quantica, tém sido resolvidos proble-
mas com ordem de complexidade inferior aos algoritmos de computagao clas-
sica [17, 40]. Por outro lado, todo procedimento classico pode ser simulado
em um computador quantico com a mesma ordem de complexidade, conforme
foi mostrado no capitulo 2. Ou seja, toda funcao eficientemente computé-
vel classicamente também é eficientemente computavel quanticamente, mas
a reciproca nao é verdadeira. Isto acontece, por exemplo, com o problema de
Simon [43|, que consiste em determinar se uma funcao f : {0,1}" — {0,1}",
dada como uma caixa-preta, ¢ uma funcao bijetora ou é uma fungao dois-
para-um (se 3s € {0, 1}, tal que Vz, 2" € {0,1}", f(z) = f(2') < o = 2’ Ds),
onde @ é o operador XOR, aplicado bit-a-bit, neste tltimo caso determina-se
também s. Este problema pode ser resolvido classicamente apenas em tempo
exponencial, enquanto que existem algoritmos quanticos exatos polinomiais
para resolvé-lo |7, 33.

Na seqiiéncia do texto, quando nao for feita a distincao entre o modelo
classico e o modelo quantico, fica subentendido que estamos nos referindo ao
modelo quantico, que é mais geral.

Neste texto, apresentamos alguns algoritmos quanticos para problemas
de busca e otimizacao. Vamos formalizar estes problemas com as seguintes

definigoes.

Defini¢ao 1 (Fungao Eficientemente Computavel). Dada uma fungao
f: X =Y com dominio X e contra-dominio Y conhecidos, dizemos que f
€ uma funcao eficientemente computdvel em um determinado modelo com-
putacional, se existir algum procedimento conhecido que, Yx € X, retorne o
valor f(x) em um nimero polinomial de passos sobre n neste modelo, onde
n = [log|X|] € o nimero de bits necessdrios para representar o tamanho
do dominio. Chamaremos de Pr(n) a ordem de compleridade do procedi-

mento que calcula f para o pior caso de uma entrada qualquer de tamanho
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n. Algumas vezes serd utilizada a notagao Pr(N), onde N = | X]|.

Definigao 2 (Problema de Busca). Dados uma fungao f : X — Y efi-
cientemente computdvel e um wvalor k € Y, chamaremos de problema de

busca associado a uma funcao, o problema de encontrar um valor x, tal que
flz) =k

Definigao 3 (Problema de Otimizagao). Dada uma fungao f: X — Y
eficientemente computdvel, chamaremos de problema de otimizagao, o pro-
blema de encontrar um valor x, tal que Vo' € X, f(z) < f(2') ou f(x) >
f(2"). No primeiro caso, o problema € de minimizagdo e no sequinte, de

marimizacao.

Nas defini¢oes dos problemas de busca e otimizacao, a funcao f funci-
ona como uma funcao de certificagao. A rigor, nao é necessario que f seja
eficientemente computavel, mas para efeitos praticos, estamos interessados
nos problemas em que esta certificacao pode ser feita em tempo polinomial,
como é o caso, por exemplo, dos problemas NP-completos.

Na se¢ao 4.2, é apresentado o algoritmo de Grover [17], idealizado para en-
contrar um determinado elemento em uma lista nao-ordenada, mas que pode
ser usado para resolver qualquer problema de busca [1, 34|. Considerando que
N é o tamanho do dominio da funcao f associada ao problema e ¢t é o nimero
de valores que satisfazem ao critério de busca, o algoritmo possui complexi-
dade de tempo O(y/N/t)- P;(N), caso t seja conhecido. Caso contririo,
apenas apos O(v/N) - Py(N) passos pode-se finalizar o algoritmo e medir o
resultado. Na secdo 4.3, é descrito o algoritmo BBHT98 [6], baseado no al-
goritmo de Grover, que resolve o problema de busca em O(y/N/t) - Ps(N),
mesmo que t seja desconhecido. Esta ordem de complexidade é o limite in-
ferior para o problema, se nao for conhecida mais nenhuma propriedade da
fungao f [48]. Este algoritmo serda a base para os algoritmos de otimiza-

¢ao que serao comentados adiante. Na se¢ao 4.4, mostramos como construir
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um operador, denominado Oréaculo Desigualdade, que substitui o oraculo de
Grover nos algoritmos de busca para possibilita-los a resolver o problema
de otimizacao. Na secao 4.5, é mostrado o algoritmo quantico de Christoph
Diirr e Peter Hgyer (DH96) |12|, para encontrar o menor (ou maior) valor em
uma lista nao-ordenada. De acordo com a propria descricao do algoritmo,
ele realiza 22,5v/N consultas ao oraculo em uma lista com N elementos,
com pelo menos 50% de sucesso. Mostramos, ainda nesta secao, como adap-
tar este algoritmo para resolver o problema de otimizac¢ao, usando o Ora-
culo Desigualdade. Com mesma chance de sucesso, esta versao, alterando
também um parametro do DH96 original, possui complexidade de tempo
11,48/N - P¢(N), onde N é o tamanho do dominio da funcdo f. A ordem
de complexidade deste procedimento é o limite inferior do problema, pois
encontrar o menor valor, que é desconhecido nos problemas de otimizacao,
nao pode ser mais facil do que encontrar um determinado valor conhecido em
uma seqiiéncia nao-ordenada nos problemas de busca, cuja complexidade é
O(V/'N)-P;(N), quando ha apenas uma tinica solugdo. O nimero de medidas,
em ambas as versoes (consultas a lista ou céalculo de f), é quadratico sobre
n, o nimero de g-bits necessarios para representar a entrada. Na secao 4.6,
propomos um algoritmo quantico, que realiza 8,27v/N consultas ao oraculo
para chegar a uma solucao correta com a igual chance de sucesso do algo-
ritmo DH96. Em rela¢ao ao nimero de medidas (observagoes do sistema), o
algoritmo proposto é linear sobre o niimero de g-bits necessarios para repre-
sentar a entrada. Por isso, denominamos o nosso algoritmo como Algoritmo
Medida-linear. E possivel efetuar apenas uma medicdo no final, em ambos
algoritmos, mas para cada medicao parcial de n g-bits, é necessario ter mais
um registrador para armazenar este valor até o fim. Ou seja, o algoritmo
DH96 passa a usar espaco cubico e o algoritmo Medida-Linear passa a usar

espaco quadratico.
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4.2 Meétodo de Grover para busca

Para o bom entendimento dos algoritmos quanticos de otimizagao dis-
creta, inicialmente revisaremos o algoritmo de Grover (algoritmo 4.2.1).

O algoritmo de Grover foi desenvolvido inicialmente para a busca em
uma lista nao-ordenada [17], mas pode ser usado para resolver um problema
de busca qualquer [1, 34]. Suponha que tenhamos um problema de busca
definido por uma funcao f e um valor k. A partir de f, pode-se construir
um procedimento reversivel Uy : |z)|k) — |z)|k & f(x)), onde & representa
o operador XOR aplicado bit-a-bit. Este operador Uy possui complexidade
P¢(n), que é a mesma ordem de complexidade do procedimento irreversivel
classico que calcula f [3].

Na formulagao original do algoritmo de Grover [17, 36|, é utilizada uma
fungao (que chamaremos de g(x, k), para nao confundir com f anteriormente
definida) que indica se z é solu¢ao do problema ou nao. No caso da busca
em uma lista, indica se k pertence a lista ou nao. Em relacao ao problema

de busca anteriormente definido, esta funcao pode ser descrita como:

1, se f(x)=k

0, se f(z)# k.

g(z, k) =

A partir desta fungdo, é definido um operador unitario U, : |z)|k)|—) —
(=1)9@R)|z)|k)|-), denominado de ordculo de Grover. O operador U, pode
ser construido a partir do operador Uy, de acordo com a figura 4.1. Cada
linha representa um conjunto de q-bits. A linha superior (1° registrador)
¢ formada por n = [log N| g-bits, onde N é o tamanho do dominio de f.
Este registrador é utilizado para armazenar os valores de entrada. A linha

° registrador) é o conjunto de g-bits que armazena a saida

intermediaria (2
de f, e a linha inferior é formada por um unico g-bit auxiliar. E possivel
construir o operador (e todo o circuito de Grover) sem este g-bit auxiliar, mas

sua presenca facilita a compreensao do operador (e do circuito de Grover). Se
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a entrada for um estado projetado, a porta Z controlada pelo 2° registrador

inverte a amplitude do estado, caso o valor do 2° registrador seja igual a |0) na

saida inferior do operador Uy. A porta Z controlada pode ser implementada
0)—[1)

através de uma porta Toffoli generalizada com o g-bit alvo no estado | 7

Sao omitidos outros g-bits auxiliares cujos valores de saida sao iguais aos de

Figura 4.1: Circuito que implementa U, a partir de Uy.

entrada.

4.2.1 Descricao do algoritmo

O procedimento geral do algoritmo de Grover é mostrado no algoritmo 4.2.1.

O simbolo |z] significa o inteiro mais proximo de z.

Algoritmo 4.2.1 Algoritmo de Grover
1) Preparacao do estado inicial: |1).) = |0),|k)n|1)1

2) |11) : Superposi¢ao de todos os estados da base computacional, no pri-
meiro registrador, necessarios para representar o dominio de f e aplicacao
de Hadamard no ultimo registrador sobre o estado |t.).

3) para j < 1 até E\/NW faca

4)  Aplicagao do Oraculo: |1q;) = Ug|thaj—1))

5)  Inversao sobre a média: |¢a;11) = (2]11) (1] — I)|1b2;)

6) fim para

7) Observe o estado do primeiro registrador

O oraculo, seguido pela inversao sobre a média, é conhecido como opera-

dor de Grover.
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Quando a dimensao do dominio de f é poténcia de 2, a superposicao
de todas as entradas possiveis de f, passo 2 do algoritmo 4.2.1, pode ser
feita através do uso de portas Hadamard em cada linha do 1° registrador,
conforme comentado na secao 2.3. Caso nao seja poténcia de 2, deve-se
utilizar a Transformada de Fourier Quantica como descrito em [29].

A relagao entre a chance de sucesso do algoritmo e o niimero de repeticoes

do operador de Grover é dado pela proposicao 2.

Proposicao 2. [34, secio 6.1.3] Dada uma lista L com N elementos, dos
quais t < % satisfazem a condi¢ao de busca do ordculo, a probabilidade de
medir um elemento procurado apos m iteracoes do ordculo, sem medi¢ao

intermedidria, €

P,, = sen® (2m+ 19) ,
2
onde 0 = arcsen(2/t(N —t)/N).

A proposicao 3 indica a quantidade de iteragoes necessarias para maxi-

mizar a probabilidade de sucesso.

Proposigao 3. [3/, eq.6.17] Dada uma lista L com N elementos, dos quais
t < % satisfazem a condicao de busca do ordculo, um limite superior para a
quantidade estimada de execucoes do ordculo para obter um elemento mar-

cado, sem nenhuma medicao intermedidria, €
m< | TN
14Vt
4.2.2 Aplicagao do algoritmo de Grover ao problema

das Equacoes Binarias Quadraticas

Vejamos agora o funcionamento do algoritmo de Grover aplicado a um

problema concreto. Seja a funcao de otimizacao:

f(z) = 2% mod 3, com 0 < x < 7, (4.1)
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onde (3 e 7 sao nimeros inteiros.

Dados f,7 e um valor «, encontrar um valor z € {0,...,~}, tal que
f(x) = a, é denominado de resolugao de Equagoes Binarias Quadraticas
(EBQ). Este problema é NP-completo |14, 30].

Tomemos, por exemplo, f(z) = 2 mod 63 com v = 15 e a = 37. Isto
significa, que se deseja saber se existe z € [0, 15], tal que f(z) = 37. Pela
tabela 4.1, podemos verificar que o tnico elemento do dominio de f que

satisfaz a condicao de busca é x = 10.

x (01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

f(z)|0 1 4 9 16 25 36 49 1 18 37 58 18 43 7 36

Tabela 4.1: tabela com as imagens de f(z) = 2 mod 63 para = < 16.

Um possivel operador Uy associado ao problema é Uy : |z)|a) — |z)|a &
(z? mod 63)). Este operador ¢ facilmente implementével usando um opera-
dor multiplicagao modular que possui complexidade O(n'°¢3), onde n = log 3,
usando o algoritmo Karatsuba reversivel modular, descrito no capitulo 3.
Nao se pode utilizar o algoritmo de multiplicagao modular, descrito por Ve-
dral, Barenco e Ekert [46], pois este operador permite superposi¢ao de es-
tados em apenas um dos operandos. O operador U, é construido de acordo
com a figura 4.1, com o segundo registrador inicialmente no estado |37).
E possivel projetar o operador U; de outras formas, como, por exemplo,
U @ |z)la) — |2)|(2* — @) mod 63). Em qualquer uma destas formas de
implementar Uy, ap6s uma aplicacao da mesma, o segundo registrador terd
o valor zero para os estados da base computacional (e apenas para estes) que
forem solucao do problema. Em ambas as formas de implementacao de Uy,
o circuito projetado para a busca de um valor o; nao precisa ser modificado

para a pesquisa de um novo valor as. O que difere é o estado inicial do

sistema que, em vez de ser [¢.) = |0)|aq)|1), passa a ser |1).) = |0)]aq)|1).

69



A complexidade de portas de U; ¢ O(n'°83), definida pela ordem de com-
plexidade da multiplicacao modular. O operador U, possui mesma ordem de
complexidade de Uy.

Considerando que as unicas entradas validas sao as menores do que 7,
o nimero de aplicagoes necessarias de U, no algoritmo 4.2.1 para resolver a
funcao do problema que estamos tratando ¢ | §,/7]. No exemplo considerado,
a quantidade de entradas é igual a 16, logo sao necessarias 3 iteragoes do
algoritmo.

Como todas as entradas da funcao f sao menores do que 16 e as saidas
possiveis sao menores do que 64, os trés registradores principais terao 4, 6 e
1 g-bits, respectivamente.

O estado inicial é
[%e) = 10)4]37)6]1)1

Fazendo a superposicao de todos os estados da base computacional no
primeiro e terceiro registradores (passo 2 do algoritmo 4.2.1), tem-se que:

15

1) = H®Y0)4|37)6H (1), = %Z |2)4]37)6|—)-

z=0

Aplicando o operador Uy, o estado do sistema passa a ser:

[¥2) = 1(10)4]37)6|=) + [1)a|3T)s| =) + [2)4]37)s|—) + [3)4[37)e|—)+
14)437)61=) + [5)al37)6| =) + 16)a[37)6|=) + |7)a[3T)6| =)+
18)4[37)6|=) +19)a[37)6| =) — [10)4[37)6|—) + [11)4]37)6|—)+
12)4[37)6] =) + [13)a[37)6| =) + [14)4[37)6| =) + |15)4[3T)6|=))-

Apenas o estado |10)4|37)s|—) tem a amplitude invertida, pois f(10) = 37.
Aparentemente, o segundo registrador nao tem seu estado alterado apos
aplicagao de U,, mas, na realidade, h4 uma mudanca durante a aplicagao de

U, e, em seguida, é restituido o valor original. Como
Uy = (U} @ L)(I, ® C"Z)(Us ® I),
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entao,

Ugla) k)| =) = (U} © 1) (I ® C" Z)[a) |k © f(x))] =),

onde C"Z é a porta Z controlada negativamente e [,, é o operador identidade
aplicados em n g-bits. Isto implica em que, apos a execugao de Uy, o segundo
registrador passa a guardar k @ f(x) para cada valor de z. Aplicando em
seguida a porta Z controlada, a amplitude dos estados, nos quais o valor
no segundo registrador é igual a zero, é invertida. No nosso exemplo, isto
acontece apenas com o estado [10)|0)|—), que passa a ser —|10)|0)|—), ja
que 37 @ f(10) = 0. Aplicando Uy de forma reversa (ultimo operador de
U,), o valor no segundo registrador passa a ser novamente 37 para todas as
entradas. O sinal da amplitude permanece negativo para o estado cujo valor
no primeiro registrador é 10 e positivo para os demais estados.
O estado |1)2) pode ser reescrito como:

15

o) = 1 3 [2)al370 =) — 210)4[37)el—) = ) — 2110)l8T)el ).

z=0

Calculando (1s|1)1), tem-se:

(alin) = 516 -2) = &

Aplicando a inversao sobre a média, o estado global passa a ser:

hs) = (2[1) (| = D)[e2)
(2(W1[2) [Pn) — [a) = F i) — o)
= Zln) = [¥n) + 3]10)4]37)6|—)
= &30 12)al3T)6l =) + $110)4[37)6[ )
= 1 a0 [2)a]3T)6| =) + LH10)4]37)6|-)).

A amplitude do estado procurado passa de % para %, depois da primeira

rodada do algoritmo de Grover. Com isso, a chance deste elemento ser lido

é [(¥3]10,37, =)|? = ()% = 47,26%.

16

71



Na segunda rodada, faz-se novamente a inversao do elemento procurado

no algoritmo do Grover, obtendo-se

13 & 11

|1ha) = 1 (1 Z |2)4]3T)6]—) — Z|10>4|37>6\—>> :
x=0,z#10

Como (Y4lthr) = 1(15 — 1) = 31 = &I, invertendo o estado anterior

sobre a média, tem-se:

[s) = () (] = I)|eha)
= (2(W1] V)| V1) — [Wa) = F 1) — [tha)
= & a0 10)al3T)6| =) + S110)4]37)6| ).
A chance de medicao do elemento procurado depois desta rodada é, apro-

ximadamente, 90,8%.

Depois da terceira rodada do Grover, o produto escalar (ig|¢) = é e
a amplitude do estado procurado passa para g—gé. Com isso, a probabilidade

deste elemento ser lido é de aproximadamente 96%.
Nao adianta aplicar outras rodadas, pois a amplitude da projecao do es-
tado [1s) = Uy|tpr) sobre o estado |1) é negativa (—z=), assim, a amplitude

do estado procurado comeca a diminuir caso sejam aplicadas mais iteracoes

do algoritmo.

4.3 Algoritmo BBHT98

Conforme foi dito inicialmente, dado um problema de busca associado a
uma funcao f e um valor k, o algoritmo de Grover é capaz de retornar uma
das t solucoes corretas depois de @(ﬁ) - P¢(N) passos, caso t seja conhe-
cido. Mas, normalmente, nao se conhece este valor de antemao. Como nao é
possivel fazer medicoes intermediarias sem alterar o estado do sistema, nao

se pode finalizar o algoritmo no momento certo. O operador de Grover faz

t

%) no espaco bidimensional definido pelo estado

uma rotacao de 6 = arcsen(
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formado pela superposicao de todos os estados da base computacional com
mesmas amplitudes e o estado formado pela superposicao de todas as solu-
¢oes com mesmas amplitudes [34, segao 6.1.3]. Por isso, o comportamento
do algoritmo é ciclico. Depois que o estado do sistema aproxima ao maximo
do estado formado pela superposicao dos estados com as solucoes, ele volta
a se afastar no mesmo ritmo. Isto significa que se for executado o dobro
de iteracoes necessarias para se chegar ao estado composto pelas solugoes, a
probabilidade de se obter uma solucao volta a ser proxima da probabilidade
do estado formado pela superposicao de todos os estados da base computa-
cional, revelando pouco sobre uma solugao correta. Caso haja 4 solugoes,
™ ™

tem-se que o angulo de rotagao ¢ 0 ~ 7 apos {Z %-‘ iteragoes. Sendo as-

sim, se executarmos o dobro de iteragoes, ou seja, E\/ NW, que é o nimero
de iteragoes necessarias para encontrar o elemento procurado quando este é

tinico, a probabilidade de sucesso é sen?20, que é proximo de zero.

4.3.1 Descricao do algoritmo

Michel Boyer, Gilles Brassard, Peter Hoyer e Alain Tapp resolvem este
problema, alternando a execucao do operador de Grover e a medicao dos
registradores, de forma controlada |6]. O nimero de vezes que o operador de
Grover é executado entre duas medigoes consecutivas aumenta em uma pro-
gressao geométrica, de razao A. No algoritmo 4.3.1, é apresentada a descrigao
do procedimento desenvolvido por eles.

Da forma como esta descrito o algoritmo 4.3.1, seguindo a descricao ori-
ginal em [6], falta definir um limite superior para o niimero de iteragoes, para
o caso de o elemento nao existir.

Segundo a descricao do algoritmo, o parametro A pode ser escolhido no

4

intervalo (1, g). Como sera visto adiante, este parametro pode ter valores

maiores, mantendo a complexidade do algoritmo em O( %), onde t é a
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Algoritmo 4.3.1 Algoritmo BBHT98

1: Inicialize m «<— 1 e \ «— % {serve qualquer valor 1 < \ < %}

2: repita
3:  Escolha aleatoriamente, com distribuicao uniforme, um inteiro 7, tal
que 0 < 53 <m.

4)  Inicialize o sistema no estado |0)|k)|1), onde k é o elemento procurado.

5)  Faca superposi¢ao de todos os estados da base computacional e aplique
uma porta H no ultimo registrador.

6) Aplique j iteracoes do operador de Grover.

7)  Meca o primeiro registrador, chamando de ¢ o resultado.

8  m « minimo(Am,v/N).

9: até que i-ésima posicao contenha o valor k.

10: Retorne o ultimo valor medido caso tenha encontrado.

quantidade de solucoes.

Os passos, cuja numeracao estd sucedida por dois pontos, em vez de
paréntese, podem ser executados classicamente, mostrando que, a execucao
propriamente dita no computador quantico esta compreendida entre os pas-

sos 4 e 7 do algoritmo.

4.3.2 Analise da corretude e complexidade

Considerando que ha t solucoes para o problema de busca, a analise do

comportamento do BBHT98 sera dividida em trés casos:
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No primeiro caso, nao existe o elemento procurado. O algoritmo 4.3.1 exe-
cuta um numero limite de iteragoes conforme comentério feito na sub-secao
anterior, retornando um valor qualquer. Este limite deve ser proporcional a
VN, para o algoritmo ndo terminar prematuramente nos casos seguintes.

O ultimo caso ocorre quando pelo menos 50% dos elementos satisfazem
a condicao de busca. Nesta situagao, nao se consegue ampliar muito a am-
plitude dos estados que satisfazem a condicao de procura. No entanto, como
a quantidade destes estados é grande, a probabilidade de faha ao medir al-
gum deles é baixa, da ordem de (3)*, onde k ¢ o nimero de medi¢des do
algoritmo 4.3.1. Assim, ap6s uma tnica medi¢ao ja temos 50% de chance de
obter o resultado. A quantidade de medicoes esperadas é menor ou igual a
duas.

O segundo caso é justamente o caso resolvido pelo algoritmo propriamente

dito. A seguir, é mostrado o tempo estimado para este caso.

Proposigao 4. [6/ A probabilidade de se obter um elemento marcado pelo
ordculo executando, sem medigoes intermedidrias, j < m wvezes o operador

de Grover, onde j € escolhido com distribuicao uniforme é

P 1 sen(4md)
™2 4msen(20)’

onde sen*0 = t/N. Em particular, P,, > 1/4, quando m > 1/sen(20).

Proposicao 5. Pela proposicao 4, pode-se concluir que, para qualquer valor
> N . .. . - .
m > 72\/@’ onde m € o limite da quantidade de execucgoes do ordculo

antes de cada medigao, a probabilidade de sucesso €, no minimo, 25%.

Lema 6. Dado um algoritmo qudntico de busca que faca medigoes apds j < m
passos, onde j € escolhido com distribuicao uniforme e m cresce em uma
progressao geométrica de razao X\, a quantidade total esperada de repeti¢oes

do ordculo para encontrar um determinado elemento, quando hd t solucoes,
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€, no mdximo,
1\

el

onde mg = [ﬁ-‘ Em particular, se A = %, entao, S = 4,75my.

Demonstrag¢ao. Sendo mg = [1/sen(260)], entdo, quando m = my, pela pro-
posi¢ao 4, o algoritmo retornara o valor procurado com pelo menos 25% de
chance de sucesso.

O numero médio esperado de iteragoes até atingir a faixa em que P, >

1/4 ¢

[logy mo]

Sa:% >N (4.2)

=0

Dado que a formula para a soma de uma progressao geométrica finita de

razao A, comec¢ando de a; com n termos, é

o al)\" — a

Sp = 4.3
A—1 (4:3)
E, utilizando ambas as formulas (4.2) e (4.3), temos que:
1 AMesamol# 1 ] Ay — 1
Sy == = T (4.4)

2 A-1 T2 A-1

O numero esperado de execugoes do ordculo no algoritmo BBHTO9S8, até
atingir a faixa em que cada medicao passa a ter pelo menos 25% de chance
de sucesso, é

1 A
Sa < §mm0 (45)

Apos o algoritmo ter entrado na faixa critica, cada nova medicao possui
pelo menos i de chance de sucesso. Sendo assim, o nimero esperado de novas
medicoes para se obter o resultado ¢ menor ou igual a 4.

O numero total de execucgoes do ordculo passa a ser

[logy mo]+3

S== > X\ (4.6)

=0
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Utilizando a féormula para soma de uma progressao geométrica finita,

tem-se que
1 Allogamol+d 1 1 Ny — 1

=TSl T2 a1 (4.7)
Podemos concluir que
st M (4.8)
2N — 1m0. .

Derivando e igualando a zero a expressao acima, vemos que S possui valor

minimo para \ = %. Para \ = %, tem-se que S < 4, 75my. O

Teorema 7. Dada uma lista com N elementos, dos quais t sao solucoes,
a quantidade total estimada de execucoes do operador de Grover no algo-
ritmo BBHT98 ¢, no mdximo, 3,36\/@. Se hd apenas uma solucao, esta
quantidade pode ser reduzida para 2,38VN.

1 N
sen(20) 2\/(N—t)t

Demonstracao. Considerando que hé t solugoes e

o= || = [

Set=1, my=~ %\/N e, pelo lema 6, como S = 4, 75my, entao, a quanti-

, tem-se,

dade de iteracoes esperada ¢ menor do que 2,38v/N.

Considerando 1 <t < % pode-se verificar facilmente que

my < %@ (4.9)

O que indica, pelo lema 6, uma quantidade de iteracoes esperada menor do

que 3,36\/§.

O caso em que t > % é resolvido em tempo constante conforme foi dito

anteriormente. O

Pelo teorema 7, pode-se concluir, que o tempo estimado do algoritmo sera

O(mo) = O(\/NT?).

4.3.3 Exemplo

Consideremos o exemplo dado na sub-se¢ao 4.2.2 da se¢ao anterior: f(z) =

2?2 mod 63 com 0 < z < 15. Desejamos saber se existe z, tal que f(x) = 37.
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Usando o algoritmo de Grover, sao necesséarias 3 iteracoes. No algoritmo
BBHT98, a quantidade total de aplicacoes do operador de Grover nao pode
ser determinada a priori, pois depende das medicoes intermediarias ou de
um limite pré-definido. O valor m, no algoritmo 4.3.1, limita a quantidade
méaxima de iteracoes. Nas seis primeiras rodadas, m < 2. Sendo assim,
nestas primeiras iteragoes, serd feita apenas uma aplicacao do operador de
Grover antes de cada medida. Para o exemplo dado, conforme foi dito na
sub-secao 4.2.2, a chance de se obter o estado correto apés uma aplica-
¢ao do operador é 47,26%. Apos a segunda rodada, a probabilidade seré
0,4726 + 0,5274 - 0,4726 = 72,18%. Apos a terceira rodada, sera 85,33%.
Apos a quinta rodada, a probabilidade serd 95,91%, ou seja, proxima da
probabilidade de se obter a solugao usando o algoritmo de Grover com 3
iteracoes.

Se, em vez de procurarmos f(x) = 37, caso em que hé& apenas uma so-
lucdo, procurassemos z, tal que f(z) = 18, caso em que ha duas solugoes,
a quantidade de iteracoes do algoritmo de Grover seria E\/Iﬂ = 2, atin-
gindo 94, 53% de chance de sucesso. Com o mesmo numero de chamadas do

operador de Grover, o algoritmo BBHT98 atinge 95, 21%.

4.4 Oraculo Desigualdade

Para os problemas de otimizacdo, onde se procura o menor (ou maior)
elemento de um conjunto, nao se pode utilizar o ordculo de Grover, pois este
inverte os estados da base computacional associados a um determinado valor
k. E necessario um oraculo que inverta os estados relativos a valores menores
(ou maiores) do que k, dependendo se o problema for de minimizacao ou de
maximizacao. Nesta se¢ao, mostramos como pode ser feita a implementacgao

deste operador, que denominaremos de Ordculo Desigualdade.
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4.4.1 Descricao do operador
Dados f : X — Y uma funcao eficientemente computavel e um valor

k €Y, é definida uma funcao ¢'(x, k) conforme descrigao a seguir:

1, se f(x) <k
0, se f(x) > k.

g/($a k) =

A partir desta fungdo, é definido um operador quantico Uy : |x)|k)|—) —
(—1)9@R)|2)|k)|-), que é justamente o Ordculo Desigualdade. Assim, é pos-
sivel inverter a amplitude dos estados da base computacional, cuja imagem
seja menor do que um determinado valor.

Se k = 27, para um j inteiro qualquer, com o operador U; : |z)|y) —
|z)|y® f(z)) e usando mais um registrador com o valor |—), pode-se construir
o Oréaculo Desigualdade Uy através de uma porta Toffoli generalizada cujos
controles estao nos g-bits mais significativos do segundo registrador e o alvo
no g-bit do terceiro registrador, deixando os j bits menos significativos livres.

O diagrama para este oraculo pode ser visto na figura 4.2.

primeiro
registrador

segundo
registrador

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

} g-bits livres

} g-bits de controle

iUf Uyl

Figura 4.2: Circuito que implementa o Oréaculo Desigualdade a partir de Uy, com
k sendo uma poténcia de 2. O primeiro registrador contém a entrada e o segundo
registrador a saida da funcao f. Os j = log k g-bits menos significativos do segundo

registrador estao representados na parte superior do mesmo.
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Caso k nao seja poténcia de 2, com mais um registrador auxiliar, pode-se
construir o oraculo utilizando um circuito somador na ordem reversa.

A soma de dois operandos formados por n bits cada pode ter como resul-
tado um valor formado por n + 1 bits. Por isso, um circuito reversivel para
esta operacao necessita de um bit extra com valor inicial zero para ajudar a
guardar o resultado da adig¢ao, lembrando que acrescentar zeros como digitos
mais significativos de qualquer operando nao altera o resultado da adigao.
A soma reversivel pode ser feita mantendo o valor do primeiro operando no
primeiro registrador e substituindo o segundo operando pelo resultado da
soma de ambos no segundo registrador (incluindo o bit extra) conforme foi
comentado no capitulo 3. Considerando que os operandos sao sempre nao-
negativos, apdés uma soma, o valor no segundo registrador ¢ sempre maior
ou igual ao valor contido no primeiro registrador. Caso seja feita a soma na
ordem reversa (como se fosse feito de tras para frente) sobre dois valores a e
b, ambos de n bits, tem-se que o bit extra mantém o valor zero se a < b, e
passa a ter o valor um, caso contrario. Isto acontece porque o resultado da
soma reversa com entrada (a,b) ¢ (a,2"™ — (a — b)) se b < a. Assim, um
somador pode ser usado como um comparador de dois valores inteiros.

O circuito para o Oraculo Desigualdade, com k£ podendo assumir um valor
qualquer, é dado na figura 4.3.

O custo computacional deste circuito é o dobro do custo de implementagao
de Uy mais o custo da aplicagao de dois somadores que podem ser executados
em tempo linear sobre a quantidade de g-bits. Na pratica, o custo da soma
¢ bem menor do que Pf(n), portanto o custo computacional do circuito que
implementa o Oraculo Desigualdade é Py(n).

Se o problema for de maximizacao, em vez de minimizacgao, basta substi-
tuir a porta CNO'T central da figura 4.3 controlada negativamente por outra
porta CNO'T controlada positivamente, ou seja, que altera o g-bit alvo se o

g-bit de controle possuir estado |1). No caso anterior, seriam invertidas as
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Figura 4.3: Circuito que implementa o Oréaculo Desigualdade a partir de Uy, para
k qualquer. n é o tamanho da entrada da funcdo f e m é a quantidade de g-bits
necessarios para representar a saida de f. O segundo registrador do somador esta
dividido em duas partes: uma formada pelos g-bits necessarios para representar k
e outra formada por um tnico g-bit utilizado para indicar se o primeiro operando

(f(z)) é maior do que o segundo (k).
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amplitudes dos estados relativos a valores menores ou iguais a k, e com a
mudanca no circuito, serao invertidas as amplitudes dos estados relativos a

valores maiores do que k.

4.4.2 Exemplo

Tomemos um exemplo parecido com o da secao 4.2.2 a fim de ilustrar
melhor o funcionamento do operador Oréaculo Desigualdade.

Voltemos ao caso das Equagoes Binérias Quadraticas. Seja f(z) = 22 mod 63,
com 0 < x < 15 e k = 37. Deseja-se encontrar algum valor x tal que
flx) <37.

Na tabela 4.2, estao indicados em negrito os valores que correspondem a

condicao desejada.

¢+ |01 23 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 1

fan

f(z)|0 1 4 9 16 25 36 49 1 18 37 58 18 43 7 36

Tabela 4.2: tabela com as solugoes de f(z) = x? mod 63 < 37 com z < 16.

Podemos tomar U; : |z)|a) — |z)|a & 2% mod 63).

Como k nao é poténcia de 2, devemos usar o somador conforme o circuito
da figura 4.4.

A seguir é feita, gradualmente, a evolucao do sistema sobre uma super-
posicao de todas as entradas.

O estado no qual é aplicado o operador ¢

15

o) = 3 D 12)al03e[37)el0N] .

z=0

Em seguida, sao aplicadas portas CNOT entre os g-bits do primeiro e

segundo registradores obtendo:

15

|th1) = i > Ja)alr)al0)2]37)6/0)1| ).

z=0
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Figura 4.4: Circuito com a implementacao do Oraculo Desigualdade para f(z) =
22 mod 63, com 0 < = < 15 e k = 37. As portas CNOT’s no inicio e no fim
do circuito indicam que o ¢-ésimo g-bit do primeiro registrador controla o i-ésimo
g-bit do segundo registrador, onde 1 <7 < 4. Os dois g-bits mais significativos do

segundo registrador nao sao controlados.

A seguir, é feita a multiplicacao modular:

115

[12) = 5 D lw)alo® mod 63)s[37)6]0)1| ).

=0

Este estado pode ser escrito como:
[¥2) = 7([0)]0) + [1)]1) + [2)|4) + [3)19)+
[4)[16) + [5)[25) +[6)36) + [7)[49)+
I8Y|1) 4 19)|18) + [10)|37) + |11)|58)+
[12)[18) + [13)[43) + [14)|7) + [15)[36) )[37)|0)[—)-
O passo seguinte ¢ a adicao de forma reversa do segundo com o terceiro

registrador. Representando junto as duas partes do segundo registrador da
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porta ADDER, tem-se que o estado global do sistema passa a ser:

[¢s) = 1(10)[0)[37) + [1)[1)[36) + [2)|4)[33) + [3)|9)[28)+
4)[16)[21) + [5)[25)[12) + [6)[36)[1) + |7)|49)[116)+
I8)[1)|36) 4 9)|18)[19) + [10)|37)|0) + |11)|58)|107)+
[12)[18)[19) + [13)[43)[122) + [14)[7)[30) + [15)36)[1) )|0)[ ).
Aplicando a porta CNOT no ultimo g-bit do terceiro registrador, sera
invertida a amplitude dos estados menores do que 2°. Apoés esta operacao
teremos:
[¥a) = 3(=10)]0)[37) — [1)[1)[36) — [2)[4)[33) — [3)]9)|28)+
—[4)[16)[21) — [5)[25)[12) — |6)[36)[1) + [7)|49)[116)+
—[8)[1)136) — [9)[18)[19) — [10)[37)[0) + [11)[58)[107)+
—[12)[18)[19) + [13)|43)[122) — [14)[7)[30) — [15)[36) 1) )[0}| ).
Os operadores seguintes servem apenas para restaurar o valor original nos

segundo e terceiro registradores.

O estado final global do sistema seré:

[Wrinat) = 7(=10) = [1) = 12) = [3) = [4) — [5) — [6) + |7) — [8)+
—[9) = [10) + [11) = [12) + [13) — |14) — |15))[0)6[37)6[0)1]—)-
Isto significa que foram invertidas as amplitudes dos estados desejados,
ou seja, aqueles cuja imagem de f do valor no primeiro registrador é menor

ou igual a 37.

4.5 Algoritmo DH96

Christoph Diirr e Peter Hgyer propuseram, em 1996, um algoritmo quan-
tico para encontrar o valor minimo de uma lista ndo-ordenada [12|. Este
algoritmo é baseado no algoritmo BBHT98 [6]. Considerando que a lista
possui N elementos, o algoritmo possui complexidade O(v/N). O procedi-

mento geral é descrito na secao seguinte.
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4.5.1 Descricao do algoritmo DH96 original

Algoritmo 4.5.1 Versao original do algoritmo DH96: encontrar o menor

elemento dentro de uma lista nao-ordenada 7' com N elementos
1: Escolha aleatoriamente, com distribui¢ao uniforme, um valor inteiro x

menor do que V.
2: enquanto nimero de passos < 2v/N + log” N faca
3:  Marque na lista todos os elementos j tais que T[j] < T'[z].
4)  Execute o algoritmo BBHT98 procurando elementos marcados a partir
do estado > _; \/LN|]>|$>
5)  Observe o primeiro registrador e guarde o resultado em 2’
6: se T[2'] < T[x] entao
7 x—
8: fim se
9: fim enquanto

10: devolva =z

Assim como o algoritmo de Grover, o algoritmo DH96 trabalha com in-
versoes da amplitude: inversao da amplitude dos estados associados aos ele-
mentos marcados e inversao sobre a média.

A parte do algoritmo 4.5.1 que é executada em um computador quantico

estd compreendida entre os passos 4 e 5.

4.5.2 Descricao do Algoritmo DH96 adaptado para pro-

blemas de otimizacao combinatoéria

Com o uso do Oraculo Desigualdade, pode-se adaptar o algoritmo DH96
para resolver problemas de otimizagao discreta.

Na versao original, faz-se uma manipulacao da lista, marcando os itens
procurados, antes de cada execu¢ao do BBHT98. No caso do problema de

otimizacao associado, o custo desta operagao, marcar os itens procurados,
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esta embutido em cada chamada do oraculo. Isto altera a complexidade do
algoritmo.

Outra questao importante é o fato de que o algoritmo BBHT98 utiliza
o oraculo de Grover e, como foi comentado na secao anterior, este oraculo
inverte apenas os estados associados a um determinado valor fixo. No caso
dos problemas de otimizacao, é necessaria a inversao de estados associados
a valores que podem ser distintos, concretamente, os estados associados a
valores menores do que um determinado parametro que varia nas diversas
etapas do algoritmo. Isto pode ser feito utilizando o Oraculo Desigualdade,
descrito na secao 4.4.

O algoritmo 4.5.2 descreve uma variagao do algoritmo DH96 que propo-
mos para resolver o problema de minimizacao de uma funcao f: X — Y.

O valor de A utilizado no algoritmo DH96 original é 8/7. Isto nao esta
explicito na descrigao original do algoritmo, mas é utilizado este valor para
definir o numero necessario de operacoes para atingir 50% de chance de su-
cesso. Na descricao da nossa variagao, foi utilizado A = 4/3, baseado no

lema 6 da pagina 75.

4.5.3 Exemplo

Para compreendermos melhor o funcionamento do algoritmo 4.5.2, dare-
mos um exemplo. Para isso, transformaremos o problema de decisao EBQ),
descrito na sub-secao 4.2.2, para um problema de otimizacao, através da in-
clusdo do parametro o na fungao f, dado na expressao (4.1). O problema

passa a ser minimizar a funcao

f(z) =2 —amod 3, com 0 <z <7, (4.10)

onde «, 3 e 7 sao numeros inteiros.

Este problema é NP-dificil, pois dua resolu¢ao implica na resolucao do
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Algoritmo 4.5.2 Adaptagao do DH96 para problemas de otimizagao discreta

1:

10)
11)

12)
13)
14)
15:
16:
17:

EN|

18:
19:
20:
21:
22:
23:

Escolha aleatoriamente, com distribuicao uniforme, um valor x inteiro
menor do que N.
y < f(x)
10
enquanto i < 11,48v/N faca
Inicialize m e A «— %.
repita
Escolha aleatoriamente, com distribui¢cao uniforme, um inteiro posi-
tivo 7, tal que 7 < m.
Prepare o sistema no estado inicial |0),|y);|1);.
Faca a superposicao de todas os estados relacionados com o domi-
nio de f, no primeiro registrador, e aplique a porta H no terceiro
registrador.
para j iteragoes faga
Aplique o Oraculo Desigualdade para inverter os estados cujas
imagens sejam menores do que y.
Aplique a inversao sobre a média.
fim para
Observe o primeiro registrador e guarde em z’ o valor medido.
L1+
m « minimo(Am, v/N)
até que (f(2') < y) ou (i > 11,48V/N)
se f(z') <y entao
y — f(2)
x—a
fim se
fim enquanto

devolva z.
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problema em 4.2.2, que ¢ NP-completo.
Para manter o exemplo de forma similar ao dado anteriormente, tomemos
f(x) = 2% — 38 mod 63, com 0 < z < 15. Desejamos saber qual é o minimo

global de f. Pela tabela 4.3, podemos verificar que o minimo é 5, dado por

f(13).

X f(x)
0 25
1 26
2 29
3 34
4 41
5) 50
6 61
7 11
8 26
9 43
10 62
11 20
12 43
13 )

14 32
15 61

Tabela 4.3: tabela com as soluces de f(z) = 22 — 38 mod 63, com = < 16.

Neste caso, v faz o papel de N no algoritmo, pois v limita o tamanho da

entrada.
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Um operador para Uy associado ao problema é
Uy : [z)|a) — [2)|(2* — @) mod B).

Neste caso, o custo computacional de f é o custo de uma multiplicacao
modular, O(n'°83), se for usado o algoritmo Karatsuba modular reversivel.

Como ha medicoes durante a execucao do algoritmo e a quantidade de
aplicacoes do oraculo depende destas medicoes, cada execucao pode ter um
comportamento bem distinto das outras. O ideal seria mostrar todas as
possiveis execucgoes, mas isto é inviavel devido a grande quantidade de exe-
cucgoes possiveis. Por isso, mostraremos apenas uma execucao possivel com
comportamento intermediario entre o melhor e o pior caso.

Para facilitar a visualizagao da evolucao dos estados, é mostrado na ta-
bela 4.4 os valores que caracterizam cada estado, com o valor correspondente
da imagem de f e com a probabilidade de medi¢ao (quadrado do médulo da
amplitude do estado). Os estados estao ordenados pela imagem da fungao .

Inicialmente, todos os estados possuem a mesma chance de serem lidos.
Suponhamos que seja escolhido x = 3. Isto implica na amplificacao da am-
plitude de todos os estados cuja imagem é menor do que 34.

O algoritmo finaliza sempre depois de 11,48v'N chamadas do oraculo.
Como N = 16, o algoritimo 4.5.2 fara 46 chamadas do oraculo. Isto é mais
do que a quantidade necesséaria de execucgoes da funcao para resolver classi-
camente o problema, pois o tamanho de entrada é pequeno. Se NN fosse igual
a 10000, seriam necessarias 1250 execucgoes da fungao do algoritmo quantico,
em contraposicao as 10000 chamadas do algoritmo trivial classico.

O algoritmo 4.5.2 ir4 executar o Oraculo Desigualdade até encontrar al-
gum estado com imagem menor do que 34 ou quando chegue no limite supe-
rior do nimero de execucoes do oraculo.

Monta-se o sistema no estado inicial |0)4]38)6|0). Defina m = 3. Como o

numero de rodadas deve ser menor do que m, o tnico valor possivel para a
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x | f(x) | probabilidade
1315 6,25%
7 |11 6,25%
11| 20 6,25%
0 |25 6,25%
1 126 6,25%
8 |26 6,25%
2 129 6,25%
14 | 32 6,25%
3 | 34 6,25%
4 |41 6,25%
9 |43 6,25%
12 | 43 6,25%
5 | 50 6,25%
6 | 61 6,25%
15| 61 6,25%
10 | 62 6,25%

Tabela 4.4: tabela com as solucdes de f(z) = 22 — 38 mod 63 com = < 16, orde-

nadas pela imagem da funcao e a probabilidade inicial de obtencao de cada valor.

quantidade de rodadas antes da medicao é igual a um.
Fazendo a superposicao de todas as entradas e do tltimo registrador tem-
se que:

[¢n) = H®*|0)4[38)H|1) = ch 4[38)s]—)-

Aplicando o Oraculo Desigualdade Uy, conforme sua descricao na fi-
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gura 4.3, o estado do sistema passa a ser:

[¥2) = 1( —10)4[38)6]—)—[1)4|38)6|—) —|2)4|38)6|—) + [3)[38)s| )
+[4)4[38)| =) +15)4]38)6|—) 4 [6)4[38)6]—)—[7)4|38)6| )
—[8)4|38)6[=) +19)4[38)6[ =) + [10)4|38)6| =) —|11)4|38)6|—)
+[12)4|38)6| =) —13)4[38)6| =) —[14)4|38)6| =) + [15)4[38)6—)).

Contando os estados acima em negrito, vemos que metade dos esta-
dos tiveram sua amplitude invertida. Quando isto acontece, temos que
(1]Y2) = 0. Isto significa que, apos a inversdao sobre a média, serao in-
vertidas as amplitudes de todos os estados que compoem |i)), ou seja, o0s
estados que possuem amplitude negativa, em |1)3) terdo amplitude positiva e
os que possuiam amplitude positiva terdo amplitude negativa em [¢)3). Em
modulo, a amplitude de todos os estados permanece a mesma, consequente-
mente, todos os estados do sistema continuarao com a mesma probabilidade
de serem observados, conforme a tabela 4.4.

Se for medido um estado cuja imagem correspondente seja maior ou igual
a 34, faz-se m «— mé, monta-se novamente o estado inicial e faz-se novamente
a superposicao de todas as entradas. Como o valor de m continua menor do
que 2, é executado uma vez mais o oraculo e apenas uma medicao. Suponha
que desta vez seja medido z = 8. Como f(8) = 26 < 34, o valor 26 passa a ser
o minimo, e o laco interno serd executado procurando elementos com imagem

4

menor do que 26. Toma-se novamente m « 3 e ¢ feita a superposicao de

todas as entradas a partir do estado inicial, obtendo-se:

[W2) = 1(=10)a]38)6|—) + [1)a[38)s|—) + [2)[38)|—) + [3)4]38)s|—)+
14)4]38)6]=) + 15)4[38)6| =) 4 [6)4|38)6| =) —(7)4|38)6| =)+
18)4l38)6|=) +19)4[38)6[—) + [10)4|38)6| =) —[11)4]38)6| )+
[12)4[38)6|—)—113)438)6| =) + [14)4]38)6| =) + [15)4|38)]—))-

Desta vez, (¢1]1)e) = 1/2. O estado do sistema apos a inversao sobre

a média é |13) = |1)1) — |[12). A amplitude dos estados marcados passa de
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1/4 para 1/2, e a amplitude dos estados nao marcados passa a ser nula. A
probabilidade de se obter um determinado estado na proxima medicao é dada

na tabela 4.5.

x | f(x) | probabilidade
1315 25%
7 |11 25%
11| 20 25%
0 |25 25%
1 126 0
8 |26

2 129 0
14 | 32 0
3 | 34 0
4 141 0
9 |43 0
12 | 43 0
5 | 50 0
6 | 61 0
15| 61 0
10 | 62 0

Tabela 4.5: Probabilidade da medicao ap6s aplicagdo do Oréculo Desigualdade

para valores menores do que 26.

Quando sao amplificados exatamente 1/4 dos estados, a amplitude dos
estados restantes passa a ser nula, assim, apenas os valores que satisfazem

a condicao de busca podem ser medidos. Supondo que seja medido, z = 0,

isto implica que y = 25. Inicia-se novamente m = % e aplica-se o oraculo

procurando z tal que f(z) < 25. Ap6s uma aplicagao do oraculo e da inversao
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sobre a média, teremos a probabilidade de cada estado dada pela tabela 4.6.

x | f(x) | probabilidade
1315 31,64%
7 |11 31,64%
11 20 31,64%
0 |25 0,39%
1 126 0,39%
8 |26 0,39%
2 129 0,39%
14 | 32 0,39%
3 | 34 0,39%
4 141 0,39%
9 |43 0,39%
12 | 43 0,39%
5 |90 0,39%
6 |61 0,39%
15 ] 61 0,39%
10 | 62 0,39%

Tabela 4.6: Probabilidade da medi¢ao depois de aplicar o Oraculo Desigualdade

para valores menores do que 25.

Aos poucos, vao restando apenas os estados mais proximos do minimo.
O problema é que na medida em que vao restando menos estados marcados,
o niumero de iteracoes necessarias para medir estes estados vai aumentando,
pois é da ordem de O (ﬁ), onde t é o numero de estados marcados.

Mesmo que a amplitude dos estados nao invertidos pelo oraculo tenha
sido nula em algum momento, isto nao significa que permanecerao nulas,

pois, entre outras coisas, o sistema deve ser reiniciado apos cada medicao.
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4.5.4 Analise de corretude do algoritmo 4.5.2

Basicamente, o algoritmo 4.5.2, no interior do lago mais externo, procura
um novo candidato a minimo, e no lago intermediario, procura amplificar
a amplitude dos estados correspondentes aos possiveis minimos. Supondo
que o algoritmo fosse executado indefinidamente, ele poderia nao funcionar
corretamente se o(s) minimo(s) real(is) nao tivesse(m) a amplitude de seu(s)

estado(s) amplificado(s).

Definicao 4 (Minimo Potencial). Ao executarmos um algoritmo de mini-
mizagao sobre uma lista L, denominamos Minimo Potencial a uwm elemento
de L obtido pelo algoritmo, que seja menor do que todos os wvalores de L

encontrados anteriormente nesta execucao.

Até se encontrar um novo minimo potencial, a probabilidade de medicao
dos candidatos cresce até atingir um valor proximo a 100%.

A cada novo minimo potencial encontrado, diminui a relacao dos candi-
datos a minimo, e os minimos reais permanecem como candidatos. Assim,
um minimo real nao sera encontrado apenas se o algoritmo terminar prema-
turamente.

Considerando que a funcao f é injetora, que é o pior caso como comen-
tado anteriormente, a quantidade estimada de chamadas do oraculo E é, no

maximo:

E(N,1) = S(N, 1)
E(N,t) = S(N,t) + 1 2121 B(N, i),

onde N é o tamanho do dominio, ¢ é o ntmero de candidatos ao minimo e

(4.11)

S(N,t) é a quantidade estimada de iteragoes do oraculo para encontrar um

dos t elementos marcados pelo oraculo.
Tomando o valor de S(N,t) = 3, 36\/§ dado pelo teorema 7 na pagina 77,

tem-se que:
LS [N
= — E(N,i 3,36 4.12
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R N
E(N,t—1) ——1;ENZ )+ 3,364/ —— — (4.13)

Multiplicando a equagao (4.12) por t e (4.13) por t — 1, obtém-se

t—1
= E(N,i)+3,36VN (4.14)
=1

(t—1)E(N,t—1) = i E(N,i) +3,367/N(t — 1). (4.15)

Subtraindo a equacgao (4.15) de (4.14) e dividindo tudo por ¢, tem-se

N
E(N,t):E(N,t—1)+3,36T\/_( t—Vt—1). (4.16)
Escrevendo a mesma equacao para t — 1,...,2 e somando todas estas

equagoes, chega-se a
t
1
E(N,t)=E(N,1)+3,36VN > ~(Vi—Vi—1), (4.17)
1
=2
que pode ser escrito como

E(N,t) < 2,38VN + 3,36\/Ni %(1 — /1 %), (4.18)

considerando que E(N, 1) = 2,38v/N. Aplicando a relacio (1—z)" > (1—nz)

e substituindo a somatoria por uma integral, tem-se

1
E(N,t) < 2,38 3,36 4.19
( ) \/_ + \/_ i1 2Z\/_ ’ ( )
que resolvida chega a
1
E(N,t) < 2,38VN + 3,36V N(1 — %). (4.20)
O limite superior ¢ dado quando t = N — 1, assim,
1
E(N,t) < 2,38V/N + 3,36V N(1 — . 4.21
(N.1) (1= =) (1.21)
Resolvendo a relagao de recorréncia (4.11), temos que
E(N,N —1) < 5,74V/N. (4.22)
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A desigualdade de Markov afirma que, dados uma variével aleatoria z e

um valor positivo a, Pr(|z|) > a) < %, onde Pr é probabilidade e E é o
valor esperado. Isto significa que se executarmos o oraculo duas vezes o valor
esperado, F(N, N — 1), ou seja, 11,48V N aplicagoes do oraculo, temos pelo

menos 50% de chance de obter o minimo real.

4.5.5 Analise da complexidade do algoritmo 4.5.2

O algoritmo BBHT98 é encerrado apos encontrar o elemento ou atingir
um limite superior de passos, que nao esta explicito na descricao do algoritmo.
J& o algoritmo 4.5.2 sempre finaliza a sua execucao antes de ultrapassar uma
quantidade de passos pré-definidos. O algoritmo é encerrado antes de fazer
11,48V N chamadas do Oraculo Desigualdade sobre a funcdo de otimizacao
f. Como cada chamada deste oraculo possui complexidade P¢(N), portanto
a complexidade de tempo do algoritmo, ou seja do tamanho do circuito, é

11,48V/'N - P;(N), conforme descriio do algoritmo.

Lema 8. A quantidade de medigoes realizadas é Q(n?) onden ¢ a quantidade

de bits que representa o tamanho do dominio da funcao.

Demonstrac¢ao. Seja M(N,t) a estimativa do nimero de medi¢oes realiza-
das pelo algoritmo para encontrar algum dos ¢ elementos marcados em um
conjunto de N elementos.

Quando ha apenas um elemento marcado, para encontrar este elemento,
que ¢ o minimo absoluto, sao realizadas um nimero crescente de repeticoes

do oréaculo entre as medicoes, em uma progressao geométrica, entao tem-se

M(n,1)
1 1AMV
N,t) == = — . 4.2
Isto implica em que
M(N,1) =log,(2S(N,1)- (A —=1)+1). (4.24)

96



Da equacao anterior, podemos afirmar que,
M(N,1) > log, S(N,1). (4.25)

Apoés encontrar um minimo potencial qualquer, supondo que hajam ¢
elementos menores do que este minimo, o nimero de medicoes esperado M*
é

M*(N,t) =log,(2S(N,t) - (A= 1)+ 1). (4.26)

Entao,

M*(N,t) > log, S(N, t). (4.27)

Considerando as medic¢oes executadas anteriormente para encontrar todos
os minimos potenciais até o momento (com as devidas probabilidades de

ocorréncia), tem-se:

M(N,1) =logy(25(N,1)- (A= 1)+ 1)
M(N,t) = M*(N,t) + S0 WA - hara ¢ > 2,

7 )

(4.28)

Substituindo as equagdes (4.25) e (4.27) na equagao anterior, tem-se que:

M(N,1) > log, S(N,1)

(4.29)
M(N,t) > logy S(N,t) + 317} e S0D - papa ¢ > 2,
Pelo lema 6 da pégina 75,
I
S(N,t) = IN_1 { w (4.30)
Isto significa que

1 N

im/ . < S(N, (4.31)

Logo,

DI BV W 1 X [N

Separando alguns membros da somatoria, a equacao anterior torna-se

AN S A3 = log, Vi
2= ZVJN) - . (4
M(N, 1) >log)\< 5 >+i§1 : log)\<2 N) ;:1: S (433)

t — 14+ 1
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Isto implica em
3 t—1 t—1

A log, t AP log, @
M(N,t) > log, (7\/N) — 2’\ + log) (7‘/_) Zz+1 _Z 2(14:1
=1 =1
(4.34)

Rearranjando os termos de uma somatoria e considerando que log, 1 =0

e Z+—1 <1 , temos que

3

A log,, t 1 <
M(N,t) > log, (7\/N)— Og; +log ( )Z; Z Og” (4.35)
=2 =2

A somatoria de % com ¢ variando de 2 até ¢ ¢é igual ao t-ésimo nimero

harmonico Hy-1. Sendo assim,

A3 logyt <= log, i
M(N 1 —VN | H, — — ) 4.
(N, t) > ng<2\/_) t 9 ,Z:; 2 (4.36)
Minorando a somatoria por uma integral, obtemos
A3 logyt 1 [ 'log,i
M(N,t) > log, (?\/N) H, - Og; = / 98" i, (4.37)
i=1 v

Fazendo mudanca de base do logaritmo e calculando a integral, temos

que
A3 1 log\t In*(t—1)
M(N,t)>log/\7Ht+2ln>\lnNHt— RIS\ (4.38)
Minorando H;, chegamos a
A3 1 logyt In%(t—1)
M(N,t) > log, — ln(t—l—l) ST In Nn(t+1)— 5 T T am (4.39)

Como o caso limite para o algoritmo ocorre com ¢t = N — 1, a equacao

anterior a passa a ser

A3 In* N  logy(N—1) In*(N —2)
M(N,N —1) >log, —InN — — 4.4
(N, = 1) > logy 5 In N+ 573 > Ty (440
Da equacao anterior, chega-se que
A° In*N  InN
M(N,N —1) >logy, —InN 4+ —— — ——. 4.41
(NN = 1) > logy 5 N+ 0~ T (4.41)
De onde podemos concluir que
In* N A® 1
M(N,N —1 In N(logy, — — ——). 4.42
(NN =1) > oy e Nlogy 5 = 575 (442)
Como A é constante, M (N, N — 1) € Q(log® N). 0O
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4.6 Algoritmo Medida-Linear

Além das adaptacoes necessarias ao algoritmo DH96, para sua utiliza-
¢ao em problemas combinatorios, pode-se otimizé-lo de forma a diminuir o
nimero de medicdes de Q(log® N) para O(log N). Uma forma simples para
isso, seria usar o algoritmo de Grover original (algoritmo 4.2.1) no lugar do
BBHT9S (algoritmo 4.3.1), executando sempre ©(v/N) rodadas do oraculo
antes de cada medicao. Isto evita medicoes que possuem pouca chance de
sucesso, mas, por outro lado, faz com que a complexidade de tempo do al-
goritmo suba para ©(log Nv/N) - P¢(N). E possivel diminuir o nimero de
medicoes para apenas uma medicao, através da adi¢ao de novos registrado-
res, um para cada possivel medigao intermediaria. Sao necessarios @(log2 N)
registradores adicionais, cada um com ©(log N) g-bits. Assim, o algoritmo
passa a usar espaco cibico em relacao ao nimero de g-bits necessarios para
representar a entrada.

Nesta secao, apresentamos o algoritmo que estamos propondo, denomi-
nado Medida-Linear (ML), para encontrar o minimo com O(log V) medigdes
e 8,27V N execucdes do oraculo. Caso se deseje fazer apenas uma medicdo
no final da execu¢ao, sdo necessarios O(log N) registradores com O (log V)

g-bits cada. Neste caso, o espaco passa a ser quadratico.

4.6.1 Descricao do algoritmo

Este algoritmo, assim como o DH96, é baseado no BBHT98. Enquanto
o algoritmo DH96 chama o algoritmo BBHT98 varias vezes para buscar um
elemento na lista, o algoritmo Medida-Linear é uma variagao do proprio
BBHT98. A idéia do algoritmo que estamos propondo é fazer uma adaptacao
no BBHT98 de forma que, em vez de o algoritmo encerrar apds encontrar um
elemento que satisfaca a condic¢ao de busca, o algoritmo continue procurando

elementos que satisfacam um novo critério. Este critério é, no caso de um
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problema de minimizacao, encontrar algum elemento que seja menor do que
o menor elemento encontrado até agora (minimo potencial).

Uma diferenca pratica entre o algoritmo Medida-Linear e o DH96 ¢é que, a
cada novo minimo potencial encontrado, o DH96 recomeca a procura de um
minimo absoluto, repetindo poucas vezes o operador de Grover entre duas
medicoes consecutivas, enquanto que, no algoritmo Medida-Linear, a quan-
tidade de repeticoes deste operador, antes de cada nova medida, é sempre
crescente até chegar a ©(v/N).

No algoritmo 4.6.1, é apresentada a descricao deste procedimento.

Para mostrar os resultados a seguir, consideramos o caso em que todos
os elementos da lista sao distintos. Este é o pior caso do algoritmo, pois caso
haja elementos repetidos, se algum destes se tornar um minimo potencial,
na iteragao seguinte, todos os outros iguais a ele nao sao mais marcados pelo
Oréaculo Desigualdade, e o algoritmo ML converge mais rapidamente para
um minimo real.

As defini¢Oes seguintes sao usadas na demonstracao dos proximos resul-

tados.

Defini¢ao 5. Chamamos de yi,ys, ...,y a seqiéncia de minimos potenciais
encontrados pelo algoritmo ML. Pela propria definicao de minimo potencial,
esta seqiéncia € estritamente decrescente.

Chamamos de ty, a quantidade de elementos da lista com valores menores

do que y, para 1 < k <.

4.6.2 Analise da corretude

A andlise de corretude do algoritmo Medida-Linear pode ser feita através
da verificacao de que, ap6s a quantidade de iteracoes determinadas pelo
algoritmo, a chance de encontrar um minimo real é, de pelo menos, 50%.

As proposicoes 2 e 3 da pagina 68, demonstradas em [6] e em [34, cap.6],
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Algoritmo 4.6.1 Algoritmo Medida-Linear

1:

10:

11:

12:

13:

14:

15:

16:

17:

18:

19:

Escolha aleatoriamente, com distribuicao uniforme, um valor x inteiro
nao-negativo menor do que N.
Yy — f(z)

1+ 0

13

Inicialize A «+— = e m «— A.

12

enquanto i < 8,27V N faca

Escolha aleatoriamente com distribui¢ao uniforme um inteiro positivo
j, tal que 5 < m.
Prepare o sistema no estado inicial [tpg) = |0),|y):|1).
Aplique a porta H no terceiro registrador.
Faca a superposi¢ao de todos os estados da base computacional no
primeiro registrador.
para j iteracoes faga
Aplique o Oraculo Desigualdade para inverter os estados cuja ima-
gem seja menor do que .
Aplique a inversao sobre a média.
fim para
Observe o primeiro registrador e guarde em z’ o valor medido.
se f(z') <y entao
y — f(@)
fim se
1—1+]
m «— min(Am, V' N)

20: fim enquanto

21: devolva y e o valor correspondente do primeiro registrador.
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se referem ao oraculo de Grover, mas podem ser aplicadas a qualquer outro
oraculo que marca os estados através da inversao da amplitude dos mesmos,

como é o caso do Oraculo Desigualdade.

Proposicao 9. [6/ Dada uma lista L com N elementos, dos quais t sao
marcados pelo ordculo, caso sejam realizadas medidas intercaladas por um
numero crescente de passos numa progressao geomeétrica de razao \, a quan-
tidade total estimada de execucgoes do ordculo para medir algum dos t ele-

mentos marcados com, pelo menos 25% de chance, €, no mdzimo

_ LA N
CAA-1 /(N -t

Eo25(N,t)

Em particular, se X = 13, entdo Ega5(N,t) < %ﬁ

Teorema 10. Dada uma lista L com N elementos, a quantidade estimada de
execugoes do ordculo necessdrias para o algoritmo ML encontrar wm minimo

absoluto da lista, com menos de 50% de erro é, no mdzimo, 8,27v/'N.

Demonstracao. Classicamente, apos [ medicoes aleatorias, espera-se que haja
L. N . . L. L.
no maximo 5 elementos da lista que sejam menores do que ltimo minimo
potencial encontrado. Como a amplitude de cada estado nao marcado pelo
oraculo em nenhum momento é maior do que a de um estado nao marcado

quando o minimo potencial for menor do que metade da lista, o algoritmo

13

quantico nao pode ser pior do que a amostragem classica. Se A = 3,

as

8 primeiras medicoes sao precedidas por apenas uma execucao do oréculo.

N
4

Por isso, apds quatro medigoes, estima-se que haja aproximadamente,
elementos na lista que sejam menores do que o ultimo minimo potencial en-
contrado. Quando ha aproximadamente % elementos que satisfazem a busca
do oraculo, pela proposi¢ao 2, apdés uma iteracao do oraculo, havera quase

100% de chance de obter um novo minimo potencial. Todos os elementos

marcados pelo oraculo possuem a mesma chance de serem medidos. Entao,
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apo6s a quinta medicao, estima-se que haja, aproximadamente, % elementos

na lista menores do que este Gltimo minimo potencial encontrado.
Chamando de [ o nimero total de medicgoes feitas até encontrar o minimo

potencial yz, tem-se que m = M. Isto significa que contando todas as [

. : o !
medicdes, foram realizadas, na média, $; = 23| A®

iteracoes do oraculo.
Utilizando a féormula da soma de uma progressao geométrica, e considerando
A= %, temos que: S; < 6, 5bm.

Chamemos de my, o valor limite do nimero de iteracoes escolhido com
distribui¢ao uniforme, que garanta pelo menos 25% de chance de sucesso para

encontrar um minimo potencial, quando o oraculo marca t; elementos. Pela

proposi¢ao 5 na pagina 75, temos que

N
my, = —Fr———————.
27/ (N — ti)ts

Podemos separar duas situacoes possiveis para o valor da variavel m ao

obter o k-ésimo minimo potencial:

a) m>my,
b) m < my,.

Se m > my, significa que a chance de encontrar um novo minimo potencial
na proxima medigao é de, pelo menos, 25%. Cada nova medida até encontrar
o novo minimo potencial tem também, isoladamente, i de chance de sucesso.
Logo, sao esperadas outras 3 medicoes para obter um novo minimo potencial.
Isto significa que, o nimero estimado de repeti¢oes do oraculo, a partir deste
momento até encontrar o proximo minimo potencial, & (mA+mA? +mA3)/2.

Para \ = %, é no méaximo 1, 77m.

No caso (b), em que m < ——~—— ainda ndo se chegou ao nimero
24/ (N—tg)tx

de iteragoes em que ha garantia de probabilidade de sucesso maior ou igual
a 25%. Neste caso, mesmo que m continue aumentando e se torne igual a

my, , garantindo pelo menos 25% de sucesso, o nimero estimado de iteragoes,

103



. . . ~ A . 13 .
incluindo as anteriores, nao ultrapassa o) M Ou seja, para A = 33, 0 ni-

mero de iteragoes é no maximo 6, 5m,, . Para este valor de A, a estimativa das
iteracoes restantes ¢ menor do que 3,27m,,, pelo mesmo raciocinio do caso

anterior; perfazendo um total estimado de, no maximo, 8, 27m,, iteracoes até

encontrar o (k + 1)-ésimo minimo potencial.

13

13> & partir do momento em

Vejamos agora, por inducao que, para A\ =

que t; < 1_N17 entre duas medicoes, a situagao esperada é o segundo caso,
ou seja, apo6s obter o k-ésimo minimo potencial, ainda nao se chegou na
faixa em que ha pelo menos 25% de chance de encontrar o (k + 1)-ésimo
minimo potencial. Isto implica em que o tempo total esperado do algoritmo
até chegar ao (k + 1)-ésimo minimo potencial é, no maximo, 6,5 i)
execucgoes do oraculo.

Conforme foi comentado no inicio desta demonstracao, apos 4 passos, a

o|=

estimativa é de que, a partir deste passo, sejam marcados no maximo
elementos da lista. Portanto, mesmo que a amplitude dos estados marcados

nao fosse aumentada, estima-se que apos 11 passos ja se atinja a condicao

N
11’

, 2 4 .
e o namero de passos, 22, / N _ ¢ maior do que 11 para

de que t; < 2\ =tn)in’

N
qualquer valor de #;, < 5.

Por hipotese, m < my, = quando se atinge 25% de chance de

N
2/ (N—t)ty’
obter o k-ésimo minimo potencial. Todas as medigoes apos este ponto, tém,
cada uma, pelo menos 25% de chance de sucesso para encontrar o proximo
minimo potencial. Assim, estima-se que sao necessarias outras quatro medi-
¢oes. Isto significa que o valor estimado para m, quando encontra o k-ésimo
;s . p 4

minimo potencial é m = A\*my, .

Como todos os elementos marcados possuem a mesma chance de serem

lidos, dado que ha t; elementos menores do que o k-ésimo minimo potencial,

~+

o valor estimado para tgy1 € {1 = 5.
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Assim, tem-se que

N

mtk+1 —_= —_=

2¢/(N = tes1)tir1 9

O algoritmo esta no caso (b) se m = A*my, < my,,,, ou seja, se

LTSN
my,

13

Como A = 2=, precisamos ter

127
- 2
(#) < 0,527.
Miytq

N
mtk 2 (N—tk)tk
N

mtk+1 9 /( _t?k)%c

Tem-se que:

Isto significa que

<mtk )2:(N—%“)%_(N—tk+%c)

Mty

A expressao anterior pode ser escrita como

( My, )2 :}+t7k
mtk“ 2 4(N _tk)’

Seja ¢ = % Isto significa que

2
1 N
()it X s

2 4(cN —N)

Mty iq

N

Pela condigao inicial de que t, < {7,

m 2 1
(—t) < 0,5+ —,
mtk+1 40

Podemos concluir que,

2
(&) < 0,525,
Myt

Isto significa que ocorre o caso (b).
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temos que ¢ > 11. Assim,

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)



Sendo assim, o numero total esperado de execucoes do ordculo para en-
contrar o k-ésimo minimo potencial é E(N, k) = 8,27my, .

O pior caso ocorre quando h& um tnico minimo absoluto na lista. Neste
caso, a quantidade méaxima esperada de iteracoes é 4, 133v/N.

Para obter 50% de chance de sucesso, usando a desigualdade de Markov,

sao necessarias, aproximadamente, 8, 271/ N execucoes do oraculo. 0

4.6.3 Analise da complexidade

A complexidade de tempo ¢ fixada pela condi¢ao no passo 5 do algoritmo
ML: 8,27v/N iteracoes do Oraculo Desigualdade. O custo de cada execucio
do oraculo depende do custo de verificacao da funcao f a ser otimizada.

A complexidade de espac¢o também depende da implementacao de f.

A ordem de complexidade do nimero de medicoes é dado pelo teorema

seguinte.

Teorema 11. A quantidade de medigoes do algoritmo ML € linear, em re-

lacao ao mumero de bits necessdrios para representar o tamanho da lista.

Demonstracao. A variavel j, que define o nimero de repeticoes do oraculo
antes de cada medicao, é escolhida aleatoriamente, com distribui¢ao uniforme
entre os valores inteiros no intervalo [1, m]. Isto significa que o valor estimado
para j é %, onde m cresce numa progressao geométrica (p.g.) de razao A
entre duas medicoes, a partir de A. Sendo assim, o valor estimado para j
também cresce numa p.g. de razao A\, mas comecando de %

Somando todos os valores que 7 assume durante a execucao do algoritmo

espera-se que sejam executadas S, iteracoes do oraculo, onde:

M
>\k
Sm=>_ 5 (4.52)
k=1

e M é o numero de medicoes realizadas.
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Utilizando a férmula para soma de uma p.g. finita, tem-se que

LAy
S = 57 (N = 1). (4.53)

13

Como estamos considerando A = 3,

a expressao anterior torna-se:

13\ "
Sm=6,5(— —6,5. 4.54
(3) (4.549)
A expressao anterior pode ser escrita como
S 13\ "
1=(— . 4.55
6,5 * (12) ( )

Isolando a variavel M que indica o nimero de medicoes, tem-se que

Sm
M =logus (6 =+ 1) : (4.56)

)

Pela descricao do passo 5 do algoritmo ML, sao realizadas S,, = 8, 27v' N
chamadas do oraculo. Logo,

8,27V N
M =logs (% + 1) ~ 1,985+ 4,33 1log, N. (4.57)

[sto significa que o nimero de medigoes no algoritmo ML é O(n), onde n

é o nimero de bits necessarios para representar o tamanho N da lista. [

4.6.4 Consideracoes sobre o exemplo

Em relagao ao exemplo dado na sub-secao 4.5.3, o algoritmo 4.6.1 pro-
posto possui comportamento parecido com o do algoritmo 4.5.2. Isto acon-
tece porque no inicio é feita apenas uma aplicacao do Oréaculo Desigualdade
antes de cada medida. A diferenca comeca a surgir quando a proporc¢ao de
elementos marcados comeca a diminuir. Neste caso, a cada novo minimo
encontrado, o algoritmo 4.6.1 nao reinicializa o valor m que define o nimero
de chamadas em cada nova busca como faz o algoritmo 4.5.2. Assim, o algo-
ritmo 4.6.1 evita fazer medigoes e aplicacoes do oraculo que possuem pouca

chance de revelar novas informacgoes.

107



Capitulo 5

Simulacao dos Algoritmos
Quanticos para problemas de

minimizacao

Uma forma de comparar o desempenho dos algoritmos é através de simu-
lagoes. As simulagoes também ajudam a entender melhor o funcionamento
dos algoritmos aplicados a problemas concretos, principalmente considerando
que atualmente nao existem computadores quanticos de porte pratico. Mas
os algoritmos quanticos possuem um obstaculo consideravel para serem simu-
lados: a quantidade exponencial de bits necessaria para representar o estado
global do sistema quantico em um sistema classico. Isto acontece porque o
estado de um sistema com n g-bits é um vetor normalizado do espago de
Hilbert de dimensao 2" e, neste caso, é necessario armazenar a amplitude de
cada elemento da base. O céalculo da evolucao deste sistema necessita de um
niumero exponencial de passos em um computador classico [31]. Sendo assim,
no caso de problemas NP-dificeis e outros problemas em que as solu¢oes nao
sao obtidas em tempo polinomial, é possivel simular adequadamente apenas
pequenas instancias.

Em se tratando dos algoritmos para resolver problemas de otimizagao
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referidos no capitulo anterior, em cada instante, h& apenas dois valores dis-
tintos de amplitude dos estados: uma para todos os estados que satisfazem
a condicao de procura do oraculo e outra para os estados que nao satisfa-
zem esta condicao. Sendo assim, é necessario armazenar apenas dois valores
distintos de amplitude, em cada iteracao. Isto facilita a simulacao destes
algoritmos, mas nao resolve o problema, pois o calculo destas amplitudes
depende da informacao da quantidade de elementos marcados e do ntimero
de repeticoes do oraculo; ou seja, depende do conhecimento do nimero de
solugoes do problema.

Nas simulagoes sao abstraidos varios aspectos da realidade que se deseja
simular. Concretamente nas simulagoes dos algoritmos tratados no capitulo
anterior, a questao relativa a forma como os dados sao obtidos, se a partir de
uma funcao ou a partir de uma lista, estd em um segundo plano, diminuindo
as diferencas entre as versoes dos algoritmos para lista e para problemas de
otimizagao. Ou seja, é abstraida a forma como é implementado o oraculo. A
principal diferenga que permanece nas simulagoes ¢ o valor da constante A,

que define a progressao geométrica do nimero de iteragoes do oraculo entre

8
7

medicgoes sucessivas. No caso do algoritmo DH96 original, A = 2, valor nao
explicito na descrigao do algoritmo, mas herdado do algoritmo BBHT98, en-
quanto que na versao para problemas de otimizacao combinatoria, definimos
na formulacao do algoritmo A = %, que d& um resultado melhor.

Primeiramente é mostrado o comportamento dos algoritmos DH96 [12]
e Medida-Linear aplicados a problemas NP-dificeis. Para diminuir o custo
computacional da simulacao, em vez de calcular a funcao de otimizacao em
cada aplicacao do oraculo, as solu¢oes foram todas pré-calculadas e armaze-
nadas em um vetor ordenado crescentemente.

Os problemas tratados sao: a versao de otimizacao de uma variacao do

3-Sat |14] e resolucao de equagdes binarias quadraticas, problema descrito

na sub-secao 4.2.2. Para ambos problemas, foram consideradas instancias de
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até 16 bits, visto que a simulagao destes problemas é exponencial conforme
comentado anteriormente. Foram consideradas as versoes infinitas de ambos
algoritmos, ou seja, o algoritmo termina assim que encontra um minimo
absoluto e nao apenas ap6s um nimero fixo de passos.

Uma forma de verificar o comportamento assintético de ambos algoritmos
é tomar, como funcao de otimizacdo f uma funcao estritamente crescente.
Para todos os efeitos, o algoritmo nao utiliza esta propriedade. Mas com
esta informacao, a cada novo minimo potencial encontrado, é possivel saber
quantos elementos sao menores do que ele e, consequentemente, calcular a
probabilidade de encontrar um novo minimo potencial na medicao seguinte.
Como foi visto no capitulo 4, o pior caso para os algoritmos ocorre quando f é
uma funcao injetora. Sendo assim, também fizemos uma simulagao sobre fun-
¢oes afim da forma f(x) = ax+b, onde a e b foram escolhidos aleatoriamente
dentro de um intervalo com instancias de até 2! entradas. Estas simulacoes
foram feitas sobre o algoritmo 4.5.2, versao de otimizacao do algoritmo DH96,
mas em vez de finalizar o processo ap6s um nimero pré-determinado de pas-
s0s, o algoritmo termina quando encontra o minimo absoluto, que é tinico e é
o primeiro elemento do dominio. A idéia de executar as versoes infinitas dos
algoritmos é conferir se as médias das execugoes do oraculo necesséarias para
encontrar um minimo absoluto concordam com a analise tedrica. Utilizando
a funcao afim é possivel simular um caso pior, em termos de complexidade
para os algoritmos, do que o caso das funcoes relacionadas com problemas
NP-dificeis, pois, neste ultimo caso, pode haver mais de uma solugao (mi-
nimo absoluto), o que nao acontece com a fun¢ao afim. Além disso, como foi
visto no capitulo anterior, o caso em que todos os elementos sao distintos é
o pior caso para o algoritmo DH96 e para o Minimo-Linear.

Os parametros comparados foram:

e Quantidade de aplicacoes do oraculo
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e Quantidade de Medicoes

Para cada um destes parametros, foi calculada a média para cada tamanho
distinto de entrada.

Além destes parametros, também foi calculada a proporcao de execucoes
que ultrapassam um patamar. Este patamar ¢ o nimero de execucoes do
oraculo definido na formulagao dos algoritmos. No caso do DH96, é utili-
zado o numero de iteragoes definidos na formulagao original do algoritmo:
22,5v/N, onde N é a quantidade de elementos do dominio da funcio de oti-
mizacao ou o tamanho da lista dependendo do problema considerado, quando
A= % e 11,48V/N, para \ = %. O patamar para o algoritmo Medida-Linear,
conforme definido na descricao do algoritmo 4.6.1, & 8,27v/N.

Para cada instancia, foram realizadas 50 execugoes de cada algoritmo.

Para a simulacao dos dois problemas NP-dificeis, foi montada uma lista
com todas as solugoes ordenadas crescentemente em relacao a imagem da
funcao. Quanto a simulacao da funcao afim, nao foi montada a lista, pois a
funcao ja é crescente. A ordenacao nao era necessaria, e esta informacao foi
utilizada apenas para facilitar a contagem dos estados amplificados e selecao
dos candidatos & minimo.

Foram montadas apenas instancias de tamanho poténcias de 2. Para cada
instancia do problema, os parametros da funcao eram escolhidos aleatoria-
mente dentro de uma faixa de valores. De posse da funcgao, calculou-se as
imagens de todas as entradas, ordenando-as.

Todas as simulacoes, referidas neste capitulo, foram feitas usando o soft-
ware Pari GP versao 2.2.10 [44].

Os procedimentos para simulacao do DH96 e do algoritmo Medida-Linear
estao descritos nos algoritmos 5.0.2 e 5.0.3 respectivamente. A descricao da
simulagao de ambos é bastante parecida, a diferenca esta na reinicializacao da

variavel m que é feita apos cada novo minimo potencial encontrado (passo 11
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do algoritmo 5.0.2), enquanto que, no algoritmo 5.0.3, ela possui valor igual
a um apenas no inicio (passo 10). Estes algoritmos estao escritos para os
problemas sobre listas. Para os problemas sobre fungoes, deve substituir
F[z] por f(z), além de omitir o passo referente a ordenagao de F.

Para efeitos comparativos, também é mostrado o resultado da simulagao
do algoritmo BBHT98, mas como se trata de um algoritmo de busca, é infor-
mado ao algoritmo qual é o valor do minimo absoluto. O procedimento para
a simulacao do algoritmo BBHT98 é mostrado no algoritmo 5.0.4. A descri-
cao deste algoritmo é muito parecida com a do algoritmo de simulacao 5.0.3.
As diferencas estao nos passos 19 e 29, que se referem ao namero de estados
marcados pelo oraculo e condicao de parada das buscas, respectivamente.

Nas simulacoes dos trés problemas considerados, o algoritmo DH96 foi
executado com \ = % e\N= %. O algoritmo Medida-Linear foi simulado com
A= %, apesar de que, como se verd adiante, ha outros valores de A que dao
melhores resultados neste tultimo algoritmo. Para mostrar a relacao entre
A e o desempenho dos algoritmos, no final da tltima secao deste capitulo
é mostrado o resultado de uma simulagao variando o valor de A em ambos

algoritmos para um determinado tamanho de entrada.

5.1 Simulacao do problema de otimizacao as-
sociado ao 3-Sat

O problema de decisao 3-Satisfabilidade, mais conhecido como 3-Sat, con-
siste em, dados um conjunto U de variaveis logicas e uma cole¢ao C' de clau-
sulas (disjuntivas) sobre U, cada uma contendo exatamente 3 literais, saber
se ha uma combinacao de valores para as variaveis em U, que satisfaca todas
as clausulas em C' |14].

H& uma variacao deste problema, que inclui um valor &, e deseja-se saber
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Algoritmo 5.0.2 Simulacao do Algoritmo DH para encontrar o minimo.

NN RN N N N N KN o e s e e e s e

28:
29:
30:
31:

Definicao do tamanho da entrada N.
Definicao dos parametros da funcao f.
Defini¢ao do valor de A.
Montagem de uma lista F' com os resultados de f para cada entrada.
Ordenacao crescente de F'.
medidas — 1
cont < 0
v ¥
minimo «— Fx]
enquanto minimo > F[1] faca
m«— 1 {m € reinicializado}
repita
m—m- A
se m > VN entao
m «— vN
fim se
j < random(m)
cont «<— cont + j
t < quantidade de estados menores do que Fx]
0 — asen(\/%)
prob «— sen?(j - 0)
se prob - 231 > random(23') entao
x «— random(t) + 1
senao
x — random(N —t) +t+1
fim se
y « Fla]
medidas «— medidas + 1
até que y < minimo
fim enquanto
devolva y
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Algoritmo 5.0.3 Simulagao do Algoritmo Medida-Linear para encontrar o

minimo.
Definicao do tamanho da entrada N.

Definicao dos parametros da funcao f.
Definicao do valor de A.
Montagem de uma lista F' com os resultados de f para cada entrada.
Ordenacao crescente de F'.
medidas «— 1
cont — 0
N

SC<—L7J

minimo «— F|x]

m«— 1

—_ =
- O

: enquanto minimo > F[1] faca

H
&

repita
m<«—m-\

._.
©w

se m > v N entao
m «— N

fim se

e e e

J < random(m)

._.
*®

cont «<— cont + j

H
©

t < quantidade de estados menores do que F[x]

™o
<

N
prob «— sen®(j - 0)
se prob - 23! > random(23') entao

0 — asen(\/z)

NN N
w o

x — random(t) + 1
senao

x — random(N —t) +t+1
fim se

O I I

y « Fla]

28: medidas < medidas + 1
29: até que y < minimo

30: fim enquanto

31: devolva y
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Algoritmo 5.0.4 Simulacao do Algoritmo BBHT para encontrar o minimo

conhecido.

1:

NN RN N N N N N N = = = = e e e e e

29:
30:
31:

Definicao do tamanho da entrada N.

Definicao dos parametros da funcao f.

Definicao do valor de A.

Montagem de uma lista F' com os resultados de f para cada entrada.
Ordenacao crescente de F'.

medidas «— 1

cont — 0

v 5]
minimo «— F|x]
m «— 1

: enquanto minimo > F[1] faca

repita
m<«—m-\
se m >+ N entao
m «— VN
fim se
J < random(m)
cont «<— cont + j

t « quantidade de estados iguais a F'[1]
0 — asen(\/%)
prob «— sen®(j - 0)
se prob - 23! > random(23') entao
x — random(t) + 1
senao
x — random(N —t) +t+1
fim se
y « Fla]
medidas < medidas + 1
até que y = F[1]
fim enquanto
devolva y
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se, dada uma instancia do 3-Sat, k£ clausulas sao satisfeitas ou nao.

O problema de otimizacgao relacionado a esta variacao do 3-Sat consiste
em saber qual é o maior numero de clausulas que podem ser satisfeitas para
as diversas combinacoes de valores para as variaveis em U.

Foram criadas instancias deste problema de até n = 16 literais, o que
implica em entradas de tamanho até N = 26, Foram rodadas 50 instancias
para cada tamanho de entrada, que variava entre as poténcias de 2 a partir

23 até 2'%. De posse de n, foi escolhido aleatoriamente, com distribuicao

n(n—1)(n—2)

2 , onde mazx,

uniforme, o nimero de clausulas entre 1 e max, =
é a quantidade méaxima de clausulas distintas possiveis para n literais. As
clausulas eram geradas também aleatoriamente: escolhiam-se, com distribui-
cao uniforme, 3 literais distintos definindo também aleatoriamente se cada

um destes literais seriam negados ou nao. Em seguida foram removidas as

clausulas redundantes (iguais).

5.2 Simulacao do problema de Equacoes Bina-
rias Quadraticas

Assim como no caso do 3-Sat, foram montadas 50 instancias para cada
tamanho de entrada que variou entre 23 até 2° para o problema de Equacoes
Binarias Quadraticas (EBQ). Diferentemente do problema 3-Sat, a quanti-
dade de entradas nao precisaria ser poténcia de 2, mas para facilitar a com-
paracao, foram usados apenas valores desta forma. Os parametros de cada
problema sao: «, (e v. Deseja-se encontrar x < < que minimize a expressao
2?2 — a mod . As instancias foram montadas da seguinte forma: Escolhe-se
um valor de . Escolhe-se aleatoriamente um valor 3 > 7, e em seguida,
escolhe-se também aleatoriamente o < . Para cada instancia, como no caso

anterior, foram feitas 50 execucgoes de cada algoritmo, tomando a média de
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iteragoes e de medicoes.

Nas figuras 5.1 e 5.2, sao mostrados os graficos comparativos do nimero de
vezes que o Oraculo Desigualdade é chamado em cada um dos algoritmos para
o problema das equacoes binarias quadraticas e para a versao de otimizacao
do 3-Sat. Nos dois graficos, ambas as escalas sao logaritmicas. O valor médio
obtido para o nimero de chamadas do oraculo no algoritmo DH96, em ambas
versoes, para cada tamanho de entrada é dado pelas linhas tracejadas e com
o marcador no formato de diamante ¢, e o respectivo valor para o algoritmo
Medida-Linear é dado pela linha inferior e que contém marcador no formato
de triangulo A. A linha com o resultado da simulagao do algoritmo BBHT98
possui marcador (). Para efeitos comparativos, sao mostradas duas linhas
adicionais sem marcadores. A linha superior se refere a funcio 5,74 - 2/2,

onde n é o numero de bits da entrada. Esta é a estimativa teodrica para o

4
3

algoritmo DH96 com \ = A outra linha se refere a funcio 4,133 - 2/2,
nimero de passos estimados para o algoritmo Medida-Linear encontrar um
minimo absoluto do problema. No grafico 5.2, é omitida a primeira linha
(5,74 - 2M/2).

Nas figuras 5.3 e 5.4, sao mostrados os graficos comparativos do nimero
de medigoes feitas por ambos algoritmos até chegar ao valor minimo para
os problemas EBQ e 3-Sat respectivamente. O grafico estd em fungao do

numero de bits da entrada.

5.3 Simulacao de grandes instancias

Um dos maiores problemas para a simulagao de problemas NP-dificeis é
a identificacao da quantidade de estados marcados, ou seja, aqueles que tém
a amplitude invertida em cada iteracao. Esta informacao é necessaria para
saber qual a probabilidade de um estado marcado ser observado. Depois,

além da quantidade de estados marcados, é preciso saber quais sao estes
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-+ - DH96 original
—- DH96 com \ = 1
—— Medida-Linear
——BBHT98
—funcdo 5,74 - 27/2
— funcéo 4,133 - 27/2

wl

bits

Figura 5.1: Grafico com a quantidade de consultas ao oraculo dos algoritmos DH96

e Medida-Linear para o problema das Equagbes Binarias Quadraticas. As duas

linhas sem marcadores se referem a estimativa teorica do ntmero de chamadas

dos dois algoritmos para otimizagao, sendo que a linha superior se refere ao DH96

enquanto que a outra linha se refere ao algoritmo Medida-Linear.

1000 -

800 A

600

consultas

200 +

- o - DH96 original
—- DH96 com A = 2
—— Medida-Linear
——BBHTO98

—funcio 4,133 - 27/2

bits

Figura 5.2: Grafico com a quantidade de consultas ao oraculo dos algoritmos DH96

e Medida-Linear para o problema de otimizacao associado ao 3-Sat. A linha sem

marcador se refere & estimativa tedrica do ntmero de chamadas do oraculo no

algoritmo Medida-Linear.
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Figura 5.3: Gréfico com a quantidade de medicoes dos algoritmos DH96 e Medida-

Linear (problema EBQ).
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Figura 5.4: Grafico com a quantidade de medi¢des dos algoritmos DH96 e Medida-

Linear (problema 3-Sat).
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estados, pois cada valor medido é usado como cota para a rodada seguinte
até chegar ao minimo. Para facilitar a obtengao destas informagoes durante
a simulagao, o vetor com a seqiiéncia de solugoes é ordenado crescentemente
de acordo com a imagem da funcao. Assim, as primeiras posi¢coes da lista
contém o menor valor da imagem. Se a quantidade de entradas possiveis
N é muito grande, torna-se inviavel a manipulagao da lista: preenchimento,
busca ou ordenacao do mesmo. Uma solucao alternativa é tomar uma fungao
que ja esteja ordenada. Optamos por tomar funcoes afim, ou seja, funcoes
da forma: f(z) = ax + b com x inteiro menor do que N, onde a e b sdo
valores inteiros escolhidos aleatoriamente, com distribuicao uniforme, dentro
de um intervalo e N define o tamanho de entrada. Pelo fato de todos os
elementos possuirem postos distintos, através da fungao afim, conseguimos
simular o pior caso para ambos algoritmos, caso mais dificil inclusive do que
os problemas NP-completos.

Para cada tamanho de entrada, foram escolhidas 50 funcoes distintas,
sendo que para cada funcao destas, foram realizadas 50 execucoes dos algo-
ritmos 5.0.2 e 5.0.3. Foram tomadas as médias do nimero de iteracoes e da
quantidade de medidas realizadas por cada algoritmo em cada execugao.

O tamanho das entradas variou entre 23 e 2100,

Como no caso dos problemas NP-dificeis, nas figuras 5.5 a 5.7, sao mostra-
dos os resultados das simulacoes para os algoritmos DH96 e Medida-Linear.
Sao apresentadas duas versoes para o DH96, uma com \ = % eN= % €Omo
foi feito na secao anterior.

No gréafico 5.5, é feita uma comparagao da quantidade de execugoes do
oraculo, que é o dobro do numero de avaliacoes da funcao de otimizacao.
Esta comparacao é feita em uma escala logaritmica.

Como, teoricamente, o nimero de consultas é proporcional a raiz qua-
drada da dimensao da entrada (tamanho da lista ou tamanho do dominio da

fungao), no grafico 5.6, € mostrado o mesmo resultado do grafico 5.5 dividido
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Figura 5.5: Gréafico com a quantidade de execuc¢oes do ordculo dos algoritmos
DH96 e Medida-Linear para o caso em que todos os postos sao distintos, em escala

logaritmica.

pela raiz quadrada do tamanho da entrada, acrescentando também mais uma
linha com a simulagao do algoritmo Medida-Linear com \ = %. Isto ajuda a
visualizar a diferenca de performance dos algoritmos, visto que estes dados
sao apresentados em uma escala linear. Neste grafico, pode-se observar que
os dados, a partir de n = 20 bits, o nimero esperado de consultas ao oraculo
é aproximadamente 6, 25v/2" para o algoritmo DH96 original, 5,04+/2" para
a versao DH96 com \ = %, 4,45v/2" para o algoritmo Medida-Linear com
A= % e 4,05/2" para A = %.
No grafico 5.7, é apresentada a quantidade de medigoes de ambos algo-

ritmos para a simulagao baseada na funcao afim.
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Figura 5.6: Grafico com a quantidade de execugoes do oraculo dos algoritmos DH96

e Medida-Linear dividido pela raiz quadrada do tamanho da entrada.

5.3.1 Simulagao com )\ variavel

Como o desempenho do algoritmo DH96 foi diferente para valores distin-
tos de A, é natural nos perguntarmos qual é o melhor valor deste parametro
e se ha algum valor de A que torne o algoritmo DH96 melhor do que o algo-
ritmo Medida-Linear. Na descricao do algoritmo BBHT98 original, A pode
variar no intervalo (1, %), valores maiores podem diminuir o desempenho do
algoritmo se houver miltiplas solu¢oes. Mas no caso dos algoritmos para
resolver problemas de otimizacao baseados no BBHT98, deve-se considerar
sempre 0 pior caso (uma tnica solugdo) para finalizar o algoritmo, pois no
caso da busca, ao obter o valor desejado, pode-se finalizar o algoritmo, mas
no caso de otimizagdo, ndo se pode ter certeza um minimo (ou méaximo)
potencial encontrado é um minimo (ou méximo absoluto).

O grafico 5.8 mostra o desempenho de ambos algoritmos variando A no

intervalo (1, 2).
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Figura 5.7: Grafico com a quantidade de medi¢oes dos algoritmos DH96 e Medida-
Linear para o caso em que todos os postos sao distintos. As linhas referentes ao
algoritmo DH96 com ambos valores de A sao quase coincidentes. O mesmo ocorre

com as linhas referentes ao algoritmo Medida-Linear e 0 BBHT9S.

Pelo grafico 5.8, pode-se observar que para A menor do que 1,41, o nu-
mero de consultas do oraculo vai diminuindo para o algoritmo DH96, depois
se mantém constante com pequenas oscilagoes, com o limite inferior igual a
4,75 - 2% e depois de 1,85, comeca a subir lentamente. O grifico do algo-
ritmo Medida-Linear possui comportamento bem distinto, decrescendo até
A = 8/7, obtendo como limite inferior 3,98 - 2%° e depois crescendo. O me-
lhor desempenho para o algoritmo DH96 foi obtido na faixa em que ele foi
simulado, ja, no caso do algoritmo ML, nao foi feita simulagao com A = 8/7,
mas apenas com A = 13/12, valor para o qual foi demonstrado, no capitulo

anterior, o algoritmo funciona.
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Figura 5.8: Grafico com a variagdo de A nos algoritmos DH96 e Medida-Linear

para N = 240 As linhas paralelas indicam o menor nimero de operacdes em

ambos algoritmos.

5.3.2 Simulacao com miltiplas solugoes

Até o momento, nao foi considerado o caso de haver multiplas solucoes,
ou seja, varios minimos. No caso dos problemas tratados nas segoes 5.1 e 5.2,
em varias instancias h4 mais de um minimo, mas nao foi feita uma analise
destes casos.

E possivel analisar o comportamento dos algoritmos DH96 e Medida-
Linear, para problemas com varias solu¢oes, modificando a funcao de oti-
mizacao. Para as outras simulacoes, conforme foi comentado anteriormente,
foram utilizadas fun¢oes da forma f(z) = ax + b, onde a e b eram escolhidos
aleatoriamente, dentro de um intervalo, de acordo com uma distribui¢ao uni-

forme. Para realizar simulacao com miltiplas solucoes, utilizamos a funcao
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na forma
b sex <t

fx) = (5.1)

ar+b set<xz <N,

onde t é o numero de minimos e N é o tamanho do dominio da fungao.

As simulagoes foram feitas para N = 219 com ¢ variando nas poténcias

de 2, apartir de 1 até N. No caso do algoritmo DH96, ¢ apresentada apenas
a versao que apresenta melhor resultado: com A = %.
No grafico 5.9 é mostrada a quantidade de consultas ao oraculo para as

simulagoes feitas.

1016

1014

. « e DH96 com \ = 4
10°= ] N —— Medida-Linear
1 \ ——BBHTO98

3

1010

108

consultas

108
10*

102

0 920 940 960 980 9100
namero de solucoes satisfeitas

Figura 5.9: Grafico com a quantidade de consultas ao oraculo dos algoritmos DH96
e Medida-Linear para o caso com varios minimos. Ambas escalas sdo logaritmicas.

Também ¢é apresentado o resultado para o algoritmo BBHTYS8 para comparacao.

No grafico 5.10, também é mostrado o resultado da quantidade de execu-
coes do oraculo de ambos algoritmos, mas multiplicado pela raiz quadrada
de N/t.

O valor médio para o numero de consultas ao oraculo para os algorit-

mos DH96, Medida-Linear e BBHT98 foram 5,16,/%, 4, 27\@ e 3,224/,
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Figura 5.10: Gréafico com a quantidade de execucoes do ordculo dos algoritmos
DH96 e Medida-Linear dividido pela raiz quadrada do tamanho da entrada e mul-

tiplicado pela raiz quadrada do nimero de minimos, para o caso de vérias solugoes

para cada problema. O tamanho da entrada é 2100,

respectivamente.
No grafico 5.11, é mostrado o numero de medigoes realizadas em relacao

ao numero de minimos, em escala logaritmica.

5.4 Analise dos resultados das simulacoes

Os graficos para os trés casos (os dois casos NP-dificeis e a fungao afim)
foram bastante parecidos para as duas propriedades das simulag¢oes (nimero
de execugoes do oraculo e quantidade de medigoes).

A proporcao de consultas a lista se manteve constante. Nos trés casos,
para todos tamanhos de entrada, o algoritmo Medida-Linear foi mais rapido
do que o DH96.

O indice de falhas (caso em que o algoritmo nao retorna o menor valor no
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Figura 5.11: Gréfico com a quantidade de medi¢oes dos algoritmos DH96 e Medida-
Linear para o caso em que todos os postos sdo distintos, com N = 2100,

tempo esperado) esteve bem abaixo de 50%. Nos problemas 3-Sat e EQB,
este indice foi quase nulo. Isto se deve a dois motivos: a quantidade de
minimos reais para cada problema ¢ é maior do que um, e as instancias das
simulacoes sao pequenas.

No caso das simulagoes com todos os elementos distintos, a taxa de erro no
algoritmo DHO96, foi de 19,44%, enquanto que no algoritmo Medida-Linear,
o erro foi de 4,15%.

Em relacao a quantidade de medicoes, pelo grafico 5.7, pode-se confirmar
a estimativa tedrica que o algoritmo Medida-Linear faz O(n) medigoes, en-
quanto o algoritmo DH96 realiza O(n?) medig¢oes, onde n é a quantidade de
bits da entrada.

Pelo grafico 5.11, pode se observar que os algoritmos para resolver proble-
mas de otimizagao combinatoria encontram uma solu¢ao em tempo O(\/E),

t

onde N é o tamanho do problema e ¢ é o nimero de soluc¢oes. O problema é
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que, em geral, nao se conhece ¢ de antemao, sendo necessario executar (V)

iteragoes.
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Capitulo 6

Conclusao

Neste trabalho, foram apresentados diversos circuitos uteis para a Com-
putacao Reversivel Classica e para a Computagao Quantica, como é o caso
dos circuitos para multiplicagao e divisao de inteiros, que podem ser utili-
zados para a construcao de diversos outros circuitos e algoritmos. Além do
circuito convencional para multiplicacao reversivel, foram propostas versoes
reversiveis para o algoritmo Karatsuba. Em alguns destes circuitos foi utili-
zada uma forma de limpeza de lixo recursiva, que é distinta da encontrada
na literatura.

Outra linha de algoritmos apresentados é relacionada ao problema de en-
contrar um valor 6timo em uma lista nao ordenada ou retornado por uma
fungao discreta. Propomos um algoritmo, chamado Medida-Linear, que se
mostrou mais eficiente que o algoritmo DH96 [12], por fazer 8,27v/N consul-
tas a uma lista com N elementos em contraposicao as 22, 5v/N consultas da
descrigao original do DH96. Além disso, chamando de n a quantidade de bits
necessaria para representar o tamanho da lista, o algoritmo ML executa O(n)
medigoes parciais enquanto que o algoritmo DH96 executa 2(n?) medigoes.
Foi proposto também um operador, chamado Oraculo-Desigualdade, que per-
mite transformar os algoritmos acima referidos em algoritmos de otimizagao

combinatoria.
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Através de simulagoes, comparamos o desempenho dos algoritmos DH96 e
ML, para encontrar um menor valor em uma lista gerada a partir de pequenas
instancias de problemas NP-dificeis e em problemas de otimizagao associados
a funcgoes injetoras, que ¢é o pior caso para ambos algoritmos, com dominio de

2100 elementos. Os resultados das simulacoes confirmaram o desempenho

até
superior do algoritmo ML em relagao ao algoritmo DH96.

Tanto em relagao aos algoritmos aritméticos reversiveis, quanto em re-
lacao aos algoritmos quanticos para resolver o problema de otimizacao, ha
varios aspectos que podem ser estudados para tentar melhorar o desempenho.

O algoritmo Karatsuba reversivel é mais eficiente do que o algoritmo
convencional por fazer ©(n'°e3) operacoes enquanto o algoritmo padrio é
©(n?), mas em compensacao, ele utiliza um espago extra maior. Pode-se
tentar otimiza-lo de forma a gastar menos espaco, mas sem aumentar muito a
complexidade do circuito. Mostramos como fazer a limpeza do lixo recursivo.
Pode-se tentar fazer a limpeza de lixo para outros tipos de algoritmos nos
quais a aplicacao dos métodos de limpeza de Bennett seja pouco eficiente ou
de dificil implementacao.

Em relacao ao problema de otimizacao combinatoéria, nao é possivel di-
minuir a ordem de complexidade do ntmero de chamadas do oraculo para
os algoritmos DH96 e Medida-Linear, visto que, para entrada de tamanho
N, estes dois algoritmos sao ©(v/N), limite inferior do problema de busca
quando ha apenas um minimo absoluto. E no caso de problemas de otimi-
zacao mesmo tendo obtido o valor desejado, caso sejam executadas menos
operacoes do que O(v/N), nio se pode ter certeza que se chegou a um mi-
nimo absluto. Neste caso, considerando que a complexidade do circuito é
O(v/'N) - ©(f(N)), onde f ¢ a funcio de otimizagdo, a tinica maneira de
otimizar o algoritmo é aplicad-lo a uma fungao de otimizacao que seja mais
eficiente, como por exemplo, meta-heuristicas, que sao estratégias gerais que

guiam outras heuristicas em busca de solugoes satisfatorias em problemas
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dificeis. E como é possivel fazer a simulacao dos algoritmos ML e DH96 em
computadores classicos, pode-se comparéi-los com outros procedimentos que

existem atualmente para resolver problemas de otimizacao combinatoria.
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