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Apesar do fato de que os campos vetoriais polinomiais que aparecem nas aplicagoes
geralmente possuem curvas algébricas invariantes, isto nfo é de maneira nenhuma a regra
geral. De fato, um campo vetorial genérico, de grau maior ou igual a 2, nfo possui ne-
nhuma curva algébrica invariante. Entretanto, temos que em geral é razoavelmente dificil
determinar, através de algum tipo de teste, se um campo vetorial dado explicitamente
possui ou ndo curvas algébricas invariantes. Isto n2o é de maneira nenhuma satisfatério,
porque campos sem curvas algébricas invariantes podem ser usados em varias aplicagoes.
A construcdo de testes que permitam determinar se um dado campo vetorial possui ou néo
curvas algébricas invariantes é precisamente o problema que é abordado nesta dissertagao.
Serao apresentados dois algoritmos que permitem testar se um dado campo vetorial (com
coeficientes racionais) do plano afim possui ou ndo curvas algébricas invariantes. Além
disso, sers discutida a performance de suas implementagbes no sistema de computagio

algébrica SINGULAR.
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Even though most of the polynomial vector fields that appear in applications have
algebraic invariant curves, this is by no means the general rule. In fact, a generic vector
field, of degree greater than or equal to 2, doesn’t have any invariant algebraic curve.
However, it turns out that it is usually quite hard to determine, by some kind of test,
whether an explicitly given vector field has invariant algebraic curves or not. This is not
very satisfactory, because vector fields without algebraic invariant curves may be used
in several applications. The construction of tests that allow one to determine whether
a given vector field has invariant algebraic curves or not is precisely the problem that is
treated in this dissertation. Two algorithms that allow one to test if a given vector field
(with rational coefficients) of the affine plane has algebraic invariant curves or not will be
presented. Moreover, the performance of their implementations in the computer algebra

system SINGULAR will be discussed.
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Capitulo 1

Introducao e Objetivos

“Bu quero compartilhar algo com voce. As trés frases que vio te ajudar duvente a vida. Numero um: me dé
cobertura. Ndumero dois: oh, boa idéia, chefe! Nimero irés: isto jd estava assim quando eu cheguei.” - Homer

Simpson

Este capitulo inicial tem trés objetivos principais: fornecer um breve apanhado hist6-
rico dos estudos relacionados a campos vetoriais e suas solucGes algébricas, explanar em
linhas gerais os objetivos desta dissertacao, mostrando algumas possiveis aplicagdes para
este trabalho, e tragar um roteiro de como o tema da existéncia (ou auséncia) de solucdes
algébricas de campos vetoriais serd abordado nos capitulos seguintes. O leitor ndo deve
sentir-se incomodado caso nao compreenda totalmente alguma parte da terminologia uti-
lizada neste capitulo, pois todos os conceitos serfio devidamente explicados mais adiante

nesta dissertacio.

1.1 Uma Breve Retrospectiva Histérica e os Objetivos desta

Dissertacao

Em um artigo publicado em 1878 [1], Darboux mostrou que curvas aigébricas invariantes
sobum campo vetorial polinomial podem ser usadas para determinar uma integral primeira
da equagao diferencial de primeira ordem correspondente. Apesar deste método ter sido um
topico comum em livros-texto do final do século XIX e inicio do século XX, tais como [2, p.
29, 8§2.21} e [3, p. 30, §25— 32}, ele nfo teve lugar nos desenvolvimentos que tomaram conta,
da teoria de equagfes diferenciais durante a maior parte do século passado. Entretanto,
as coisas mudaram com o advento da computagdo. De fato, a busca por curvas algébricas
invariantes possui um papel chave no método desenvolvido por M. J. Prelle e M. F. Singer

[4] na década de 80 para computar integrais primeiras elementares de equagdes diferenciais.



Apesar do fato de que os campos vetoriais polinomiais que aparecem nas aplicagdes
geralmente possuem curvas algébricas invariantes, isto ndo é de maneira nenhuma a regra
geral. De fato, um campo vetorial genérico o suficiente (consulte o capitulo 3 para alguns
exemplos de hipéteses que se espera que wm campo satisfaga em geral), de grau maior ou
igual a 2, nfo possui nenhuma, curva, algébrica invariante. Este resultado foi primeiramente
exposto (embora com uma prova incorreta) em [5] e provado em [6, Teorema 5, p. 342] e

[7, Teorema 3, p. 385].

Entretanto, temos que em geral é razoavelmente dificil determinar, através de algum
tipo de teste, se um campo vetorial dado explicitamente possui ou nao curvas algébricas
invariantes. Isto nfio é de maneira nenhuma satisfatorio, porque campos sem curvas algé-
bricas invariantes podem ser usados, por exemplo, na construgio explicita de D-médulos
irredutfveis ndo-holénomos [6, Secdo 4.3, p. 236]. Além disso, tal teste também permitiria
eliminar o método de integrabilidade de Darboux como possibilidade para se determinar se
alguns campos vetoriais do tipo (—y+ P,z +Q), onde P e @ sdo polindmios de grau maior
ou igual a 2 sem termos lineares e constantes, nas vari&veis x e y, possuem um centro na
origem. Para mais detalhes sobre a relagio entre o problema do centro e curvas invariantes,

pode-se consultar [8].

A construcio de testes que permitam determinar se um dado campo vetorial do plano
afim possui ou ndo curvas algébricas invariantes é precisamente o problema, que é abordado
nesta dissertacdo. De certa forma, este é apenas mais um passo na aplicagio de métodos
algoritmicos na tentativa de solucionar problemas algébricos. Em [9], desenvolveu-se um
método com objetivos semelhantes ao desta dissertagio, mas com a diferenga de que os
campos considerados eram campos de retas pertencentes ao plano projetivo. A grande
desvantagem deste método residia no fato de que as computagoes necessarias nesta abor-
dagem eram extremamente custosas, o que terminou por limitar a 3 o grau dos campos que
ele podia manipular. A partir disso, com a intengio de resgatar os métodos algoritmicos
como métodos de solugio eficientes, buscou-se um procedimento que provaria que um dado
campo do plano projetivo ndo possui nenhuma curva algébrica invariante ou retornaria, “O
Algoritmo Falhou”. Este foi exatamente o objetivo final do trabalho que desenvolvemos em
[10] e [11]. Nestes trabalhos, propusemos dois algoritmos que seguem esta, linha de pensa-
mento. A razdo pela qual espera-se que eles sejam bem sucedidos, na maioria dos casos, é o
fato bem conhecido de que um polindmio genérico em uma, varidvel, com coeficientes racio-
nais, é irredutivel sobre Q. No artigo [12], esta estratégia foi usada para construir familias

de campos de retas do plano projetivo sem curvas algébricas invariantes que possuem um
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grau de generalidade bem maior do que os exemplos previamente conhecidos.
Tomando-se entfio como ponto de partida as idéias expostas em [10] e [11], serdo apre-
sentados nesta dissertacdo dois algoritmos que permitem testar se um dado campo vetorial
(com coeficientes racionais) do plano afim possui ou nfo curvas algébricas invariantes. Em-
bora, estes algoritmos possam nfo ser capazes de chegar a uma conclusfo em alguns casos
(desta maneira retornando “O Algoritmo Falhou"), eles sio muito eficientes para campos
definidos por polindémios que estdo proximos de serem cheios. Para mais detalhes, consulte

o capitulo 6, com o resultado dos testes computacionais.

1.2 Um Roteiro dos Capitulos Seguintes

Esta secdo tem como objetivo mostrar de maneira resumida quais serdo os passos a
seguir até os dois algoritmos estabelecidos como objetivos finais desta dissertagio.

No Capitulo 2 serdo apresentados alguns conceitos algébricos béasicos, tais como anéis,
ideais, plano projetivo, curvas algébricas, campos de vetores, espago dual e formas diferen-
cieis, que sio importantes no entendimento matemdatico do problema tratado nesta disser-
tagio. Uma questdo muito importante neste capftulo é a defini¢io precisa do que é uma
“solucdo algébrica” de um campo de vetores.

No Capitulo 3 serio apresentados resultados teéricos que servirao de base para o
desenvolvimento posterior dos algoritmos. Em particular, serdo apresentados e provados,
sob uma hip6tese particular, trés teoremas fundamentais: o Teorema de Noether, o Teo-
rema de Baum-Bott e o Teorema de Camacho-Sad. Eles serfio utilizados posteriormente
em etapas das provas dos teoremas que servem de base aos algoritmos.

No Capitulo 4 ser4 apresentado o primeiro algoritmo. Ele é construido de forma a
testar uma, série de hipéteses. Se todas as hipoteses forem satisfeitas, entio um teorema,
pode ser aplicado que garante que o campo vetorial analisado néo possui nenhuma solugio
Caso uma das hip6teses ndo seja satisfeita, entdo nenhuma conclusfio pode ser
obtida, sendo retornada a mensagem “O Algoritmo Falhou”.

No Capitulo 5 damos mais um passo adiante, com a apresentacdo do segundo algo-
ritmo. O objetivo deste algoritmo é tentar obter uma prova de que um dado campo ndo
possui nenhuma, solugdo algébrica sob hipéteses mais fracas do que as do primeiro algo-
ritmo. Desta forma, espera-se que ele seja capaz de obter sucesso com campos em que o
primeiro algoritmo falha.

No Capitulo 6 deixamos a teoria de lado e trabalhamos com as implementacoes

computacionais dos algoritmos. Neste capftulo, sfo mostrados os testes realizados com os
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dois algoritmos e os resultados obtidos. Para realizagdo dos testes, os algoritmos foram
implementados e executados no Sistema de Computagdo Algébrica SINGULAR [13].

No capitulo 7 analisamos os resultados, sendo entdo o momento de responder is

perguntas:

1. A taxa de sucesso & satisfatoria ou os algoritmos praticamente s6 retornam “O Algo-

ritmo Falhouw™

2. Esta abordagem é boa do ponto de vista matematico. Mas é também computacio-

nalmente eficiente?

3. Até que grau de campos os algortimos retornaram repostas em tempos razoaveis?



Capitulo 2

Conceitos Basicos

“Todos sabem que o rock n’ roll atingiu a perfeicdo em 1974. Isto é um fato cientifico.” - Homer Simpson

Neste capitulo, discutiremos alguns conceitos algébricos béasicos que sdo importantes
para o entendimento do problema que é tratado nesta dissertagio. Grande parte dos
assuntos tratados neste capitulo pode ser encontrada com maior profundidade em [14], [15]

e [16].

2.1 Anéis e Ideais

Um anel (comutativo e com unidade) A é um conjunto fechado para as operagbes de

soma e produto em que estas operagdes satisfazem as seguintes propriedades:

—

. a+b=>b-+a para todo a,b € A (comutatividade da soma);
2. o+ (b+ ¢) = (a + b) + ¢ para todo a,b, ¢ € A (associatividade da soma);

3. Existe um elemento 0 € A tal que a -+ 0 = a para todo a € A (elemento neutro da

soma);

4. Para todo elemento o € A existe um elemento —a € A tal que a + (—a) = 0 (inverso

aditivo);
5. ax b =bxa para todo a,b € A (comutatividade do produto);
6. a % (b*c) = (a * b) *c para todo a,b, ¢ € A (associatividade do produto);

7. Existe um elemento 1 € A tal que @ x 1 = ¢ para todo a € A (elemento neutro do

produto);



8. ax (b+c) = (a*b)+ (e *c) para todo a,b,c € A (ditributividade do produto sobre

a soma,).
Um ideal I C A & um subconjunto de um anel A que possui as seguintes propriedades:
1. Sef,ge I, entio f+g €I
2.Se feAegel, entdo fxgel.

Em particular, os conjuntos de polinémios Q[X] e C[X], onde X & um conjunto finito e
n&o vazio de variiveis qualquer, sdo anéis. De agora em diante, todos os anéis A com que
iremos lidar serdo anéis de polindmios ou seus corpos de fracdes. Todos os ideais de anéis
de polindmios com coeficientes racionais ou complexos sdo ideais finitamente gerados. Isto

significa que qualquer ideal I destes anéis pode ser escrito como

I={f:f=qar+ -+ auan},

onde q1,...,qn € A e {a1,...,a,} é um conjunto fixo de elementos de I. Escrevemos entdo
I =(ai,...,0n) para denotar este ideal.

Se I & um ideal de um anel de polinémios, denotamos por Z(I) o conjunto de zeros
deste ideal. Isto &, se I = (ay1,...,a,) entdo Z(I) = {p: a1(p) =--- = a,(p) = 0}.

O ideal radical de I ¢ o ideal VI = {f : f* € I, para algum k£ > 1}. Um ideal &
chamado de radical se I = v/T. Temos entdo um teorema que relaciona um ideal I com o

seu conjunto de zeros Z(I).

Teorema 2.1 (Teorema dos Zeros de Hilbert). Seja I C A, onde A é um anel de
polinémios com coeficientes complezos. Se f € A zera em todos os pontos de Z(I), entdo

f €I, isto é, f¥ € I para algum k > 1.

Dizemos que um polinémio  é reduzido se ao fatorarmos A = p§*...pS", temos e; =

-« = ¢, = 1. Podemos entdo apresentar um caso especial do Teorema dos Zeros de Hilbert.

Corolario 2.2. Suponha, no teorema acima, que I = (h), onde h é um polinémio reduzido.

Se f zera em todos 0s pontos de Z(I), entdo f € 1.

Se A & um anel de polinémios e I C A & um ideal, podemos definir uma, relagdo de

equivaléncia entre os termos de A da seguinte forma:

se f,fleMf~fof-fel



Denotamos entdo por J a classe de equivaléncia de f com respeito 3 relagio acima, isto &,

f={f'€ A: f' ~ f}. Chamamos de anel quociente de A por I o anel

={f:feA}L

Se A é um anel de polinémios, podemos definir o anel local Op como o anel de todas

as fragGes racionais de polindmios de A que estao definidas no ponto p, isto &,

0={L:1geneq 20},

Temos que A C O, para qualquer p. Se tomarmos um ideal I C A, I obviamente é um
subconjunto de Oy, mas I ndo é um ideal de O, uma vez que o produto fxg, onde f € O,
e g € I pode ndo pertencer a I. Entretanto, podemos estender I para wm subconjunto

I* O I de Oy tal que I® & um ideal de Op. Para isto, fazemos I¢ = O,1, isto §é,

={f:f=gh, ondegeopehel}={§:pEI,qEAeq(p):,éO}.

2.2 O Plano Projetivo

Para construirmos o plano projetivo complezo, tomamos inicialmente o espago U =

C2\ (0,0,0) e definimos a seguinte relagdo de equivaléncia entre seus elementos:

(z,y,2) ~ (2, ¥, 7) & (¢',y,7) = A\(=,¥,2), para algum X € C\ {0}.

As classes de equivaléncia dos elementos de U por esta relagio de equivaléncia sdo os
elementos do plano projetivo P2,

Vemos, claramente, a partir desta definicdo, que um dado ponto (z,y,2) € P? tal
que z # 0 pode ser representado por um elemento da forma (z',y/,1) = (z/2,¥/7,1). O
mesmo acontece com o0s pontos que possuem coordenadas  # 0 ou y 76 0, que podem ser
representados por elementos da forma (1,3, 2) e (¢/,1,2'), respectivamente. Denotamos
por U;, i € {z,y,2}, o conjunto dos elementos de P? que possuem a coordenada i # 0.
Como ao menos uma das coordenadas é necessariamente nio-nula, temos que P? = U, U
U,uU,.

Consideremos entdo o conjunto U,. Todos os seus elementos podem ser escritos como
(z,y,1). Desta forma, vemos que a dimensdo de U, é dois e que ele & isomorfo a C? (U, e

U, também sdo isomorfos a C?, por um argumento anslogo). Tomemos agora o conjunto
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Lo = P2\ U,. Ele & formado pelos elementos de P? da forma (z,y,0). Dentre estes
pontos, alguns possuem coordenada z # 0, podendo, portanto ser escritos como (1,%',0)
e um deles possui a coordenada z = 0: o ponto (0,1,0). A partir disto, vemos que L, é
linear e possui dimenséo 1, sendo portanto uma reta. Como estamos associando o conjunto
U, a0 plano afim C2, iremos associar o conjunto Ly, 20s pontos no infinito. Desta forma,

Lo, é a reta no infinito. Concluimos entdo que
PP =CWLo={P€EP’: P=(z,y,1)} & {P €P*: P=(,y9,0)},

onde ¥ denota unido disjunta.

Podemos facilmente transitar entre P? e C?. Seja f um polinémio de Clz,y]. Ele pode
ser transformado em um polinémio F de C[z,y, 2], que ir4 satisfazer F(z,y,1) = f(z,y),
para todo (z,y) € C2. Obtemos F através da homogeneizagio do polinémio f. Seja
7 : U, = € a aplicagio definida por n(z,y,2) = (z/2,y/z). Podemos entdo obter a

homogeneizagio de f como

F=2"1*(f) = 2" f(z/2,y/=),

onde 7 é escolhido de forma a cancelar os pélos da imagem inversa #*. Em particular,
temos que F' serd um polindmio homogéneo. Inversamente, seja F' um polindmio homo-
géneo de C[z,y,2]. Ele pode ser transformado em um polinémio f de Clz,y] através da

desomogeneizagio de F, obtida como f = F(z,y,1).

2.3 Curvas Algébricas

Uma curva algébrica de C? & definida pelos pontos do plano que satisfazem a equacéo
f{z,y) =0, onde f & um polindmio com coeficientes complexos. No caso do plano projetivo
P2, podemos definir analogamente uma, curva algébrica projetiva como sendo o conjunto de
pontos de P? que satisfazem a equagio F(z,y, z) = 0, onde F' é um polinémio homogéneo
com coeficientes complexos.

Seja C' uma, curva algébrica de C? e p um ponto tal que p € C. Dizemos que p é um
ponto simples ou néo-singular de C se Vf(p) # 0, onde f é o polindémio que define C. Caso
contrério, dizemos que p é um ponto singular ou uma singularidade de C. Denotaremos
o conjunto dos pontos singulares de C por Sing(C). Uma curva é nio-singular se possui

apenas pontos simples e singular caso contrario.



Seja f € C[z,y] um polinémio que define uma curva algébrica C € C2. Suponhamos

que f(0,0) = 0. Podemos escrever

.f:.f1+"'+fn1

onde f; é a componente homogénea de grau i de f e n = deg(f). Sejad, 1 <d <mn, o0
menor ntmero para o qual f; # 0. Definimos a multiplicidade algébrica da curva C no
ponto p = (0,0), denotada por m,(C), como m,(C) = d. E facil vermos que a curva C
é ndo-singular em p, se e somente se my(C) = 1. De uma maneira informal, podemos
dizer que my(C) conta quantas vezes a curva C passa pelo ponto p. Se mp(C) = 2 e
a curva possui duas retas tangentes distintas em p, dizemos que p € um né. Quando
p = (a,b) # (0,0), podemos realizar uma translacdo T que leve a origem no ponto p e
entdo aplicamos as defini¢des acima a T*(f).

Quando temos uma curva algébrica C de P? definida por um polinémio homogéneo F,
devemnos nos lembrar que P2 = U, U U, U U, e que cada U; & isomorfo a C2. Desta forma,
se p € U;, entdo podemos aplicar as defini¢des acima ao polindémio F restrito a U;, isto &,
f = Fly,.

Vamos agora definir o ni#mero de intersegio entre duas curvas C; e C; de C? em um
ponto p, denotado por I(p,C; N Cy). Caso estejamos trabalhando com curvas projetivas,
podemos utilizar a mesma estratégia descrita anteriormente, isto &, se p € U;, trabalhamos
com as curvas restritas a U;. Informalmente, o nimero de interse¢ido tem o objetivo de
contar quantas vezes as curvas C1 e () se intersectam em um dado ponto p. Por esta defi-
ni¢do informal, j4 podemos perceber que o niimero de interse¢do dever4, estar relacionado,
de alguma maneira, com as multiplicidades m,(C1) e mp(C2). De fato, I(p, C1 NCs) deve

satisfazer as seguintes propriedades:

1. I{p,Ci N Cs) é um nimero finito nfo negativo se e somente se p nio pertence a um

componente comum de C; e Cy. Caso contréario, I(p, C1 N Ca) = o;
2. I(p, C1 N C2) =0 se e somente se p ¢ C1 N Cy;
3. I(p,C1 N Cy) & invariante por transformagoes afins;
4. I(p,C1 N Cy) = I(p,Cy N Ch);

5. I(p, C1 N Cy) > myp(C1)my(Ca). Se Cy e Cy ndo possuem retas tangentes comuns em

p, entdo I(p,C1 N Cy) = myp(C1)my(Ca);



6. Seia Ot = Z(f) e Oy = 2(3). Se f =TI/, g=T14}, O = 2(f) e O = 2(gy),
entdo I(p,C1 NCy) = Em‘ 3851 (p, C1i N Cyj);

7. Seja C1 = Z(f), Ca = Z(g) e a um polinémio tal que a curva Cs seja definida como
Cs = Z(g + af). Entéo, I(p, C1 N C2) = I{p,C1 N Cs).

Existe um tdnico valor para I(p, C; N Cs) satisfazendo as propriedades acima. Seja
Ci=2(f), Co=2(g) e J = (f,g)- Este valor é dado por
I(p,C ﬂC’)—dim( O
y V1 2 OpJ -
No caso de curvas projetivas, existe um teorema muito Gtil que nos permite calcular o

ntimero de pontos de intersecio entre duas curvas. Para uma demonstragdo, consulte [15,

Capitulo 5].

Teorema 2.3 (Teorema de Bézout). Sejam C1 e Cy duas curvas algébricas projetivas,
sem componentes comuns, definidas pelos polindmios homogéneos F e G, respectivamente,

onde deg(F) = m ¢ deg(G) = n. Entéo,

ZI(p,'C_'l NCz) = mn.
)

2.4 Campos Vetoriais, Campos de Retas e Derivagoes

Um campo vetorial definido em C? é uma fungdo v : C2 — C2. A razio para o nome
campo vetorial vem da interpretacdo que damos & esta funcio: pensamos em v como uma
regra que, a cada ponto p do plano C? associa um vetor v(p) € C2. De forma analoga, um
campo vetorial definido em C3 & uma funcgio V : C* — C3%. Logo, podemos escrever os

campos v e V como

o(x,y) = (vz(2,9), vy(z,9) e V(x,y,2) = (Valz,y,2), Vy(z, v, 2), Va(z, 9, 2)),

onde w; e vy sdo polindmios de Clz,y| e Vg, Vy e V; sdo polindmios de Cz,y,z]. Em
particular, podemos definir campos homogéneos de C* como campos em que Vg, VyeV,
sao polindmios homogéneos de mesmo grau (maior ou igual a 1), denotando este grau por
deg(V).

O campo vetorial de C® definido como E(z,y,2) = (z,y,z) é chamado de campo de
Euler. Se tomarmos dois campos homogéneos V e V' de C? tais que deg(V') = deg(V’), o
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campo FE define uma relagio de equivaléncia entre eles, da seguinte forma:
VA~V &V =V +AE, (2.1)

onde A € C[z,y,2] é um polinémio homogéneo de grau deg(V) — 1. Seja V a classe de
equivaléncia de V por esta relagio. Um campo de retas de P2 pode ser definido por V,
como serd mostrado na segéio 2.7. Diremos entdo que V é um campo de P? e que V e V/

sao representantes deste campo.

Seja V = (Vi, Vy, V) um representante do campo V de P2. Se restringirmos este campo

a U, obteremos um campo de C2. Para isto, desomogeneizamos V, fazendo
v(z,y) = (2V — VE)(3,y,1).

O campo v resultante é independente da escolha do representante de V.

Seja C uma curva algébrica de C? definida por um polinémio f. Podemos definir um
campo vetorial relacionado a esta curva. Basta tomarmos o campo gradiente de f, isto &,

of of

v =Vilz,y)={(—,=—1}.

(=,y) = Vf(z,y) (aa;’ By
Este campo é perpendicular 4 curva C em todos os pontos p € C. Pela definigio de
singularidade de uma curva algébrica afim, podemos, a partir do campo gradiente, dizer que
um ponto p € C é uma singularidade de C se e somente se vg(p) = 0. Desta forma, podemos
estender o conceito de singularidade de uma curva afim para o conceito de singularidade
de um campo afim. Dizemos que p € C? & uma singularidade de um campo v(z,y) se e

somente se v(p) = 0. Denotaremos o conjunto dos pontos singulares de v por Sing(v).

Se f=p}'...p" e g = p1...pn, entdo Z(f) = Z(g), isto &, os dois polindmios definem
a mesma curva. Desta forma, podemos sempre assumir que as curvas sfo reduzidas, ou
seja, definidas por polindmios reduzidos.

Nesta dissertagio, estamos interessados em determinar se um dado campo vetorial
v(z,y) de C? possui ou nio solucdes algébricas. Uma soluciio algébrica, ou curva, algébrica
invariante, é simplesmente uma curva algébrica C' que é tangente ao campo v em todos os
pontos p € C tais que p ¢ Sing(C) U Sing(v). Isto significa que, se uma curva reduzida,

C = Z(f) é uma solugdo algébrica de v, entdo temos que

vz(p)—g—%(p) + vy(p)%(p) =0, para todo p € C. (2-2)

11



Entdo, pelo Teorema dos Zeros de Hilbert,

of | of _
Uz% +Uy5& =g/,

para algum g € Clz, y].

Definimos entdo a derivagéo de C2 correspondente ao campo v da seguinte forma:

0 0
D—vza +'uyay

Assim, se a curva reduzida C = Z(f) é uma solugo algébrica de v, entio temos que
D(f) = gf,

para algum g € Clz, y]-

Conceitos anslogos podem ser definidos para o plano projetivo P2. Em particular, se

0 0 0
D'—‘/:DEE_‘_‘/:Ua +V

é uma derivagdo homogénea de C® correspondente ao representante V do campo V e

C = Z(F) ¢ uma solugéo algébrica de V entéio
D(F) =

para algum polinémio homogéneo G € Clz, y, z].

2.5 O Espacgo Dual

Definimos o espago dual de um espago vetorial W, finitamente gerado sobre C, como o
conjunto de todas as transformagdes lineares A : W — C (chamadas de funcionais lineares)
e denotamos este espaco por W*. Temos que W* também & um espago vetorial sobre C.

Naturalmente, se W* é um espago vetorial, entdo deve admitir uma base. Podemos
facilmente construir uma base de W* a partir de uma base B = {v1,...,v,} de W. A
base de W* assume a forma B* = {vf,...,v}}, onde v},1 < ¢ < n sdo funcionais lineares

definidos da seguinte forma:

o (o) = ! (2.3)
Como a dimensdo de um espago vetorial é igual ao ntimero de elementos de uma base deste
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espaco, podemos concluir também que dim(W*) = dim(W).

Tomemos agora o caso em que W = C2. A relagio entre uma base de C? e sua base
dual fica mais clara quando escrevemos vetores e funcionais lineares em notagdo matricial.
Como & usual, representamos os vetores como matrizes coluna. Seja e; o vetor que possui
1 na i-ésima posicdo e 0 nas demais. Pela equac@o 2.3, e} deve corresponder & matriz linha

que possui 1 na i-ésima posigdo e 0 nas demais. Em outras palavras, €] = ef.

Existe uma notagfio muito utilizada para a base dual de €2, que remonta ao século
XVII. Digamos que {e1,ea} seja a base canénica. Neste caso, o funcional linear e} da base
do espago dual é usualmente denotado por dz e o funcional e por dy. Isto significa que
dz(z,y) = z e dy(z,y) = y. Usando esta notagio, temos que qualquer funcional linear de
(C?)* pode ser escrito como adz + bdy, com a,b € C. Analogamente, qualquer funcional
linear de (C3®)* pode ser escrito como adz+ bdy +cdz, com a, b, c € C, onde dz(z,y, z) = ,

dy(.’l:,y,z) =ye dz(.'z:,y, Z) = Zz.

2.6 Retas Coincidentes

Uma reta r que passa pela origem de C2 pode ser escrita como o nicleo de uma, aplicacao
X € (C?)*. Isto &, a reta 7 pode ser descrita como o conjunto de pontos p € C? tais que
A(p) = 0. De modo anélogo, uma reta 7' de P> pode ser escrita como o niicleo de uma,
aplicagdo linear X € (C3)*.

Suponhamos agora que temos duas retas r1 e ra de €2, ambas passando pela origem,
e queremos determinar se elas sdo ou ndo coincidentes. Digamos que r1 = N(A1) e r3 =
N(X2), onde A1 e Ay s3o funcionais lineares ndo nulos de (C?)*. Para que 7y = 79, &
necessario que os dois nicleos coincidam. Neste caso, qualquer vetor u € N (A1) = N(Ag)
é uma base de ambos os ntcleos. Escolhemos, entdo, um vetor nio nulo w € C?,w ¢
N(A1) = N()g). Isto implica que {u,w} é uma base de (2 (j4 que u e w s&o linearmente
independentes por construgdo), de modo que qualquer vetor » € C? pode ser escrito na

forma v = au + bw. Logo,
)\j(v) = )\j(au + bw) = b)\j(w),

para j = 1,2. Temos entdo
A(v) _ da(v) _

A(w)  dg(w) b
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Como X (w) # 0, j& que w ¢ N(X1), segue que

() = :\\fgzg A (v) = eM(v),

qualquer que seja v € C2. Em outras palavras, os funcionais lineares A1 e Ay sdo multiplos
constantes um do outro.

Podemos reformular isto dizendo que A2 = cA1 se, e somente se,
Al (’U,)Ag(’v) —_ Al(’U)Ag(’U,) = O,

quaisquer que sejam u,v € C2. Temos assim um determinante, expresso como

Al (u) /\g(u)
A(v) A2(v)

Devemos notar que este determinante depende de quatro elementos: dois funcionais lineares

(A1 e Ag) e dois vetores de C? (u e v). Para deixar isto claro, escrevemos
()\1 A Ag)(u,'u)

para representar este determinante. O simbolo A denota uma operacio que associa dois
funcionais lineares a um determinante, chamada de produto ezterior.
Enumeremos agora algumas propriedades do produto exterior. Como a permutacao

das linhas ou das colunas do determinante inverte o seu sinal, temos que

. ()\1 A /\2)(u,'u) = —()\1 A )\2)(’0, u);

[y

2. (M A X)(u,v) = —(A2 A A1) (u,v);
3. (A A A)(u,v) =0, para todo A € (C?)*;
4. (ar1) A (bA2)(u,v) = ab(A1 A A9)(u,v), para todo a,b € C.

Podemos realizar um célculo andlogo com funcionais lineares de (C?)* para determinar
quando duas retas de IP? sdo coincidentes, obtendo resultados semelhantes. Resumimos,

entdo, os cilculos realizados em ambos 0s casos na proposigio a seguir.

Proposicio 2.4. Os niicleos de dois funcionais lineares A1 e Ay de (C?)* ou de (C?)*

coincidem se e somente se (A Ad2)(u,v) = 0, para todo u,v em C? ou C3, respectivamente.
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2.7 Formas Diferenciais e Folheacoes

Vamos, nesta secdo, desenvolver uma maneira de descrever campos de retas a partir
da linguagem de funcionais lineares. Se um campo vetorial de C? associa a cada ponto do
plano um vetor v(z,y), entdo, intuitivamente, um campo de retas associa a cada ponto do

plano uma, reta pela origem w(z,y). Isto é, um campo de retas é uma aplicagao
w:C? = (C?),

que associa a cada ponto do plano um funcional linear. O ntcleo deste funcional define

w(-'l;) y) = a’("”a y)dz + b(m,y)dy,

onde a,b € C[z,y]. Dizemos que a aplicagdo w, definida da forma acima, é uma I-forma
diferencial. Assim, temos que a reta associada a um ponto (z,y) € C? pela aplicagio w &

formada, por todos os pontos (u,v) € C? tais que
w(z,y)(u,v) = (a(z, y)dz + b(z, y)dy) (v, v) =0.

Um campo de retas muito importante, é o campo de retas associado a um polinémio

f € Ciz,y]. Ele & dado pela 1-forma

af af
9 dz + 3y dy.

Esta, 1-forma é conhecida como a diferencial de f e denotada por df. E interessante pensar
em df como o correspondente nos campos de retas ao gradiente nos campos de vetores. No
entanto, df define um campo de retas tangentes a f = 0, enquanto V f define um campo
de vetores normais a f = 0.

Dado um campo vetorial v(z, y) de C2, podemos determinar um campo de retas w(z, y)
associado a ele. Ele serd o campo que, a cada ponto (z,y) € (2, associa a reta w(z,y)
cuja diregio é dada pelo vetor v(z,y). Neste caso, w é chamado de campo de retas dual
(ou 1-forma dual) a v e vice-versa. E facil vermos que se v(z,y) = (a(z,y), b(z,y)), onde

a,b € Clz,y], entdo o campo de retas dual a v serd

w(z,y) = weds + wydy = b(x,y)dx — a(z,y)dy.
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Analogamente, podemos definir em P? um campo de retas projetivo através de uma

1-forma. Assim, se £ é um campo de retas de P2, ele pode ser escrito como
Q($7 y’ Z) = A($7 y7 'z)d:B + B(m, y’ z)dy + C(:B’ y7 z)dz7

onde A, B, C so polinémios homogéneos de mesmo grau de Clz,y, 2], tais que zA + yB +
2zC = 0, como sers mostrado mais adiante. Chamamos a um campo de retas projetivo de

folheagdo de P2,

Analogamente ao caso afim, dado um campo V de P?, podemos determinar uma 1-forma,
Q(z,y, z) correspondente a ele. Entretanto, neste caso ndo é tio imediato descobrirmos

qual a forma que 2 devera possuir para satisfazer esta correspondéncia.

Seja V = (Vz, Vy, V) um representante de V (deg(V) = n). Vamos desomogeneizar V,

obtendo um campo v de C2.
v(z,y) = (2V = VE)(z,y,1) = (2V; — 2V, 2V, — yV,, 0)(z, 9, 1) =

onde Vy = Vy(z,y, 1), V'y = Vy(z,y,1) e V, = Vi(z,y,1). Sabemos que o campo de retas
dual a v & w(z,y) = (V; — yV,)dz — (V, — 2V,)dy. Vamos entio homogeneizar esta 1-
forma de €2 para uma 1-forma Q de P2. Seja 7 : U, — €2 a aplicagio definida por
7(z,y,2) = (z/2,y/z). Podemos entdo obter a homogeneizagio de w como Q = 2"7*(w),

onde 7 & escolhido de forma a cancelar os pdlos da imagem inversa n*. Temos que

x

mw) = (v, —yV)d (Z) - (% —aV)a (X).

Mas, pela defini¢ao da diferencial df,

z, dr zdz Y, _dy  ydz
d(z)— z 2 d(z) Tz 22
Assim,
(2Vy — yV2) (2Vy — zVy) (2Ve — zV3) — z(2Vy — yVy)]
() = pres| dz — "::n ——dy + = zzn e 2dz.
Logo,

Uz, y, 2) = Qzdz + Qydy + D dz = (2Vy — yV,)dz + (zV, ~ 2V,)dy + (yVa — zV,)dz.
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Em particular, temos z€); + yQy + 28, = 0.

Se repetirmos o processo acima para um outro representante V' = V + AE de V,
obteremos exatamente a mesma 1-forma  acima. E devido a isto que afirmamos, na secio
2.4, que campos de retas de P? sfo definidos pelas classes de equivaléncia da relagao 2.1.

Podemos definir as singularidades de um campo através de 1-formas. Uma singularidade
de v ser4 um ponto p tal que a 1-forma dual w calculada em p se anula, isto é, w,(p) =
wy(p) = 0. Analogamente, uma singularidade de um campo V de P? ser4, um ponto p tal
que a 1-forma € calculada em p se anula, ou seja, Qz(p) = Qy(p) = L (p) = 0.

Vamos agora estabelecer, em funcio de 1-formas, o critério para que uma dada curva
algébrica reduzida C definida pelo polinémio f seja uma solugdo algébrica do campo v.
Tomemos a 1-forma w = adz + bdy dual a v. Em cada ponto do plano, ela define uma
reta com diregdo tangente ao campo. Por sua vez, a 1-forma df, em cada ponto da curva
expressa por f, define uma reta com direciio tangente & curva. Desta forma, para que a
curva seja tangente ao campo, temos que as retas definidas pelos funcionais lineares w(p)
e df (p) devem ser coincidentes para todo p € C. Logo, como vimos anteriormente, isto
significa, que

w(p) A df (p) =0,

para todo p € C. Mas w A df = ¢(z,y)dz A dy, para algum ¢ € Clz,y], pelas regras do
produto exterior. Temos entdo que o polindmio ¢ deve zerar em todos os pontos em que f

zera. Pelo Teorema dos Zeros de Hilbert, isto significa que
wAdf = f0,

onde # & um produto exterior de 1-formas, isto &, uma 2-forma.

Analogamente, se C é uma curva algébrica projetiva reduzida definida pelo polinémio
homogéneo F' e {2 é a 1-forma correspondente a um campo V, entdo F' é solugio algébrica
de V se e somente se

QAdF = FO,

onde © é uma 2-forma homogénea.
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Capitulo 3

Resultados Teodricos Fundamentais

“Fatos nio significam nade. Voceé pode usar fatos para provar qualquer coisa que nio seja nem remotamente

verdade!” - Homer Simpson

Neste capitulo, serfo apresentados algumas notacdes, hip6teses, proposigdes e teoremas

que serdo fundamentais para o desenvolvimento do que viré adiante nesta dissertagso.

3.1 Notac¢ao, Hipoteses e Resultados Tebricos Basicos

Hipétese 3.1. Seja

0 0
Da,b = a% + b—ag

uma derivagio de Clz,y|. Em nossa andlise, as sequintes condicdes sobre os polindmios a

e b serdo sempre vdlidas:

1. a,b € Qz,yl;
2. deg(a) = deg(b) =n > 2;

3. O polinémio yan, — zby, € ndo nulo e irredutivel sobre Q, onde an e b, denotam as

componentes homogéneas de grau n dos polinémios a e b;

O item 3 acima implica nos dois fatos abaizo, que sdo colocados separadamente por

questées de praticidade.
4. T ndo divide a,;
5. mdc(ay,b,) = 1.
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A derivagio D, de C[z, y] d4 origem & 1-forma w = bdz — ady de (2. Denotemos por
U, o subconjunto aberto de IP? definido por z # 0, e seja 7 : U, — 2 a aplicacio definida,

por 7(z,y,2) = (z/z,y/%). Construimos entdo
Qop = 7 w*(bdz — ady), (3.1)
onde r é escolhido de forma a cancelar os p6los da imagem inversa 7*. Temos que

w*(bds — ady) =42, Hya(Z) - a(Z, Dya(Y).

z z
Mas

z, dr zdz Yy, dy ydz

d(z)_ z 22 d(z)— z 22

Assim, como estamos assumindo que deg(a) = deg(b) = n,
. b
7*(bdz — ady) = ;——(— - ) -—=(=2 - =

b al a® — zbh
=———zn+1dw—zn+1dy+(y )

onde a” e b" denotam as homogeneizacies de a e b, respectivamente. Entdo,

Qo p = 2bdx — zaldy + (ya* — zb*)dz. (3.2)

A 1-forma £, define uma folheagao de P2 que denotamos por Fap- De agora em
diante, iremos descartar os subscritos a no ser que seja necessério chamar a atencéo para
a dependéncia de D, (), ou F com relagdo aos coeficientes a e b. Sob as hipoteses acima,
dizemos que o grau da folheagio F & n. A definicio de grau de uma folheagio de P?
encontra-se em [17, p. 884]. Como se pode verificar facilmente, pela hipétese 3.1, item
5, temos que mdc(a,b) = 1. Em particular, pelo Teorema de Bézout, isto implica que F

possui um conjunto finito de singularidades.

Seja. € uma curva reduzida de P? definida como o conjunto de zeros do polindmio

homogeneo F(z,y,z) € C[z,y,2]. Em outras palavras,

C = 2(F).
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Dizemos que C é invariante sob F se existe uma 2-forma homogénea © tal que
QAdF = FO. (3.3)

Tal curva também & chamada de solugdo algébrica de F. Note que z & uma solucgio
algébrica de €2, como uma inspe¢io na equagio 3.2 mostra. Se F # z, entd0 a equacgio 3.3
é equivalente a,

D(f) =gf (3.4)

onde f(z,y) = F(z,y,1) é a desomogeneizagio de F em U, e g € C[z,y]. Reciprocamente,
se um polindmio reduzido f € C[z,y] satisfaz a equagio 3.4 entdo sua homogeneizacio
F com respeito a z é uma, solugdo algébrica de ). Neste caso, também dizemos que [ é
uma solugdo algébrica ou é invariante sob ). Portanto, uma curva C do plano afim C2 ¢
invariante sob D se e somente se sua projetivizagio C C P2 ¢ invariante sob f).

Nossa, primeira proposi¢io diz que, se uma, 1-forma £} com coeficientes racionais possui
uma solugio algébrica (com coeficientes complexos), entdo ela possui também uma solugdo
(ndo necessariamente a mesma) com coeficientes racionais. Para uma prova deste resultado,

veja [18] ou [10}.

Proposicao 3.2. Se Q possui uma solugdo algébrica além de Lo, entio existe z # F €

Qz, y,2] tal que Z(F) também é uma solugio algébrica de 2.

Desta forma, para provar que uma l-forma {2, com coeficientes racionais, nfo possui
solucdes algébricas em (2 = P? \ L, & suficiente considerar o caso especial em que a
solucdio & definida por um polindmio em Q[z,y, 2]. Portanto, podemos assumir durante o

restante desta dissertagio que todas as curvas sdo definidas sobre Q.

Lema 3.3. Se C ¢ uma solugio algébrica reduzida de F, que nio possui Lo, como uma de

suas componentes irredutiveis, entio
0 # C N Ly = Sing(F) N Loo-
Demaonstrac¢do. Pelo teorema de Bézout,
CN Ly #9,

uma vez que deg(C) > 1. Uma vez que tanto C como L, sio soluges algébricas de F,
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seus pontos de intersegao sdo também. Portanto,
C N Ly, C Sing(F).

Seja entdo C = Z(F), para algum polinémio homogéneo F € Qx,y,2]. Logo, como
Ly 1o & uma componente de C, F(x,y,0) é um polinémio ndo-nulo. Mas o conjunto
C N Ly é definido pelos pontos (zq,%0,0) tais que F(zg,%0,0) = 0 e as singularidades
de F em Ly, sdo as rafzes de ya, — zb,. Desta forma, mdc(F(z,y,0),yan — 3bs) # 1.
Entretanto, ya,—xby, é irredutivel sobre Q pela hipétese 3.1, item 3. Entdo, como F(z,y,0)
possui coeficientes racionais, mde(F'(z,y,0), yon — zby) = yan — by € ya, — b, divide
F(z,y,0). Mas como as rafzes de F(z,y,0) representam singularidades no infinito e as
raizes de ya, — xb, representam todas as singularidades no infinito, o fato de ya,, — b,
dividir F(z,y, 0) implica que estes dois polinémios possuem a mesma, fatoragio, a menos da
multiplicidade dos fatores, o que prova que F passa por todas as singularidades no infinito,
demonstrando a igualdade no enunciado do lema. Além disso, como ya, — xb,, possui grau

n + 1, o conjunto Sing(F) N Ly, possui exatamente 7+ 1 singularidades distintas. [
O jacobiano de F em um ponto p € Sing(F) é a matriz

0a/0z 0Oa/dy
ob/ox  0b/Oy

Dizemos que F & ndo-degenerada em p se det(J(p)) # 0. Neste caso, os autovalores A;
e Ag de J(p) sdo ambos ndo nulos, e o quociente A1/Ag e seu reciproco sio os ezpoenies
caracteristicos de F em p. Seja A C Sing(F). O conjunto de todos os niimeros complexos
que sdo expoentes caracterfsticos de F em uma singularidade de A ser4 denotado por
Expr(4).

Um resultado chave para vérias de nossas provas é a seguinte proposicéo.

Proposigio 3.4. Seja C uma curva algébrica reduzida que é invariante sob F. Se
Exp£(Sing(F) N Lo) NQ =0,

entio C ¢ nio-singular em todos os seus pontos no infinito e deg(C) =n + 1.

Demonstracio. Seja C = Z(F) para algum polinémio homogéneo reduzido F € C[z,y, z].
Como F # z, o polinbémio zF define uma solucio algébrica de F. Entretanto, a hipétese

sobre os expoentes caracteristicos implica que todas as singularidades de Z(2F) em L, séo
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nés, conforme [19, Teorema 2.3, p. 58]. Mas isto s6 pode acontecer se C e Lo se cortam
transversalmente em todos os seus pontos de intersecio. Portanto, C é nfio-singular em
todos os pontos de C N Lo,. Em particular, o nimero de intersecio de C e Ly, em todo
ponto da interse¢io destas duas curvas é 1. Portanto, pelo Teorema de Bézout e pelo lema

3.3,deg(C) =n+1. O

Uma aplicagdo importante dos expoentes caracteristicos de F diz respeito a indices de
um campo vetorial em suas singularidades. Dois destes indices serdo computados como
parte de provas nos capitulos subseqiientes, entdo iremos defini-los aqui. Entretanto, as
definicoes que daremos ndo sdo as mais gerais. De fato, elas estdo formatadas para as
necessidades especificas desta dissertagdo. Seja p uma singularidade de F. Se p é ndo-

degenerada e A1 e Ay 880 os autovalores do jabobiano de F em p, entdo

T 2
BB;:@):%%:?—:{\\—?H, (3.5)

¢ o indice de Baum-Bott de F em p. A seguinte formulagdo do teorema de Baum-Bott

serd usada na prova de uma proposi¢io no proximo capitulo.

Teorema 3.5 (Teorema de Baum-Bott). A soma dos ¢ndices de Baum-Bott de uma

folheagio F, de grau n, sobre todas as suas singularidades ¢ igual a (n + 2)2.

Suponha agora que A1/Xy ¢ Q. Se C & uma curva nao-singular em p e invariante sob

F, o indice de Camacho-Sad de C em p é

— A
CS#(C,p) = —g, (3.6)

onde o vetor tangente a C em p é um autovetor de Ay com respeito ao jacobiano de F em
D.

Teorema 3.6 (Teorema de Camacho-Sad). Seja C uma curva algébrica de P? invari-
ante sob F. A soma dos ndices de Camacho-Sad de C sobre todas as singularidades de F

contidas em C ¢ igual o deg(C)?.

Este teorema, assim como o teorema 3.5, serdo demonstrados na seg¢do 3.3, no caso
particular em que todas as singularidades de F sdo distintas, que é o caso que ird nos
interessar. Para uma prova mais geral destes teoremas, veja [20, Capitulo V, pp. 148-156]
ou [21, pp. 32-40].

O resultado final desta secdo também é uma conseqiiéncia do teorema de Baum-Bott

(veja [20, Teorema 1.1, p. 150]).
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Proposicio 3.7. Uma folheagio F, de grau n, de P? possui n? + n + 1 singularidades,
contadas com multiplicidade. Além disso, se as n? + n+ 1 singularidades sio distintas,

entio todas elas 3do nao-degeneradas.

3.2 O Teorema de Noether

Lema 3.8. Seja I = (a,b) C Clx,y} um ideal com nimero finito de zeros. Denotemos por

Z(I) = {p1,.--,ps} 0 seu conjunto de zeros. Seja f € Clz,y]. Se

fe ﬂ Op, 1,

Jj=1
entgo f € I.

Demonstragio. Se f € OpI, entdo f = g;/qj, onde g; € I e gj(p;) # 0. Como
f € Op,I para todo j = 1,...,s, entfo existem polindmios ¢1,...,qs tais que cada um
deles é diferente de zero em pelo menos um dos pontos de Z(I). Desta forma, temos
que Z(a,b,q1,...,4s) = 0. Pelo teorema dos zeros de Hilbert, isto implica que o ideal
J = (a,b,q1,-..,¢s) & igual a Clz,y]. Isto, por sua vez, implica que existem polindmios

C1,...,Csyd1,dg € Clz,y] tais que
cqr + - +csqs + dra+dab=1.
Multiplicando esta equagio por f, obtemos
afai+--+esfgs+difatdefb=cigi +--- +cgs +difa+dafb= f.
Mas os polindmios g1,...,9s € a,b pertencem a I e os polindmios c1,...,¢s € d1f,daf

pertencem a C[z, y]. Logo, f € I. (]

Proposicio 3.9. Seja I = (a,b) C Clz,y] um ideal. Se seu conjunto de zeros Z(I) =

{p1,-..,ps} €é um conjunto finito e todos estes zeros sio simples, entdo I é radical.

Demonstragdo. Seja Hj o ideal radical de Op,I. Como p; é um zero simples de I, isto

significa que o nimero de intersedo de a e b em p; é 1. Logo, dim(Op, /Oy, I) = 1. Mas

2

Op, 1 = Op, T’

pois H; C Op;. Podemos enxergar este fato pensando que 1 € Op,, mas 1 ¢ H;. De fato,
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se 1 pertencesse a Hj, entao terifamos que 1¥F=1¢ (9ij . Mas isto é uma contradicgdo,
pois se 1 € Op, I, entdo Op, I = Op, e terfamos dim(O,, /Oy, I) = 0. Entdo, como H; /Oy, 1
é um subespago proprio de Oy, /Op, I, temos que dim(H;/Op.I) = 0. Isto &, H; = Op,I.
Mas isto significa que Op, I & um ideal radical de O,.

Seja b € VT C Clz,y]. Entdo h* € I, para algum k£ > 1. Logo, h* € Op; I, ja que
I C Op, 1. Uma vez que Oy, I éradical, b € Op;I. Como este argumento vale para qualquer
j=1,...,s, h € OpI para todo j. Logo, pelo lema 3.8, h € I. Portanto, I & radical. O

Podemos entfio enunciar uma versio do Teorema de Noether como uma consegiién-
cia desta proposi¢cio. Este teorema sera ftil ndo s6 no desenvolvimento que levarad ao
Teorema-Chave na préxima se¢do, mas também no desenvolvimento do segundo algoritmo,

no capitulo 5.

Teorema 3.10 (Teorema de Noether). Seja I = (a,b) C Clz,y] e Z(I) um conjunio
finito em que todos os zeros sao simples. Se f € Clz,y] zera em todos 0s pontos de Z(I),

entio podemos escrever f na forma
f=Pa+Qb.

Demonstragio. Como todas os zeros de I sdo simples, pela proposi¢do 3.9, I é radical.
Pelo Teorema, dos Zeros de Hilbert, se f zera em todos os pontos de Z(I), entdo f € v/T.

Mas como /T = I, temos entdo a equagdo desejada. O

3.3 Os Teoremas de Baum-Bott e de Camacho-Sad

Nesta segfo iremos introduzir e provar um teorema (que chamaremos de Teorema-
Chave) e entdo utiliz4-lo para demonstrar os teoremas 3.5 e 3.6, sob a hip6tese particular
de que todas as singularidades de um dado campo V de P? sio distintas.

Este Teorema-Chave foi introduzido no artigo [22]. A prova que apresentamos aqui
segue, em linhas gerais, a prova desenvolvida nele. Entretanto, introduzimos alguns de-
talhamentos e clarificages, de forma que acreditamos que ela esteja apresentada acqui de

forma mais palatavel do que no artigo original.

3.3.1 O Teorema-Chave

Antes de podermos enunciar e provar o Teorema-Chave, precisamos introduzir alguma,

notaglo e provar alguns resultados auxiliares.
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Assumindo que todas as singularidades de V possuem coordenada 2z # 0, sendo M €
Sing(V) e V um representante de 'V, definimos

v (M) = (M),

Seja w = wedz + wydy + w,dz a 1-forma correspondente ao campo V. Definimos entéo

Owg [0z Owy/dy

kv (M) depende do representante V escolhido, enquanto Ay (M) depende ape-

nas do campo V, pois a 1-forma w nio é dependente do representante de V escolhido.

Lema 3.11. Seja V um campo polinomial planar de grau s com singularidades simples.
Se um polinémio homogéneo H de grau 2s — 2 zera em todos os pontos de Sing(V) menos

um, entdo ele também zera neste iltimo.

Demonstragio. Por uma mudanga de coordenadas, podemos supor que todos os pontos de
Sing(V) possuem coordenada z # 0 (nfo h4 singularidades na reta do infinito) e que a
singularidade em que ndo se sabe se H zera & (0,0,1).

Denotemos P = P(z,y,0), para qualquer polindmio homogéneo P € C[z,y,z]. Como
néo ha singularidades de V no infinito, wx(z,y,0) = —yV, wy(z,¥,0) = zV; e w,(z,y,0) =
yVz — 2V, nio podem zerar simultaneamente, o que implica que mdc(V,,yV, — zV,) = 1.
Desta forma, V, é diferente de zero, o que implica que wy e wy 830 coprimos.

Os polinémios £H e yH zeram em todas as singularidades de V. Mas as singularidades

de 'V sdio os zeros do ideal I = (wg,wy,w,). Como todas as singularidades sdo simples,

(o]

0go, levando em

el

3 1nal v Ao E a - 5 IT mmmmr o ala
este ideal & l'ad_l\,al, por 22, I TOPOBIGE 1], exH e yH péi’f: TNCEIN 4 ele.

consideragio a relacio Tw, + ywy + 2w, = 0, podemos encontrar quatro polinémios A, B,

C e D de grau s — 1 tais que

zzH = Awy + Bwy
yzH = Cwy + Duw,.

Destas duas equagdes, deduzimos dois desenvolvimentos para zyzH':

zyzH = Ayw; + Bywy = Czwg + Dzwy.
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Desta forma,

(Ay — Cz)wy = —(By — Dz)wy.

Como w; e wy sdo coprimos, Ay — Cz é divisivel por wy. Entretanto, o seu grau s € menor
do que o grau de wy, que € s+ 1. Logo, Ay — Cz = 0. Por argumento anslogo, temos
By— Dz =0.

De Ay = Cz, como z ndo divide y, z divide A. Isto é, A= zE. Analogamente, temos
que B=zF, C =yFE e D =yF. Temos entdo

zzH = Awz + Bwy = xBw, + 2Fw,.

Logo,
zH = Ew; + Fuwy,.

Como (0,0,1) & uma singularidade, wg(0,0,1) = wy(0,0,1) = 0. Portanto, H de fato zera
também na singularidade (0,0, 1). O

Lema 3.12. Seja V um campo polinomial planar de grauw s com singularidades simples.
Entdo, o espaco vetorial Cps—_o[z,y, 2] dos polindmios homogéneos de grau 2s — 2 nas va-
ridveis «, iy e z € gerado por elementos que zeram em todos os pontos de Sing(V), com

ercecdo de trés, no mdximo.

Demonstragio. Por uma mudanca de coordenadas, podemos supor que todas as singulari-
dades possuem coordenada z # 0. De acordo com a proposicdo 3.7, existem § = s> +s+1
elementos em Sing(V). Fixando um representante com z = 1 para cada um deles, obtemos
um conjunto finito £ de S elementos de C3.

Para todo elemento nio-nulo M de C3, e & a aplicagio de especializacio que, para
todo polinémio P € Clz,y, 2], calcula o seu valor no ponto M. Isto &, epr(P) = P(M).
Iremos restringir £y para o espago vetorial de dimensdo finita C;_1[z,y,2]. A aplicagdo

ep € uma transformacfo linear, pois

em(P + Q) = (P + Q)(M) = P(M) + Q(M) = ep(P) + en(Q)

ex(AP) = (AP)(M) = AP(M) = Aep(P).

Um conjunto finito de elementos de C? & chamado de conjunto teste para polindmios

homoggéneos de grau s—1, se o tinico polinémio de grau s—1 que zera em todos os pontos do
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conjunto & o polinémio 0. Esta defini¢do, por sua vez, implica que o conjunto de aplicagoes
de especializagdo correspondentes aos pontos de um conjunto teste gera o espaco vetorial
dual de C;_1[z,y, 2], como veremos a seguir.

Seja ' = Cs-1[z,y,2]. Tomemos um conjunto teste {M; : 4 =1,...,t} e as aplicacdes

€j = €pr;. Vamos definir a fungio ¢ : T' — C* como

HP) = (E1(P), ..., 1(P)).
Entdo, o micleo da aplicagio ¢ é

N(¢) = {P :¢;(P) = 0 para todo j} = {P : P(M;) = 0 para todo j} = {0},

7

j4 que os pontos M; formam um conjunto teste. Portanto, ¢ é injetiva. Tomemos entéo
uma aplicagio pertencente ao espago dual de T' (denotado por I'*), isto é, A : ' — C.
Temos que Im(¢) C C! e também que ¢! estd bem definida em Im(¢). Podemos entdo
construir uma aplicagio ® : Im(¢p) — C simplesmente como ® = X o ¢~'. Vamos agora
construir uma aplicagio ® : C* — C estendendo a aplicagio ®. Seja 8 uma base de Im(¢).
Completamos esta base para uma base B de C'. Definimos entdo a aplicacio ) para os

vetores da base . Se v € ,3, entdo

®(v), sevep
0, sevé¢p.

(v) =

Se pensarmos nos elementos de C* como matrizes coluna, entdo a aplicacdo @ : C! — C
pode ser escrita como uma matriz linha. Seja ® = (ay,...,a;). Podemos, entdo, definir A

como A = ® o ¢. Logo,

[ e1(P) -I ;
: I = Zaisi(F’).

i=1

A(P) = (als"-ua’t)
Et(P) “

Desta forma, qualquer aplicagio A € I'™* pode ser escrita como

1
A= E aici,
i=1

0 que mostra que o conjunto de aplicagdes de especializagio correspondentes aos pontos

de um conjunto teste realmente gera o espago vetorial dual de C,—1 [z, , 2.
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Por razdes de grau, um polinémio nfo-nulo H € C;_; [z, y, 2] ndo pode zerar em todos
os pontos M € &, pois, neste caso, H pertenceria. a0 ideal radical (wg,wy,w;), que é gerado
por polindmios de grau s + 1. Isto significa que £ & um conjunto teste para Cy_1[z, y, 2].

Vamos, agora, calcular a dimensdo do espago vetorial C;_;[z,y,2]. Para isto, basta
pensarmos que um polindmio homogéneo de grau s—1 em z, y e z pode ser desomogeneizado
para um polinémio de grau menor ou igual a 8 — 1 em = e y. Tal polinémio é formado por
mondmios de grau 0 até s —1 em z ¢ y. Mas existe um mondmio de grau 0, dois mondmios
de grau 1 (z e y), trés monomios de grau 2 (z2, zy e y?) e assim sucessivamente até s

mondmios de grau s — 1. Logo, a dimensdo de Cs_1[z,y, 2] é igual a

S

. s(s+1)
S—L’I.—-——z‘—.

=1

o

A dimensdo do espaco dual também serd 5. Portanto, existe uma base para o espaco dual
formada por 5 elementos. Esta base é um subconjunto das aplicagtes de especializagio que
geram o espago dual. Como & cada uma destas aplicagdes de especializagio corresponde
um elemento de um conjunto teste, podemos concluir que existe um subconjunto &; =
{Mj,..., Mz} C € com g elementos que & um conjunto teste mfnimo de C,_1 [z, y, 2]

Podemos escrever a partir dos pontos M;, ¢ =1,...,5, um conjunto de polinémios H;
tais que

1, sei=3j

H;(Mj;) =
0, sei#jg

Consideremos agora o conjunto finito £\&; de 3. Mostraremos que este conjunto
também é um conjunto teste de C;_1 [z, ¥y, 2]. De fato, se algum polindmio H € Cy_4 [z, y, 2]
zerar em todos os elementos de £\Ey, entdo, para todo M; € £1, HH; zera em todas as
singularidades com a excecdo, possivelmente, de M;. O grau de HH; é 2s — 2, logo,
de acordo com o lema 3.11, HH;, e conseqiientemente H, também zera em M;. Entdo,
como este argumento vale para todos os M;, i = 1,...,3, H zeraria em todos os pontos
de Sing(V). Neste caso, H pertenceria ao ideal radical (wg,wy,w;), que é gerado por
polinémios de grau s + 1. Como o grau de H é s — 1, isto é uma, contradicgo.

Entao, por argumento andlogo ao usado anteriormente nesta prova, existe um subcon-
junto £y = {Ma,..., Ms} C E\E; com 3 elementos que é um conjunto teste minimo de

C;-1[z, v, 2]. Portanto, podemos obter outro conjunto de polinémios H; tais que

—_ 1, sei=7j
Hi(M;) =
0,s8ei#7
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Lembrando que o niimero de singularidades § = 25+1, entdo £\(£1UE,) possui apenas
um elemento, que chamaremos de ponto ezira.

Seja z%y?# 27 um monémio de Cp,—2[z, ¥, 2], isto &, @+ B+ = 25 —2. Podemos escrever
z%yP27 = Q1Qa, tal que Q1,Q2 € Cou1[,¥,2]- Seja a; = Q1(M;) e b; = Qo(M;) para

i=1,...,3. Entdo,

(@1 - aiH;)(M;)=a;—a; =0,

i=1
para todos os pontos M; com j = 1,...,3. Mas estes pontos formam um conjunto teste.
Isto significa que o tnico polindémio que se anula em todos estes pontos é o polindmio nulo.
Logo, @1 — Y. a;H; = 0. Isto &, @1 = ) a;H;. Por um argumento analogo, podemos

concluir que Q3 = 3 b;H;. Temos entdo que

Y 2T = Q@2 = ZaiijiE-

Isto significa que qualquer monémio e, portanto, qualquer polinémio de Cy,_ o[z, y, 2] pode
ser escrito em funcdo dos 32 produtos HJ‘E Portanto, o espago vetorial Cps_3[z,,2] &
gerado por estes produtos. Além disso, cada um destes produtos H,-TI} zera em todos os
pontos de Sing(V) com a excegdo de M;, E e, possivelmente, do ponto extra, ou seja,

todas as singularidades com a excecdo de trés, no méximo. O

Proposicao 3.13. Seja V um campo polinomial planar de grau s com singularidades

simples. Entio, pera todo H € Cyy_2[z,y, 2],

o= Y (Aﬂ) (M) = 0.

MeSing(V) NV

Demonstragiéo. Como, de acordo com o lema anterior, o espago vetorial Cy;_o[z,y,2] é

gerado por elementos que zeram em todos os pontos de Sing(V), com excegdo de trés,

1 SI-RH] o1 arn nalindAming onr echs
ne méixime, e como © & linear, basta provarmos o resultado para polinémios com esta
-
caracteristica.

Seja H um polinémio homogéneo de grau 2s — 2 em C[z,y, 2] que zera em todos os
pontos de Sing(V), com excegio de trés, no maximo. Sem perda de generalidade, podemos
assumir que as coordenadas foram escolhidas de forma, que todas as singularidades possuam
coordenada z # 0. Podemos supor também que as trés singularidades particulares em que
H possivelmente ndo zera sdo (0,0,1), (0,1,1) e (1,0,1).

Seja A € C\ {0} tal que y— Az ndo divida V,. Definimos entdo dois polinémios homogé-
neos de Clz, y, 2], ¢ = z(y— Ax+Az) e p = y(y— Az —2), que zeram nas trés singularidades
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particulares. Entdo, os polindémios ¢H e 1y H zeram em todas as singularidades de V. Logo,

podemos encontrar quatro polindmios A, B, C e D de grau s tais que

¢pzH = Aw; + Bwy
YzH = Cwg + Duwy,.

(3.7)

Portanto, ¢ppzH = (Awz + Bwy) = ¢(Cw; + Dwy), ou, colocando-se de outra forma,
(Y A—¢C)wy = (D —1pB)wy. Como w;, e w, sdo coprimos, temos que existe um polinémio

linear L tal que
Lwy = D¢ — By

Lwy = —C¢ + Ay

(3.8)

Multiplicando a primeira equagio do sistema 3.7 por L, obtemos ¢pzLH = ALw; + BLuwy.

Substituindo Lw, e Lw, nesta equagdo pelos seus valores no sistema acima, obtemos
¢zLH = A(D¢$ — Bep) + B(—C¢ + Ayp) = AD¢ — AByY — BC¢ + ABp = (AD — BC)¢.

Logo,
zLH = AD — BC. (3.9)

Tomando a derivada parcial com respeito a z da primeira equagdo do sistema linear
3.7 e tomando seu valor nas trés singularidades particulares, em que w;, wy, ¢ e 1 zeram,

obtemos as seguintes igualdades, validas nestes trés pontos:

8(¢zH) d¢ 8¢
T or Ha + ¢ zHBa:
Ol A, . [ = PR Y [aly ] LA T
O\ Alg T DWy) _ uwa; f.’iul oD OWgz UUJy
e Y za +Ba Terge =A% TP

Procedendo de forma analoga com a derivada parcial com respeito a y da primeira equaggo
e com as duas derivadas parciais (com respeito a z e y) da segunda equacio do sistema, e

escrevendo os resultados de forma matricial, obtemos

0p/0x 0¢/0y A B Owy [0z Owy /By
oY/oz /By C D Owy [0z  Owy /Oy

de onde pode ser deduzida uma, relagéo entre determinantes que é valida nas trés singula-
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ridades particulares:

9¢/0z  Op/dy
/0x  0p/dy

22H? = (AD - BC)

Owy [0z  Owy /Oy

Owg [0z Owg /By l

Substituindo a equagéo 3.9 na equagio acima, obtemos

9¢/0z  d¢/dy
oY/dx  B9/dy

Owg [0z Owg [0y
Owy [0z Owy /Oy

22 H? = LzH

Obtemos entdo a igualdade

[

zH

Owyg [0z me/ay'

b)

0¢/0z O¢/dy

Owy [0z  Owy/Oy OY/ox OY/dy

que é equivalente a

A _ 2L . (3.10)

Av | a/0z 3¢/6y‘

dy/0z  9v/dy

Mas o quociente H/Avy zera em todas as singularidades com a excegio, possivelmente,
de (0,0,1), (0,1,1) e (1,0,1), onde é dado pela fracio acima. Precisamos apenas mostrar

que o somatorio desta fragio nestes trés pontos também é nulo para provar a proposicio.
Tomando a primeira equagdo do sistema 3.8 em z = 0, obtemos
~LyV, = D$ — By = Da(y — Az) — By(y — Az) = (y — Az)(Dz — By).

Logo, y — Xz divide LyV,. Mas como y — Az ndo divide y e também nio divide V, pela
hipotese feita na escolha de A, entdo y — Az divide L. Entdo, por L ser um polindémio
linear,

L=ciz+ ey — Mz),

com ci,¢g € C.

Seja
T | @/02)E) (@9190)0)
(8¢/0z)(p) (9%/0y)(p)
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Temos

_ A0 - 1+ 0
J(0,0,1) = =_) J(0,1,1) = =1+X e
0 -1 -2 1
_ - 1
J(1,0,1) = = A\ +1).
0 —-A—1

Entdo, o somatério do quociente 3.10 nas trés singularidades particulares é

SRS SIS S PN (SIS SR\ S B
AT AT AaEN) T2 XTI AR/

0 que prova a proposicio. O

Proposigio 3.14. Seja V um campo polinomial planar de grau s > 2 com singularidades

simples. Entdo, para todo H € Cy_1[z,y, z] e para todo representanie V de 'V,

) ("ZH) (M) =0.

MeSing(V) v

Demonstracdo. Como ja é usual, sem perda de generalidade, podemos assumir que as
coordenadas foram escolhidas de forma que todas as singularidades possuam coordenada
z#0.

Como, por hip6tese, s > 2, o grau de H é pelo menos um e ele pode ser escrito como
H = zH; + H,, onde Hy é um polinémio homogéneo de C[z,y, 2] ¢ Hy € um polinémio
homogéneo de Clz,y]. Hz também possui grau pelo menos um e pode ser escrito como
Hy = zH3 + oy® !, onde H3 é um polinémio homogéneo de C[z,y] e o é uma constante

que pode, possivelmente, ser nula. Temos entao

—1~r

V. H = 2V, H| + £V, H3 + oy* V.

Lembrando que w; = 2Vy—yV, e wy = zV, —2V;, podemos substituir zV, e yV, na equagao

acima, obtendo
V. H = 2V, Hy + (wy + 2Vo)Hs + 0y° 2 (2Vy —wy) =

= 2(V, H1 + VpH3 + Vo 2) + Hawy — oy* 2wy,
Seja H' = V,H1 + VyH3 + Vyoy* 2, A= —oy*? ¢ B = H;3. Note que H' ¢ um polinémio
v
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homogéneo de grau 2s — 2. Temos entdo que
V.H — zH' = Aw; + Buw,,.

Como em uma singularidade w; = wy =0,

) (-—-———(”HA:"ZH')>(M)= ) (L‘W) (M)=0

MESing(V) McSing(V)
Logo,
V.H H V.H H
o- ¥ (N an- > (Han- ¥ ().
MeSing(V) MeSmg(V) MeSing(V)

Como todas as singularidades estdo fora da reta no infinito, podemos realizar estes so-

matorios sobre representantes M; que tenham coordenada z = 1. Desta forma, temos

> (G- ¥ (z5)en=o

MeSing(V) MeSing(V)

que

onde a segunda igualdade segue da proposigao 3.13, ja que H' é homogéneo de grau 2s —2.
Lembrando que sy = V,/z, e que estamos realizando os somatorios sobre representantes

M; que tenham coordenada z = 1, temos

2 ("Xf)(m: 2 (sz)(Mﬁ > (fo,)(m

MeSing(V) MeSing(V) MeSing(V)

0 que prova a proposicao. O

Proposicao 3.15. Seja V um campo polinomial planar de grau s com singularidades
simples. Existem dois representantes Vy e Vo de V tais que o produto kv, kv, zera em todos

r

} com a excegio de um, My, e

5, (52) - (52) oo

MeSing(V)

os pontos de Sing(V

Demonstragdo. Como j4 é usual, sem perda de generalidade, podemos assumir que as
coordenadas foram escolhidas de forma que todas as singularidades possuam coordenada
z# 0.

Comegamos com qualquer representante V = (V,V,,V,) de V. De acordo com a

demonstragdo do lema 3.12, existe uma particdo de Sing(V) em dois conjuntos teste de
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Cs—1[z,y, 2] € um conjunto unitario (contendo o ponto extra).

Seja a; = Vy(M;) e b; = V,(M;), lembrando que M; sfo os pontos do primeiro conjunto
teste e M; sdo os pontos do segundo conjunto teste, e que todos estes pontos foram escolhi-
dos de forma que tenham coordenada z = 1. Entdo, fazemos P; = Y a;H;. Desta forma,
Pi(M;) = Y a;Hi(M;) = aj = V,(M;). Analogamente, fazemos Py = Y, b;H;. Temos
entdo que V4, = V, — 2P, zera no primeiro conjunto teste e V3, = V, — 2P; zera no segundo

conjunto teste.

Ent3o o produto H = (V, — 2P)(V, — 2P,) zera em todas as singularidades de V com

a excegio de uma e 0 mesmo acontece com o produto Ky, Ky, J4 que

(VleZZ) - E

R =g = o

Uma mudanca de coordenadas afim em z e i nos permite colocar o ponto extra em (0,0,1).
Além disso, como V, possui um ntimero finito de fatores irredutfveis de grau 1, esta mudanca

de coordenadas pode ser feita de modo que z e y nio dividam V.

O somatério envolvido se reduz a um termo e temos que provar que este termo é igual

al.
I€V11‘9V2) (O, 0,1) - (_H_) {0,0, 1) — (Vz - ZPI)(Vz —ZPZ) (0,0, 1)
Av Z*Av Ouwy 0z Bwy /By

Owy [0z  Owy [0y

Os polinémios £H e yH zeram em todos os pontos de Sing(V). Logo, podemos encon-
trar quatro polindémios 4, B, C e D de grau s + 1 tais que

zzH = Aw, + Bwy (3.11)

yzH = Cwg + Dwy.
Tomando este sistema em z = 0, obtemos

0 =—AyV, + BzV,

o que implica que existem dois polinémios homogéneos E e F de grau s tais que 4 = zE,
B =yE,C = zF e D = yF. Levando isto em consideracdo, substituindo H, w;, e Wy
pelas férmulas que os definem, escrevendo 4 = A +2A4’, B=B+2zB,C =C + 2C" e

D =D + zD', desenvolvendo os célculos e, finalmente, tomando z = 0, obtemos, a partir
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do sistema 3.11,
:1:_17;2 =AYV, + B'aV, + (xV, —yVa)E
¥V, = —CyV, + D'aV, + @V — yVa)F-
Como V, e zVy — yV sdo coprimos, pois nfio existem singularidades no infinito, V, divide

EeF. Logo, existem Ki,Ky; cCtaisque E=K 1V, e F = KoV,

Substituindo ent@o no sistema 3.11 A por A — Kywy, B por B+ Kjw;, C por C— Kawy
e D por D + Ksyw, nfo alteramos a validade das duas ignaldades do sistema, mas obtemos
polinémios divisiveis por 2. Dividindo entfo as duas equagoes do sistema por z, obtemos

TH = awy + bwy (3.12)

yH = cwg + dwy,
onde a, b, c e d possuem grau s. Temos entdo que zyH = ayw; + bywy = cTwg + dTw,y,
ou, escrito de outra forma, (ay — cx)w, = (dz — by)w,. Como w; e wy sdo coprimos, entdo,

por esta equagio, existe um o € C tal que

owy = dxr—by

Owy = —cZ + ay.

(3.13)

Substituindo os valores de w; e w, deste sistema na primeira equacio do sistema anterior
() )

obtemos

(dz —by) , (ay —cz)

ozH = adz — aby + aby — bez = (ad — be)z.

ocH = ad — be.

Tomando a derivada parcial com respeito a z da primeira equagdo do sistema linear 3.13

e tomando seu valor no ponto (0,0,1), temos

Owy od 0b

—_— —_— d—- -_— = .
06:1; 1;6:1;+ yaa: d

Procedendo de forma, andloga com a derivada, parcial com respeito a y da primeira equagio

e com as duas derivadas parciais (com respeito a z e y) da segunda equagdo do sistema, e
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escrevendo os resultados em forma matricial, obtemos

0wy [0z  Owy /By d —b
(o2 =
Owy[/0x  Owy /By - a

donde pode ser deduzida uma relagdo entre determinantes que é valida no ponto (0,0,1):

Owg [0 Owy/0
a? ws/ 0T Oa/ Oy = (ad — bc) = o H.

0wy [0z Ow, [Oy

Temos entdo que
H

(0,0,1) = o.
Owy [0z Owy /0y

Owy[0x  Owy /Oy

Para provar a proposicao basta apenas mostrarmos que o = 1.

Tomando o sistema 3.12 em z = 0, obtemos

(3.14)

Como z e y nio dividem V,, podemos obter do sistema acima que @ = za' e d = yd'.

Tomando o sistema 3.13 em z = 0, temos

{ oV, = —xzd +b

oV, = ya' —E.

Somando as duas equagGes do sistema 3.14, obtemos
2V, = (b—3¢) + (dz —a'y).
Somamos também as duas equagoes do sistema 3.15, resultando em
20V, = (b—7¢) + (a'y — d'z).
Somando entdo estas duas equagGes, encontramos

b—t=(c+1)V;.
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Finalmente, subtraindo esta tiltima equagdo da equagéo 3.17, temos como resultado
ady—-dz=(oc—-1)V,. (3.19)

Montamos um sistema com as equagdes 3.18, 3.19 e as equagdes do sistema 3.15:

(1 10 0 |] 7] [ o411 ]

0O 0 1 -1 C | o—1
=V,

0 -1 1 ¢ ya' o

1 0 0 -1 | _a:d’_j | o]

A matriz 4 x 4 & inversivel. Desta forma, ya' e zd' sio miltiplos de V,. Mas ya' e zd’
possuem o mesmo grau (s) de V,. Como z e y néo dividem V,, pela hipétese feita no inicio
desta prova, concluimos que a' = d’ = 0. Ent#o, da segunda linha da matriz, 0 = (0 —1)V,.
Como V, # 0, temos que ¢ = 1, 0 que prova a proposicdo.

|

Podemos, agora, apresentar e provar o Teorema-Chave desta segdo.

Teorema 3.16 (Teorema-Chave). Seja V um campo polinomial planar de grau s > 2
cujas singularidades s@o todas distintas no plano projetivo P2. Entio, para todos os pares

[V, V2] de representantes de 'V,

3 (ﬁ‘i’i"z) (M) =1.

McSing(V) Av

Demonstragio. De acordo com a proposicio 3.15, existem dois representantes Vi e V5 de

V tais que
( Ky, Ky, \
2 \Tay )=t
MeSing(V) \ v

Mas todos os representantes de V sfio iguais a menos de uma soma de um miltiplo do

campo de Euler. Logo, temos que V; = Vi+ HEe Vo = Vo + HoE. Desta forma,

_ Vi Vo, _ (fflz + le) (‘?22 +H2z)
R = =

- P P = Ky, By, +I$‘71H2+H1h:f,2 + Hq H,.

Entao,

= (- 5 () e

A
MeSing(V) v MeSing(V) v
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(R0 2 (G 3 () oo

MeSing(V) MeSing(V) MeSing(V)
Mas a primeira parcela desta soma é igual a 1 pela proposi¢ao 3.15, a dltima parcela é
igual a zero pela proposi¢do 3.13 e, como s > 2, a segunda e a terceira parcelas s&o iguais

a zero pela proposigdo 3.14, o que prova o teorema. O

3.3.2 Obtencio das Férmulas de Baum-Bott e Camacho-Sad

Podemos agora, utilizando o Teorema-Chave, provar os teoremas 3.5 e 3.6 sob a hip6tese
particular de que todas as singularidades de um dado campo V de P2 sdo distintas.
3.3.2.1 A Férmula de Baum-Bott

Seja V = (V;,Vy, V,), um representante do campo V de grau s > 2 de P2, com a

caracteristica particular de que seu divergente é nulo, isto &,

oV, 9V, oV,
Oz + Oy + 0z =0.

Conforme vimos anteriormente, a 1-forma correspondente a um campo de P2 &
w = wedz + wydy + w.dz = (Vyz — Voy)de + (Voo — Vp2)dy + (Vay — Vyz)dz.

Como j4 é usual, vamos assumir, sem perda de generalidade, que todas as singularidades
de V possuem coordenada z # 0. Vamos, entdo, desomogeneizar o campo V com relagio

a z. Para isto, fazemos
'U(-'L'ay) = (ZV - V;E)(:Z:,y, 1) = ((ZV(,;,ZV:,/,ZV}) - (-’D‘/z,sz, ZVz))(wa Y, 1) =
= (ZYV;B - J’IVZ, ZV}; - yvvrz: G)(:Z;, Y, 1) = (_wya wmﬂ)(m’ Y, 1)

Temos entdo um campo vetorial em C? definido como v(z,y) = (—wy(z,y, 1), w:(z,y, 1)).

O seu jacobiano é
—Owy [0z —Owy /By
Owgy [0z  Owy /By

J(p) =

z=1
Supondo que o campo é ndo degenerado, isto é, que det(J) # 0 em todas as suas
singularidades, a formula de Baum-Bott consiste no calculo do valor do somatério do

indice %t%% sobre todas as singularidades do campo.
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Vamos comegar calculando o valor do traco do jacobiano acima:

Owe Owy _ 0(Vyz—Voy) O(Vez—Vaz) _

) =5, 5 By e
3V BVZ v, OV, v, IV, oV, av,
= _v, -z Pz - - —av,.
By By Va o V2+z3z (3y+ Bz) y(?y o Ve

Como o divergente de V é nulo, temos que

BV v, zBVz
0z Y Oy ligy

tr(J(p)) =

A férmula de Euler diz que, se F' & um polindmio homogéneo de C[z, y, 2], entdo

6F+ i9£+ ?-F— =nkF
oz Yoy T oz ’

onde n = deg(F). Portanto, a férmula acima pode ser reescrita como
tr(J(p)) = —sV, — 2V, = —(s + 2)V,

Temos entdo tr{J(p)) = —(s + 2)V,. Por outro lado, pela definicio de Ay, temos que
det(J(p)) = 22Avy. Vamos entio desenvolver o indice de Baum-Bott utilizando estes

resultados:

tr(J(p))? _ (s+2)°V}
det(J(p)) =  22Ay

Como sy =V, /z,
(s+2)%V7  (s+ 2)2mv
22Avy Av

Podemos, agora, calcular o somatério dos indices de Baum-Bott (conforme definidos

na pagina 22) sobre todas as singularidades do campo:

— A <« tr(J(M))2\ — [(s+2)22\
L BB(M) = L k ;;!\]Ml))z L k 9) V)(M)__:

MeSing(V) MeSing(V)

= (s +2)? ( )
M ESmg(V)

Mas, no caso em que todas as singularidades sdo distintas, pelo Teorema-Chave, este tiltimo

MeSing(V

somatdrio é igual a 1, logo

S BB(M)=(s+2)",
MeSing(V)

39



o que prova o teorema 3.5 sob as hipéteses em que ele sera utilizado nesta dissertagao.

3.3.2.2 A Férmula de Camacho-Sad

Seja. X = Ad/dx + BO/dy + CO/8z uma derivagio homogénea de C? correspondente
a um campo V de P2, F C P? uma solucio algébrica deste campo (deg(F) = m) e
flz,y) = F(z,y,1) C C2. Temos entdo X(F) = GF. Podemos assumir, sem perda de
generalidade, que todas as singularidades do campo possuem coordenada z # 0. Seja
C = Z(F). Para o teorema de Camacho-Sad, precisamos separar as singularidades p de
V em dois grupos: as singularidades que estdo contidas na curva C e as que nfo estdo.
Vamos analisar os dois casos separadamente. Em ambos, iremos supor que Vf(p) # 0 (f
ndo singular em p).

Comegamos com as singularidades que estdo contidas em C. Seja p € Sing(V) N C.
Podemos supor, sem perda de generalidade, que V f(p) - (1,0) = 0 (f tangente a (1,0) em
P), que as coordenadas foram escolhidas de forma que p = (0,0,1) e que os autovetores
do jacobiano do campo em C2? no ponto p sejam (1,0) e (0,1). Neste caso, temos que, a

menos de uma multiplicagio por uma constante nfo nula,

f=y+/, (3.20)

onde deg(f) > 2.

Desomogeneizando X em relagdo a z, obtemos

X = (Z‘X _OE)(mayy 1) = (ZA - Ga:)(:z;,y, 1)5% + (ZB - Cy)(z, yvl)'é% =

onde ¢ = (24 — Cz)(z,y,1) e b = (2B — Cy)(z,y,1). Temos também, pela formula de
Euler, que

X(f) = (ZX(F) - CE(F))(:E, Y, 1) = G(a:,y, I)F(Z7y1 1) - G(il:, Y, l)mF(a;, Y, 1) =

= (G(z,y,1) —mO(z,y, 1)) f(x, ) = G(z,y,1) f(z,9)-
Seja §(z,y) = G(z,y,1). Desenvolvendo a formula acima em p, obtemos

(Do) = a5H0) + b5 () = 30)10)
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Substituimos, entdo, a equagio 3.20 na equacdo acima:

of af .
a5, ) + L+ 57 (0)) = 9(p)f (P)- (3.21)

Tomemos agora o jacobiano do campo expresso pela derivacao X no ponto p. Como 08

autovetores de J(p) sdo (1,0) e (0,1), temos que

Oa/0x Oa/dy M0
J(p) = =
ob/ox Ob/Oy 0 X

Entgo,

Oa da
5—1’:(0, 0, 1) = Al e 5&(6, 0, 1) = (.

Logo, a = A1z + a1, onde deg(a;) > 2. De forma semelhante, temos que b = Agy+ b1, onde

deg(b1) > 2.

Igualando entdo os componentes de grau 1 na equacao 3.21, temos

A2y = §(0,0)y-

Entdo, A = §(0,0) = G(0,0,1) — mC(0,0,1).

Tomemos agora, um outro representante para o campo descrito por X. Seja X =

X — (G/m)E. Entdo,

mC(0,0,1) — G(0,0,1)

m

52(0,0,1) = 2£(0,0,1) =

_mC(0,0,1) A2 —mC(0,0,1)) g
- m - m

e Ay (0,0

v

) :l) = A1 A2-

Portanto, para todo ponto p € Sing(V) N C, temos que

fﬁ (p) = % = A2
AV m2/\1A2 m2)\1'

Vamos considerar agora as singularidades que ndo estiio contidas em C. Seja p €
Sing(V), mas p ¢ C. Da mesma maneira que no caso anterior, podemos assumir que as

coordenadas foram escolhidas de forma que p = (0,0, 1).
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Vamos agora igualar as componentes de grau 0 na equagio 3.21. Temos
0= §(0,0)£(0,0) = G(0,0,1)F (0,0, 1).
Mas F(0,0,1) # 0, pois p ¢ C. Entso G(0,0,1) = 0. Temos entio que

0= G(0,0,1) = G(0,0,1) —mC(0,0,1).

ﬁ]‘((o, 0, 1) = —Xz—z-(o, 0, 1) — mC(O, 01 1) b G(O, 0, 1) —~0

3

Quando A1/ ¢ Q, podemos definir o indice de Camacho-Sad como CS(C,p) = %,
onde o vetor tangente a C em p & um autovetor de Ay com respeito ao jacobiano de V em
p. Sob esta hipétese e no caso em que todas as singularidades sdo distintas temos entéio,

pelo Teorema-Chave, que

[1;2., .
1= ¥ (fi)(M): » (m’;ﬁ\l)(M)zia Y cs@ M)

- v — _
MeSing(V) MeSing(V)NC MeSing(V)NG

Desta forma,

> CS8(C,M)=m?=deg(C)?
MeSing(V)NC

0 que prova o teorema 3.6 sob as hip6teses em que ele serd utilizado nesta dissertacso.
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Capitulo 4

O Primeiro Algoritmo

“A internet nio foi criada pare o difusio de baboseiras. Ela deveria ajudar pesquisadores em diferentes

universidades a compartilhar conjuntos de dados. Eu estou falando sério!” - Homer Simpson

Neste capitulo, iremos apresentar o primeiro de dois algoritmos com o objetivo de
estabelecer uma abordagem eficiente para o problema da determinagao de campos vetoriais
sem solucdo algébrica no plano afim. Para tanto, usaremos os conceitos discutidos até este

ponto da dissertagao.

4.1 As Singularidades no Infinito

Vamos comegar nossa anéalise pelas singularidades no infinito. Como as singularidades
no infinito (singularidades da forma (z,y,0)) sfo descritas pela equagio ya, — zb, = 0,
se houvesse uma singularidade com coordenada z = 0 e coordenada z = 0, ela poderia
ser escrita na forma (0,1,0) em P2, Substituindo este valor na equagfio acima, terfamos
an(0,1) =0, o que é uma contradi¢io com a hipétese 3.1, item 4 (pagina 18). Logo, todas
as singularidades de €2 em z = 0 possuem coordenada z ndo-nula. Entdo elas podem ser
escritas na forma (1,7,0). Pelo item 3 da mesma hipétese, existem exatamente n + 1
singularidades distintas desta forma em z = 0. No conjunto aberto z # 0, a folheacdo F
(como definida na pagina 19) é gerada pela 1-forma obtida fazendo-se £ = 1 na equagio
3.2. A 1-forma resultante corresponde entdo 4 seguinte derivagéo

L o0
(ya - b)-a_'!_/- -I— Za,-a—z, (41)

onde

a=a"(1,y,2z) e b=0(1,y,2).
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Entdo,
aa,,

R o
a('ya 0) = an(lay) € _a":,;(ya 0) (1 )5
e férmulas semelhantes sdo validas para b. Logo,
d(ya — b) dayn, Ob,,
T( 1,0) = an(l,9) +y5 (1Y) — 5 (L,y),
enquanto
0 O(za
D0 =0 o 2224,0 = an(ty)

Portanto, o jacobiano

220 (y,0) A (y,0)
2 (y,0)  X8(y,0)

do campo vetorial correspondente & derivagio 4.1 em uma singularidade (1,y,0) de 2 é

uma matriz triangular. Desta forma, seus autovalores sio iguais a

dan

M = anll,) +9 520y~ GELY) © do=an(Ly). (£2)

Estes sfo polindmios apenas na variavel y. Além disso, se
P(y) = yan(]-: y) - b‘n(lay)a

o primeiro dos dois polindmios em 4.2 & igual & derivada P' = dP/dy. Em particular, se
para alguma singularidade (1,yp,0) de © o quociente A1 /Ag entre estes autovalores é um

nimero 7, entdo @Q(yp,r) = 0, onde
Qy,t) = P'(y) — tan(l,y).
Portanto, todos os estes nfimeros r séo raizes da resultante
Ri(t) = Resy(P,Q),

que é um polindmio de grau n + 1. Denotemos por (—l)qu 0 quociente entre o coeficiente

de grau k e o coeficiente lider de Ry. Entdo g, é a soma das raizes de R;.

Proposicio 4.1. Seja C C P? uma solugio algébrica de F. Se Ry nio possui raizes
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racionais e

Sing(F) N C C Lo (4.3)
entio qn, = (n +1)%

Demonstragio. Primeiramente, note que an(1, %) # 0 em todas as singularidades da forma
(1,%0,0) de F, pois caso contréario, a,, e b, ndo seriam coprimos, contradizendo a hipotese
3.1, item 5. Como R; ndo possui raizes racionais, segue que C & nao-singular em todos os
seus pontos no infinito pela proposicio 3.4. Além disso, no sistema de coordenadas yz em
que a derivacdo 4.1 & descrita, o vetor (1,0) é o vetor tangente & reta z = 0. Mas este vetor
é um autovetor do jacobiano em uma singularidade (1, yo,0) de 2 associado ao autovalor
A1. Logo, o autovetor associado a Ag sers o vetor tangente a C em (1,%o,0). Entdo, pela
férmula 3.6, temos que

CS.'F(67 (17 yﬂao)) = fgy;i—))

para todas as raizes yg de P(y) = 0. Aplicando o teorema 3.6 em conjunto com a hip6tese

4.3, concluimos que

> CS#(C, (1,0,0)) = deg(C)*.
{yo:P(y0)=0}

Mas o lado esquerdo da igualdade corresponde & soma das rafzes de Ry, que & igual a gy.
Portanto, ¢, = deg(C)? = (n + 1)?, pela proposicio 3.4. O

O corolario abaixo é uma conseqiiéncia imediata da proposigdo.

Corolario 4.2. Seja C C P? uma solugio algébrica de F. Se Ry nio possui raizes racionais
e gn # (n+1)2, entdo
Sing(F) NC NU, # 0.

4.2 As Singularidades Finitas

Nesta se¢do, lidamos com as singularidades de F que pertencem ao conjunto aberto
z 7 0. As hipoteses sobre D (3.1) continuam validas.
Pela hipétese 3.1, item 2,
Ry = Resy(a,b) € Qfz]

tem gran no maximo igual a n?. Assumindo que Rj seja irredutivel e tenha grau exatamente
igual a n? em Q, segue do “Shape Lemma” (|23, Teorema, 3.7.25, p. 257]) que o ideal (a, d)

também pode ser gerado por Ry e um polinémio da forma y — g(z), onde g € Q[z], o

45



que implica que as singularidades de D sio da forma (zp, g(xp)), onde o é uma raiz de
Ry. Podemos, entdo, trabalhar com o grupo de Galois do polinémio Rp, denotado por
Gal(R,, Q).

O grupo de Galois de um polindmio f, em uma varidvel, com coeficientes racionais
pode ser pensado como um grupo de aplicagdes de permutagio sobre as raizes (complexas)
de f. Desta forma, se f possui n raizes, Gal(f,Q) <> Sp, onde S, é o conjunto de todas
as aplicacdes de permutagio de n elementos (|S,| = n!). Além disso, se o € Gal(f,Q)
e k € Q, entdo o(k) = k, isto &, as aplicagbes de Gal(f,Q) mantém os elementos de Q
parados. Se o polinémio f for irredutivel, entdo o grupo Gal(f,Q) possui a propriedade
adicional de agir transitivamente sobre as rafzes de f, isto é, se o e # sfio rafzes de f, entdo
existe um elemento o € Gal(f, Q) tal que o(a) = 3.

Como estamos assumindo que Ry & irredutivel, entdo, se 0 € Gal(R3,Q) e zo é uma

raiz de Ry, temos que (o, g(zo)) é uma singularidade de D e

o((w0, g(z0))) = (o(20),0(g(x0))) = (o(x0),9(o(20)))-

Mas o(zp) também é uma raiz de Rs. Logo, se p é uma singularidade de D e o €
Gal(R,,Q), entdo o(p) também é uma singularidade de D. Isto significa que o grupo
de Galois Gal(Rs, Q) age transitivamente sobre as singularidades de D, fato que sera til
mais adiante neste capftulo.

O préximo resultado é uma conseqiiéncia do teorema de Baum-Bott.

Proposicao 4.3. Assuma que:

1. Ri ndo possui raizes racionais;

2. Ry é irredutivel e tem grau igual a n® em Q.

Sein
~

1
s=——2(—q—1-—~qn+n2+2n+2).
n q90

Entdo, F possui ezpoentes caracteristicos racionais se e somente se s(s —4) é um

quadrado perfeito em Q.

Demonstragio. Assuma o contrario. Como R; ndo possui rafzes racionais, qualquer expo-
ente caracteristico racional de JF estars associado a uma singularidade de D. Pela hipdtese
3.1, item 3, e pelo item 2 das hip6teses desta proposicao, temos que J possui n?4+n+1sin-

_gularidades distintas. Segue entdo da proposigio 3.7 que elas sdo todas ndo-degeneradas.
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Além disso, g, & a soma de todos os indices de Camacho-Sad de F sobre os pontos de
Sing(F) N Ly que correspondem a diregdes transversais a Lo, (de acordo com a prova
da proposi¢io 4.1), enquanto g1/gp é a soma dos reciprocos destes indices. Entdo, pelo
exemplo 3.3 (p. 158) e pelo Teorema 5.17 (p. 167) de [20], segue que (g1/q0) + gn+2(rn+1)
é a soma dos {ndices de Baum-Bott de F sobre todas as suas singularidades que pertencem

a Ly. Se D possui um expoente caracteristico racional em alguma singularidade pg, entao

eU@)? M e o
_det(J(po)) —;\;4—‘}'\'1‘-{-2—86@.

Desta forma, se o € Gal(Rz, Q), entéo o(s) = s. Logo,

)

; (tr(J‘(po))Z“) _ wUem)))® _
det(J(po))/  det(J(o(po)))

Mas o(pg) também & uma singularidade de D. Portanto, devido & transitividade da agdo
de Gal(R,, Q) sobre o conjunto de singularidades de D temos que

)
det(J(p) ’
para todo p € Sing(D). Como D possui n? singularidades em z # 0, segue do teorema 3.5
que
%+qn+2(n+1) +n%s = (n+2)%
Portanto,
1
§= ——2(—gl-—qn+n2+2n+2).
n Q
Mas
tr(J(p))? 1
— e =t+ —+2
det(I(p) ‘T tE e

onde t é um expoente caracteristico de D em p € Sing(D). Logo, t+t14-2 = 5. Entretanto,
computando o discriminante, descobrimos que a equagiio quadratica resultante possui uma

raiz racional se e somente se s(s — 4) possui uma raiz quadrada racional. 0

A préxima proposigao relaciona as singularidades de D a suas solucoes algébricas com

coeficientes racionais.

Proposicio 4.4. Seja f € Qfz,y] uma solugio algébrica de D e seja C = Z(f). Se
1. Ry ndo possui raizes rocionais;
2. o # (n+1)%
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3. Ry € irreduttvel de grau n’® sobre Q;
entgo C € uma curva singular de C2 e
Sing(D) = Sing(C).

Demonstragio. Suponha, em primeiro lugar, que C seja uma curva ndo-singular. Pela
hipétese (1) e pela proposicio 3.4, a curva C & nio-singular em todos os pontos de CN Ly
e possui grau n + 1.

Por outro lado, por (1) e (2) e pelo corolario 4.2, existe uma singularidade p de D tal
que f(p) = 0. Como f tem coeficientes racionais, segue que 0 = 0(0) = o(f (p)) = f(o(p))

para todo o € Gal(Rp, Q). No entanto, como vimos anteriormente nesta se¢éo, Gal(R2, Q)

age transitivamente em Sing(D). Portanto, toda singularidade de D é um zero de f. Logo,
Sing(D) C C. (4.4)

Portanto, C é uma curva néo-singular de P? que contém Sing(F).
A partir disto, por [16, Proposi¢do 4.1, p. 126], existe um polinémio homogéneo h e

uma 1-forma homogénea 7 tal que
Q = hdF + Fn, (4.5)

onde F' denota a homogeneizacdo de f e com respeito a z. Levando em conta que tanto F

quanto os coeficientes de €2 possuem grau n + 1, concluimos que
n+ 2 = deg(h) + deg(F) = deg(h) + (n + 1),

logo deg(h) = 1.
No entanto,

Sing(F) C Z(F) =C,

Entgio, pela equagdo 4.5, hdF se anula em toda singularidade p de €. Mas C é uma curva
ndo singular, entdo dF (p) # 0 em todo p € C. Conclufmos, entéo, que k(p) = 0 para todo
p € Sing(f)). Entretanto, todas as singularidades de F s@io também zeros de za®. Como

za" possui grau n + 1, segue do Teorema de Bézout que

n? +n 41 < deg(za")deg(h) = deg(za®) =n +1,
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0 que & uma contradi¢io. Portanto, C precisa ser singular em algum ponto p de Sing(F).
Mas pela hipétese (1), em conjunto com a proposi¢io 3.4, p € Sing(D). Em outras palavras,

(VF)(p) = 0 para algum p € Sing(D).

Mas entdio 0 = g(0) = a((V£)(p)) = (VS)(c(p)). Como Gal(Ry,Q) age transitivamente
no conjunto Sing(D), segue que C precisa ser singular em todas as singularidades de D, o

gue prova a proposi¢ao. O
Estamos agora prontos para provar o principal resultado deste capitulo.

Teorema 4.5. Seja
1
5= (2 — g, +n’+2n+2).
n @®

Se

1. Ry nido possui raizes racionais;

2. ¢ # (n+1)%;

3. Ry € irredutivel e tem grau igual a n? em Q;
4. 8(s—4) nio é um quadrado perfeito em Q;
entdo, D ndo possui solugdes algébricas.

Demonstragio. Assuma o contrario. Seja C = Z(f) uma solugio algébrica de D, para
algum f € Qfz,y] reduzido e C a projetivizagio de C. Por (1), (2) e (3) e pela proposigio

4.4, C precisa ser uma, curva singular de C? e
Sing(D) = Sing(C).

Além disso, pela proposicio 4.3 e por (1), (3) e (4), F ndo possui expoentes caracterfsticos
racionais. Entdo, por [19, Teorema 2.3, p. 58), todas as singularidades de C séio n6s. Como

C & reduzida, segue de [15, Problema, 5-25, p. 118] e da proposigio 3.4 que

n? = mp(mp — 1) < n{n +1)
Z - 2 ’
peSing(D)

onde my & a multiplicidade de C em p. Mas esta desigualdade implica que n < 1, o que &

uma contradi¢do com a hipétese 3.1, item 2. il
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4.3 O Algoritmo

A partir do Gltimo teorema da segio auterior, estamos prontos para desenvolver um
algoritmo que retorna que uma dada derivagio ndo possui solucdes algébricas ou entdo
retorna insucesso. Tudo que o algoritmo faz é meramente checar se todas as hipé6teses
necessérias para a aplicagio do teorema 4.5 sdo satisfeitas para uma dada derivacio do

plano complexo afim.

Algoritmo 4.6. Dada uma derivacdo D,p onde e,b € Q[z,y], o algoritmo retorna uma

dentre as seguintes mensagens: o algoritmo falhou ou n#o h4 solugGes algébricas.

Passo 1: Se deg(a) = deg(b), seja n = deg(a). Caso contrdrio, pdre e retorne o algoritmo

falhou.
Passo 2: Sen =1, pdre e retorne o algoritmo falhou.
Passo 3: Se o polinémio ya, — xb, € nulo ou redutivel, pire e retorne o algoritmo falhou.

Passo 4: Defina

P(y) = yan(1,y) —bu(L,y) e Qy,t) = P'(y) —tan(l,y)

e calcule Ry (t) = Resy(P,Q).
Passo 5: Se Ry possui raizes racionais pdre e retorne o algoritmo falhou.

Passo 6: Denote por (—1)%qy, o quociente entre o coeficiente de grau k e o coeficiente lider

de Ry. Se gy = (n+ 1)2, pdre e retorne o algoritmo falhou.
Passo 7: Celcule Ry = Resy(a, b).
Passo 8: Se deg(R;) < n? ou Ry ¢é redutivel sobre Q, pdre e retorne o algoritmo falhou.

Passo 9: Calcule

1
s=—5(—ﬂ—qn+n2+2n+2).
n" qo

Passo 10: Se \/s(s — 4) é um ndmero racional, pdre e retorne o algoritmo falhou.

Passo 11: Pdre e retorne ndo ha solugbes algébricas.
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Capitulo 5

O Segundo Algoritmo

“Por favor, senhor clienigena, nio me coma! Fu tenho mulher e filhos! Coma-os!” - Homer Simpson

Neste capitulo, iremos apresentar o segundo algoritmo que testa se um campo vetorial
do plano afim nfo possui nenhuma solugdo algébrica. O interesse neste algoritmo reside
no fato de que ele se baseia em hipéteses mais fracas do que as utilizadas pelo primeiro

algoritmo.

5.1 Uma Nova Anilise das Singularidades Finitas

A andlise das singularidades em z # 0 que levaram ao primeiro algoritmo requer que a
derivacio nfo tenha nenhum expoente caracteristico racional. Neste capitulo, serd descrito
um segundo algoritmo que tem sucesso em provar que D ndo possui solugdes algébricas
sob hipoteses mais fracas. Na verdade, este algoritmo vai mais além. Se certas hip6teses
sobre D s#o satisfeitas, mas a derivagio possui uma solugio algébrica, ela sera encontrada

pelo algoritmo. O resultado chave é o seguinte teorema.

Teorema 5.1. Suponha que:

1. Rj ndo possui raizes racionais;

2. g # (n+1)%

3. Ry € irreduttvel de grau n?.

Se f € Qz,y|\Q ¢ uma solucdo algébrica de D, entdo f divide bD(a) — aD(b).

Demonstra¢do. Como Ry é irredutivel de grau n?, segue que Z(a) intersecta Z(b) em n?

pontos distintos. Além disso, por (1), (2) e (3) e a proposigdo 4.4, todos estes pontos
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pertencem a Z(f). Como isto é verdade para qualquer solugio algébrica de D com coefi-
cientes racionais, podemos assumir, sem perda de generalidade, que f é irredutivel sobre

Q. Portanto, pelo teorema de Noether (Teorema 3.10),
f* = gra® + gat™.

Entretanto, deg(f) = n+1 pela proposicao 3.4, o que implica que deg(g;) = 1 parai =1, 2.
Seja
gi=z+oytasz e gy=pPiz+ Py + B3z

Pelas hip6teses 3.1, item 2, e (1) em conjunto com o lema, 3.3, a proposigio 3.4 e o Teorema,

de Bézout, temos que
F#(Sing(F) N Loo) =#(CNLy) =n+1> 3.

Denotando por p; = (1,y;,0), para 1 < j < n+ 1, as singularidades de F no infinito,

obtemos, com o auxilio do lema 3.3, que

0 = f(p;j) = (c1 + eay;)a™(1,y;,0) + (B + Boy;)b" (1, 4,0),

de forma que

(o1 + 2yj)an(L,y;) + (B1 + B2y)ba(l,y;) = 0. (5.1)
Como p; é uma singularidade de F no infinito, segue que
bn(1,y;) — yjan(L,y;) =0. (5.2)

Portanto, a equagdo 5.1 pode ser escrita como

a'n(la yj)(al + ((12 + ﬁl)yj + ﬁ2y_72') =0.

Se an(l,y;) = 0, entdo, pela equagdo 5.2, temos que by(1,y;) = 0. Mas isto significa
que ay, e b, possuem um zero comum, o que contradiz a hipétese 3.1, item 5. Portanto,
an(1,y;) # 0. Logo,

o1 + (o2 + Br)yj + Pay} =0

para 1 < j < n+ 1. Este é um sistema de equagGes lineares nas variéveis a1, (ag + £1) e
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fa. Como n + 1 > 3, a matriz deste sistema contém o menor

1y 3
1y v2 |,
1 ys 3

cujo determinante &

(y3 — 1)y — 1) (y1 — y2) #0.

Portanto,
ar=ax+PBi=H=0

= (aoy + a32)a" + (—agz + Ba2)b". (5.3)

Entretando, f* nfio pode ser divisivel por z, o que implica que oy # 0. Dividindo f* por
a9, podemos assumir que ag = 1. Desomogeneizando a equagio 5.3 com respeito a z,

temos que

f=+a)a+ (—z+B3)b (5.4)

¢ uma solugdo de D. Como f, a e b possuem coeficientes racionais e mde(a, b) = 1 por (2),

segue que a3, O3 € Q. Um célculo simples mostra que
D(f) = (y + as)D(a) + (—= + B3) D(b),

que por sua vez precisa ser divisivel por f. Multiplicando esta Gltima equagfo por a e

substituindo (y -+ a3)a pelo seu valor na equagdo 5.4, obtemos
oD(f) = (f + (z — B3)b) D(a) — alz — B3)D(b) = fD(a) + (z — f5)(bD(a) — aD(b)).
Como D(f) ¢ miltiplo de f por hipétese, podemos concluir que f divide
(& — B3)(bD(a) ~ aD(b)).

No entanto, f é irredutivel sobre QQ de grau n+ 1 > 1. Em particular, f ndo pode dividir

x — P3. Logo, f precisa dividir bD(a) — aD(b), como querfamos demonstrar. (I
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5.2 O Algoritmo

O algoritmo que resulta do teorema 5.1 verifica se todas as hipdteses necessédrias sdo
satisfeitas e se algum fator de bD(a) — e D(b) sobre Q & invariante sob D. Se obtém sucesso
nesta tltima etapa, encontramos uma solucio algébrica de D. Caso contririo, provamos

que D nfo possui solugdes algébricas.

Algoritmo 5.2. Dada uma derivagio D,y onde a,b € Q[z,y], o algoritmo retorna uma
solugio algébrica de D com coeficientes racionais, ou uma dentre as sequintes mensagens:

o algoritmo falhou ou ndo ha solugGes algébricas.

Passo 1: Sedeg(a) = deg(b), seja n = deg(a). Caso contrdrio, pire e retorne o algoritmo

falhou.
Passo 2: Sen =1, pdre e retorne o algoritmo falhou.
Passo 3: Se o polinémio yay, — zby, € nulo ou redutivel, pdre e retorne o algoritmo falhou.

Passo 4: Defina

P(y) = yas(L,y) = ba(1,9) e Q(y,t) = P'(y) —tas(L,y)

e caleule Ri(t) = Resy(P,Q).
Passo 5: Se Ry possui raizes racionais pdre e retorne o algoritmo falhou.

Passo 6: Denote por (—1)kqi, o quociente entre o coeficiente de grau k e o coeficiente lider

de Ry. Se q, = (n+ 1), pdre e retorne o algoritmo falhou.
Passo 7: Calcule Ry = Resy(a,b).
Passo 8: Se deg(R;) < n? ou Ry é redutivel sobre Q, pdre e retorne o algoritmo falhou.
Passo 9: Fatore bD(a) — aD(b) sobre Q.
Passo 10: Para cada fator g de bD(a) — aD(b) de graun + 1:

o Calcule o restor da divisdo de D(g) por g.

e Se r =0, pdre e retorne g.
Passo 11: Pdre e retorne ndo ha solugGes algébricas.

Usando o préximo algoritmo, podemos evitar a fatoragdo nos passos 9 e 10. Primeiro,

precisamos de um lema.

54



Lema 5.3. Se uma solugdo algébrica f de D ¢ fator de um polinémio h € Clz,y], entdo

f € fator de mdc(h, D(h)).

Demonstracio. Se f & fator de h, entdo h = fq, para algum ¢ € Clz,y]. Como f é uma
soluciio algébrica de D, segue que f divide D(f). Desta forma, f também divide D(h),
uma vez que D(h) = D(f)q+ fD(q). Logo, f divide mdc(h, D(h)). O

O préximo algoritmo usa o lema recursivamente para encontrar uma solucdo algébrica.

Algoritmo 5.4. Dada uma derivagcio D,y onde a,b € Qlz,y] sdo polinémios de grou
n > 2 e um polinémio h € Q[z,y], o algoritmo retorna o maior fator de h que € uma

solugdo algébrica de D.
Passo 1: Seja d = mdc(h, D(h)).
Passo 2: Se deg(d) = deg(h), pdre e retorne d.

Passo 3: Fagca h = d e retorne ao passo 1.

Demonstragido. Pelo lema 5.3, se h possui uma solugdo algébrica de D como um de seus
fatores, entdo esta solugdo divide d. Como deg(d) < deg(h), precisamos apenas provar que
se a igualdade é obtida, entfo d é uma solugdo algébrica de D. Entretanto, se deg(d) =
deg(h), entdo h e d sio iguais a menos de um fator constante nfo nulo. Em particular, A
divide D(h), ent&o h é uma solugdo algébrica de D. A maximalidade da solugdo encontrada

pelo algoritmo & uma conseqiiéncia do lema 5.3. O
Podemos entdo construir a seguinte variante do algoritmo 5.2.

Algoritmo 5.5. Dada uma derivagio D,y onde a,b € Q[z,y], o algoritmo retorna uma
solugdo algébrica de D com coeficientes racionais ou uma dentre as seguintes mensagens:

o algoritmo falhou ou ndo h4 solugbes algébricas.

Passo 1 ao Passo 8: Mesmas acdes do algoritmo 5.2.

Passo 9: Calcule bD(a) — aD(b) e dé este polindmio como entrada pare o algoritmo 5.4.
Passo 10: Seja d a saida retornade pelo algoritmo 5.4. Se d # 1, entdo pdre e retorne d.

Passo 11: Pdre e retorne nio ha soluges algébricas.
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Capitulo 6

Testes e Resultados

“Oh, podem te mostrar estatisticas para provar qualquer coisa, Kent. Quarenia por cento das pessoas sabem

disso.” - Homer Simpson

Os algoritmos descritos nos capitulos 4 e 5 foram implementados usando o sistema
de computagio algébrica SINGULAR (versdo 2.0.5) [13]). Todos os testes discutidos neste
capitulo foram executados em um micro-computador dotado de um processador Pentium
4 HT de 2.8 GHz, com 512 MB de memoéria priméria e sistema, operacional Windows 2000.

O primeiro teste que foi executado calculou o tempo médio levado pelos algoritmos para
mostrar que uma, derivagio genérica de um dado grau, definida por um par de polindémios
densos gerados aleatoriamente, ndo possui solugBes algébricas. A tabela 6.1 mostra o
resultado de um programa que gera aleatoriamente 100 pares de polinémios densos para
cada grau e calcula o tempo médio de CPU utilizado para verificar que a derivagio definida
por cada um destes pares nao possui solugdes algébricas. Nesta tabela, e em todas as outras,

usamos a seguinte terminologia:
Algoritmo 1 para o algoritmo 4.6;
Algoritme 2 para o algoritmo 5.2 e
Algoritmo 3 para o algoritmo 5.5.

No primeiro teste, nenhuma das derivagdes testadas fez com que algum dos algorit-
mos falhasse. Isto ndo foi inesperado, uma vez que estas derivagSes foram definidas por
polindmios densos, com coeficientes aleatorios, o que as torna ‘genéricas’ em um sentido
experimental.

Para graus mais altos, o tempo gasto para testar 100 derivagGes de cada grau com cada,

um dos trés algoritmos é muito longo. Entdo, com o objetivo de termos alguns resultados
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[ Grau [ Algoritmo 1 | Algoritmo 2 | Algoritmo 3 |

2 5 ms 7 ms 5 ms

3 8 ms 14 ms 4 ms

4 10 ms 21 ms 13 ms
5 22 ms 34 ms 26 ms
6 39 ms 63 ms 50 ms
7 83 ms 113 ms 100 ms
8 148 ms 193 ms 174 ms
9 312 ms 376 ms 355 ms
10 541 ms 625 ms 604 ms
11 932 ms 1,046 s 1,021 s
12 1,736 s 1,891 s 1,857 s
13 2,850 s 3,045 s 3,012 s
14 4,658 s 4,903 s 4,881 s
15 7,449 s 7,750 s 7,735 s
16 11,721 s 12,078 s 12,079 s
17 18,530 s 19,131 s 19,091 s
18 27,716 s 28,098 s 28,189 s
19 41,681 s 42,377 s 42,453 s
20 59,759 s 60,881 s 60,729 s

Tabela 6.1: Tempo médio de execugdo dos algoritmos para derivagdes definidas por po-
lindmios densos (100 derivagdes para cada grau)

para, derivagGes de grau maior do que 20, executamos um segundo teste, similar ao primeiro,
exceto que apenas uma derivagio é testada em cada grau. O tempo de CPU utilizado pelos
algoritmos para verificar que as derivagGes ndo possuem solugdes algébricas é mostrado na

tabela 6.2. Da mesma forma que no primeiro teste, nenhuma derivagéo fez com que algum

dos algoritmos falhasse.

| Grau | Algoritmo 1 | Algoritmo 2 | Algoritmo 3
21 85,187 s 85,297 s 85,501 s
922 | 122047s | 122,807s | 123,187s
23 | 1769225 | 178374s | 1780945
24 239,485 s 240,985 s 240,890 s
95 | 313.037s | 323875s | 325672

Tabela 6.2: Tempe de execugdo dos algoritmos para derivagoes definidas por polinémios
densos (1 derivagdo para cada grau)

No terceiro teste, geramos derivagoes definidas por polindémios esparsos. Neste caso,
os algoritmos falham freqiientemente. De maneira interessante, neste teste, ou todos os
trés algoritmos falharam simultaneamente para uma derivagdo ou todos eles obtiveram
sucesso. Teoricamente, isto nfo é necessirio, uma vez que o segundo algoritmo (e, con-
seqiientemente, o terceiro) se baseia em hipdteses mais fracas do que o primeiro.

Como se poderia esperar, o niimero de derivagGes para as quais os algoritmos falham
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é proporcional ao nfimero de coeficientes nulos dos polinémios correspondentes, como é
mostrado na tabela 6.3. Os dados foram obtidos com um procedimento que testa 100
derivacgtes de grau 4 aleatoriamente geradas em cada caso.

Para a realizacdo dos testes, utilizamos a fung@o sparsepoly do SINGULAR. A fungdo

sparsepoly possui o formato

P = sparsepoly(ul,o,p,bl);,

onde P & um polinémio e u, 0, p e b s8o inteiros. Os trés tltimos pardmetros da fungdo (que
se encontram entre colchetes) sdo opcionais. O polinémio P retornado pela fungio possui
apenas termos de grau d, onde u < d < o, sendo que o parAmetro p (0 < p < 100) controla
a percentagem dos coeficientes do polindémio (escolhidos aleatoriamente dentre todos os
coeficientes) que serdo nulos. Todos os outros coeficientes irdo receber valores aleatorios k,
onde 1 < k£ < b. Caso os parimetros o, p ¢ b ndo sejam fornecidos na chamada da fungdo,
ela ir4 trabalhar com os valores padréio o =u, p = 75 e @ = 30000. Para mais detalhes
sobre esta funcéo, [13] pode ser consultado.

Em todos os testes realizados, sempre utilizamos o valor padrio para o parimetro b.
No teste com polindmios esparsos simplesmente variamos o valor do parimetro p que era
passado no momento da chamada da fungio sparsepoly. J4 nos testes com polindmios
densos, fixamos p = 0. Como esta fungéo escolhe aleatoriamente tanto os coeficientes
que serdo nulos quanto os valores dos coeficientes néo nulos, em termos experimentais é
factivel esperar que esses polinémios serao genéricos o suficiente para que os algoritmos

obtenham sucesso na maior parte das vezes, exceto quando a quantidade de coeficientes

nulos aumenta.

Porcentagem de coeficientes iguais a zero fPorcentagem de Falhas

0% 0%

20% 35%
30% 63%
50% 79%
70% 99%
80% 100%
90% 100%

Tabela 6.3: Percentual de derivagbes de grau 4 que originam falhas nos algoritmos para
diferentes percentuais de coeficientes nulos nos polindmios que as definem (100 derivagdes
para cada percentual)

Para a contagem do tempo de CPU utilizado pelos algoritmos, utilizamos a funcdo

systeme a varigvel timer do SINGULAR. A funcfo system éutilizada para configurar varias
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opgoes de sistema, do SINGULAR. Para os objetivos desta dissertagio, ela foi usada apenas
para configurar a unidade de tempo em que o SINGULAR iria fazer a cronometragem do
tempo transcorrido. O padrdo do SINGULAR é fazer a contagem em segundos. Utilizamos
entdo a fun¢do system para instruf-lo a realizar a contagerm em milésimos de segundo. A
varidvel timer & uma varidvel padrao do SINGULAR que guarda a quantidade de tempo

transcorrida desde a sua inicializac¢do ou desde a tltima vez que a atribuigdo
timer = 0;

foi feita. Desta forma, zerfvamos a varidvel timer antes da execugfo dos algoritmos e
verificivamos o seu valor ao término da execugfo. Hste valor corresponde ao tempo de
CPU utilizado.

Como estes testes mostram, todos os trés algoritmos séo razoavelmente eficientes. Em-
bora, o segundo e o terceiro algoritmos testem hip6teses mais gerais do que o primeiro,
todos os trés sfo executados em tempo semelhante. Além disso, para derivagbes genéricas,

os algoritmos apresentam uma excelente taxa de sucesso.
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Capitulo 7

Conclusoes

“FEu nio acredito! Saber ler e escrever realmente é +til/” - Homer Simpson

Conforme o exposto na introdugdo desta dissertagdo, apesar dos campos vetoriais po-
linomiais que aparecem nas aplicagbes geralmente possuirem curvas algébricas invariantes,
isto ndo é de maneira nenhuma a regra geral. Um campo vetorial genérico, de grau maior
ou igual a 2, ndo possui nenhuma curva algébrica invariante. Na pratica, porém, em geral
€ bastante dificil determinar, através de algum tipo de teste, se um campo vetorial dado
explicitamente possui ou ndo curvas algébricas invariantes. Isto nfo é satisfatorio, porque
campos sem curvas algébricas invariantes podem ser utilizados em varias aplicagbes.

Este trabalho teve como objetivo desenvolver dois algoritmos com o poder de testar se
uma dada. derivagéo

0 0

D=g—+b—
aa$+ "

em que a,b € Q[z,y], nfo possui curvas algébricas invariantes. Os algoritmos projetados
testam uma, série de hipoteses. Se todas forem satisfeitas, podemos aplicar um teorema
que nos garante que a derivacio nao pode possuir nenhuma curva algébrica invariante.
A satisfagio das hipdteses testadas pelo primeiro algoritmo (segundo nomenclatura do
capitulo 6) permite a aplicagdo do teorema 4.5 e a satisfacio das hip6teses testadas no
segundo e terceiro algoritmos permite a aplicagdo do teorema 5.1. Caso uma das hipéteses
ndo seja satisfeita, entdo o algoritmo retorna um resultado inconclusivo: a derivagdo pode,
ou nfo, possuir curvas algébricas invariantes. Desta forma, ou o algoritmo obtém sucesso
em provar que uma dada derivagiio nao possui nenhuma curva algébrica invariante ou ele
retorna “O Algoritmo Falhou”.

A partir destes algoritmos, esperdvamos conseguir obter exemplos de derivagdes gené-

ricas sem curvas algébricas invariantes. A maior duvida se situava na performance com-
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putacional de ambos. Os algoritmos cumpririam o seu papel ou, na pratica, retornariam
resultado inconclusivo na maior parte das vezes? Os algoritmos seriam executados compu-
tacionalmente em intervalos de tempo razodveis ou nunca retornariam uma resposta? A
performance computacional, no entanto, terminou por se mostrar muito satisfatéria. Os
algoritmos obtiveram sucesso para quase todas as derivagoes definidas por polinémios que
estdo préximos de serem cheios e 0s tempos de execugio podem ser considerados excelentes,
se tomarmos como referencial a ordem de grandeza dos tempos de execucdo considerados
aceitdveis para algoritmos de Computacio Algébrica.

Como os testes experimentais mostram, os algoritmos irdo provar que qualquer deriva-
¢éo suficientemente genérica gerada por polindmios em Q[z, y] néo possui nenhuma solugio
algébrica. Além disto, os algoritmo sfo bastante eficientes para derivagGes de grau até 20,
retornando uma resposta em poucos segundos. Do ponto de vista tedrico, o segundo e o
terceiro algoritmos testam hip6teses mais fracas do que o primeiro. Devido a isto, o fato do
tempo de execugfo destes dois algoritmos se manter sempre apenas discretamente superior
ao tempo de execugdo do primeiro é um resultado excelente.

Infelizmente, nos testes experimentais realizados, ndo obtivemos nenhum exemplo de
derivagdo que gera uma resposta inconclusiva no primeiro algoritmo e obtém sucesso no
segundo e terceiro algoritmos. Isto nio precisaria ocorrer necessariamente, ji que as hipote-
ses testadas pelo segundo e terceiro algoritmos séio mais fracas que as testadas no primeiro.
Deve ser possivel, portanto, elaborar um método para gerar artificialmente exemplos de
derivactes que falham no primeiro algoritmo mas obtém sucesso no segundo e terceiro.
Isto foi feito para os dois algoritmos expostos em [10] e [11], mas no caso dos algoritmos
desta dissertagao, isto ndo se mostrou tdo simples.

De maneira geral, o objetivo a que esta dissertagdo se propds foi alcancado. Foram
desenvolvidos algoritmos simples, mas ao mesmo tempo fortes o suficiente para retornar
resultados conclusivos na grande maioria dos casos testados. Os algoritmos comegam a
falhar apenas no momento em que 0 nimero de coeficientes nulos dos polindmios que
definem a derivagdo aumenta muito, o que nio é uma deficiéncia dos algoritmos. Nestes
€asos, 0s campos passam a3 apresentar estruturas que ndo podem ser classificadas como
genéricas, como singularidades com multiplicidade muito alta, por exemplo.

Desta forma, acreditamos que demos uma contribuigio valida para o estudo de campos
vetoriais do plano afim, assim como para o estudo de métodos computacionais para a
resolugdo de problemas algébricos ndo-triviais. Os resultados obtidos estdo sendo redigidos

em um artigo que, esperamos, possa ser publicado em um periédico a médio prazo.
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Apéndice A

Implementacao no Singular dos

escritos
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//Algorithm 1
proc AffineSoll(poly a, poly b, list #)
{

//Before doing anything

def r = basering;

ring ri = 0,(x,y),dp;

poly a = imap(r,a);

poly b = imap(r,b);

if (size(#) == 0)
{
#[1] = "ASCII:a ";

//Step 1:

int k = deg(a);

int m = deg(b);

if (k != m)

{
write(#[1], "Failed - (Step 1)");
setring r;

return(Q) ;
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else

int n = k;

//Step 2:

if (n == 1)

{
write(#[1], "Failed - (Step 2)");
setring r;

return(0);

//Step 3:

ring rh = 0, (x,y,2), dp;

poly a = imap(ri,a);

poly b = imap(ri,b);
poly ah = homog(a,z);
poly bh = homog(b,z);

poly as = subst(ah,z,0);
poly bs = subst(bh,z,0);

poly h = cleardenom(y*as - x*bs);
ideal I = factorize(h,1);
if ((h == 0) || (cleardenom(I[1]) != h))
{
write(#[1], "Failed - (Step 3)");
setring r;

return(0) ;
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setring ril;

//Step 4:
poly h = imap(rh,h);
poly P = subst(h,x,1);

poly as = imap(rh,as);

poly an = subst(as,x,1);

ring ry = 0,(y,t),dp;

poly P = imap(ri,P);

poly an = imap(ri,an);

poly § = diff(P,y) - t#*an;

poly Rl = cleardenom(resultant(P,Q,y));

//Step 5:
ideal I = factorize(R1,1);
for (int i =1; i <= size(I); i =i + 1)
{
if (deg(I[il) == 1)
{
write(#[1], "Failed - (Step 5)");
setring r;

return(0) ;

//Step 6:
number c¢n = leadcoef(R1);

poly Rin = R1 - lead(R1);

number cnl = leadcoef(Rin);

absValue(cnl/cn);

]

number gnl

if (gnl == (n+1)*(n+1))
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write(#[1], "Failed - (Step 6)");
setring r;

return(Q);

//Step T:
setring ri;

poly R2 = cleardenom(resultant(a,b,y));

//Step 8:
ideal I = factorize(R2,1);
if ((deg(R2) < n*n) || (cleardenom(I[1]) != R2))
{
write(#[1], "Failed - (Step 8)");
setring r;

return(0);

//8tep 9:

ring rs = 0, (t),ds;

poly R1 = imap(ry,R1);
number cO = leadcoef (R1);
poly Rin = R1 - lead(R1);
number c¢1 = leadcoef(Rin);
number cn = imap(ry,cn);
number q0 = absValue(cO/cn);
number gl = absValue(cl/cn);

number gqnl = imap(ry,qnl);

number s = (~(ql/q0) - qni + n*n + 2*n + 2) / (n#n);

setring ri;

number 8 = imap(rs,s);
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//8tep 10:
Poly S = Y2 - s*(S—4);
I = factorize(S,1);

for (1 =1; i <= gize(I); i=1 +1)

{
if (deg(I[i]) == 1)
{
write(#[1], "Failed - (Step 10)");
setring r;
return(0) ;
}
}
//Step 11:

write (#[1], "There are no algebraic solutions");
setring r;

return(-1) ;

//Algorithm 2
proc AffineSol2(poly a, poly b, list #)
{

//Before doing anything

def r = basering;

ring r1 = 0,(x,y),dp;

poly a = imap(r,a);

poly b = imap(r,b);
if (size(#) == 0)

{
#[1] = "ASCII:a “;
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//8tep 1:

int k = deg(a);

int m = deg(b);

if (k != m)
{

write (# [1] ’

setring r;

return(0);

else

]

int n = k;

//Step 2:

if (n == 1)

{
write(#[1],
setring r;

return(0);

//Step 3:

"Failed - (Step 1)");

“Failed - (Step 2)");

ring rh = 0, (x,y,z), dp;

poly a = imap(ri,a);
poly b = imap(ri,b);
poly ah = homog(a,z);
poly bh = homog(b,z);
poly as = subst(ah,z,0);
poly bs = subst(bh,z,0);
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poly h = cleardenom(y*as - x*bs);
ideal I = factorize(h,1);
if ((h == 0) || (cleardenom(I[1]) != h))
{
write(#[1], “Failed - (Step 3)");
setring r;

return(0);

setring rl;

//Step 4:

poly h = imap(rh,h);
poly P = subst(h,x,1);
poly as = imap(rh,as);
poly an = subst(as,x,1);
ring ry = 0,(y,t),dp;

poly P = imap(r1,P);

poly an = imap(ril,an);

poly Q = diff(P,y) - t*an;

poly Rl = cleardenom(resultant(P,Q,y));

//Step b5:
jideal I = factorize(R1,1);
for (int i =1; i <= size(I); i =1 + 1)
{
if (deg(I[il) == 1)
{
write(#[1], "Failed - (Step 5)");
setring r;

return(0) ;
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//Step 6:
number cn = leadcoef (R1);

poly Rin = R1 - lead(R1);

number cnl = leadcoef (Rin);

number qnl = absValue(cnl/cn);

if (gn1 == (n+1)*(n+1))

{
write(#[1], "Failed - (Step 6)");
setring r;

return(0);

//Step T:
setring rl;

poly R2 = cleardenom(resultant(a,b,y));

//Step 8:
ideal I = factorize(R2,1);
if ((deg(R2) < n*n) )| (cleardenom(I[1]) != R2))
{
write(#[1], "Failed - (Step 8)");
setring r;
return(0) ;

}

//Step 9:

i

poly Da = a * diff(a,x) + b * diff(a,y);

poly Db

il

a * diff(b,x) + b * diff(b,y);
poly W= Db * Da - a * Db;

I = factorize(W,1);

//Step 10:
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for (i =1; i <= gize(I); i = i+1)

{
poly g = I[il;
if (deg(g) == (a+1))
{
poly Dg = a * diff(g,x) + b * diff(g,y);
poly res = reduce(Dg,std(g));
if (res == 0)
{
write(#[1], "Failed - (Step 10)");
write (#[1], "Solugdo: ", g);
setring r;
return (1);
}
}
}
//Step 11:

write (#[1], "There are no algebraic solutions");
setring r;

return(-1);

//Algorithm 3
proc AffineSol2v(poly a, poly b, list #)
{

//Before doing anything

def r = basering;

ring r1 = 0,(x,y),dp;

poly a = imap(r,a);

It

poly b = imap(x,b);

if (size(#) == 0)
{
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#[1] = "ASCII:a ";

//Step 1:

int k = deg(a);

int m = deg(b);

if (kx != m)

{
write(#[1], "Failed - (Step 1)");
setring r;

return(0) ;

else

int n = k;

//Step 2:

if (n == 1)

{
write(#[1], "Failed - (Step 2)");
setring r;

return(0);

//Step 3:

ring rh = 0, (x,y,z), dp;

poly a = imap(rl,a);

poly b = imap(ri,b);

poly ah
poly bh

It

homog(a,z) ;

homog (b,z) ;
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poly as = subst(ah,z,0);
poly bs = subst(bh,z,0);

poly h = cleardenom(y*as - x*bs);
ideal I = factorize(h,1);
if ((h == 0) || (cleardenom(I[1]) != h))
{
write(#[1], "Failed - (Step 3)™);
setring r;

return(0);

setring rl;

//Step 4:

poly h = imap(zh,h);
poly P = subst(h,x,1);
poly as = imap(rh,as);
poly an = subst(as,x,1);
ring ry = 0,(y,t),dp;

poly P = imap(r1,P);

poly an = imap(ri,an);

poly § = diff(P,y) - t*an;

poly R1 = cleardenom(resultant(P,Q,y));

//Step 5:
ideal I = factorize(R1,1);
for (imt i =1; i <= size(I); i=1i +1)
{
if (deg(I[il) == 1)
{
write(#[1], "Failed - (Step 5)");

setring r;
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return(0) ;

//8tep 6:
number c¢n = leadcoef(R1);

poly Rin = R1 - lead(R1);

It

number cnl = leadcoef (Rin);

number gnl = absValue(cnl/cn);

if (gn1 == (n+1)*(n+1))

{
write(#[1], "Failed - (Step 6)");
setring r;

return(0) ;

//Step T:
setring ri;

poly R2 = cleardenom(resultant(a,b,y));

//Step 8:
ideal I = factorize(R2,1);
if ((deg(R2) < n#n) || (cleardenom(I[1]) != R2))
{
write(#[1], "Failed - (Step 8)");
getring r;

return(0);

}

//8tep 9:

poly Da = a * diff(a,x) + b * diff(a,y);
poly Db = a * diff(b,x) + b * diff(b,y);

poly W= Db * Da - a * Db;
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//8tep 10:

h=W;

int gh = deg(h);

poly Dh;

while(1)

{
Dh = a * diff(h,x) + b * diff(h,y);
h = gcd(h,Dh);
if (deg(h) == gh)

1
break;
}
else
{
gh = deg(h);
¥
}
if(h !'=1)
{

write(#[1], "Failed - (Step 10)");
write (#[1], "Solugio: ", h);
setring r;

return (1);

//Step 11:
write(#[1], "There are no algebraic solutions");
setring r;

return(-1);
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