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ESTUDO DO OPERADOR INVERSA PARCIAL APLICADO A UM CONE

Felipe Antonio Garcia Moreno
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Orientador: Susana Scheimberg de Makler

Programa: Engenharia de Sistemas e Computacao

A inversa parcial de um operador com respeito a um subespaco, introduzido
por Spingarn, permite estabelecer uma equivaléncia entre alguns problemas que
envolvem operadores mono6tonos maximais com o problema de encontrar um zero
da inversa parcial. Tal operador preserva a monotonicidade maximal do operador
original, e portanto, viabiliza o uso do algoritmo de ponto proximal para encontrar
um zero do problema equivalente. Este procedimento é conhecido como o método
das inversas parciais.

Neste trabalho, estudamos uma generalizacao da inversa parcial de um ope-
rador com respeito a um cone. Discutimos algumas propriedades e mostramos por
meio de contra-exemplos que este operador nao preserva a monotonicidade nem a
maximalidade do operador original como no caso dos subespacgos impossibilitando
a extensdo dos resultados obtidos por Spingarn. Também sao ilustrados através
de contra-exemplos caracteristicas de operadores que nao sao preservados pela sua

inversa parcial com respeito a um subespaco.



Abstract of Dissertation presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

STUDY OF THE PARTIAL INVERSE OPERATOR APPLIED TO CONE

Felipe Antonio Garcia Moreno
February /2006

Advisor: Susana Scheimberg de Makler

Department: Computing and Systems Engineering

The partial inverse of an operator with respect to a subspace, introduced by
Spingarn, allows to establish an equivalence between some problems that involve
maximal monotone operators with the problem to find a zero of the partial inverse.
Such operator preserves the maximal monotonicity of the original operator, and
therefore, makes possible the use of the algorithm of proximal point to find a
zero of the equivalent problem. This procedure is known as the method of partial
inverses.

In this work, we study a generalization of the partial inverse of an operator
with respect to a cone. We discuss some of its properties and show by means of
contraexamples that this operator does not preserve monotonicity nor maximality
of the original operator as in the case of the subspaces disabling the extension of
the results gotten by Spingarn. Also they are illustrated through contraexamples
characteristic of operators who are not preserved by its inverse partial with respect

to one subespaco.
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Introducao

Nas tultimas décadas, a teoria dos operadores mondtonos tem sido muito explo-
rada. Vérias aplicacdes em diversas areas da matematica tém sido estudadas, em
particular na otimizagao. Um problema importante neste campo é encontrar zeros
de operadores monétonos maximais. Um método de resolugao para este problema
bem conhecido na literatura é o algoritmo de ponto proximal estudado por Rocka-
fellar [39].

Por outro lado, existem problemas que nao sao da forma de encontrar zeros de
operadores, em particular:

Encontrar T € A e j € A+
P(T, A) { tais que

7€ T(z).
onde T : H — Z(H) é um operador mondtono maximal e A um subespago de um
espaco de Hilbert H. Devido a esta situacdo, surgem idéias para utilizar o método
proximal de alguma forma na resolugdo deste tipo de problemas.

Neste contexto Spingarn [42], introduziu a inversa parcial de T' com respeito
a A, o qual permite estabelecer uma equivaléncia entre P(7, A) com o problema
de encontrar um zero da inversa parcial. Tal operador preserva a monotonicidade
maximal do operador original, e portanto, viabiliza o uso do algoritmo de ponto
proximal para encontrar um zero do problema equivalente. Este procedimento é
conhecido como o método das inversas parciais.

Devido &s boas propriedades do operador inversa parcial, nos motivamos a
explorar uma possivel generalizacdo para este; utilizamos para isso um resultado
que generaliza a decomposi¢do para subespacos, dada por Moreau [29].

A motivagao e justificacdo para generalizar o método das inversas parciais com

respeito ao subespaco A, quando A é subtituido por um cone, é devido & quantidade
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de problemas que podem ser observados como instancias particulares de P(T’, A)
por substituir o subespaco A por um cone, como ¢é estudado por Isac [17].

No decorrer do estudo, vemos a impossibilidade de generalizar os resultados
obtidos por Spingarn [42] e [43], devido a que o resultado fundamental, com o
qual ele consegue uma equivaléncia entre o problema P(T, A) com o problema de
encontrar um zero do operador inversa parcial, ndo é satisfeita quando substituimos
o subespago A por um cone convexo fechado K.

Com respeito as propriedades mostramos por meio de contra-exemplos que
a inversa parcial generalizada, ndo mantém as propriedades de ser uma funcao,
monotonicidade, maximalidade nem pseudomonotonicidade do operador original.
A seguir descrevemos o contetido dos capitulos.

No capitulo 1, apresentamos a teoria basica necesséria para o desenvolvimento
desta disertacao, os resultados sao apresentados sem prova, mas referenciados.

No capitulo 2, estudamos o problema P(T, A) e estabelecemos equivaléncias
com o problema da soma de operadores monétonos e seus casos particulares.

No capitulo 3, estudamos o operador inversa parcial e as importantes pro-
priedades deste, e o relacionamos com o operador Douglas-Rachford.

No capitulo 4, apresentamos uma revisao do método de regularizagao e do
algoritmo de ponto proximal.

No capitulo 5, discutimos o método das inversas parciais, e vemos a relacdo
deste com o método de decomposicao Douglas-Rachford.

No capitulo 6, generalizamos a definicdo do operador inversa parcial para um
cone convexo e fechado e discutimos algumas propriedades deste onde sdo intro-

duzidos contraexemplos.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos os fundamentos teéricos para uma melhor com-
preensdo desta dissertacdo. Lembramos algumas definicdes e resultados da
andlise convexa, estudamos brevemente as aplicagdes ponto-conjunto, os operadores

monétonos e pseudomondtonos, e por fim a projecao sobre um conjunto convexo.

1.1 Analise convexa

Nesta secdo listamos alguns resultados da analise convexa. Para maiores detalhes e
referéncias, ver [12], [44] em dimensdo infinita e [36] em dimenséo finita. Denotamos

por H um espaco de Hilbert real com produto interno (-,-) e norma || z| =
Viz,z).
Definicao 1.1.1 [12]| Seja f: H — R U {+o0}.
1. A fungao f € conveza, se para todo par de pontos z,y € H temos que
fOz+(1=Ny) <Af(@)+1-N)fly), VYAie[o1]
2. O dominio efetivo de f é dom(f) :={z € H: f(z) < +oo}.
3. A fungdo f € prépria se dom(f) # 0.
4. O epigrafo de f € epi(f) == {(z,y) e HxR: f(z) < y}.
Definigdo 1.1.2 [44] Sejam f: H — RU {+c0} e T € H.
1. A funcao f é semicontinua inferior no ponto T se

f(@) < lizm_éir;ff(a:) = lilroninf{f(a:) 0 < ||z —7| <€}



2. A funcio f € semicontinua inferior se f € semicontinua inferior em todo

ponto T € 'H.

Teorema 1.1.1 ([44], Teorema 5.3) Seja f : H — R U {+00} wma fungdo. As

sequintes afirmagdes sao equivalentes:
1. f € semicontinua inferior.
2. {x € H: f(x) > A} € aberto para cada X € R.
3. {zeH: f(z) <A} € fechado para cada X € R.
4. epi(f) € fechado (como um subconjunto de H x R).

Definicao 1.1.3 [44] Seja C um subconjunto de H. A fungdo éc : H — R U

{400} definida por:
0 sex € C,
dc(z) =
+00 sex & C,

¢ chamada de fung¢ao indicadora de C.

Definigdo 1.1.4 [44] Sejam f : H — R U {+o00} uma fung¢do conveza e zo um
ponto do dom(f).

1. O ponto y € H é denominado um subgradiente da funcio f em xy se

f(z) > f(zo) + (y,z —z9) Vz €H. (1.1)

2. O conjunto de todos os subgradientes da funcéo f em zy € denominado o
subdiferencial da funcdo f em zo, e denotado por Of(zo). A fungéo f é

dita subdiferencidvel em xo se 0f(zg) # 0.

Observamos da defini¢do acima que, se z ¢ dom(f), resulta 0f(z) = 0. Além
disso, se z € dom(f) néo necessariamente df(z) # 0, como vemos no exemplo

abaixo.

Exemplo 1.1.1 ([30], pag. 283) Seja f: R — R U {+o0} uma fungao definida

por
-z se x>0,
f(z) =

+00 ser <0.
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Afirmamos que 9f(0) = . Provamos por contradi¢do, suponhamos que existe
y € 0f(0), entdo
—Vz > (y,z) Vz20,

assim, obtemos

1
— < -y VYz>0.
N
Fazendo £ — 0%, resulta que +00 < —y, 0 que é um absurdo. "

Teorema 1.1.2 ([44], Teorema 5.37) Sejam f : H — R U {+o0} uma fungio

conveza e xp € dom(f). Se f é Gateaus-diferencidvel em zy entdo

Of (zo) = {Vf(ffo)},

onde V f(zo) € a Gdteauz-diferencial da f em xy. Reciprocamente, se f € continua

em To e possui um unico subgradiente em xo entdo f € Gateauz-diferencidvel neste

ponto e 0f(zo) = {V f(zo)}

Exemplo 1.1.2
(i) [7, pag. 16] Seja f: H — R uma fungdo definida por
1

f@) =gzl Voen.

Observamos que f é convexa, continua, com dom(f) = H. Afirmamos que
of(z)={z} VzehH.
De fato, seja z € H, entao para qualquer y € ‘H, temos
(@y—z) =@y -lz*<lzllyl-l=z]*< %(Hyll2 =l ).
Portanto, z € df(z). Por outro lado, se w € 0f(z) entdo

Nyl =1lzl* VyeHr

NN

{(w,y —z) <

Em particular, considerando y = z+ Az, onde A € R e 2z € 'H, na desigualdade

anterior resulta que

Mw z) < S(lz+2z P = llz ") < SO 2P+ 2AMl =l 21D (1.2)

N —
N | —



Se A > 0 em (1.2) e fazendo A — 0%, obtemos
(w,2) < lzllzll VzeH,

Por outro lado, se A < 0 em (1.2) e fazendo A — 07, temos que
(w,2) 2 =[lz|lzl] VzeH.

Portanto, de (1.3) e (1.4)
[(w,2)| <zl zll  VzeH,

Assim, para z = x € z = w, segue que

[(w,2) | < [lz | e llwll < [l

Substituindo z = = e A < 0 na primeira desigualdade de (1.2), obtemos

A+2
(w,) > =z |

Fazendo A — 07, resulta
(w,z) > = [*.

De (1.5) e (1.6), temos

(w,z) = |,

logo

Iz —w|? =2l -2 (z,w) + [|wl® = = {z,w) + |w]* = 0.

Daqui, w = z.
[7, pag. 21] Seja f : H — R uma funcdo definida por
@) =llsll  VseH

Notamos que f é convexa, propria e continua. Afirmamos que

i
(k3

B(0;1) se ¢ = 0.

sex #0,
Of (z) =

(1.5)



De fato, se z # 0, temos

X X
—ry=(-2_ - < - v H.

Portanto, % € df(z). Por outro lado, seja w € 0f(z) entdo

lz |
(wyy—z) <[yl =zl <lly—z| VyeH (1.7)

Fazendo y = 0, y = 2z em (1.7), obtemos:

(waz)=lzfelwl=1
Assim,
o= 720 17 =l =2 (v, o )+ 1=0
Portanto w = Agora afirmamos que 0f(0) = B(0;1). Da Definigao

(E20
1.1.4 temos que

y € 0f(0) = |z|| = {y,z) VzeH.
Em particular, subtituindo z = y na desigualdade acima, obtemos

Ty lldlyl = 1) <0.

Portanto ||y || < 1 o que equivale a y € B(0;1). Por outro lado, seja y €
B(0;1), entao

(z,y) <zw) | <z lllyl < llz]] Vzeh
Logo y € 9f(0).

(ii) Seja f:H — RU{+oo0} uma fungio definida por

lzll sellz] <1,

+00 se |z| > 1.

- sex#0e|z] <1,
(K
0f(x) = B(0;1) sexz=0,
L0 se |lz|l > 1. .



Os préximos dois resultados sdo concernentes a operagoes com subdiferenciais.

Teorema 1.1.3 ([44], Teoremas 5.38 e 5.39) Sejam fi,fo : H — R U {+o0}

fungdes convezas e proprias. Entao
2. Se uma das condi¢des abaizo € verificada

(a) Eziste um ponto U € dom(f;) Ndom(fo) onde f1 (ou f2) é continua.
(b) O espago H tem dimensao finita e ri(dom(f;)) Nri(dom(fs)) # 0.

Entao
fi + fo)(z) = 0fi(z) + Ofa(z) VzeH.

Proposigao 1.1.1 ([12], pag. 27 e Proposi¢do 5.7) Sejam V e Y dois espagos de
Hilbert reais, A : V — Y uma aplicagdo linear continua com adjunta A* : Y — V

e f:Y — RU{+00} uma fungao conveza e semicontinua inferior. Entao

1. A fungao foA:V — R € conveza e semicontinua inferior.

2. Se existe um ponto U € V, onde [ é finita e continua em A(u), entdo para

todo ponto u de V, temos

B(f o A)(u) = A*0f (A(w)).

1.2 Aplicacoes ponto-conjunto

Definigao 1.2.1 [1] Consideremos dois conjuntos X eY. Uma aplicagdo ponto-
conjunto de X em Y, é uma relagdo que associa a cada elemento x € X um
subconjunto F(z) de Y dito imagem ou valor de F' em x. Denotamos por F :

X — P(Y) a aplicagio ponto-conjunto F.

As aplicagbes ponto-conjunto aparecem naturalmente em muitas areas da
matemaética, como por exemplo na otimizacdo. Um exemplo classico é o sub-
diferencial de uma fungdo convexa nao diferenciavel, isto é

of : H — ZP(H)
r > Of(x).
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Para mais detalhes sobre aplicagdes ponto-conjunto, ver por exemplo [1], [2] em

dimensao infinita e [40] em dimens&o finita.
Definigao 1.2.2 [1] Seja F : X — 2(Y).
1. O grdfico de F' € o conjunto:

Gr(F) :={(z,y) e X xY :y € F(z)}.

2. O dominio de F' € o conjunto:

Dom(F) :={z € X : F(z) # 0}.

3. A tmagem de F ¢é o conjunto:

zeX
4. Ainversa F71:Y — P(X) de F ¢ definida por:

Fl'y):={z e X ye F(z)}.
5. A aplicagcdo ponto-conjunto F ¢é dita prépria se Gr(F) # 0.

O dominio de F ¢, portanto, a imagem de F~!, e coincide com a projegao do
grafico de F sobre o espago X. De forma simétrica, a imagem de F' é igual ao
dominio de F~1, sendo a projegao do grafico de F sobre o espago Y.

Se, para cada z € Dom(F), o conjunto F(z) reduz-se a um elemento, entdo F' é
uma aplicagao no sentido classico ou ponto-ponto o qual denotamos por F(z) =y
ou F(z) = {y}.

Na Figura 1.1 ilustramos o grafico de uma aplica¢ido ponto-conjunto F' : R* —
P(R™), o dominio e a imagem de F, a imagem F(z) de um ponto z e a imagem

da aplicacdo inversa F'~! de um ponto u.

Definigao 1.2.3 [1] Considere os conjuntos X, Y, Z, um espago vetorial real V,
os operadores A, B, C e D; AAB: X — PV),C:. X — 2Y),D:Y —
P(Z) e um escalar A € R.



Gr(F)

Im(F)

Dom(F)

Figura 1.1:

1. A aplicagdo de adicdo, A+ B : X — P(V) € definida por:
(A+ B)(z):=A(z)+B(z)={y+2€V:y € Az), z € B(z)}.
2. A aplicagao de multiplicagdo por um escalar, NA : X — P(V) ¢

definida por:
(M) (z) = AAz) ={ y eV :ye Ax)}.

3. A aplicagiao composi¢cao Do C : X — P(Z) é definida por:

(Do C)(z) := U D(y).

yeC(x)
Observamos da Defini¢do 1.2.3(3) que

Gr(DoC)={(z,2) e X xZ:3yeY comye C(z), z€ D(y)}.

1.3 Operadores mono6tonos

Nesta secdo, discutimos brevemente os operadores mondétonos e algumas pro-

priedades destes. A teoria de operadores monétonos tem aplicagdes em vérias
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areas da matematica, tais como, desigualdades variacionais, equacoes diferenciais

e otimizagdo, ver por exemplo [32], [21], [4] e [12].

Definic¢ao 1.3.1 [33] Seja T : H — P(H) uma aplicagdo ponto-conjunto. T é

dito um operador mondtono se
(f —y, 2’ —x2) >0 Vz,2' €eH,Vy €T(z),Vy € T(z).
A seguinte propriedade é 1til para provar a monotonicidade de um operador.

Propriedade 1.3.1 (33|, pag. 197) Seja T : H — H um operador linear. Entdo

T é mondtono se, e somente se, € um operador positivo, isto é,
(I'(z),z) >0 Yz eH.

Prova: Se T é mondtono, considerando 2’ = 0 na Defini¢do 1.3.1, e da lineraridade

de T, obtemos
0 <(T(0) - T(z),0 —z) = (T(z),x) V2 € Dom(T) = H.
Por outro lado, se T' é um operador positivo,
0 <(T(¢' —z),' —z) = (T(z) = T(x),2' — ) V' iz € H. n

Exemplo 1.3.1

(i) [33, pag. 194] Seja D um subconjunto ndo vazio de R. Uma fungdo ¢ :
D — R define um operador monétono se, e somente se, ¢ é mon6étona nao

decrescente no sentido usual, isto é

[p(ta)—@(t1)](ta—t1) > 0 Vii,ta € D <= o(t1) < ¢(t2) sempre que t; < .

(ii) Os operadores T1,T, : R — F(R), definidos por

x—1 se z < 0, z—1 se z < 0,
Ti(z) =< {-1,1} sex=0, e Tp(z)=1< [0,]1] se z =0,
z+1 se z > 0, z+1 se x > 0,

sao0 mondtonos.
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(iii)

(32, pag. 102] Seja f : H — R U {+oo} uma fung¢do convexa, propria e
subdiferenciavel, entdo df é um operador mono6tono, pois para qualquer y €
0f(z) ey € df(z'), temos

S~
—
&\
|
S~y
—~
G
AV

<y) ‘T/_‘T>7
fl@) - fl&) =z (Y, z-1),

somando ambas desigualdades obtemos
(y—y, 2—2') >0 Vaz,z’ € Dom(9f).

Assim os subdiferenciais das fung¢des definidas no Exemplo 1.1.2 sdao opera-

dores monotonos.

Dado H =ly := {¢ = (&,&,..): &ERVieNe Y |&[* < oo}. Conside-
=1

ramos o seguinte produto interno em [y
i=1

E fato bem conhecido que, com este produto interno, l; é um espago de
Hilbert real, ver por exemplo [26], pag. 49. Seja T : [; — l; definido por

£ &

T = (. 5.-)  VEeh

Notamos que 7T ¢é linear, além disso, para qualquer £ € I, temos

| b=t

(T(€),6) =) =& >0,

i=1

o~

Portanto T é positivo e, pela Propriedade 1.3.1, concluimos que T ¢é

monotono. u

Definigao 1.3.2 [33] Um operador mondtono T : H — FP(H) € dito mondtono

mazimal se ndo existe outro operador mondtono cujo grdfico contenha estrita-

mente o grdfico de T, de maneira equivalente, se T : H — P(H) ¢ outro operador

mondtono tal que f(:z:) D T(x) Yz € H, implica que T="T.

A proxima propriedade é util para provar a maximalidade de um operador.
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Propriedade 1.3.2 ([33], pag. 197) Seja T : H — H wm operador linear e

positivo. Entao T € mondtono mazimal.

Prova: Suponhamos que (z,z*) € Gr(T), onde T & outro operador monétono tal

que Gr(T) C Gr(T'), entao para qualquer z € H e A > 0 temos
0<{(T(zx£Az) =z (zxX2)—z) = TAN(T(2)+ AT (2) — 7", 2)
= +MT(z)— 3%, 2) + N (T(2),2).
Dividindo por A e fazendo A — 0, obtemos que
(T'(z)—z",2)=0 VzeH.
Portanto, z* = T'(z). n
Exemplo 1.3.2

(i) [33, pag. 197] Dado ¢ uma funcdo ndo decrescente em R. Entdo ¢ é um

operador monotono maximal se, e somente se, ¢(z) = [p(z7), ¢(z)] Vz € R,

onde ¢(z7) = tlim_ o(t) e p(zt) = tlim+ w(t).
(i) O operador T:R — P(R) definido por
z—1 se z < 0,
T(z)=< [-1,1] sez=0,

z+1 se z > 0,

é monotono maximal.

(iii) Os operadores T} e T, definidos no item (ii) do Exemplo 1.3.1 ndo sdo maxi-
mais, posto que Gr(T;) C Gr(f) para i = 1,2, onde Téo operador definido

no item (ii).

(iv) O operador 8f definido no item (iii) do Exemplo 1.1.2, ndo é maximal, pois
Gr(8f) € Gr(T) onde T : H — Z(H) é o operador monétono definido por

(T sexAOe|zl<l,
lz|l
T(z) = B(0;1)  sez =0,
.0 selz| > 1.
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R 1/ Gr(T,) R / GK(T) R‘/ Gr(T)
1 1 1

/ /l /|

(v)

(vi)

Figura 1.2: Graficos dos operadores T3, T3 e T do Exemplo 1.3.2(iii).

Pela Propriedade 1.3.2, os operadores 9 f e T definidos no item (i) do Exemplo
1.1.2 e no item (iv) do Exemplo 1.3.1 respectivamente, sdo maximais, pois
sdo lineares e positivos, com Dom(3f) = H e Dom(T) = ls.
O operador T : R — R definido por

- se x <0,

T@={ °

0 se x>0,
¢ mon6tono maximal com Dom(7T) = (—o00,0). De fato, suponhamos que
Gr(T) € Gr(T), onde T é outro operador monétono, portanto existe (z,y) €

Gr(T) tal que (z,y) & Gr(T). Como T é continua em Dom(T), temos que

z > 0. Em particular, consideramos z = 0 e

1
<—;E-—y,:1:—0>20 Yz <O0.

Entao

1
—— <y Vz <0.
T

Fazemos z — 07 e obtemos y = 400, 0 que é um absurdo. Portanto

T(0) = 0. Assim, T é monétono maximal. .

Em muitas situacdes é dificil verificar diretamente da defini¢do, quando um

operador monétono é maximal por tal motivo apresentamos o seguinte resultado.

Proposic¢io 1.3.1 ([1], Proposi¢io 6.7.2) Seja T : H — ZP(H). Entio T €

mondtono mazimal se, e somente se, satisfaz

V(z,y) € Gr(T), (v —y, 2’ —z) > 0= ¢ € T(). (1.8)

14



RY Gran) RY
e — I —
‘ |
1 { 1 L,
I R e e S
S . 1

Figura 1.3: Graficos dos operadores 8f e T' do Exemplo 1.3.2(iv).

Apresentamos uma propriedade importante dos operadores monétonos maxi-

mais a seguir.

Proposigao 1.3.2 ([32], pag. 105) Seja T : H — P(H) um operador mondtono

mazimal. Entdo o conjunto T(z) é convezo e fechado para todo x € H.
Definimos a seguir um importante operador na teoria da otimizacao.

Definigao 1.3.3 [37] Seja C um subconjunto de H. O operador Ng : H — P(H)
definido por

{fweH: (w,z—2)<0 VzeC(C} sex € C,
Ne(z) =
0 sex ¢ C,

€ chamado de operador cone normal de C.
A seguir, apresentamos algumas propriedades béasicas de Ne.

Proposicao 1.3.3 ([10], Proposi¢do 3.4) Seja C' um subconjunto convero ndo

vazio de H. Entao
1. No = 06c.
2. O operador N € mondtono.

3. Se C € fechado entdo No € mondtono mazimal.
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Corolario 1.3.1 ([32], pag. 134) Seja A um subespago de H. Entio N4 € um

operador mondtono mazimal e

At sex € A,
Ny(z) = (1.9)
0 sex ¢ A.

Abaixo, enunciamos algumas operacgoes que preservam a monotonicidade.

Proposigao 1.3.4 ([4], pag. 24) Sejam Ty, T, : H — P(H) operadores e um
escalar A > 0. Entao

1. O operador Ty é mondtono (mazimal) se, e somente se, XT1 é mondtono

(mazimal).

2. O operador Ty é mondtono (mazimal) se, e somente se, Ty ' é mondtono

(mazimal).
3. SeTy e Ty sao mondtonos, entao 11 + Ty € mondtono.

A soma de dois operadores mondtonos maximais ndo é, necessariamente, um
operador monétono maximal. A seguir, apresentamos dois exemplos, um em di-

mensdo infinita e outro em dimenséo finita, onde é verificada tal afirmacao.

Exemplo 1.3.3 ([34], Exemplo 7.4) Dado H = l5, consideramos os operadores V/,
W :ly — [; definidos por

Viz) = (z1,20 — 21,23 — Ta, ...),

W(z) = (z1— 72,7 — 23,73 — T4, ...).

Ambos os operadores estdo bem definidos, pois

onde
T = (21,T2,3, .., Tn,...) € o,
!
' = (0,z1,22, ..., Tn_1,...) € l,
"
" = (x9,T3, T4, Tyt1,--) € lo.
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Observamos que V' e W séo lineares e para todo ponto = € Iy temos (z, z) = (z',z').

Assim

(V(z),z) = (z-dx)

1 1

= 3 (', 2y — (2, z) + 3 (z,x)
1

= Ha-ae
1

- v

Além disso, como (z”,z) = (z/, z), obtemos

(W(z),2) = 5| V() I

Logo, V e W sdo positivos em Dom(V) = Dom(W) = Iy, portanto, pela Pro-
priedade 1.3.2, ambos sd0 moné6tonos maximais. Como V e W sao lineares, con-
tinuos e injetivos, podemos definir os operadores lineares V=1, W1 : [y — I,

por

Vo oy, o, sy oo Uy o) = (Y, Y1+ Yo U1 + Y2 + Y3, e Zyi’ )
=1
Wy, v2, U3, oy Yy o) = (Zyk,Zyk,...,Zyk,...),
k>1 k>2 k>n
com Dom(V™1) = Im(V) e Dom(W~1) = Im(W). Assim, pela Proposigao 1.3.4,
resulta que os operadores V! e W~! sao monétonos maximais. Por outro lado,
afirmamos que Dom(V =) N Dom(W™!) ¢ denso em [y, como verificamos a seguir.

Seja
D ={z €ly:z #0 tem um namero finito de componentes nio nulas, Z:z:k =0}.

Afirmamos que D é denso em [,. Para ver isto é suficiente mostrar que D é denso

em F, onde
E ={z €ly:x # 0 tem um namero finito de componentes nio nulas}.

De fato, seja ¥y = (¥1,%2,-;Ym,0,...) € E e definamos s = > y,. Entdo, para

qualquer n > 1, consideramos

"= (Y1, Y2, -y Y,y —S/1, =S/, ..., —8/73, 0,..)€D.

n termos
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Assim

im iyt -yt = lm -,y —y)
= lim <(O, ,0, f,—f, , E,O,O,...),
n—-+0o0o n n
(Oa )Oa iu_i) 7_570)07 )>
n n n
= Hm (2P (=Pt (—2))
n—s+o0o n n

Portanto D é denso em E, que é denso em l5. Assim obtemos que D é denso em [5.
Se z € D entdao V~!(z) e W™!(z) estdo bem definidos. De fato, sejam os pontos
vy = (y1,y2,...) € 2= (21, 29, ...) onde
yn:Zwkezn:Z:vk n=12 ..
k<n k>n

e que verificam z = V(y) e z = W(z). Assim D C Im(V~!)NIm(W 1), e portanto
Dom(V~1) N Dom(W™1) ¢ denso em 5.

Por outro lado, se z € Dom(V~!)NDom(W 1) entdo io: z, = 0. De fato, como

k=1
z € Dom(V™1) = Im(V), existe y € I, tal que z =V (y),

T = (.’131,.'132,.'133, ) - (ylayQ —Y1,Y3 — Yo, )

Portanto
O n
g T, = lim g Ty = lim y,=0.
n—-+0o0o n—-+0o0
k=1 k=1

Logo, Dom(V~1) N Dom(W™1) C l,. Consideramos o operador V-1 + W~!
definido em Dom(V~!) N Dom(W™1). Dado z € Dom(V 1) N Dom(W~!), sejam
Y= (Y1,Y2, -, Un, ---) = V1 z) e 2 = (21, 20, ..., Zn, ...) = W(z) e temos que

(V+W(z) = Vi) + W (z)

= (21,71 + 2o, ...,Z:vk, )+ (Z:vk,z:vk, ...,Z:vk, )

k<n k>1 k>2 k>n

= (21,T2y ..., Tny ...)

= I.

Assim, V™'4+W ™! ¢ o operador identidade restrito a0 Dom(V~1)nDom(W 1) C Iy,
pois para todo z € Dom(V ") N Dom(W™!) temos que Y >, z; = 0. Portanto

V-1 + W1 nio & maximal monotono. "
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Exemplo 1.3.4 Consideramos H = R? e os conjuntos

Ci = {(z1,29) €R*: (z, +1)* + 15 < 1},
Cy = {(z1,72) € R*: (z — 1)* + 25 < 1},

Notamos que C; e C; sdo convexos e fechados. Assim pela Proposi¢ao 1.3.3,

podemos definir os operadores mon6tonos maximais 17 = N¢, e Ty, = N¢,. Daqui,
Dom(T; + T3) = Dom(Ng,) N Dom(Ng,) = C; N Cy = {0}.
Por outro lado,

Ne, (0) = {weR?: {w,2) <0 Vze (O}
{(wy,0) € R? : w; > 0}.

Analogamente,
Ne¢,(0) = {(w1,0) € R? : wy <0}
Portanto
(Ney + Ne;)(0) = Ne, (0) + Ne, (0) = R x {0},
Entao

Gr(N¢, + Ng,) = {0} x {(z1,72) € R? : 5 = 0}.

Mas Ng, + N¢, ndo é mondétono maximal, pois pela Proposigao 1.3.3, Ny &

mondtono maximal com Ny (0) =R? e

GrI‘(ANC1 + NCQ) - GI‘(N{O}) = {0} x R2. [ |

-

Em vista dos exemplos anteriores, enunciamos um resultado que garante quando

a soma de dois operadores monétonos maximais € monétono maximal.

Teorema 1.3.1 ([37], Teoremas 1 e 2) Sejam T1, Ty : H — ZP(H) operadores

mondtonos mazimais. Se uma das condigoes abaizo € verificada
1. Dom(T;) Nnint(Dom(T3)) # 0,
2. O espago H tem dimensdo finita e ri(Dom(7})) Nri(Dom(73)) # 0.

Entao Ty + Ty € mondtono mazimal.
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Figura 1.4: Gréficos dos conjuntos Cy, Ca, N¢ () € Ne,(0) do Exemplo 1.3.4.

Definicao 1.3.4 [32] O operador T : H — 'H ¢ dito hemicontinuo no ponto
z € Dom(T') se Dom(T') € convezo e para qualquer y € Dom(T') a aplicagdo

T 0,1 — H
t — T():=T(1-t)z+ty),
¢ continua na topologia fraca de 'H.

O préximo resultado assegura quando a soma entre um operador hemicontinuo

e o0 cone normal & maximal.

Teorema 1.3.2 ([37], Teorema 3) Sejam K um subconjunto convero, fechado e
nao vazio de H, T : H — H um operador mondtono e hemicontinuo em K tal

que K C Dom(T). Entdo o operador T + Nk € mondtono mazimal.

Definicdo 1.3.5 [1| Sejam T : H — P(H) um operador e um escalar A > 0. O

operador Jyy = (I + AT)™! é chamado o resolvente de T com respeito a \.

Um resultado importante na teoria dos operadores mono6tonos é o chamado

Teorema de Minty, o qual apresentamos a seguir.

Teorema 1.3.3 ([1], pag. 380) Um operador mondtono A: H — FP(H) € maxi-

mal se, e somente se, o operador I + A € sobrejetivo.

Definicao 1.3.6 Sejam C um subconjunto convexo fechado de H eT : C — H

um operador.
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1. [31] T € dito ndo-expansivo se

IT(z) =T <lle—yll Vzyel

2. [25] T € dito firmemente nédo-expansivo se

(T(z) - T(y),z—y) > || T(z) - T(y)|? Vz,yeC.

Teorema 1.3.4 ([1], pag. 383) Seja A : H — P(H) um operador mondtono
mazimal. Entdo, para todo A\ > 0, o resolvente (I + NA)™! € um operador ponto-

ponto e nao-expansivo de H em 'H.

Definigao 1.3.7 [11] Seja T : H — P(H) um operador. Um zero de T é um
ponto v € H tal que 0 € T(z). O conjunto dos zeros de T serd denotado por
T-40).

O préximo resultado assegura que os zeros de um operador mondtono maximal

sao os pontos fixos de seu resolvente.

Proposic¢ao 1.3.5 ([11], Lema 2) Sejam T : H — P(H) um operador mondtono
mazimal, um ponto © € H e um escalar A > 0. Entdo 0 € T(z) se, e somente se,

J)\T(iE) =X.

Em seguida apresentamos um resultado que assegura quando o subdiferencial

de uma funcdo convexa é maximal.

Teorema 1.3.5 ([38], Teorema A) Seja f : H — RU{+00} uma fun¢do conveza,
prépria e semicontinua inferior. Entao Of : H — ZP(H) € um operador mondtono

mazimal.

Exemplo 1.3.5

(i) Os subdiferenciais das fungbes || - ||* ¢ || - ||, definidas nos itens (i) e (ii)
do Exemplo 1.1.2, satisfazem as condi¢des do Teorema 1.3.5, e portanto sdo

monétonos maximais, como notamos no Exemplo 1.3.2(v).

(ii) A funcado f definida no item (iii) do Exemplo 1.1.2 ndo é semicontinua infe-
rior nos pontos z € H tais que ||z ||=1, e portanto, f nao ¢ um operador

monotono maximal como vimos no Exemplo 1.3.2(iv).
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(iii) Seja g: H — R U {+o0} uma fungio definida por
Izl selzl <1,

g(z) =
+00 se |[z] > 1.

Observamos que g é convexa, propria e semicontinua inferior. Portanto, pelo
Teorema 1.3.5, o subdiferencial dg é mondtono maximal. Por outro lado,

observamos que g = || - || +8pq 1y, portanto, do Teorema 1.1.3 e a Proposigao

1.3.3, obtemos
9g(z) = ||z || + Npp,)(z) Ve eH,

assim, pelo ftem (ii) do Exemplo 1.1.2, concluimos que

( T ser#0elz] <1,
[z
B(0;1) se z =0,

{z} + NB(0;1)($) se|z|l =1,

0 se || z] > 1.

O que implica que Gr(T') € Gr(dg), onde T & o operador monétono definido

no Exemplo 1.3.2(iv). Portanto 7' ndo é maximal. "

A
R Gr(dg)

—}
k.
=y

-1

Figura 1.5: Grafico do dg definido no Exemplo 1.3.5(iii).
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A reciproca do Teorema 1.3.5 nao é verdadeira; isto é, nem todo operador

monoétono maximal é subgradiente de uma func¢ao convexa.

Exemplo 1.3.6 Seja H = R? e consideramos o operador T : R? — R? definido

T@):(? 01 >g;

Observamos que T é um operador linear e positivo. Entdo, pela Propriedade 1.3.2,

por

T & mon6tono maximal. Suponhamos que T' = 0f, para alguma fungao f convexa
e propria. Como Dom(T) = R?, temos que para todo zg, 8f(zo) = T(xg) # 0.
Assim de (1.1), obtemos

f(x) > flxo) + (T(xo), 7 — 1) VazeR: (1.10)

Em particular, consideramos 7o = (1,1)T e z = (=1,0)T; 2o = (=1,0)T e
z=(0,-1)T; 7y = (0,—1)T e z = (1,1)7 em (1.10), respectivamente, e somando

obtemos
0 Z <(_17 1)T7 (_2a _1)T> + <(07 _1)Ta (L _1)T> + <(1a O)Ta (L 2)T> = 37
o que é um absurdo, portanto 7' nao é o subdiferencial de f. ]

Definigao 1.3.8 [39] Um operador T : H — HP(H) é fortemente mondtono

se eziste um escalar a > 0 tal que
W - 9,0~ 1) 2 alla' — 2|’ Voo €M, ¥y eT(), Yy € T(),
onde o é chamado 0 mdédulo (ou coeficiente) de monotonicidade.

Exemplo 1.3.7

(i) O operador identidade I : H — H definido por
I(z)=z VYzeH
é fortemente monétono, sendo a € (0, 1], posto que Vz,z’' € H

lo'—z|P1-0a)20= |2’ —z|* = (2 — 2,2’ — 2) 2 al| s’ — z|*.
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(ii) [47, pag. 453] O operador T': R — Z(R) definido por

—e7 " se z < 0,
T(z)=4¢ [-1,1] sez =0,
e” sez >0,

é fortemente mono6tono com a = 1. De fato, devido & convexidade e a dife-

renciabilidade da fungdo exponencial, temos de (1.1) que
ey —e* >e(y—xz) Vz,yeR (1.11)
Examinamos o seguintes casos:
e Se z <y <0, entdo de (1.11) temos
(e —e")(y —2) > e"(y — 2)’;
assim,

e = ) > TETI vy > (e

e Sez <0<y, entdo
er> -1 —= e+e >V —-z>y—1
= (e +e)(y~12)2(y-2)
e Se 0 <z <y, entdo de (1.11)
(e — ey —z) 2 e*(y—2)* > (y —2)*.
e Sexz <0ey=0,entdo, para a € [—1, 1], temos que
et —1<—-eF—a< —e"+1.

Substituimos y = 0 em (1.11) e obtemos

e —1
1> —efr = ¢e"-1<e"z = <zr=1-e"<u;
assim
—e T —a< —e"+1<1,
portanto



e Sey=0e x>0, entdo, para o € [—1, 1], temos que
—l1-ef<a—-e"<1-—¢€"
Substituimos y = z e z = 0 em (1.11), portanto
ef> 141 = —z>1-—¢",

assim
a—e*<1—¢e"< -z,
o que implica

—z(a—e*) > —z(l—e") < (-z)* =2 Vae[-1,1]. .

Observamos que um operador fortemente monétono é monétono, mas a reci-

proca nao é verdadeira, para ver isto consideramos o operador 7' do Exemplo 1.3.6.

Proposicao 1.3.6 ([10], Lema 3.1) Seja T : H — P(H) um operador. Se T~*

€ fortemente mondtono entdao T é ponto-ponto.

Prova: Consideramos 2 € Dom(T) e y/,y € T(z), assim z € T"}(y/) ez € T} (y).
Entao

0=(z—zy —y) >aly -yl
Daqui ¢ = y. =
Definicao 1.3.9 [39] Seja h: H — RU {+00}. A fungao h é dita fortemente
conveza (com mddulo o) se >0 e

B(1=\)z+y) < (1—/\)h(m)+/\h(y)—%a/\(1—/\)|| s—y|* Yo,y eH, ¥Aeo1].

Proposigao 1.3.7 ([39], Proposigdo 6) Seja h : H — R U {+o0} uma fungio
propria e subdiferencidvel. Entdo h é fortemente convera com mddulo o > 0 se, e

somente se, o operador Oh € fortemente mondtono com mddulo «.

Exemplo 1.3.8

(i) A funcio f:= 1| - ||* do Exemplo 1.1.2(i), é fortemente convexa, pois 8f co-
incide com o operador identidade que é fortemente monétono, como provamos

no Exemplo 1.3.7(i).
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(i) A fungdo h: R — R definida por
e~ " se z <0,

x

e se x>0,

é fortemente convexa, visto que 0h = T, onde T é o operador definido no
Exemplo 1.3.7(ii). ]

1.4 Operadores pseudomono6tonos

Karamardian [20], introduziu os operadores pseudomonétonos como uma carac-
terizacao dos gradientes de fungdes pseudoconvexas em dimensao finita, moti-
vado pela caracterizacao das fungdes convexas via o gradiente. Tal conceito difere
da definicado encontrada, por exemplo em [32], pois ndo refere-se as propriedades
topologicas, e sim as algébricas. Tais operadores tém sido objeto de intenso estudo
na ultima década. As pesquisas incluem critérios para assegurar pseudomonotoni-
cidade e problemas de desigualdades variacionais. Embora o caso monétono tenha
sido muito explorado, o caso pseudomondétono ainda estd em desenvolvimento, para
mais detalhes ver [15], [14], [18] e as referéncias neles citadas. A seguir damos a

definicao de pseudomonotonicidade.

Defini¢ao 1.4.1 [14] Seja T : H — P(H). O operador T € dito
pseudomondtono se para todo (z,y), (z',y') € Gr(T), a condi¢do abaizo € veri-
ficada

(y, 2 —z)>0= (¢ ,2' —z) >0.

Muitos exemplos de operadores pseudomonétonos sao devido ao seguinte:

Proposi¢do 1.4.1 Se T : H — P(H) € um operador mondtono entdo T €

pseudomondtono.
Prova: Consideramos (z,y), (z/,y’) € Gr(T). Da monotonicidade de T,
<yl_ya‘rl_‘r> - <yla‘rl_‘r> - <y)$1_$> > Ou

assim
<yI7'TI_'T> 2<y11‘/_:r>7

obtemos a proposi¢ao. n



Exemplo 1.4.1

(i) O operador T : R — R definido por

1
1 sex > —1,
0 sex < —1,
é pseudomonétono.  De fato, para (z, H%), (v, ﬁ;) € Gr(T) com

-

(52 ,y — ) >0, implica que y — z > 0 visto que ;5

que<ﬁ_§,y—-m>20.

> (). Assim, obtemos

(ii) [14, pag. 466] Sejam a, b € R tais que a < be f : R — R uma funcdo

continuamente diferencidvel tal que

<0 se z < a,
fl(z) = 0 se z € [a,b],
>0 se z > b.

Entdo T(z) := {f'(z)} é um operador pseudomonétono.

(iii) [14, pag. 466] O operador T :R — P(R) definido por

( (—00,0) se z < a,
(=00, 0] se T = a,
T(z) = 0 se z € (a,b),

[0, +00) sex=b,

(0, +00) se x =b,

\

é um operador pseudomonoétono, ver figura 1.6.

Observamos que o operador T definido no item (i) do Exemplo 1.4.1 néo é
mono6tono, e portanto a reciproca da Proposicdo 1.4.1 ndo é verdadeira. Além
disso, Gr(T) do item (ii) est4 contido em Gr(T) do ftem (iii) do Exemplo 1.4.1,
isto sugere a maximalidade para este tipo de operadores, como no caso monétono,

ver [14] para mais detalhes.
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Gr(T)

\ 4

1\ Gr(T)

R e e, e —

Figura 1.6: Graficos do operadores dos itens (i) e (iii) do Exemplo 1.4.1.

1.5 Projecao sobre um conjunto convexo

Nesta secdo, apresentamos resultados com respeito & projecao sobre um conjunto
convexo fechado e algumas propriedades importantes, além de discutir os casos

particulares quando o conjunto é um subespaco ou um cone.

Teorema 1.5.1 ([45], Lema 2.1) Sejam C um subconjunto convezo, fechado e nao

vazio de H e um ponto = de H. Entao existe um dnico T € C tal que
|lz—Z|| =min|lz—c| .
ceC
O resultado acima garante a boa definicao do seguinte operador.

Definigdo 1.5.1 [45] Seja C um subconjunto convezo, fechado nao vazio de H. O

operador
projo : H — C
r — projo(z) = argmin{||z —cl|: c € C}
é denominado projecao sobre C.

Diretamente do Teorema 1.5.1 observamos que proj-(z) = z para todo z € C.

A seguir, enunciamos algumas propriedades do operador proj..

Proposi¢ao 1.5.1 ([46], Lema 1.1 e pag. 241) Sejam C um subconjunto convezo,

fechado e nao vazio de H e um ponto x € H. Entdo
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proj (x)

Figura 1.7: Projecao sobre um conjunto convexo.

1. T = projo(z) se, e somente se, TEC e (z—-Z,y—T)<0 VyeC.
2. (proje(z) = projc(y) , —y) 2 [ projc(z) — proje(y) II* vy € C.
8. |Iproje(z) — proje(y) | < llz—yll  VzyeH.

Observamos que o item 1 da Proposi¢do 1.5.1, fornece uma importante caracte-
rizagao do operador projecao, o item 2 assegura que o operador proj. ¢ monétono,
enquanto o item 3 garante que o operador proj, é nao-expansivo. Vemos agora

alguns exemplos onde o operador de projecao tem uma representagao explicita.
Exemplo 1.5.1
1. [3, pag. 41] Sejam a € H \ {0} e b € R. Consideramos o hiperplano H
H={zeH: (a,z) =Db}

Como H é um conjunto convexo e fechado, o operador proj; estdi bem

definido. Seja x € H e definamos

— {a,z)—0b
[ a?
Assim,
<a,-f>=<a,x>—%<a,a>:
) (a,2) 1)

(z—-T,y-7) = ((a,y)—b)=0 VyedH,

lai?

obtemos, da Proposigdo 1.5.1(1), que projy(z) = T para todo z € H.
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2. [3, pag. 40] Seja um escalar @ > 0, definamos
Ko=A{(z,r) e Hx Ry :|z| <ar}.

O operador projy, ¢ definido para todo (z,7) € H x R por

(z,7) se |z ]| <ar,
. 0,0 sealz|| < -—r,
proji,(&.7) = 0.0 e
AAzl+r 0, © 1y ez >arovalz] > —r
( a?+1 "z

A primeira correspondéncia para a projecdo é trivial. A segunda corres-

pondéncia provém do fato que (0,0) € K,, e para qualquer (y, s) € K, temos
r
<(l‘,’f'), (y75)> = <l‘a y> +7rs < HJ“H”y” +rs < —&as—i-rs:().

Portanto, da Proposi¢do 1.5.1(1), obtemos a correspondéncia da proje¢do

neste caso. A terceira correspondéncia verifica que

alzll+r =z allz|+r
= a|lx[|“_a( i+t )
assim, aiﬁﬂ"r(a”:—”, 1) € K,. Se ||z|| > ar ou af || > —r entdo
_alzl+r _llzll-or
g = 1 >0 e ||z]|—-af= 21 > 0.
Logo
T T
<(l"7‘)_ﬁ(a—al)a y75)_ﬁ(a—71
rep ) B
T T
=(((lzll —aB)—rir —B), (y —af7—r,5s = 0
T SR E R

=<<|[x||—aa>ﬁ~”,y—a ”—;”—”>+<s—a><r—ﬁ>

(HxH~aﬁ)<ﬁ,y>+aﬁ(aﬁ—||x||)+(s—ﬁ)( 8)
< (Il - aB)lyl+abaB - ||) + (s - B)(r — B)
< (|| - aB)as +aB(aB — | |)) + (s = B)(r — B)
= o]l z|| - aB)(s - B) + (s = B)(r — B)
(s = Blolliz |l - aB) +7 — ]
= (s - )0
= 0.

I
3
I
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1.5.1 Projecao sobre um subespago

Definicdo 1.5.2 [26] Um espago vetorial X é soma direta de dois subespagos M
e N, X = M@ N, se qualquer x € X tem uma unica representagio da forma

z=m-+n, ondemé€Mené€N.

Particularizando o Teorema 1.5.1 e a Proposi¢do 1.5.1(1) quando C' é um sube-

spaco, recuperamos o Teorema classico da projecao sobre um subespago.

Teorema 1.5.2 ([26], Teorema 3.3.2) Seja A um subespago fechado de H. Dado

T € H, existe um tnico T € A tal que ||z —T|| < ||z — a|| para todo a € A.

X,=X-X K

Figura 1.8: Projecdo sobre um subespago

Teorema 1.5.3 ([26], Teorema 3.4.1 e pag. 167) Seja A um subespago fechado de
H. Entao

1. H=Aa At
2. (AH)t=A.

3. O operador proj, € linear.
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1.5.2 Decomposicao de Moreau

Entre o caso geral de considerar projegoes sobre um convexo fechado C arbitréario, e
o caso particular onde C' é um subespaco, existe um caso intermediario importante

para nosso estudo, que é quando consideramos C' um cone, convexo e fechado.
Definicao 1.5.3 Seja K um subconjunto nao vazio de H.

1. [26] O conjunto K é um cone (com vértice na origem) se z € K implica

que ax € K para todo a > 0.

2. [29] O conjunto
K°={zeH : (z,y)<0 VyeK}
é chamado de cone polar de K.
Exemplo 1.5.2
(i) Sejam H = R" e K o cone definido por:
K =R} :={(21,...,2,) €ER":2; >0 Vi=1,.,n},
entao
K° ={(z1,...,z,) eR":2; <0 Vi=1,.,n}=-K.
(i) [3, pag. 40] Dado a > 0. Seja o cone do Exemplo 1.5.1(ii), isto é
Ko={(z,r) € H xRy |2 < ar),

entao
(Ko)” = —K.

De fato, consideramos (y, s) € (K,)°, entdo (ay, ||y ||) € Ka. Portanto
((W:s), (g, lyID) =alyl*+slyl <o

Se y # 0, significa que ||y || < —s/a. Logo, (—y,—5) € Ki/o. Sey =0
e do fato que (0,1) € K,, concluimos que ((0,s), (0,1)) = s < 0. Assim,
ly|| =0 < —s/a e portanto (=0, —s) € K;/,. Por outro lado, consideramos

(y,8) € =Kyjq, isto &, ||y || £ —s/o e um arbitrario (z,7) € K,, entdo
((@,r), (y,8)) = (z, ) +rs < | zllllyll + rs < (ar)(—s/a) + s = 0.

Portanto, obtemos o que afirmamos. ]
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A seguir destacamos alguns resultados sobre K°.

Proposigao 1.5.2 ([16], Lema 2) Seja K um subconjunto de H. Entdo
1. K° é um cone convezo e fechado de 'H.
2. K € um cone convezo e fechado de H se, e somente se, K = (K°)°.

Em geral, o operador de projegao nao é linear a menos que K seja um subespago.

A linearidade pode ser substituida pelas seguintes propriedades.

Proposigdo 1.5.3 ([16], Lema 3) Sejam K um cone convezo, fechado e nao vazio
de H ex € 'H. Entao

1. O operador projy, é homogéneo nao-negativo, isto é

projg(az) = a projg(z) Ya > 0.

2. projg(—z) = —proj_g(z) VzeH.
3. O operador projy € tdempotente, isto €, Projyg o projg = projg.

Assim, resultados muito usados de decomposigao e proje¢ao em um subespago
sao preservados ao substituir o subespaco por um cone, ver [16] e [45]. Uma pro-
priedade importante foi provada por Moreau [29] quando K é um cone convexo e
fechado.

Proposicio 1.5.4 ([29], Proposigéo 1) Sejam K um cone convezo fechado de H

e x, T, To € H. As sequintes propriedades sao equivalentes:
(i) z=xz,+z ondex, €K, 1,6 K° e (x1, zo) =0.

(it) x1 = projg(z) e Ta = projg.(x).
Como conseqiiéncia desta propriedade, temos que todo ponto = do espago ad-
mite uma tnica decomposicao T = 1 +3, onde 1 €K, 2 €K°, com {z1, 25 ) = 0.
Se, em particular, K é um subespaco de H, obtemos H = K @& K+. O préximo

exemplo ilustra a decomposicdo de Moreau.
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Exemplo 1.5.3
(i) Sejam H =R" e K = R}, observamos que qualquer z € R” pode ser escrito
como
T = projg(z) + projg.(z) = (z7, ..., z}) + (=7, ..., z,,),
onde

z} = max{z;,0} e z; =min{z; 0} Vi=1,..,n,

verificando a Proposicao 1.5.4.

— proj, (¥)

A\ 4

KO

Figura 1.9: O item (i) do Exemplo 1.5.3.

(ii) [3, pag. 63] Sejam H =R? e @ = 1 no item (ii) do Exemplo 1.5.1, isto é
K= Kl = {(1'1,1'2,1'3) € RS : l‘% +x§ S mg) T3 Z 0}’
entdo, pela caracteriza¢ao da projecdo, temos que para todo z = (1, Z2,23) €

R3
2 2 2
( (x1, T2, T3) se z7 + 25 < a5 ex3 >0,

_ (0,0,0) se z3 4+ 12> 732 e 73 <0,
projg(z) =

/2 2
M(xl’ :L'2, A /:L'% _+_ x%) C.C.

{22!+ 13

Pelo item (ii) do Exemplo 1.5.2 temos que K° = —K;. Assim, da Proposi¢io
1.5.3(2), obtemos projg.(z) = proj_g(xz) = —projy(—z). Portanto a regra

de correspondéncia de projy € util para a proje¢ao do polar. (]
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Proj go(x)

Figura 1.10: Decomposi¢ao de Moreau para o cone K do Exemplo 1.5.3(ii)
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Capitulo 2
O Problema

Este capitulo serve de ponto central para a defini¢do, referéncias e casos particu-
lares do problema estudado nesta dissertacdo. Na segdo 2.1, apresentamos o pro-
blema primal-dual P(T, A). Na secdo 2.2 mostramos que o problema P(T, A) ge-
neraliza outros problemas da literatura, tais como o da soma de operadores, o
da viabilidade convexa, o problema da desigualdade variacional e o multivaluado
mono6tono da complementaridade. Os problemas citados neste capitulo podem ser

encontrados em [42], [43], [5] e [17].

2.1 O problema primal-dual
Sejam T : H — Z(H) um operador monotono maximal e A um subespaco de H.
Nosso interesse é estudar o seguinte problema primal-dual
Encontrar T € A e § € A+
P(T,A) { tais que (2.1)
7 € T().

O nome primal-dual provéem do fato de que tal problema unifica outros dos
problemas de encontrar zeros de certos operadores, considerados cada um como
a metade primal e dual de (2.1) respectivamente, isto sera detalhado no préximo

capitulo.
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2.2 Aplicacoes

Muitos dos problemas encontrados na literatura podem ser reescritos sob a formu-

lagdo (2.1) como mostramos a seguir.

2.2.1 Problema de otimizagao convexa

Seja f : H — RU{ +o0 } uma fungédo convexa, propria. O problema de otimiza-

¢do convezxa é

min f(z). (2.2)
Segue-se que
f tem um minimo (global) em T se, e somente se, 0 € 9f(7). (2.3)

Muitos problemas de otimizacdo com, ou sem restri¢oes, sao formulados como
(2.2), por exemplo, quando f : H — R U {+o00} é uma fungio convexa e C ¢é
um conjunto convexo e nao vazio de H tal que dom(f) N C # @, o problema com

restricoes:
min f(z)
s.a: (2.4)
rzeC

é um caso particular de (2.2), posto que definindo f:= f+6c. Claramente, f é
uma fun¢do convexa e propria e resolver (2.4) é equivalente a resolver (2.2) para f

Deste modo, (2.3) implica que (2.4) tem um minimo em Z € C se, e somente se,

0 € 0f(z). Pelo Teorema 1.1.3(2), a ultima condigdo pode ser escrita em termos

de subdiferenciais como:
0 € 0f(T) + Nc(Z), (2.5)

em cada um dos seguintes casos:
1. existe um ponto em C Ndom(f) onde f é continua.
2. int(C) Ndom(f) # 0.

3. H é de dimensao finita e ri(C) Nri(dom(f)) # 0.
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2.2.1.1 Minimizagao convexa sobre um subespago

Em particular, quando o conjunto C' é um subespago A de H, o problema (2.4) é

reescrito como
min f(zx)
s.a: (2.6)
z € A.

A equivaléncia do problema (2.1) com (2.6) & obtida sobre a condi¢ao de ser f

semicontinua inferior, como mostra o seguinte resultado.

Teorema 2.2.1 ([43], pag. 207) Sejam f: H — RU{+o00} uma fungdo conveza,
propria e semicontinua inferior e A um subespago de H. Se uma das condigoes

abaizo € verificada
1. Anint(dom(f)) # 0.
2. H de dimensdo finita e ANri(dom(f)) # 0.

Entio T € A € solugdo do problema (2.6) se, e somente se, existe y € H tal que

(Z,7) € solugdo do problema
Encontrar T € Aege A" . 0€7+0f(2). (2.7)

Prova: Se a condigdo 1 é verificada, temos que existe 7 € A Nint(dom(f)) C
dom(d4) N dom(f) tal que f é continua em u. Por outro lado se a condigdo 2 é
verdadeira, entao temos que ri(A) = A, e portanto ri(A) Nri(dom(f)) # 0. Assim,

aplicamos o Teorema 1.1.3 para f1 = f e fo = d4 e temos que:
Of +64)(z) = 0f(z) + 004(z) = 0f () + Na(z) = 0f(z) + At Ve A
Logo

T & solucéo do problema (2.6) <= 0€d(f +64)(Z) = 0f(Z) + A+
— 3G At : 0€0f(@)+7.

Por outro lado, da semicontinuidade inferior de f e pelo Teorema 1.3.5, temos que
df é um operador mondtono maximal. Assim, concluimos que resolver o problema

(2.6) & equivalente a resolver (2.7). .
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2.2.2 Soma de operadores monotonos

Sejam Ty,..,T, : H — Z(H) operadores mondtonos maximais € 71, ..., 7
nimeros reais positivos nao nulos. O problema de soma de operadores

mondtonos [42] é definido por:

( Encontrar Z,7,, ...,7, € H

tais que
2.
y, €Ti(z) Vi=1,..,n, (28)
Z niy; = 0.
\ =1
Quando n = 1, o problema (2.8) reduz-se ao problema:
Encontrar T € H tal que 0 € T(T). (2.9)

A seguir, apresentamos a equivaléncia entre os problemas (2.8) e P(T, A),
mostrada por Spingarn [42]. Denotamos por H;, o espago de Hilbert H munido
do produto interno (z, y), = m (=, y), onde (z, y) ¢ o produto interno em H.
Doravante, consideramos o produto interno em H x ... x H dado por:

n

< (1717 y ‘Tn) ) (yla ceey yn))Hx,,.xH = Z <$1 ) yi)i :

i=1

Portanto H x ... x H é um espago de Hilbert real. Definimos

T:HX..xH — PHx.. xH)

(T4, ey Tn) — T(21, .., x0) = Ti(z1) X ... X Tp(zn)-

Devido & monotonicidade maximal dos operadores 7}, obtemos que o operador

T é mono6tono maximal em H x ... x H. Além disso, consideramos o subespaco
A={(z1,..,xn) EH X .. X H: T = ... =Tpn}.

Observamos que

At ={(y1, ) EH X . xH Y i =0},
i=1
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Portanto, o ponto (%, %, ..., ¥,) soluciona (2.8) se, e somente se, (Z,...,Z) € A
e (y,..-,¥,) € At solucionam P(T, A), assim, temos a equivaléncia dos problemas
P(T, A) e (2.8).

A seguir, enunciamos problemas que sdo equivalentes ao problema de soma de

operadores mondtonos.

2.2.3 Viabilidade convexa

Sejam C; subconjuntos convexos, fechados e ndo vazios de H, ¢ = 1,...,n. O

problema de viabilidade conveza [42], &€ dado por:

( Encontrar T € H

tal que (2.10)

n
ze )G
i=1

\

Para estabelecer a equivaléncia dos problemas (2.10) e (2.8), Spingarn [42] con-
siderou os cones normais dos conjuntos C;, isto é T; = N¢, para todoz =1,...,n.
Pela Proposigao 1.3.3, os operadores 7T; sao mondtonos maximais para todo i =

1,...,n. Além disso,
z € C; <= Ti(z) # 0 <= 0 € T;(x). (2.11)

Entao
T resolve (2.10) <= 0 € Ty(T) + ... + Tn(T).
De fato, se T é solugdo de (2.10), entdo T € ) C;, Assim, T € C; para todo
i=1
i = 1,..,n. Logo, de (2.11) obtemos que 0 € T;(Z) para todo i = 1,...,n com
€ () Ci = () Dom(Ng,) = Dom(T; + ... + T,,). O que resulta
i=1 1

8l

=

0€Ti(Z) + ... + Tn(Z).

Por outro lado, seja T tal que 0 € Ty(Z) + ... + T,.(Z), daqui Z € Dom(T;) para
todo i =1, ...,n, entdo T;(Z) # @ de (2.11) temos que T € C; para todo i = 1,...,n,
assim T é solugdo de (2.10). Portanto, temos a equivaléncia dos problemas (2.10)
e (2.8).
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2.2.4 Desigualdades variacionais

Sejam T : H — £(H) um operador mondtono maximal e C um subconjunto
convexo, fechado e nao vazio de H. O problema de desigualdade vartacional

[5] é definido por:
Encontrar T € C e § € T(ZT)
VIP(T,C) < tais que (2.12)
(g,x—Z)>0 Vzel.

Observamos que T resolve VIP(T, C) se, e somente se,
7€T(T) e —YE€ Nc(T).
O que é equivalente a encontrar Z tal que
0 € T(@),

onde T esté definido por:

T(z) + Ne(z) sez € C,
T(x):=

0 sex & C.
Portanto, o problema VIP(T, C) é equivalente ao problema de soma (2.8) para
T e Nc com 1 =, = 1. Além disso, se alguma das hip6teses do Teorema 1.3.1 é
verificada para T; = T e T = N¢, temos que T & mon6tono maximal. Portanto,

VIP(T, V) reduz-se ao problema de encontrar um zero de T como em (2.9).

Observamos que o problema de otimizagdo (2.5), no caso quando a fungdo f é
semicontinua inferior e C é fechado, é equivalente ao VIP(df,C), sobre uma das

seguintes condicoes:
1. existe um ponto em C Ndom(f) onde f é continua.
2. int(C) Ndom(f) # 0.

3. 'H & de dimenséo finita e ri(C) Nri(dom(f)) # 0.
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Quando o conjunto C é um cone, VIP(T, C) reduz-se ao problema mondtono

da complementaridade multivaluado definido em [17] por:

Encontrar 7 € C ey € T(T)
MCP(T,C) < tais que
je€—-C°e (T,y)=0.
De fato, se T é solucao de VIP(T,C) com 5 € T(Z) entdo

(g,x—Z)>0 Vel

Em particular, se consideramos z = 0 obtemos (7,T) < 0, e se z = 27, resulta

(7,T) > 0. Assim, (7,T) = 0. Logo, para todo z € C obtemos

(7,2) 2 (y,7) =0.

Portanto —7 € C°, ou seja, T e g resolvem MCP(T, C). Reciprocamente, se T € C
e § € T(T) sdo tais que —y € C° e (7,T) = 0, entdo temos

0=(5,7)<(y,z) Vzel

Isto é, {7,z —T) > 0 para todo = € C; quer dizer, T resolve VIP(T,C) com
g € T(%).
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Capitulo 3

Operador Inversa Parcial

Neste capitulo estudamos as propriedades do operador inversa parcial, apresentado
por Spingarn [42] e [43]. A principal motivacdo para o estudo deste operador, é a
equivaléncia do problema primal-dual

Encontrar T € A e § € A+
P(T,A) < tais que

v € T(2),
com o problema de encontrar um zero do operador inversa parcial. Na secdo
3.1, definimos e estudamos as propriedades do operador inversa parcial, na se¢ao
seguinte formulamos um esquema de dualidade justificando o nome de problema
primal-dual de (2.1) e nas se¢bes 3.3 e 3.4 definimos e relacionamos o operador
Douglas-Rachford com o operador inversa parcial. De agora em diante, usamos a

notacdo, dado z € H, zp := projz(z) denota a projecio de z sobre B.

3.1 Operador inversa parcial

Seja A um subespaco de H. Pelo Teorema 1.5.3 sabemos que todo ponto z € ‘H
admite uma tinica decomposicao do tipo z = z4 + 241, onde 24 € A e 241 € A+,

Com isso Spingarn [42] introduziu o operador inversa parcial:

Definigao 3.1.1 [42] Sejam um operador T : H — P(H) e um subespago A de
H. O operador inversa parcial de T com respeito a A, denotado por Ts, €

definido pelo grifico:
Gr(T4) = {(za + yp,ya + 7p) € H x H : y € T(z)},
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onde B C 'H € o subespago ortogonal a A, B := AL,

Proposigao 3.1.1 Sejam um operador T : H — P(H) e um subespago A de
H. Entaoy € Ta(z) se, e somente se, ya + x5 € T(za +yg), onde BC H é o
subespaco ortogonal a A, B := A*.

Prova: O ponto y € Ta(x) se, e somente se, (z,y) € Gr(T4) se, e somente se,
existem u,v tais que v € T(u) e t =uq + Vg =T+ Tp, Yy = Va+ Ug = Ya + Y-

Como a decomposicao é tnica, resulta

U=1Uq+Up =LA+ YB,

V=v4+Vp =1Ya+Tp.
Logo, y € Ta(z) se, e somente se, (ya +z5) € T(za + yp). »

Observagao 3.1.1 ([42], pag. 251) Sejam um operador T : H — P(H) e um
subespago A de H. No caso dos subespagos triviais de H, isto 6, A= {0} e A="H,
obtemos

T{O} = T_l € T’H =T.
De fato, se A = {0}, temos que para todo =,y € H, resulta 4 = 0 e x5 = z,

ya =0, yg =y logo

Gr(Ts) = {(za+ypya+zg) € HXH :yeT(z)}
= {(04+y,0+z)e HxH :yeT(z)}
= {(y,2) eHxH:yeT(z)}
= Gr(T™).

Se A = H, entdo para todo z,y € H resulta t4 = exp =0, ya =y, yg = 0,
resultando Gr(Ta) = Gr(T). Portanto, quando A é um subespago ndo trivial, Ta

“estard entre T e T~7, isto motiva o nome de inversa parcial. m

Lema 3.1.1 Sejam um operador T : H — P(H) e um subespago A de H. Entao

verificam-se as sequintes igualdades
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Prova:
1. Vamos mostrar que Gr(T4) = Gr((T~!)41). De fato, considerando B = A+
Gr(Ts) = {(za+yar,ya+z4r) € HXH:y e T(z)}
= {(yp+ 75,28 +yp) EH x H:z € T (y)}
= Gr((T7)s)
= Gr((T™Y)40).

Portanto temos (1).
2. Vamos provar que Gr((T7!) 41) = Gr((T4.)~!). Diretamente,
Gr(Tyr) ={(zsr +ya,yar +za) e HXx H:y € T(2)},
daqui
Gr((Ta1)™) = {(yar +za,2ar +ya) €EHxH:y e T(z)}
= Gr((T) ).
Assim temos (2). "

Uma pergunta que surgiu no decorrer do trabalho é se o operador inversa parcial
de uma funcédo preserva o fato de ser ponto-ponto, devido a que é menos complicado
o trabalho numerico para estos operadores que para os ponto-conjunto, mas pelo

seguinte exemplo provamos que a resposta é negativa.

Exemplo 3.1.1 Sejam A um subespacgo de H néo trivial e T': H — A o operador
definido por

T(z) = projs(z) = z4.
Pelo Teorema 1.5.3, temos que proj, ¢ linear e, da Proposigdo 1.5.1(2), resulta que

T é mondtono. Da decomposicao dos pontos z e y := T'(z) com respeito a A4,

T = Tyg + TpL,

Yy = ya + yar = z4 + 0,

obtemos que
(.’13,4 + Yal, T gL +y,4) = (.’13,4 +0,z41 +.’E,4) = (.’13,4,33) € GI‘(TA) — e T(.’EA).
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Seja u € A entdo v € Ta(u) se, e somente se, v = u + vp se, e somente se,
vs = u. Portanto, T4 ndo é um operador ponto-ponto, por exemplo seja H = R2,
A=Rx {0}, u=(50) € Aentao Ta(u) ={(5,t): te R} u

Uma caracteristica ndo provada na literatura é que a inversa parcial seja gerada

por um sé operador, a seguir damos uma prova de tal fato.

Proposicao 3.1.2 Sejam T,S : H — P(H) operadores e A um subespago de H.

Entao T = S se, e somente se, Ty = S4.

Prova: Imediatamente temos que 7" = S implica T4 = S4. Provamos agora que
T = SseTy = Sa Seja (z,y) € Gr(T) ou equivalentemente y € T(z), entdo
(u,v) = (24 + Yar,ya + 41) € Gr(T4) = Gr(S4), assim existem w, z € H tais

que u = wu + 241, V=24 +wur e z € S(w), portanto:
TA+YaL = WA+ 240, Ya+Tar =24 +wus, z€ S(w),
daqui
Ta—wa = 2zar—yar €EANAT={0},
Ya—2a = wur —Ta €EANAT={0}.

A partir disto, obtemos w = z e z = y, assim y € S(z), 0 que equivale a (z,y) €
Gr(S) e vice-versa. Analogamente obtemos o outro contido. "

Damos a seguir duas caracteristicas importantes do operador T'4.

Proposicao 3.1.3 ([42], pag. 251) Sejam T : H — P(H) um operador e A um

subespaco de H. Entao T4 € mondtono se, e somente se, T' é mondtono.
Prova: Consideramos (zy + v, ¥4 +24.), (za + yar,ya + 241) € Gr(T4) com

y' € T(z') e y € T(x) entao:

(W +200) = (Ya +zas), (Th +Y4r) — (T4 +yar))

W' —y)a, (& = 2)a) +{(&" = 2)as, (V' — y)ar)
' = y)a, (& = 2)a) + (¥ = Y)az, (&' — ) 1)
W —yat+ @ —yar, (@' —2)a+ (2" — ) ar)

Portanto T4 € monotono se, e somente se, T' é mondtono. n
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Proposicao 3.1.4 ([42], Proposigdo 2.1) Sejam T : H — P(H) um operador
e A um subespaco de ‘H. Entao T4 € mondtono mazimal se, e somente se, T €

mondtono mazimal.

Prova: Suponhamos que T4 é mondétono maximal. Pelo Teorema 1.3.3 mostrar
que T é mondtono maximal é equivalente a provar que Im(/ + T) = H. Como
Im(I +T) C H, é suficiente provar que H C Im(I +T). Sejay € H, como T4 &
monotono maximal; pelo Teorema 1.3.3 resulta y € Im(/ + T4). Portanto existe o
ponto z € H tal que y € {z} + Ta(z) o que equivale a dizer que (y — z) € Ts(z)
ou (za+z41,(y—2)a+ (y —2)ar) € Gr(T4). Dai segue que (y — )4 + 4L €
T(za+ (y—z)a1). Portanto ya+yar —Ta+T41 € ygr +T(xa+ (y—1)41). Isto &,
YE A+ (y—2) a1 +T(xa+(y—2)41), assimy € ([+T)(za+(y—x)41) C Im(I+T).
A reciproca provamos de forma anéloga. "

As duas proposicdes anteriores garantem que o operador inversa parcial preserva
as propriedades de monotonicidade e maximalidade do operador original. No en-
tanto, notamos que o operador inversa parcial ndo mantém necessariamente a
monotonicidade forte do operador original, como ilustramos a seguir por meio de

um exemplo.

Exemplo 3.1.2 Seja T o operador dado no Exemplo 1.3.7(ii):

—e 7 se z <0,
T(z)=1< [-1,1] se z =0,
e’ se z > 0.

Consideramos o subespago A = {0}. O operador T é fortemente mondétono e
Ty =T7! assim

sinal(z)In|z| se |z]>1,
Ta(z) =
0 se |z] < 1.

Mas T4 ndo é fortemente monétono. De fato, suponhamos que a > 0 é o modulo

de monotonicidade e consideramos ' = —1 e z = % na Definicao 1.3.8, isto é

2

1 1
—{0-0-1=-ZV>al —-1=21 >
0=(0-0-1-3) 2al ~1- 7] 20

daqui & = 0, o qual é um absurdo. Portanto o operador inversa parcial ndo é

fortemente mondétono. =
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Figura 3.1: Graficos dos operadores T' e T4 do Exemplo 3.1.2.

A monotonicidade forte do operador inversa parcial estd caracterizada pela
seguinte propriedade.
Proposigao 3.1.5 ([42], Proposi¢ao 2.2) Sejam T : H — P(H) e A um sub-
espaco de H. Entao Ta € fortemente mondtono se, e somente se, existe um escalar

a > 0 tal que
(' —y,2' —z) > a2y —zal® + |9 —yar ) VyeT(a), Yy € T().

Prova: Consideramos 3’ € T(z) e y € T(z). Da Prova da Proposi¢do 3.1.3 temos

que

( =y, 2’ — ) = ((za+yar) = (Th T ¥ar), (Ya+xas) — Wa+24))  (31)
Assim, se T4 é fortemente mondtono, obtemos

' —y.@' —x) > allzatyar — (@ +y4) |

= a (za = 24) + Yar = Yas) |’

= a(llza =2y I+ lyar — v 7).

Reciprocamente
alll gy —za > + ¥4 —var 1) = allza+yar — @+ 9,017
S <y/_ya$/—$>7
e por (3.1), temos o resultado. a

A seguinte caracteristica do operador T4 mostra a utilidade do conceito de

inversa parcial.
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Teorema 3.1.1 ([42], Teorema 2.1) Sejam T : H — ZP(H) um operador e A um

subespaco de H. Entdo 0 € Tx(z) se, e somente se, z41 € T(z4).
Prova:

0 € Ty(z) (2,0) € Gr(Ta)
Jyz€Htalque 2=z4+ysr, 0=ya+z41 ey € T(x)

2a=24=T €A, zg1=ygo=y e yeT(zx)

[

ZpL € T(ZA). |

O teorema acima é a pega chave do trabalho de Spingarn [42], devido a que pela
introducao do operador inversa parcial obtem uma equivalencia entre o problema
primal-dual (2.1) e o problema de encontrar zeros para T4. Também, é importante
notar que o Teorema 3.1.1 é valido sem o requerimento de qualquer propriedade
sobre o operador 7.

O préximo resultado é de grande importancia para nosso estudo.

Proposicao 3.1.6 ([42], pag. 254) Dados T : H — ZP(H) um operador, A um

subespago de H e um escalar ¢ > 0. Seja S, o operador que tem como grdfico
Gr(S.) = {(u,v) € H x H %UA g € T(ua+ %uAL)}. (3.2)
Entao
1. S, = (cT4)a.
2. O operador T' é mondtono mazimal se, e somente se, S, € mondtono mazimal.

Prova:

1. Da definicdo de S.:
1 1
v € S(u) < (EUA +vaL) € T(ua + EUAJ_),

pela Proposicao 3.1.1 temos que

1 1 1 1
(EUA +UAJ_) € T(UA + EUAJ_) — (EUA + —C—UAJ_) € TA(UA +UA_L),

assim da definicao de cT'y:

1 1
(EUA + EUAJ_) € TA(UA —}—UAJ_) — (UA +UAJ_) € CTA(UA +UAJ_),
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novamente da Proposicao 3.1.1:
('UA + UAJ_) S CTA(’LLA + 'UA_L) — ('UA + 'UA_L) S (CTA)A(’LLA + 'LLAJ_).
Portanto, S, = (cT4)a.

2. Pela Proposicdo 3.1.4, temos que 7' é mon6tono maximal se, e somente se,
T4 & mon6tono maximal. Da Proposicdo 1.3.4, sabemos que T4 é mondtono
maximal se, e somente se, ¢I4 ¢ monétono maximal. Aplicando novamente
a Proposicao 3.1.4, obtemos que cT4 ¢ monétono maximal se, e somente se,
(cT4)4 € monétono maximal. Logo, concluimos que T é mondtono maximal

se, e somente se, (cT'4)4 é mondétono maximal. "

Observamos pela proposicdo acima, que no caso ¢ = 1, temos S; = T e, além
disso, quando A = {0} C H entdo S, = 1T.

Na literatura, existem problemas que ndo envolvem operadores monétonos, em
particular, os pseudomonétonos, os quais tem encontrado aplicagds e estam sendo
estudados na atualidade. Assim motivados pelas aplicacoes testamos se a inversa
parcial preserva a pseudomonotonicidade do operador original. Nao entanto nota-

mos que isto ¢é falso, como mostramos no exemplo.

Exemplo 3.1.3 Sejam T o operador pseudomonétono definido no Exemplo

1.4.1(i): ,

1 se x> —1,
T(.T) — +x
0 ser < —1,
¢ o subespago A = {0}. Portanto, da Observagdo 3.1.1(1), temos que Ty = T %,
daqui
-z
se x > 0,
Ta(z) = !
0 se z < 0.

Mas T4 néo é pseudomonétono. De fato, substituimos 2’ = 2 e £ = 1 na Definicéo

1.4.1, pag. 25, e verificamos que

(Ta(z), & — ) = <$ 2 1> o,
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porém,

1-2 1
(Ta(z"), 2’ —z) = <——2—, 2 - 1> =—5< 0.

Portanto Ty nao preserva a propriedade de pseudomonotonicidade de T []

3.2 Problemas duais

Nesta segdo descrevemos um esquema de dualidade pela qual, dois problemas para
encontrar zeros de certos operadores monétonos formam uma metade, respectiva-

mente, do denominado problema primal-dual (2.1).

Definigao 3.2.1 [42] Sejam T : H — P(H) um operador e A um subespago de
H.

1. O operador se¢ao-A de T, denotado por Ty : A — FP(A), € definido pelo

grdfico:
Gr(Ty) = {(z,ya) e Hx H:y € T(z),z € A}.

2. O operador se¢cdo-B de T, denotado por Sy : B — P(B), € definido pelo

grdfico:
Gr(So) = {(y,28) e K x H: 2 € T (y),y € B}.

onde B C H ¢é o subespago ortogonal a A, B := A+,

Observamos que Dom(Tp) = AN Dom(T) e Dom(Sy) = At NDom(T~!). Esta-

belecemos o problema "primal" com respeito ao operador Ty ([42])
Encontrar z € A tal que 0 € Tp(z). (3.3)

De forma semelhante, o problema "dual" a (3.3) mediante o operador Sy ([42])

é definido a seguir:
Encontrar y € A" tal que 0 € Sy(y). (3.4)

O seguinte reultado estabelece relagdes entre os problemas (3.3) e (3.4).

Proposigao 3.2.1 ({42], Proposicao 3.1) Sejam um operador T : H — P(H) e
um subespago A de H. Entao



1. O ponto z € A resolve o problema (3.3) se, e somente se, eziste y € AL tal

que y € T(z).

2. O ponto y € A* resolve o problema (3.4) se, e somente se, existe T € A tal

que T € T™(y).

Prova: E conseqiiéncia das definicdes de Ty e Sp. n
Pela proposi¢iao anterior os problemas (3.3) e (3.4) so visualizados como as

duas metades do problema primal-dual (2.1):

Encontrar 7 € A e 5y € At
P(T, A) { tais que
y € T(T).
Onde T : H — Z(H) é um operador e A um subespago de H.

Teorema 3.2.1 ([42], Teorema 3.1) Sejam T : H — P(H) e A um subespago de

H. Entdo, para qualquer = € A, y € AL, o0s sequinte ftens sdo equivalentes:
1. (z,y) é solugdo do problema (2.1).
2. 0 € Ta(z+y).
3. 0e (T YHY(z+y).

Prova: Pelo Teorema 3.1.1 temos que 0 € T4(z + y) se, e somente se, y € T(x).
Daqui, (1) e (2) sdo equivalentes. Por outro lado, pelo Lema 3.1.1 resulta que
Ta = (T71) 41, assim (2) e (3) sdo equivalentes. .

Para os operadores Ty e Sy, Defini¢do 3.2.1, temos a seguinte propriedade.

Proposigao 3.2.2 ([42], Proposi¢do 3.2) Sejam T : H — P(H) um operador

mondtono mazimal e A um subespaco de H. Entao
1. Os operadores Ty e Sy sGo mondtonos.

2. Se uma das condi¢ées abaizo € verificada

(a) ANint(Dom(T)) # 0.
(b) O espago H tem dimensao finita e ANri(Dom(T)) # 0.
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Entao Ty € maximal.
3. Se uma das condigdes abaizo € verificada
(a) At Nint(Dom(T)) # 0.
(b) O espago H tem dimensdo finita e A+ Nri(Dom(T)) # 0.
Entao Sy € maximal.

Prova:
1. Da Definicdo 3.2.1 temos que
Gr(Ty) = {(z,ya) E Hx H:y € T(z),z € A}.
Daqui consideramos (x,y4),(Z,7,4) € Gr(Tp) assim
(Ha—yaT—z) = (F-y)a,T—2)+0
= (F-vaz-2)+ (-9, T-1)
= -yT-1).
Portanto Ty é monétono. De forma anéloga, pela Definicao 3.2.1
Gr(So) = {(y,z4.) EH x H:x € T y),y € At}

Daqui consideramos (y, z 41 ),(,T41) € Gr(Sp)

Tar —z4,7—y) = (T—2)a,¥-y) +0
= (Z-2)a,7—¥) + (T -7)a, T~ ¥)
= <—f—l‘>y_y>'

Devido & monotonicidade de T, pela Proposicio 1.3.4(1), resulta que 7! é

mondtono, portanto Sy € mondtono.

2. Pela Proposigao 1.3.3(3), resulta que o operador cone normal N4 é mono6tono
maximal, portanto satisfaz-se as hipoteses do Teorema 1.3.1, o qual garante
quando o operador Tj := T + N4 é mondtono maximal. Observamos que T,
é entdo um operador monétono maximal tal que Dom(7f) C A. Como Ty é

a projecao de T sobre A, isto ¢
Gr(To) = {(z,y) e Hx H:y € Ty(x),y € A},

obtemos que, Ty ¢ maximal.
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3. Da mesma forma que em (2), temos que N1 é monétono maximal, portanto
do Teorema 1.3.1, resulta que Sy := T + N41 é mon6tono maximal. Assim,
S§ € um operador monétono maximal tal que Dom(S)) C A+, Como S é a

projegio de Sj sobre AL isto é
Gr(Sy) = {(z,y) e H x H :y € Sj(x),y € A+ },

entao Sy é maximal. [

3.3 Operador Douglas-Rachford

A seguir fazemos uma breve revisao de um operador de muita importancia no
desenvolvimento de métodos para encontrar zeros de operadores, estudado em [10]
e [11].

Definicao 3.3.1 [10]| Sejam T3, T, : H — Z(H) operadores monétonos maximais
e um escalar a > 0. O operador Douglas-Rachford de T}, T5 e o, denotado por

Sem.,1, € caracterizado por seu grafico
Gr(Senn) ={(v+abju—v) e HxH:be Tr(u),a € T1(v),v + aa = u — ab}.

Denotamos
Ga,Tl,TQ = JaTy © (2‘]&T2 - ]) + (I - JaTQ)'

No préximo resultado apresentamos algumas propriedades do operador G, 7, 1.

Proposigao 3.3.1 ([10], Proposi¢des 4.1-4.2 e Corolario 4.2.1) Sejam T1,T, :

H — P(H) operadores mondtonos mazimais e um escalar a > 0. Entdo
1. Gr(Gomy1,) = Gr((I + Samym)™h)
= {(u+abv+ab)e HxH:
be Th(u),a € Ty(v),v + aa =u — ab}.
2. (Garym) ' —1=San 1
3. O operador So, 1 € Mmondtono mazimal.

4. Gam 1, € firmemente nio-ezpansivo e Dom(Gor 1) = H.
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3.4 Relacao entre os operadores Inversa Parcial e
Douglas-Rachford

Discutimos a seguir as relagoes entre o operador inversa parcial e o operador
Douglas-Rachford, estabelecidas por Eckstein [10]. Devido ao fato que o problema
P(T, A), ver (2.1), é equivalente ao problema de soma de operadores monétonos

(2.8) para T e N, Eckstein [10] estabeleceu o seguinte resultado:

Teorema 3.4.1 ([10], Proposi¢io 4.11) Sejam T : H — P(H) um operador

mondtono mazrimal e A um subespago de H. Entao Sy n, 7= Ta.

Prova: Diretamente da defini¢ao do operador Douglas-Rachford (Defini¢do 3.3.1),

temos
Gr(Sin,r) = {(v+bu—v)eHxH:beT(u),
a € Na(v),v+a=u—>b}
= {(v+bu—-v)eHxH:beT(u),
UGA,aeAJ‘,U-I—a:u—b}.
As condicdes v € A, a € At e v +a = u — b equivalem a

v=(u—ba e a=(u—"b)as,

donde
Gr(Sin,7) = {((u=b)a+bu—(u—>ba)eHxH:beT(u)}
= {(ua+bsr,batug) e HxH:beT(u)}
= GI’(TA)
Portanto, SLNA,T = TA. | |

O resultado acima mostra a equivaléncia do operador Douglas-Rachford quando
a=1,T =NyeT, =T, ao operador inversa parcial. Uma pergunta natural é o
que acontece quando escolhemos 77 = T e T, = N4 no operador Douglas-Rachford,

exploramos isto a seguir.

Teorema 3.4.2 ([10], pag. 153) Sejam T : H — ZP(H) um operador mondtono

mazimal e A um subespago de H. Entdo

Sl,T,NA =AoTy0A,
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onde
ArH — H
z — Az)=2z4—241.
Prova: Diretamente da Defini¢ao 3.3.1, temos
Gr(Sirn,) ={(v+bu—v)e HxH:be Na(u),a € T(v),v+a=u—0b}. (3.5)
Da condicdo v + a = u — b, obtemos que
(Wta)a=@u—-bla=u e (v+a)s =(u—b)s=-b.
Subtituimos em (3.5)
Gr(Sirn,) = {(v—(w+a)g,(v+a)a—v)eHXxH:aeT(v)}
= {(va+vgr —vgr —agr,va+ 04 —va—va) EHXH:
a€T(v)}
= {(va—aqr,a4 —vgr) EHXxH:a€T(v)}
Assim, Gr(S1.7,n,) € quase idéntico a Gr(T4), exceto por uma diferenca de sinal das

At-componentes. Por outro lado, observamos que A é linear, continua, autoadjunta

e A~ = A. Como conseqiiéncia,
TA =Ao SlaTyNA oA.

Portanto, obtemos o resultado. "

Do teorema anterior, temos que

(I+Ta)™' = (I+Ao(Sirw,) o)™
= (AoA+Ao(Sirn,)oA)?
= (Ao(I+Sirn,)0A)!
Ao(I+Sipn,) oA
Ao (Girn,) oA,
ou equivalentemente,

GI,T,NA =Ao (I + TA)_I oA.

Assim, as duas aplicagdes (I + T4)™' e G17.n, 530 equivalentes por meio da

aplicacao A.



Capitulo 4

Método Proximal

Neste capitulo apresentamos uma revisio do método de regularizagao e do algo-
ritmo de ponto proximal, na forma exata, para a otimizagao convexa e para o
célculo dos zeros de operadores monétonos maximais. De agora em diante, usamos

a seguinte notagdo, f§ := 1161£f(x) e Xs={zeH: f(z)=f}

4.1 O conceito de regularizagao

A idéia de regularizagdo surgiu em conexao com problemas mal-postos. Dado um
problema da forma

L(f) =0, (4.1)
onde f é um elemento de um conjunto X (usualmente um espago de fungdes) e
L: X —> X éum operador (usualmente diferencial ou integro-diferencial). (4.1) é
dito mal-posto quando este ndo tem, ou tem mais de uma soluciao; ou no caso de
ter uma unica solucdo, esta solu¢do nao depende em um sentido continuo de algum
pardmetro do operador L. A idéia é subtituir L por um operador regularizado
L+ XM (com A€ R, M : X — X), onde M é tal que o problema

L(f) + AM(f) = (L+AM)(f) = 0 (4.2)

seja bem-posto, isto é, que ndo seja mal-posto, para qualquer A > 0. Em tal
caso, (4.2) tem uma unica solugdo fy, e espera-se que quando A vai para 0, f,
aproxima-se ate uma solugdo de (4.1).

Tal conceito aplica-se aos problemas de otimizacdo se consideramos X = R™ e

L=Vf,onde f: R" — R é uma fungio convexa; em tal caso, (4.1) torna-se

Vf(z) =0, (4.3)
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ou equivalentemente,

5161]% f(z). (4.4)

Assumimos que f é limitada inferiormente e consideramos g : R® — R estrita-
mente convexa e coerciva, isto ¢ lim g¢(z) = +00. O problema (4.3) pode ndo

|z || —co

ter solucdo, ou ter mais de uma solucdo, mas o problema regularizado

min f(z) 4+ Ag(z), (4.5)

T€ER™

tem uma unica solu¢do para cada A > 0, devido ao fato que a fungdo f + Ag
é coerciva, (usando a hipotese que f é limitada inferiormente) o qual reduz o
problema (4.5) a um conjunto compacto, garantindo assim a existéncia de solugdes,
e da convexidade estrita, obtemos a unicidade da solu¢do. Portanto, (4.5) tem uma
tinica solugdo ) e sobre algumas hipoteses razodveis (incluindo a existéncia de
solugdes de (4.4)) pode ser provado que /\Er(lﬁ T existe e resolve o problema (4.3).
Esta é a esséncia do método de regularizagdo. O valor A é dito de pardmetro de

regularizagao e a funcao g é dita de fungao regularizadora.

Exemplo 4.1.1 Sejam f(z) := z e g(z) = (z — 1)®. Observamos que neste caso
nao eziste um ponto x € R que solucione o problema (4.4 ), embora a funcio f+ Mg,

com A > 0, tenha um inico ponto de minimo Ty =1 — 21—/\ ]

Consideremos o problema (2.4)

min f(z)
s.a:
reC,
onde f : H — R é uma funcao convexa, C' é um subconjunto de H. Uma técnica
para resolver o problema (2.4) é usar a idéia de regularizagio, e assim gerar uma
seqiiéncia com os minimos das fung¢oes regularizadas.
O préximo resultado estabelece o método de regularizacdo no caso que o con-

junto C é limitado:

Teorema 4.1.1 ([24], Teorema 5) Sejam f : H — R uma funcdo convera
semicontinua inferior, C um subconjunto convezo, fechado e limitado de H. Se

g:H — R € uma fung¢ao nao negativa, fortememente conveza, entéo, para cada
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ar > 0, existe um ponto de minimo, z", de f + arg em C, onde para ay — 0% a

segiiéncia { zF }22, C C é minimizadora, isto é
lim f(z*) = £,
k—o

e converge a um ponto t* € X5 (e g(z*) € o valor minimo de g no conjunto de

pontos de minimo de f).

Em particular, o método de regularizagéo para a fungéo g = z|| - —z||> ¢
a
"t = 1, =argnéig{f(a:)+7k\|a:—zl|2}, ar — 0. (4.6)
Embora na teoria a fungéo fi := f + %|| - —z|* tenha melhores propriedades,

como a convexidade estrita e a existéncia de um tnico ponto de minimo, que a
propria funcao f, ver Exemplo 4.1.1, na préatica tal funcao pode tornar-se numeri-
camente mal comportada; claramente, para a; muito pequenos, o ponto z,, estard
mais préoximo a uma solucdo, de modo que considerar a; muito pequenos parega
ser mais apropriado. Entretanto, vemos que isto ndo pode ser feito devido aos er-
ros ao calcular a funcdo e o gradiente, como também aos erros de arredondamento
a0 resolver o problema auxiliar. Entdo, levanta-se a pergunta: se a solucdo obtida
pelo método de regularizagao pode ser exata para ay, finitos. Ilustramos no préximo

exemplo que || 24, — z* || pode ser grande para a; pequenos.

Exemplo 4.1.2 ([35], pag. 175) Sejam f(z) = %p, r€R,p>2par, z =1

Entao z = 0, e temos que
|z — 7| = | 2" ~ a1

Portanto se p é grande, entdo |2* — T | é relativamente grande para a; pequeno.

Por exemplo se p = 8, a, = 1077, temos |z*¥ — T | ~ 1071, n

4.2 Algoritmo de ponto proximal em otimizacao
convexa,

Consideremos o problema irrestrito (2.2),

min f(z),
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onde f: H — RU{+00} é uma funcdo convexa, propria e semicontinua inferior.
Pelo Exemplo 4.1.2, o problema da aproximacao por regularizagao ¢ que, a0 menos
numericamente, o sistema Vf(z) = 0 é mal-posto quando A aproxima-se ao 0,
apesar do fato que este tem uma unica solugao para todo A > 0.

Uma tentativa para evitar este possivel mal condicionamento é que o pardmetro
A nao va a zero. Seguindo esta idéia, Martinet [27] propér um método para resolver

(4.2) baseado na nogao da aplicagdo proximal dado por Moreau [30].

Definigao 4.2.1 [30] Seja f : H — R U {+00} uma fungdo conveza, propria
e semicontinua inferior. O tnico ponto x onde a fungdo u — 3|lu — z || + f(u)
alcanca seu minimo é chamado de ponto proximal de z relativo & fungdo f,

denotado por x = prox,(z) isto ¢,

: 1 2
prox;(z) = arggg}}{f(u) + ~2—||u -z } :

Martinet [27] considerou o problema de minimizacdo (2.4) quando f é uma
funcéo convexa e semicontinua inferior, e C' é um subconjunto convexo, fechado de

H, e estabeleceu um algoritmo de regularizagao o qual apresentamos a seguir.

Teorema 4.2.1 ([27], Teorema 3) Sejam f uma fun¢do convera e semicontinua
inferior, C um subconjunto convero e fechado de H. Se {z € C : f(z) < a} €
limitado para todo a € R entdo todo valor de aderéncia fraco da seqiiencia { z* }2,

gerada por
e C,
k+1 k (|2 (4.7)
+1 - _
Tt = argmin { f(z) + [l & — 2"},

é solugdo de (2.4) e a seqiiéncia { z° }°, é minimizante, isto é:

lim f(z*) = min f(z).

k— 00 zeC

Para o problema de minimizagéo irrestrito (2.2), temos o seguinte:

Teorema 4.2.2 ([28|, Teorema 2) Sejam f uma fun¢do conveza e semicontinua
inferior, C um subconjunto convezo e fechado de H. Entdo a aplicagdo prorimal
prox; € firmemente ndo-expansiva em dom(f), além disso, se a fungdo f ¢ forte-
mente conveza entao prox; € contrativa. O conjunto dos pontos fixos de prox; € o

conjunto de solugdes de (2.2), o qual € convezo, fechado, limitado e ndo vazio.
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Corolario 4.2.1 (|28}, Corolario 1) A segiiéncia { z* }, gerada a partir de

% eH,
(4.8)
zF+ = prox,(z¥),

converge fracamente a uma solugdo do problema (2.2). Além disso, tal seqiéncia é
minimaizante, isto é:

lim f(z*) = min f(z).

k—00 zEH
A conexao com a se¢ao anterior, é evidente pois, ao invés de variar o parametro
de regularizacio ay, variamos o ponto z, substituindo-o por z* em (4.6), observamos
assim que (4.8) pode ser generalizado no método

2 e H,

(4.9)
zF*1 = arg min { f(2)+ =—|lz—z*|? } ;
z€H k

onde a seqiiéncia de nimeros reais positivos { Ax }52, C Ry; é dada. O pro-
cedimento (4.9) é denominado de Algoritmo de Ponto Prozimal (veja, por
exemplo [39], [13], [22], [23], [19]), devido a sua proxima relagdo com a aplica¢io
proximal. Assim, o algoritmo de ponto proximal é um método de regularizacao
no qual o pardmetro de regularizacdo A, nao vai para zero evitando problemas
no calculo dos pontos da seqiiéncia. O préximo teorema contém propriedades de

convergéncia do algoritmo de ponto proximal.

Teorema 4.2.3 ([13], Teorema 2.1) Sejamn f : H — RU{ +o0 } uma fung¢ao con-
veza, propria e semicontinua inferior e { z* }$2, uma seqiiéncia gerada por (4.9).
Para qualquer u € H, a sequinte estimativa de convergéncia global satisfaz-se:
w2

F@) = flu) <

onde O = Z:zl M. Consegiientemente, se 6, — oo, entdo f(z*) | f1,. Se

X3, # 0, entdo { 2% }32, converge fracamente a um minimizador de f. Além disso,
. dist(z% X3)

f(.Tk) _ fH < ( H

26k

Na literatura, as propriedades de convergéncia do algotitmo de ponto proxi-

mal, sdo somente estudadas no caso quando f tem um minimo, e a velocidade
de convergéncia do algoritmo de ponto proximal é dado somente no caso de f ser

fortemente convexa. Para mais detalhes no assunto ver [39], [13], [22], [23], [19].
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4.3 Algoritmo de ponto proximal para operadores
mono6tonos maximais

Consideramos o problema (2.9):
Encontrar T € H tal que 0 € T(Z),

onde T : H — Z(H) é um operador monétono maximal. Pela Proposi¢do 1.3.5, 0
problema de encontrar zeros de T reduz-se ao problema de encontrar um ponto fixo
do operador nao-expansivo Jr. Daqui, o método o qual ocorre-nos naturalmente é

o método iterativo
¥ = Jp(2F), (4.10)

para algum z° dado. O algoritmo de ponto proximal ¢ dado pelo o esquema it-
erativo (4.10) para a resolvente Jyr associado com 7. O operador Jyr é também
denominado de aplicag¢ao prozimal [39] asociado com AT, segundo a terminologia
de Moreau [30] para o caso de T' = Of.
O algoritmo de ponto proximal, no contexto de operadores monoétonos ma-
ximais, ¢ definido pela seguinte regra:
2" €H,
(4.11)
L= (T4 \T) "M (2h),
onde a seqiiéncia { Ay }2, em Ry, é dada. A boa definigdo da seqiiéncia deve-se
ao Teorema de Minty, o qual afirma que para cada z € H e ¢ > 0 existe um tdnico

u € 'H tal que z —u € cT'(u), isto é
z € (I+cT)(u).

Em vista do Teorema 1.3.4, temos que o operador Jor = (I + ¢T')~! é ponto-
ponto, ndo-expansivo, com Dom(Jr) = H, e devido a Proposi¢ao 1.3.5, Jor(z) = 2z
se, e somente se, 0 € T'(z2).

O algoritmo de ponto proximal é essencialmente um método de regularizagio,
no sentido de ser um método de aproximagdo para resolver um problema, pos-
sivelmente mal-posto, por uma seqiiéncia de problemas bem-postos para a qual a
seqiiéncia das solugdes aproximadas é definida excepcionalmente. Se o conjunto

das solugoes do problema original for ndo vazio, com algumas hipoteses adicionais,
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a seqiiéncia converge a alguma solugdo. No caso de um problema do otimizacao,
isto 6, T = Of, o procedimento (4.11) reduz-se ao (4.9) e a seqiiéncia {z* }2,
converge ao infimo buscado.

Resultados de convergéncia do algoritmo de ponto proximal foram obtidos
primeiro por Martinet [27] e [28] no caso ¢ = ¢, ver Cor6lario 4.2.1 no caso
quando T = 9f. Ele analisou em [27] um algoritmo para resolver o problema
VIP(T,C) quando o operador T é hemicontinuo em C (ver Definicdo 1.3.4). A

seguir reproduzimos este resultado.

Teorema 4.3.1 ([27], Teorema 1) Sejam C um subconjunto convezo, fechado e
limitado de H e T : C — H um operador mondtono e hemicontinuo em C. Entdo
a seqiiéncia { z* }2, gerada por

Dado 2° € C encontrar o inico " € C tal que
(4.12)
(T(z*) + o — ok 2 -2*1) >0 Vze(,

converge fracamente a um ponto T solugio do VIP(T,C).

Observamos que (4.12) é um método de regularizagdo no sentido que T (u) :=
T(u) + V(3]lu — «*||*) é uma regularizacdo para T, posto que a existéncia e
unicidade de z**1
Ti(u) = V(f(u) + 3|l u — z* ||*). Rockafellar [39] observou que o método (4.12) é

um caso particular de (4.11), pois (4.12) é equivalente a

¢ garantida pelas hipoteses, em particular, se T = Vf temos

oFHl = (I+(T+ NC))—I(g;k)7

com A, = 1 para todo k, e como conseqiiéncia do Teorema 1.3.2, o qual asegura
que o operador T+ N é mon6tono maximal.
Os resultados de Martinet [27] e [28], sdo baseados em um teorema mais geral

o qual envolve operadores firmemente nao-expansivos:

Teorema 4.3.2 ([28], Teorema 1) Seja U : C — C um operador firmemente
ndo-expansivo, onde C' é um subconjunto ndo vazio, convezo, fechado e limitado de
H. Entdo a seqiiéncia {z*}2, gerada pelo procedimento

2’ e C,
(4.13)
ol = U(a*),

converge fracamente a algum ponto fizo de U.
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O teorema anterior é um corolario do teorema de Opial para Al + (1 — A\)U,

quando U é nao-expansivo, e 0 < A < 1, para espagos de Hilbert.

Teorema 4.3.3 ([31], Teorema 3) Sejam C um conjunto convezo, fechado de H
eT : C — C um operador ndo-expansivo com pelo menos um ponto fizro. Entao
para qualquer A € (0,1) a seqiiéncia de aprozimagdes sucessivas { =%}, gerada

pelo procedimento
% € C,
(4.14)
"= (A + (1 = \)T)(z%),

é fracamente convergente a algum ponto firo de T.

Em resumo, o esquema (4.11) é uma forma elegante de uniformizar o célculo dos
zeros de operadores monotonos maximais por um esquema semelhante ao do ponto
fixo (4.10). A seguir, estabelecemos o resultado sobre a convergéncia do algoritmo

de ponto proximal.

Teorema 4.3.4 ([39], Teorema 1) Seja { 2* }32, uma segiiéncia gerada pelo algo-
ritmo de ponto prozimal (4.11) com { M}, € 0 < X < A.. Suponhamos que
{ 2%}, ¢ limitada; isto ¢ equivalente a dizer que T~Y(0) # 0. Entdo {2},

converge na topologia fraca a um ponto 2 satisfazendo 0 € T(2%), e
0= klim | (I +\T)™ D)) ) = klim | 25T — 2F .
—300 —3 00

Rockafellar [39] também estabeleceu condicbes para garantir a convergéncia
no caso em que o ponto ! em (4.11) seja obtido inexatamente, devido ao fato
que ndo é pratico o calculo exato das iteracdes, pois (I + A\xT)~!(z*) ¢ um ponto
a ser aproximado, e portanto nao é disponivel. Por tal motivo, critérios para
o tratamento das solugbes aproximadas de (4.11) sdo um importante objeto de
estudo. Como exemplo disto, Solodov e Svaiter [41] apresentam uma familia de
algoritmos hibridos os quais combinam idéias de projecao com métodos proximais.
A idéia consiste em, tendo z¥, obter um hiperplano que separa estritamente z* do
conjunto 7T-1(0). O novo iterado, %1, serd a projecdo de z* sobre este hiperplano,

! estard mais préximo do conjunto 7-(0) que z*. Eles provaram que

assim, z**
introduzindo o passo intermediario de projecao, é possivel usar critérios de aceitacao
ainda mais permissiveis que os apresentados por Rockafellar [39], ver [41] para mais

detalhes no assunto.
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Capitulo 5

Método da Inversa Parcial

Devido & introducao do operador inversa parcial no Capitulo 3, o problema P(T, A),
ver (2.1), é equivalente a encontrar um zero de T4, o que permite-nos a utilizacdo
do algoritmo de ponto proximal. Isto introduz um esquema para desenvolver um
algoritmo de decomposicdo denominado o método das inversas parciais, apresen-
tado por Spingarn [42] e [43], o qual é discutido na secdo 5.1. Nas secoes 5.2 e 5.3,
estabelecemos e relacionamos o método de decomposi¢ao Douglas-Rachford com o

método das inversas parciais.

5.1 Meétodo da inversas parciais

Nesta secdo ¢ descrito um algoritmo para resolver o problema primal-dual (2.1).
Pelo Teorema 3.1.1, temos que 0 € Ta(z) se, e somente se, T = 24 € Y = Z4e
resolvem o problema P(T, A). Portanto, é natural resolver o problema P(T, A)
atravéz da aplicacdo do algoritmo de ponto proximal, para encontrar um zero do
operador inversa parcial T4. Este procedimento, que detalhamos a seguir, recebe
o nome de método das inversas parciais [42], [43].

A seguinte propriedade caracteriza o ponto proximal de T4 em um ponto em
termos do ponto proximal do operador S., definido em (3.2), aplicado no mesmo

ponto. Esta propriedade é usada no desenvolvimento do método estudado em [42]:

Proposigao 5.1.1 ([42], pag. 254) Sejam T : H — P(H) um operador
mondtono mazimal, A um subespago de H e A > 0. Dado z € H, o ponto prozimal
2t = (I + AT4)"Y(2) estd definido por:

+ ’
Z _‘TA+yAla
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sendo

= (I+8)7(2)

/

Y = y+(x—2), z:=24+y, z€ A, ye AL

Prova: Dado z, seja 2’ o ponto proximal definido por ' = (I + Sy)"'(2) ento,

usando a decomposicao de z, temos
(x+y) e (I +S))(). (5.1)
Desta relagio e da defini¢do de ¢/, resulta
y’ € S)\<.'13/),
assim, da defini¢ao de S, (3.2), equivale a dizer que
1 / / / 1 /
XyA+yAl eT(xA+XxA_L) (52)

sendo 2’ = z/y + 2/, ¥ = Y4 +v¥,.. De (5.2), usando a caracterizagao de T4

(Proposicao 3.1.1) deduz-se que

1 1 1
:\‘y;‘ + X.'E;‘_L € T(I;‘ + Xil?/A_L),

quer dizer
s+ 7y € N (o + i%)
Comoz=z+y=2c'+y = (24 +y,.) + (¥4 + 2/,.), obtemos
2 € () +yhu) + ATa(z)y + y4s).
Logo, definindo z* = z'y +%/,., a relagdo anterior pode ser reescrita como
z € (I+MTa)(z"),
o qual, devido & monotonicidade maximal de T4, equivale a
2t = (14 MTa)"H(2),

concluindo a prova. ]
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A proposicao anterior mostra como z*t! pode ser calculado a partir de 2*. ou
b

equivalentemente, como (2"+1) 4 e (2*1) 41 sdo calculados apartir de (2¥)4 e (2F) 41

por meio do operador S),, isto é

= (14 MTa) 7 (ZF) = (@) 4 + (T) as,

onde
o= 4y zeA ye AL
¢ = (I+85),)7 (25,
7 = y+ (-7

Assim podemos adaptar o algoritmo de ponto proximal para encontrar um

zero de T4, no seguinte procedimento.

Algoritmo 1 [42]

Inicio: Dados 2° € H e { A\ }20 C Ry s
Iteragao k (k=0,1,...):

Passo proximal: Encontrar Z¥, j* € H tais que
1

1
Pzt e (@)t @) € T((@)a+ (@4 ).
Ak Ak

Atualizacao:

2P = (T%) 4 + (TF) az.

Denominamos o Algoritmo 1, 0 método das inversas parciais, devido a que
o método foi derivado do algoritmo de ponto proximal aplicado ao operador inversa,
parcial; a convergéncia deste algoritmo é um caso particular do Teorema 4.3.4, para
T = T4. Assim, pelo andlise anterior, podemos particularizar o Teorema 4.3.4 no

contexto do operador inversa parcial. Em resumo

Teorema 5.1.1 ([42], Teorema 4.1) Sejam T : H — P(H) um operador

mondtono mazimal, A um subespaco de H, {\i}32, uma seqiéncia em R, tal
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que liminfy_, o Ay, > 0 e {2*}22, uma segiiéncia gerada pelo Algoritmo 1 aplicado

ao problema P(T, A). Entdo

1. O Algoritmo 1 € equivalente ao algoritmo de ponto prozimal no sequinte sen-
tido:
2T = (I + NTa)7H(2F).

2. Se {z*}2, ndo € limitada entdo o problema P(T, A) ndo tem solugdo.

3. Se {zF}2, ¢é limitada entdo as seqiiéncias {(2%)a}, e {(2%) 41}, con-
vergem fracamente aos pontos Za e Za1 respectivamente, onde (Za4,Z41) €

uma solugdo do problema P(T, A). "

Como um caso particular do anterior, aplicaremos a seguir o método das in-
versas parciais ao problema de minimizar uma fun¢io sobre um subespaco, (2.6).
Denominamos o procedimento resultante o denominamos de Algoritmo 2. Para
isto, particularizamos o Algoritmo 1 para resolver o problema P(9f, A).

Introduzimos um fator de escala n > 0. Pelo Teorema 2.2.1, sabemos que T é

solucdo do problema (2.6) se, e somente se, existe 7 € AL tal que
0ey+0af(z),
o qual é equivalente a encontrar T € A e § € At tais que

0€n(7+0£(@) =nj +ndf (@),
ou
—ny € n0f ().

Seja W := —ny, entdo, W € A’ se, e somente se, § € AL. Por outro lado, como
f é uma funcao convexa, propria e semicontinua inferior, sabemos, pelo Teorema
1.3.5, que 3f é mondétono maximal e pela Proposicdo 1.3.4, o operador ndf é

também monotono maximal. Portanto o problema (2.7) é equivalente a

Encontrar T € A e w € At
P(nof, A) ¢ tais que (5.3)
w € ndf(T).
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Esta reformulagdo do problema (2.7) deixa o seu conjunto solugdo inalterado,
mas muda a forma do algoritmo. Reescrevemos o Algoritmo 1 para o problema
(5.3):

Inicio: Dado { A\ }22, C Ry, considerar 2 = 2% — 3% com z° € A e y° € A+ .
Iteragdo k(k =0,1,...):
Passo proximal: encontrar %, w* € H tais que

1 1
F =T o —(@)a+ @) €m0f (@4 + - (@)as ),
Ak Ak

o qual é equivalente a

—k —k 7=k
E —k —W 1 —w —W K 1
2=z =n(—) e 0€ —(—)a+(—— l—I—af(:z: A+ —(T J.).
(n) /\k(n)(n)A (254 + 3-(F)a
wk
Portanto, devemos encontrar z" e @k = ——, tais que
n

F=zF gt e O€ /\ik(y’“)A N am +af((§’“)A + /\ik(ik),“). (5.4)

Atualizacao:
= (@) a = n0(7") a- (5.5)

Em resumo, o Algoritmo 1 transforma-se em:

Algoritmo 2

Inicio: Dado { M\x }32, C Ry, escolher 2% := 2% — ny® tal que 2° € A e y° € AL,
Iteracao k (k=0,1,...):
Passo proximal: Encontrar 7%, 7* € H tais que

_ _ 1 _ _ _ 1
H =gt e 0e T (@N)at @F)ar + 07 ()4 5 (@)ar).
/\k /\k

Atualizacao:

2 = (@) — () 4x.
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Visto que o algoritmo acima é um caso particular do Algoritmo 1, este também

é equivalente ao algoritmo de ponto proximal. Isto é:
-1
g -yttt = (I + Ak(?ﬁfﬂ) (" —ny").
A seguir escrevemos o Algoritmo 2 em termos da funcao f. Para isto definamos

g +: H — R

s — gi(s):= f(sA + /\iksN).

Observamos que g = f o A, onde

AkiH — H

z — Ap(z) =124+ —Tyo,
Ak

¢ um operador linear, continuo com adjunta A} = Ay. Temos que f e A satisfazem

as hipoteses da Proposicao 1.1.1, a qual assegura que gx é convexa, semicontinua

inferior e
9gK(T) = A <5f (A (@))
Assim
_ _ 1 _ 1_
0 €T+ MOG(T) <=0 —U,u + T4t +8f<:vA+—xA¢>. (5.6)
/\k /\k

Portanto na iteracao k, temos
1
0e @k + /\k(?gk(ifk) = E(Ek — Zk) + /\k(?gk(fk),

logo W = T* & o0 Unico minimizador da funcdo fortemente convexa (ver Definicio
1.3.9)
de(w) == gr(w) + —kll w2z

portanto, o passo proximal pode ser substituido pela discussdo acima. Além disso,

da atualizacao temos que:
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Assim, o Algoritmo 2 toma a seguinte caracterizagao:

Algoritmo 3 [43]

Inicio: Dado { A}, C Ry, escolher 20 := 2% — ny° tal que z° € A e y° € AL
Iteragao £ (k=0,1,...):
k

Passo proximal: Encontrar o inico ¥ € H tal que w = Z* minimize

Atualizacao:

2 = (TF) 4 — (T — 2F) 40

Assim a convergéncia do Algoritmo 3 é um caso particular do Teorema 5.1.1.

Teorema 5.1.2 (|43], Teorema 2) Sejam f : H — R U {+o0} uma fungdo con-
veza, prépria e semicontinua inferior, A um subespago de H, {A¢}32, uma se-
giéncia em Ry, tal que liminf,__ . Ay > 0 e {2F}%2, uma seqiiéncia gerada pelo

Algoritmo 3 aplicado ao problema (2.6). Entéao:
1. Se {zF}22, nao é limitada entdo o problema (2.7) ndo tem solugao.

2. Se uma das condigdes abaizo € verificada

(a) ANint(dom(f)) # 0,
(b) H de dimensdo finita e ANri(dom(f)) # 0.

E {z*}%2, ndo ¢ limitada entio o problema (2.6) ndo tem solugdo.

3. Se {ZF}2, € limitada entdo as segiéncias {(2F)a}32, e {(2F) a1}, com-
vergem fracamente a Z4 e Z 41, respectivamente, onde (Za,Z 1) € uma solugdo

do problema (2.7) e Z4 € uma solugdo do problema (2.6). "

Devido ao fato que o método das inversas parciais requer resolver o problema

(2.9), uma ferramenta para isto é a aplicagdo do algoritmo de ponto proximal
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para encontrar um zero do operador 74, podemos utilizar técnicas inexatas, como
algoritmos hibridos no sentido de Solodov e Svaiter [41], para encontrar um zero
do operador inversa parcial. Segundo esta metodologia, recentemete Burachik,
Sagastizabal e Scheimberg [6] forneceram um algoritmo hibrido para o contexto do

operador inversa parcial, para mais detalhes sobre o assunto, ver [6].

5.2 Meétodo de decomposicao Douglas-Rachford

A principal dificuldade na aplicacao do algoritmo de ponto proximal para a
resolu¢do do problema de encontrar zeros (2.9), é o calculo do resolvente Jor :=
(I+MT)™!, para muitos operadores mon6tonos maximais isto pode ser muito com-
plicado. Como uma saida para este problema, supomos que podemos represen-
tar o operador T : H — Z(H) como uma soma de outros dois operadores 77,

T, : H — Z(H) mondtonos maximais, isto é
T = Tl + Tg,

tais que o célculo das resolventes J,7, e Jor, sejam mais ficeis de obter do que o

resolvente J,r do operador original.

Definig¢ao 5.2.1 [11] Sejam T, Ty, T : H — P(H) operadores mondtonos ma-
zimais tais que T =11 +T5. Um Algoritmo de decomposi¢ao para o problema de
encontrar zeros de T', é um método que emprega as resolventes Jyr, e Jyp, de 17 e

T3 mas nao usa a resolvente Jyr do operador original T.

Um método que explora a definicao anterior é o método de decomposigao
Douglas-Rachford definido, segundo [25], como:
Seja 2° := u® + ab® onde v’ € Dom(T3), b° € Tp(u?),

(5.7)
2l = JaTl(QJOth - ])(zk) + (] - JaTz)(zk)'

A seguir reproduzimos o resultado de convergéncia do método (5.7).
Teorema 5.2.1 ([25], Teorema 1) Sejam T,Ty,T5» : H — P(H) operadores
mondtonos magimais e um escalar A\ > 0. Se T = T1 + T, e T 0) # 0

entdo a seqiiéncia { 2* }22, gerada por (5.7) converge fracamente a um pontoz € H,

tal que T = Jyp,(Z) € uma solugao de (2.9), isto € 0 € T'(w).
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Em [10] e [11] estuda-se, em particular, 0 método de decomposi¢ao Douglas-
Rachford estabelecido pela regra
2 eH,

(5.8)
2= Gom 1, (25),

onde Go 1 1, é 0 operador definido na Definigdo 3.3.1.

5.3 Relacao entre os métodos de inversa parcial e
Douglas-Rachford.

Devido & Proposi¢ao 3.3.1, temos que Gomy 1, = (I + Say 1)}, onde Say 1, € 0
operador Douglas-Rachford, o qual é monétono maximal. Portanto, estabelecemos
primeiro a relacdo do método de decomposicdo Douglas-Rachford e do algoritmo

de ponto proximal a seguir.

Teorema 5.3.1 ([11], Teorema 6) Sejam T,T1,T» : H — ZP(H) operadores
mondtonos mazimais e um escalar @ > 0. Se T = Ty + Ty e T7H0) # 0
entd@o o método de decomposicao Douglas-Rachford (5.8) € equivalente a aplicar

o algoritmo de ponto prozimal ao operador Sor, 1, com Ay =1 para todo k.

Por outro lado, sabemos pelo Teorema 3.4.1 que Sy v, 7 = T4, portanto, temos

0 seguinte:

Corolario 5.3.1 Se T7Y0) # 0 entdo o método de decomposi¢io Douglas-
Rachford (5.8) é equivalente a aplicar o método das inversas parciais ao operador

SiNaT com Ax =1 para todo k.
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Capitulo 6

Uma Extensao do Operador Inversa
Parcial

O objetivo deste capitulo é analisar a substituicio da decomposicio H = ADA*L
por uma, outra do tipo H = K+K°, onde K é um cone convexo fechado e K° é o

cone polar de K. Este estudo tem como finalidade examinar o problema seguinte:

Encontrar 7 € A e y € At
P(T,K) < tais que (6.1)

yeT(T)e (z,7)=0.
além da possibilidade de estender o algoritmo das inversas parciais para cones.
A motivagdo do estudo provem dos problemas que podem ser considerados como
instancias particulares de (6.1):
min f(z)
s.a: (6.2)
€K,
isto estudado em Isac [17], e assim tentar uma abordagem como a feita por Spin-
garn [42| como no caso dos subespagos. Este questionamento surge do fato que
cada ponto z € H também pode ser decomposto de forma tnica em ¢ = Tk + Txeo.
Campos [8] estudou também este questionamento, apresentando um exemplo
onde o operador inversa parcial generalizado nao mantém a monotonicidade do

operador original.
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6.1 O operador inversa parcial generalizado

Dado K um cone convexo e fechado de H, sabemos que todo ponto z do espaco
admite uma unica decomposicio T = z; + 3, onde z; €K, 1o €K° e (z1,22) =0
(Proposi¢io 1.5.4). Portanto, temos a boa definicio do operador inversa parcial

com respeito a K, que é definido a seguir.

Definigdo 6.1.1 [9] Sejam T : H — P(H) um operador, K um cone convezo
fechado com vértice na origem de H e K° o cone polar de K. O operador inversa
parcial generalizado Tk de T com respeito a K é o operador obtido pelas trocas

das K°-componentes de cada par no Gr(T'):
Gr(Tk) = {(zx + yxo,yx + Txe) EH x H 1y € T(z)}.

Observamos que as relacdes do Lema 3.1.1 (T4 = (T71) 4r = (Tax)™ '), podem
ser generalizadas quando o subespago A é subtituido por um cone convexo fechado
de H.

Propriedade 6.1.1 Sejam T : H — P(H) um operador e K um cone convero
fechado de H. Entao
Ty = (T o = (Tgo) L.

Prova: Da Definicao de 77!, temos
Gr(T™Yy ={(y,z) e Hx H:z € T '(y)}.
Daqui, da Definicdo 6.1.1 resulta

Gr(T™V ko) = {(yxo +zx,Tx° +yx) EH xH :z € T™(y)}
= {(zx + Yro, Yk + Txo) EH x H :y € T(z)}
= GI‘(TK)

Por outro lado,
Gr(Tge) = {(zxo + yx,yxe + 1) EH x H 1y € T(2)},
assim,

Gr((Tx=)") = {(yke +zx,Tx° +yx) EH X H :y € T(z)}
= Gr((T7Y)ko). -
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Como no caso dos subespagos, o operador inversa parcial generalizado tam-
bém ndo preserva a caracteristica do operador original de ser ponto-ponto, como

mostramos a seguir.

Exemplo 6.1.1 Considere H =R, K = R,, K° = —R,. Definimos o operador
T:R— R por

De fato, 1 € Tk (0) pois existemz =0 € K ey =T(z) =1 € K como também
—1 € Tx(0) pois emistemxz = —1 € K° ey =T(z) =0 € K, daqui {—-1,+1} €

Tx(0), portanto Tk € ponto-conjunto. "

Notamos que o operador inversa parcial generalizado, nao necessariamente
provém de um s6 operador, como no caso dos subespacos, provado na Propriedade

3.1.2. Este fato é ilustrado no seguinte exemplo.

Exemplo 6.1.2 Considere H =R, K =Ry, K° = —R,. Definimos os operadores
S, T:R— Z(R) por
S(z)=z-2
(-2 ser <0,
[-2,0] sex =0,

0 se z € (0,2],

L Tz —2 sexr > 2.

Vamos mostrar que Sg = Tk sendo T # S.

Calculamos Gr(Sk): dado x € R resulta

(zx + (x — 2)go, (z — 2)k + Tgo) € Gr(Sk). (6.3)
e Sex > 2, entdo S(x) > 0 assim de (6.3) temos que (z,z — 2) € Gr(Sk).
o Se0 <z <2 entdo S(z) <0 assim de (6.3) temos que (2z—2,0) € Gr(Sk).

o Sex <0, entdo S(x) <0 assim de (6.3) temos que (x — 2,z) € Gr(Sk).
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Gr(S) Gr(T)
0 2 R 0 2 R
-2 _2

/ /

Figura 6.1: Gréaficos dos operadores S e T' do Exemplo 6.1.2.

1. Afirmamos que Sk(z) = z — 2 quando © > 2. Suponhamos que eriste w €

Sk(z) tal que w # x — 2, entdo eristem I, € R tais que z = Tx + Jko,

w = Y + Tgo com § € S(£). Como S é ponto-ponto, § = S(Z) = & — 2,
daqus

(z,w) = (Zxg + (2= 2)go, (T = 2)k + ko). (6.4)

o Se & > 2 implica que S(Z) > 0, em (6.4) temos (z,w) = (£,Z — 2),

absurdo com w # x — 2.

o Se0 <z <2 implica que S(Z) <0, em (6.4) temos (z,w) = (22 —2,0),

como T > 2 temos que 2T — 2 > 2, portanto T > 2 o que € absurdo.

o Sei < 0 implica que S(£) <0, em (6.4) temos (z,w) = (£—2,%), como

T > 2 temos que T — 2 > 2, portanto £ > 4 o que € absurdo.
Portanto Sk (z) =z — 2 quando = > 2.

2. Afirmamos que Sk(2z — 2) = 0 quando 0 < z < 2. Suponhamos que eziste
w € Sk (2x — 2) tal que w # 0, entdo eriste & € R tais que

(22 — 2,w) = (Fx + (& — 2) ko, (3 — )i + Fxo). (6.5)

o Se & > 2 implica que S(Z) > 0, em (6.5) temos (2z — 2, w) = (&,% —2),

como 0 < z <2 obtemos que £ =2z — 2 < 2 0 que € um absurdo.
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e Se 0 <z < 2 implica que S() < 0, em (6.5) temos (2 — 2,w) =

(22 — 2,0), temos que x =& e w =0, o que é um absurdo.

e Se & <0 implica que S(&) <0, em (6.5) temos (2z — 2,w) = (£ —2,2),

temos que T = % < 0, o que € absurdo.

Portanto Sk (2 — 2) = 0 quando = > 2. Fazemos uma mudang¢a de varidvel

e obtemos que Sk (T) =0 para T € [-2,2].

3. Afirmamos que Sk(z — 2) = x quando x < 0. Suponhamos que existe w €

Sk(z —2) tal que w # x, entao eziste & € R tais que
(z—2,w) = (Tx + (T — 2)ko, (& — 2) g + Txo)- (6.6)

o Se & > 2 implica que S(Z) > 0, em (6.6) temos (z — 2,w) = (£,% — 2),

entio 0 >z =1+ 2 > 4, absurdo.

e Se 0 < & < 2 implica que S(&) < 0, em (6.6) temos (z — 2,w) =

(22 — 2,0), temos que 0 > x = 2% > 0, absurdo.

e Se & <0 implica que S(Z) <0, em (6.6) temos (z — 2,w) = (& — 2,%),

temos que * =T e w = x, absurdo.

Portanto Sk (z —2) = z quando x < 0. Fazemos uma mudanga de varidvel e

obtemos que Sk (T) =T+ 2 para T < —2.

Em resumo, obtemos que

De forma andloga calculamos Gr(Tk):
o Sex > 2, entio (z,z — 2) € Gr(Tk).
o Se0<z<2, entio (z,0) € Gr(Tk).
o Sex =0, entdo (s,0) € Gr(Tk) Vs € [-2,0].

e Sex <0, entio (z — 2,z) € Gr(Tk).
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/ 0 2 R

Figura 6.2: Grafico do operador Sk do Exemplo 6.1.2.

1. Sex >0, observamos que Gr(Tk) coincide com Gr(T).

2. Afirmamos Tk(s) = 0 para todo s € [—2,0]. Suponhamos que eziste w €
Tk (s) tal que w # 0, entdo existem &, € R tais que s = g + Jgo, w =

Uk + Tgo, com G € T(Z).
e Se > 2 implica que T(Z) > 0, daqui
(s,w) = (.’f?K + (.’f? - Q)Ko, (.’f? — 2)1{ +.’f7Ko) = (.’fj,.’fj — 2)

Entao s > 2, absurdo.

o Se0 < 2 <2 implica que S(&) = 0, obtemos (s,w) = (£,0), o que é
absurdo.

e Se & =0 implica que T(z) C R_, assim (s,w) = (¢,0) com t € [-2,0],
implica que w = 0, absurdo.

e Se & <0 implica que T(Z) < 0, assim (s,w) = (T — 2, %), implica que
0 <z <2, absurdo.

Portanto Tk(s) = 0 para todo s € [—2,0].

3. Afirmamos que se x < 0 implica que Tk (z — 2) = . Suponhamos que existe
w € Tk(z —2) tal que w # z, entdo existem &,4 € R tais que T = Tx + fko,

Y =k + Tgo, com § € T(%).
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o Se & > 2 implica que T(z) > 0, daqui

~

(III'-‘Q,’LU) = (IEK +(.’%—2)Ko,(1} - 2)K+‘%K°) = (f,fi—Q)

Portanto £ — 2 =2 > 0 daqui x > 2 absurdo.

o Se 0 < & <2 implica que T(%) = 0, obtemos (z — 2,w) = (£,0), daqui
0<x—2<2portanto 2 < x, 0 que € absurdo.

o Se 2 = 0 implica que T(Z) C R_, assim (z — 2,w) = (t,0) com t €
[—2,0], implica que —2 < z —2 < 0, portanto 0 < z, absurdo.

o Se & < 0 implica que T(Z) < 0, assim (z — 2,w) = (Z — 2,%), implica

ue w = I, absurdo.
b

Portanto Tx(z — 2) = z para todo x < 0. Fazemos uma mudanca de varidvel

e obtemos Tk (T) =T + 2 para todo T < —2.

Em resumo,
(T -2 seT > 2,
0 se T € (0,2,
Tk(z) =
0 se T € [—2,0],
| T+2 SeET > 2.
Assim temos que Ty = Skg. Portanto temos a afirmacao. (]

A importancia do operador inversa parcial relativo a subespagos radica em que

toda solugdo do problema (2.1):
Encontrar = € A, y € A* tal que y € T'(z)

pode ser obtido a partir de uma solucao do problema de encontrar um zero do
operador inversa parcial. Este fato foi estabelecido no Teorema 3.1.1.
Quando substituimos o subespago por um cone, perdemos essa relagao funda-

mental. Neste caso, verificamos a seguinte propriedade, que é mais fraca.

Teorema 6.1.1 Sejam T : H — P(H) um operador e K um cone, convezo e
fechado em H. Se zgo € T(zk) entdo 0 € Tk(z).
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Prova: Diretamente

(ZK,ZKo) € GI‘(T) — (ZK + 2Ko, 0+ 0) S GI‘(TK)
= (€ TK(Z). [ |

A reciproca do teorema anterior nao é verdadeira como mostramos no seguinte

exemplo.

Exemplo 6.1.3 Seja T : R — Z(R) o operador definido por
2(z - 2) se T < 2,

T(z) = 0,1] se z = 2,
1 se z > 2.
Consideramos K = R, e seu respectivo cone polar K° = —R,. temos que

0€Tk(—1) poisexistez =1 € K, y=T(z) = -2 € K° tal que

-1 = Tk + YKo = 1 = 2’

0 = Yk + Tko.
Seja z = —1. Entdo, zx = 0, zgo = —1. Vimos que 0 € Tk(z). Nao entanto,
(2, 2x°) = (0, —1) & Gr(T) pois T(0) = —4. .

Pelo anterior, inferimos que nao é possivel encontrar uma solugao do problema
(6.1) através de zeros do operador inversa parcial generalizada e portanto nio é
possivel a extensao do método das inversas parciais para cones.

Também temos o seguinte resultado relacionando zeros de um operador com a

sua inversa parcial generalizada.
Proposigao 6.1.1 Seja T : H — P(H). Se T € T71(0) entdo Tgo € Tk (Tk).

Prova: E conseqiiéncia imediata da definicao de Gr(Tk). "
Observamos que a reciproca da Proposicao 6.1.1 é falsa, a menos que K seja

um subespago.

Exemplo 6.1.4 Seja f: R — R uma funcéao definida por

(x—2)2+4 sex<2,
flz) =

T+ 2 sexr > 2.
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Como f é convexa, propria e semicontinua inferior temos que Of é monétono

maximal (Teorema 1.3.5). Além disso, df é o operador

2(x - 2) se T < 2,
0f(z) = [0, 1] sez =2,

1 se x> 2.

Por outro lado, consideramos o cone K = R, temos

(af)K - TK.

Assim se T = 1 € K, verificamos que 0 = (9f)x(1) pois (3, —2) verifica -2 €

0f(3);

1l = zx + ypo = -3 + 3§
0 = y¢ + g0 = 0 + 0
mas isso ndo implica que 0 € df(1) pois df(1) = {—2}. u

6.2 Propriedades de T nao preservadas

Em geral, quando K é um cone com vértice na origem, convexo fechado de H,
o operador Tx nao preserva as propriedades, nem de monotonicidade nem de
pseudomonotonicidade do operador original T', pois a proje¢ao sobre um cone nao
é linear em geral. A seguir, apresentamos dois exemplos, um para monotonicidade
e um para pseudomonotonicidade. Nesta secdo consideramos H = R?, K = ]Ri e

portanto K° = — K.

Exemplo 6.2.1 Consideramos um operador monétono tal que sua inversa parcial
generalizada nio verifica essa condicdo. Seja o operador linear T': R? — R? dado
por:

T(z) = (0.437; — 0.8015, 0.80z; + 0.23z2)".

Este operador esta definido pela matriz
0.43 —0.80
= < 0.80 0.23 > '
que é definida positiva. Com efeito,

( T1 T ) < 080 0923 ) ( 2 ) = 0.43z7 + 0.23z5.
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Como conseqiiéncia da Propriedade 1.3.2, resulta que o operador T & monétono
maximal. Vemos que Gr(Tk) nao define o grafico de um operador monétono. De
fato, consideramos os pontos z = (—0.75, 0.32)" e y = (—0.27, 0.68)", entdo
T(z) = (—0.5785, —0.5264)" e T(y) = (—0.6601, —0.0596 ).

Calculamos a decomposigéo de Moreau dos pontos z, T'(z), y e T(y):

z = zx + zxo = (0,0.32)7 + (=0.75,0)7,
T(z) = (Tz)x + (T(x)ke = (0,0)7 + (=0.5785, —0.5264)",
y = yx + ygke = (0,068)" + (-0.27,0)7,
Ty) = Tk + TW)xe = (0,07 + (=0.6601, —0.0596)".

Logo, temos que T = zx + (T'(z))go = (—0.5785,—0.2064)", T = (T(z)) g + Tgo =
(=0.75,0)T € Tx(Z) ¢ J = yi + (T(y))xo = (—0.6601, 0.6204)T, T = (T(y))x +
yre = (—0.27, 0)7 € Tk (¥). Resulta,

@ - 7,5 -7 = <(O.48, 0)", (~0.0816, 0.8268 )" >

= —0.48(0.0816) < 0.

Portanto, Tx nao é mondtono. ]

Embora existam exemplos onde o operador inversa parcial generalizado preserva
a monotonicidade e a maximalidade do operador original, (o Exemplo 6.1.3 é
mon6tono por ser ndo decrescente e maximal porque Im(7") = H = R), estes ndo
necessariamente preservam a maximalidade deste. Em Campos e Scheimberg [9] é
apresentado um exemplo de um operador mono6tono maximal tal que o operador
inversa parcial generalizado preserva a monotonicidade, mas ndo ¢ maximal.

Em [8] encontra-se um exemplo onde o operador inversa parcial generalizado
ndo mantém a monotonicidade do operador original, para isto considerou-se um
operador em R? definido por uma matriz simetrica e definida positiva.

Como no caso dos subespagos, verificamos que o operador inversa parcial gene-
ralizado, ndo preserva necessariamente a pseudomonotonicidade do operador ori-

ginal T'. A seguir ilustramos esta situagdo
Exemplo 6.2.2 Definamos o seguinte operador linear 7' : R? — R? dado por:
T(z) = (4z) — 239, =22, + T5)"
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Este operador esta definido pela matriz

4 =2
(5 7)

que é semidefinida positiva. Em efeito,

(o x2)<_42 ‘f)(i;) (22, — )2,

Como conseqiiéncia, resulta que o operador T é monétono e, portanto, T é
pseudomonétono (Proposicdo 1.4.1).  Afirmamos que o operador Tk ndo é
pseudomonoétono. De fato, seja z; > 0 fixo e consideramos os pontos = (z, 2z, )T
ez =(=1,0)" entdo T(z) = (0, 0)" e T(z) = (-4, 2)".

Calculamos a decomposicdo de Moreau dos pontos z, T'(z), =’ e T(z'):

r = zx + zxe = (z,2;)" + (0,0)7,
T(z) = (T()x + (T@)xk = (0,007 + (0,0)7,
A— T + To = (0, O)T + (-1, O)T’

T(z) = (T(@)kx + (T@@)ke = (0,2)7 + (=4,0)".
Logo, temos que T = zx + (T(z))ge = (z1,221)7, 7 = (T(z))x + zxo = (0,0)7 €
Tx(@) e §=yx + (T(W)ke = (=4,0)7, T = (T(y))x +yxo = (=1,2)7 € Tx(7).
Resulta,

(3,9 -7) =((0,0)7, (~4=z;, ~22,)7 )

=0
e
<w)y_f> :<(—172)T7(—4_x1a'—2x1) >
=4 - 3.’[1,
entdo, basta escolher z; > 4/3. Portanto, Tk nio é pseudomondtono. [

Observacgao 6.2.1 O Ezemplo 8.1.3 ilustra o caso em que o operador inversa
parcial de T' com respeito ao subespaco A, nao preserva a pseudomonotonicidade

do operador T
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Conclusoes

Como consequencia da andalise dos operadores inversa parcial e inversa parcial gene-

ralizado chegamos as seguintes conclusdes.

[ Operador inversa parcial com respeito a um subespago:

(a) Néo preserva necessariamente todas as caracteristicas do operador que
o origina, como por exemplo, ser uma fungao, monotonicidade forte ou

pseudomonotonicidade. (Exemplos 3.1.1, 3.1.2 e 3.1.3).

(b) Se dois operadores tem o mesmo operador inversa parcial, entdo tais

operadores sio necessariamente iguais. (Proposi¢do 3.1.2).
IT Operador inversa parcial generalizado:

(a) Estendemos o Lema 3.1.1 relativo & inversa parcial, isto é, Tx =
(T™Y ke = (Tko)~!. (Propriedade 6.1.1).
(b) Mostramos que dois operadores diferentes podem gerar a mesma inversa

parcial generalizada. (Exemplo 6.1.2).

(c) Verificamos que o Teorema 3.1.1 que é fundamental para caracterizar
o problema primal-dual (2.1), ndo pode ser generalizado para cones.
(Exemplo 6.1.3).

(d) Nao preserva necessariamente a propriedade de monotonicidade do ope-

rador original. (Exemplo 6.2.1).

(e) Como no caso do operador inversa parcial, as propriedades de ser uma
funcao, de monotonicidade forte e de pseudomonotonicidade ndo sio

preservadas. (Exemplos 6.1.1, 6.2.1 e 6.2.2).

Estas constatagdes impossibilitam resolver numericamente o problema P (T, K),

em particular o problema de otimizagdo (6.2), através de métodos que encontram
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zeros do operador inversa parcial generalizado. Isto é, a filosofia usada para resolver
o problema P(T, A) usando o conceito de inversa parcial nao é aplicivel quando o
subespago A e seu ortogonal A* sdo subtituidos por um cone convexo fechado e
seu polar K°.

Um motivo pelo qual as boas propriedades do operador inversa parcial néo
sao0 mantidas na sua generalizacdo deve-se ao fato da ndo linearidade do operador
projecdo (usado por exemplo na monotonicidade). Um outro motivo que obser-
vamos é que embora a decomposi¢cao de Moreau seja unica, £ = Tx + Tko onde
Tx = projg(z) e Txo = projg.(z) (e portanto (zx,zxe) = 0), tem-se outras de-
composicoes do tipo, = z; + x5 com 27 € K e z; € K° mas (z1,zs) # 0, (usado

no Exemplo 6.1.3).
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