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Resumo da Dissertacio apresentada & COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessarios para a obtengao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)
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CORDAIS

Cristiane Barbosa da Cruz
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O estudo dos grafos bipartidos cordais foi motivado originalmente por suas
aplicacoes em problemas de diversos contextos, como naqueles relacionados a matri-
zes nao-simétricas, eliminacao Gaussiana de matrizes, programacao inteira e andlise
de matrizes. Tais estudos foram apresentados por diversos autores, tanto do ponto
de vista tedrico quanto pratico. Os grafos bipartidos cordais sao semelhantes aos
grafos cordais em muitos aspectos. Os grafos cordais formam uma importante classe
de grafos havendo indmeros trabalhos a seu respeito.

Como os grafos cordais, os grafos bipartidos cordais s&o ricos em estrutura e
muitos resultados originam-se de seu estudo. Sua importancia estd para a classe dos
grafos bipartidos assim como a importancia dos grafos cordais estéd para a classe dos
grafos em geral.

O principal objetivo deste trabalho é realizar um estudo compreensivo da classe
dos grafos bipartidos cordais, consolidando as caracterizagoes e algoritmos de reco-
nhecimento mais eficientes existentes para esta classe em um tnico trabalho. Para
tanto, é necessdrio conhecer a resolucao de problemas relacionados a este problema,
como a obtengao de ordenacGes lexicograficas duplas de matrizes, bem como suas
solugbes. As provas originais foram em sua maior parte reescritas de modo a obter

uma padronizagao de notagao em todo este trabalho.

vi
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requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

CHARACTERIZATIONS AND RECOGNITION OF BIPARTITE CHORDAL
GRAPHS

Cristiane Barbosa da Cruz

October /2009
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The study of the bipartite chordal graphs was originally motivated by their
applications in problems from different contexts, such as in those related to non-
symmetric matrices, Gaussian matrices elimination, integer programming, and ma-
trix analysis. Such studies were presented by several authors, both from the theo-
retical and application viewpoints. Bipartite chordal graphs are similar to chordal
graphs in many aspects. Chordal graphs form an important class of graphs to which
many papers were devoted.

As chordal graphs, bipartite chordal graphs are rich in structure and many results
are derived from their study. Its importance is to the class of bipartite graphs as
the class of chordal graphs is to the class of general graphs.

The main goal of this work is to carry out a comprehensive study of the class
of bipartite graphs, consolidating the known characterizations and most efficient
recognition algorithms for this class of graphs in a unique work. In order to do that,
it is necessary to introduce related problems, as the double lexicographical ordering
of matrices, and their solution. The original proofs in its major part have been

rewritten in order to be present in a uniform notation throughout this work.
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Capitulo 1

Introducao

Um grafo é bipartido cordal se é bipartido e cada um de seus ciclos de tamanho
maior ou igual a 6 tem uma corda. Como um grafo bipartido sé possui ciclos
induzidos de tamanho par, um grafo bipartido cordal sé pode possuir ciclos induzidos
de tamanho 4.

Introduzidos em 1978 por Golumbic e Goss [13], o estudo dos grafos bipartidos
cordais foi motivado originalmente por sua aplicacao em matrizes ndo-simétricas. As
aplicagoes em eliminacao Gaussiana de matrizes esparsas foram descritas por Ba-
konyi e Bono em 1997 [3], em programacao inteira por Hoffman, Kolen e Sakarovitch
em 1985 [14], e em andlise de matrizes por Johnson e Whitney em 1991 [16] e por
Johnson e Miller em 1997 [15]. Uma descri¢do sucinta destas aplicagdes encontra-se
na Secao 3.3.

Note que em geral os grafos bipartidos cordais nao séo cordais. Por exemplo,
o (4 é bipartido cordal mas n&o é cordal. Naturalmente, também existem grafos
cordais que ndo sao bipartidos cordais como o Cj3, por exemplo. Portanto, um grafo
bipartido cordal ndo é necessariamente um grafo bipartido e cordal, como poderia
ser imaginado baseando-se no nome dado a classe.

O nome bipartido cordal vem da idéia de que estes sdo os grafos bipartidos que
possuem como caracteristica principal aquela andloga a dos grafos cordais: um ciclo
induzido possui o menor tamanho possivel.

Os grafos bipartidos cordais sao semelhantes aos grafos cordais em muitos ou-
tros aspectos. Para mencionar um exemplo por ora, considere as seguintes caracte-

rizagoes:



(i) Um grafo G é cordal se e somente se todo separador de vértices minimal de G

é uma clique; e

(i) Um grafo G é bipartido cordal se e somente se todo separador de arestas

minimal (definido mais a frente) de G é uma biclique.

De tais semelhancas, originam-se resultados andlogos para as classes. No entanto,
nem todo resultado de uma classe migra naturalmente para a outra. As vezes,
as demonstracoes possuem raciocinios distintos. FEm outros casos, os resultados
simplesmente nao se aplicam para a outra classe. Como os grafos cordais, os grafos
bipartidos cordais sdo ricos em estrutura e muitos resultados interessantes originam-
se de seu estudo. Sua importancia para a classe dos grafos bipartidos é andloga a
importancia dos grafos cordais para a classe de todos os grafos.

O objetivo deste trabalho é fazer um estudo compreensivo da classe dos grafos
bipartidos cordais, consolidando as caracterizagoes e algoritmos de reconhecimento
mais eficientes existentes para esta classe de grafos. Como veremos adiante no
trabalho, para tanto é necessdrio conhecer a resolugdo de problemas relacionados,
como a obtencdo de ordenagdes lexicograficas duplas de matrizes.

O restante do trabalho estd assim organizado. A Segao 1.1 fornece as definigoes
bésicas da teoria dos grafos que serdo utilizadas ao longo do trabalho. O Capitulo 2
apresenta problemas relacionados aos grafos bipartidos cordais. O Capitulo 3 apre-
senta propriedades, caracterizactes e aplicagbes dos grafos bipartidos cordais. O
Capitulo 4 descreve os algoritmos mais eficientes conhecidos para o problema de
reconhecimento dos grafos bipartido cordais. O Capitulo 5 consiste de um estudo
comparativo entre os grafos bipartidos cordais e os grafos cordais, relacionando re-
sultados similares entre as classes e evidenciando suas diferengas. Finalmente, o

Capitulo 6 traz um resumo dos temas abordados neste trabalho.

1.1 Definicoes basicas
A seguir apresentamos os conceitos e notagoes da teoria de grafos que serao
utilizados no decorrer do trabalho. Procuramos seguir as convengoes usuais [4].

Definicdo 1.1. Um grafo G é um par ordenado (V(G), E(G)), onde V(G) é um

conjunto finito ndo-vazio de elementos denominados vértices e E(G) é um conjunto
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finito de elementos denominados arestas. Cada aresta é um par nao ordenado de

vértices distintos.

Note que estamos desconsiderando a possibilidade de um grafo possuir lagos
(uma. aresta formada por um par de vértices idénticos) e multiarestas (arvestas dis-
tintas formadas por pares de vértices idénticos).

A menos que seja dito de forma diferente no contexto, denotaremos por n =
|V(G)| o ntimero de vértices de um dado grafo G ¢ por m = |E(G)| seu nimero de

arestas.

Definicao 1.2. Se e = (u,v) é uma aresta de um grafo, denotaremos e por simpli-

cidade como uv.

Definicao 1.3. Se e = uv é uma aresta de um grafo, entio dizemos que e é incidente

a u e a v ou ainda que e liga os vértices u e v.

Definicao 1.4. Dois vértices u e v sao ditos adjacentes quando existir uma aresta

que os liga.

Defini¢do 1.5. Duas arestas distintas ab e cd sio ditas adjacentes quando {a, b} N

{e,d} # 0.

Defini¢do 1.6. A wizinhanga de v em um grafo G é o conjunto Ng(v) = {u | wv €
E(G)}. Podemos denotar a vizinhanga de v simplesmente por N(v) quando o grafo

@ for claro no contexto.

Definicéo 1.7. A wvizinhanca fechada de v em um grafo G ¢é definida por Ng[v] =
Ng(v)U{v}. De maneira similar, denotamos a vizinhanga fechada de v simplesmente

por N[v] quando o grafo G for claro no contexto.

Definiciio 1.8. O grau dg(v) de um vértice no grafo G € o ntimero de arestas de &
incidentes a v. Podemos denotar o grau de v simplesmente por d(v) quando o grafo

G for claro no contexto.
Definicdo 1.9. Um vértice v é dito isolado num grafo G se d(v) = 0.

Definigdo 1.10. Um grafo é dito k-regular (ou simplesmente regular) quando todos

os seus vértices tém o mesmo grau k.



Figura 1.1: O grafo de Petersen é um exemplo de grafo 3-regular.

Exemplo 1.11. A Figura 1.1 ilustra um exemplo de grafo 3-regular.

Defini¢do 1.12. Um caminho C em um grafo G é uma sequéncia de vértices dis-

tintos C =y, ..., U, onde vv;; € E(G) parai=1, ..., n— 1.

O tamanho do caminho C = vy, ..., v, denotado por |C|, é n — 1.
Definigao 1.13. Um ciclo em um grafo G' é uma sequéncia de vértices (vy, ..., Uy),
onde n > 3, (v1,...,v,) é um caminho e vy, € F(G).

Defini¢do 1.14. Um grafo G é dito bipartido quando V((G) pode ser particionado
em dois conjuntos X e Y tais que toda aresta de GG liga um vértice na parte X e
outro na parte Y. Frequentemente, utilizaremos a notacio G = (X, Y, E) para nos

referir ao grafo bipartido com particio X e Y e E(G) = E.

Observagao 1.15. Seja G = (X, Y, F) um grafo bipartido e vy, ..., v, um caminho

em G. Se v1,v, € X, entédo n é impar. Sev; € X e v, €Y, entdao n é par.

Definicao 1.16. Um grafo completo K, é um grafo com n vértices tal que existe

aresta ligando quaisquer dois de seus vértices.

Definigdo 1.17. Um conjunto de vértices V C V(G) induz o grafo G[V] = (V, E)
tal que para todo u,v € V, uv € E se e somente se uv € FE(G).

Diz-se que G[V] é o subgrafo induzido de G pelos vértices de V.

Definicdo 1.18. Um conjunto de arestas & C E(G) induz o grafo G[E] = (V, E)
tal que para V ={v|de=uv € E}.
Diz-se que G[FE] é o subgrafo induzido de G pelas aresta de .

Definigao 1.19. Um grafo H é um subgrafo induzido de G, denotado por H C G,
se existe S tal que H = G[S] com S C V(G) ou § C E(G).
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Definicao 1.20. Uma cliqgue de um grafo é um subconjunto de vértices deste grafo

que induz um grafo completo.

Definicao 1.21. Dois grafos G e H sio isomorfos se existe uma funcao bijetiva

f:V(G) — V(H) que preserva as adjacéncias, ou seja, uv € E(G) se e somente se
fw)f(v) € E(H).
Definicao 1.22. Seja G um grafo. O complemento G de G é o grafo tal que

V(G)=V(G) e BE(G) ={w | u,v e V(G), u#veuw ¢ E(G)}.

Definicao 1.23. Seja G = (X, Y, F) um grafo bipartido. O complemento bipartido
G de G é o grafo bipartido (X, Y, E) tal que E={zylzeX,ycYew¢E}. A

Figura 1.2 mostra o complemento bipartido do Cgs e do Cs.

v v v v
v 1 2 1 4
2 v v Vv
1 2 3
v N
1 3 Vie i3 Vee YA
v 7
6 4 Vie 4 Vie ¢ 2
Vg Vi Vg v
A VG V5 VB A VS
C Ce= 3K, Cq Cg= Cy

Figura 1.2: Co =3K, ¢ C’g = (3.

Definicio 1.24. Sejam G e H grafos. Dizemos que G é livre de I se G nao contém

um subgrafo induzido isomorfo a H.

Definicdo 1.25. Um grafo bipartido G = (X, Y, E) é completo quando possuir uma
aresta ligando cada par de vértices z € X, y € Y. Denotamos G por Ky, onde

n=|X|em=|Y]

Definicdo 1.26. Uma biclique de um grafo bipartido é um conjunto de vértices

deste grafo que induz um grafo bipartido completo.

Exemplo 1.27. Os grafos bipartidos completos K, s&o bipartidos cordais.



Definicao 1.28. Um grafo G é dito conexo se existir um caminho entre qualquer
par de vértices pertencentes a V(G), e desconezo caso contrério.

Uma componente conexa de um grafo G é um subgrafo induzido conexo maximal.
Sempre que nao for mencionado o contrario, consideraremos G um grafo conexo.

Definigao 1.29. Se S e S’ s@o conjuntos tais que S’ C S, entdo S’ é mazimal em
relagdo a uma propriedade P se S’ satisfizer P e nfo existir 57, &’ ¢ §” € S, tal

que S” satisfaca P.

Defini¢ao 1.30. Sejam S e S’ conjuntos tais que S’ C 5. O conjunto S’ é minimal
em relagéo a uma propriedade P se S’ satisfizer P e nédo existir $” C S’ tal que S”

satisfaca P.

Definicao 1.31. Seja G um grafo. Um conjunto S C V(G) é um separador de
vértices em relagao aos vértices nao adjacentes a e b, se a e b estdo em componentes

conexas distintas de G' — S.

Defini¢gao 1.32. Duas arestas ab e cd de G sdo ditas separdveis quando ¢, d ¢

N{a] U N[o].

Portanto, note que arestas separdveis ndo sdo adjacentes. O inverso nao € ver-

dadeiro: arestas nao-adjacentes podem nao ser separdveis.

b d b d
______ ~ 7
AN Pad ~ -
~ s ~ -~
~ - ~N 7
s N
P \\ v ~
, ~ ' ~
A &L e — — c A e m e — c
ab e cd sdo separdveis ab e cd ndo sdao separéveis
ab e ¢cd ndo sdo adjacentes ab e cd ndo sdo adjacentes

Definicao 1.33. Seja G um grafo. Um conjunto S C V(G) é um separador de
arestas em relagdo as arestas separdveis ab e cd, se ab e cd estdao em componentes

conexas distintas de G — S.

Observacao 1.34. Seja S um separador de arestas minimal em relagao as arestas
separaveis ab e cd. Entao cada vértice de S é adjacente a algum vértice de cada uma

das componentes conexas contendo ab e cd. Caso contrario S néo seria minimal.



Definigao 1.35. Um vértice v de um grafo G é simplicial se N|[v] for uma clique

em G.

Definicao 1.36. Uma aresta vy de um grafo bipartido G é bi-simplicial se N|[v] U

Nly] é uma biclique.

Observacao 1.37. A propriedade de ser uma aresta bi-simplicial é hereditaria, isto
é, se e € B(G) é uma aresta bi-simplicial de G e H é um subgrafo induzido de G

tal que e € E(H), entdo e também ¢é bi-simplicial em H.

1.2 Alguns exemplos
Definicao 1.38. Um hipercubo de dimenséo k, k > 1, (Qx é um grafo tal que:
e O conjunto de vértices V(Qy) é formado por todas as k-uplas binérias;

e Fixiste uma aresta entre dois vértices de @Jg se as k-uplas correspondentes aos

vértices diferem em exatamente uma de suas coordenadas.

A Figura 1.3 ilustra os hipercubos @1, {2 € @s.

Figura 1.3: Hipercubos.

Observagao 1.39. Um @, é um grafo k-regular com 2F vértices e k x 2¢~1 arestas.

Demonstragio. Claramente 3 é um grafo k-regular pois, dado um vértice v €

V(Q4), existem exatamente outros k vértices que diferem em apenas uma de suas
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coordenadas sendo portanto sdo adjacentes a v. Logo, para cada v € V(Qg),
IN(v)| = k.

Note que, |V (Q)] ¢é igual ao ntimero de k-uplas distintas constituidas por 0’s e
I’s. Para a formagao das k-uplas constituidas por 0’s e 1's existem duas possibili-
dades para cada uma das k coordenadas, entao |V(Q)| =2 % -+ - x 2 = 2F,

Quanto ao niimero de arestas | F(Qy)], se soméssemos o total de vizinhos de cada
vértice de @y entdo contabilizariamos duas vezes cada aresta, uma para cada vértice
que a define. Portanto, |E(Qr)| = |V(Qk)| X (|N()| +2) = |V(Qk)| x (k+2) =
28 x (k+2) =k x 2871, O

Observacao 1.40. Os hipercubos sao bipartidos.

Demonstragdo. De fato, podemos construir as partes da biparticao da seguinte
forma: os vértices cuja soma das coordenadas é par constituem uma das partes e os
de soma impar, a outra parte. Observe que os vértices cuja soma das coordenadas

¢ par nao sao adjacentes entre si. O mesmo ocorre entre os de soma impar. (I

Observacao 1.41. Apesar dos hipercubos serem bipartidos, (21 e )2 sdo os Unicos

hipercubos que sdo também bipartidos cordais.

Demonstracdo. Claramente por inspecio verifica~-se que nao existem ciclos induzidos
de tamanho maior do que 4 nem em ()¢, nem em (), sendo ambos portanto biparti-
dos cordais. Por outro lado, também por inspegao verifica-se que hd um ciclo indu-
zido de tamanho 6 em @3 (({0,0,0},{0,0,1},{0,1,1},{1,1,1},{1,1,0},{1,0,0}),
Figura 1.3). Além disso, note que @3 C @, para cada n > 4. O



Capitulo 2

Problemas Relacionados a
Caracterizacao e Reconhecimento

dos Grafos Bipartidos Cordais

Neste capitulo fornecemos uma visdo geral de trés conceitos relacionados aos
grafos bipartidos cordais: ordenagdo lexicografica dupla, matrizes livres de gama e
grafos bipartidos de eliminagdo perfeita. HEstes conceitos, além de definirem pro-
blemas em si, sao utilizados na literatura como auxilio na resolucdo de diversos
problemas. Eles se relacionam de maneira particular com os grafos bipartidos cor-
dais servindo de ferramenta para a obtencio de caracterizagoes e algoritmos de
reconhecimento. Dado a importancia destes conceitos neste trabalho, dedicamos
este capitulo a mostrar sucintamente os resultados relevantes no nosso contexto.

Na Secao 2.1, introduzimos o problema da ordenagao lexicografica dupla de uma
matriz real. Na Secéo 2.3, apresentamos as matrizes livres de gama. Na Secao 2.4,
apresentamos os grafos bipartidos de eliminagao perfeita e sua relagao com os grafos

bipartidos cordais.

2.1 Ordenacao lexicografica dupla

Uma ordenacgdo lexicogrdfica dupla de uma matriz real é uma ordenagao das
linhas e colunas desta matriz de tal forma que os vetores formados pelas linhas

lidas da direita para a esquerda e pelas colunas lidas de baixo para cima se tornem



lexicograficamente ordenados.

O interesse em tal ordenacdo se deve ao fato de que o conceito de ordenagao
lexicografica dupla é utilizado para provar e unificar resultados em vérias classes de
matrizes e grafos: matrizes totalmente balanceadas [2], grafos bipartidos cordais [14]
e grafos fortemente cordais [18]. Em nosso caso, o interesse é ainda mais abrangente
uma vez que os algoritmos de ordenagéo lexicogréfica dupla compoem de forma
essencial os algoritmos mais eficientes de reconhecimento dos grafos bipartidos cor-
dais.

Mais especificamente, Spinrad utilizou a ordenacao lexicogrifica dupla de ma-
trizes bindrias como subrotina em algoritmos eficientes para reconhecer grafos de
trapézio (cf. [19]) e arco-circulares (cf. [9]). Nessas aplicagdes, a ordenagdo lexico-

grafica, dupla foi usada no complemento do grafo original.

Definigao 2.1. Se M é uma matriz real m X n, denote por M(4,*) o vetor-linha

(M(3,1),...,M(i,n)) e por M(x,4) o vetor-coluna (M(1,4),..., M (m,1)).

Definicao 2.2. Dados os vetores v = (U1, ...,u,) € v = (vy,...,0,), diremos que u
é menor que v (resp. v é maior que u), denotando por u < v (resp. v > u) se, para
algum 1 < k < n, up < v} e u; = v; para todo k < i < n. De maneira alternativa,

u < v se o reverso do vetor u é lexicograficamente menor do que o reverso do vetor v.

Definicao 2.3. Uma ordenacdo lexicogrifica dupla de M é uma matriz M’ obtida
a partir de M por uma sequéncia de permutacoes de linhas ou colunas de tal forma
que M'(i,%) < M'(i+1, %) para cada 1 <4 <m e M'(%,4) < M'(x,i+ 1) para cada

1 <5 <n.

Exemplo 2.4. Seja M a matriz definida abaizo e M' sua ordenagao lezicografica

dupla.

M’ =

N = N
w oo I W
W oW W
W oW o W
N
0o o~ W W

Claramente, existe uma permutagdo das linhas de uma matriz M que tornam

seus vetores-linha ordenados lexicograficamente. De maneira andloga, o mesmo vale
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para a obtencao de uma ordenagio dos vetores-coluna de M. Note que, ao se ordenar
as linhas de M, a alteragdo da ordem de suas colunas pode comprometer a ordenagao
de linhas ja feita. Isto leva a pergunta natural sobre a existéncia de uma ordenagao

lexicografica dupla, respondida a seguir.

Teorema 2.5 (Lubiw [18]). Toda maltriz real possui uma ordenagdo lexicogrdfica

dupla.

Demonstracdo. Seja M uma matriz real m X n. Seja dps o vetor associado a M de
tamanho m + n — 1 definido da seguinte maneira: para cada 1 <k <m+n—1,
duy (k) = zi+7’=k+1 M(i,7). Isto é, cada componente de dj é igual a soma dos

valores de uma diagonal de M, como pode ser visto na figura a seguir:

dm=| | [ | [ [T [ 1]]]

1 m [a+(p-1)]

Por exemplo, considere a matriz M’ obtida de uma ordenagao lexicografica dupla
da matriz M conforme o Exemplo 2.4. O vetor diagonal de M’ é d = (3,6,8,7,8, 8).

Suponha, com o propésito de encontrar um absurdo, que nao exista uma orde-
nagdo lexicografica dupla de M. Seja M o conjunto das matrizes que podem ser
obtidas a partir de M por uma sequéncia de permutagoes de linhas ou colunas.
Naturalmente, M é um conjunto finito. Seja M’ € M a matriz que possua o maior
vetor dpp associado. Como M’ nédo é uma ordenagdo lexicogréfica dupla, entao
existem colunas ou linhas de M’ fora de ordem.

Suponha que existam colunas em tal condigao, e sejam 1 < d < e < n tais que

M'(x,d) > M'(x,e). Seja M" a matriz obtida por M’ trocando-se de posigao as
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colunas d e e. Seja k a maior linha de M’ tal que M'(k,d) > M'(k,e). Note que
a maior componente onde hé diferenca de valores no vetor d(M") em relagdo ao
vetor d(M’) é e+ k — 1. Mais precisamente, dyv(e +k — 1) = dpp(e + k — 1) —
M'(k,e) + M'(k,d). Como M'(k,d) > M'(k,e), entdo dpw > dpy, contrariando a
escolha de M’. Uma contradigdo andloga pode ser derivada no caso de existirem

linhas de M’ fora de ordem. O

Para algumas classes de matrizes, as ordenagdes lexicograficas duplas podem
aparecer sob uma forma especial. Por exemplo, mostraremos que uma permutacao
especial de linhas e colunas de uma matriz simétrica é uma ordenacgao lexicografica

dupla desta matriz.

Defini¢ao 2.6. Uma matriz real M, n x n, é dita simélrica quando M (i, j) =

M(4,4), para todo 1 < i< j <mn.

Definicao 2.7. Uma ordena¢do simétrica de uma matriz simétrica M é uma matriz
M’ obtida a partir de M por uma sequéncia de permutacgoes de linhas onde, a cada
operagao de permutacao entre linhas ¢ e j, permutam-se também as colunas 7 e j

de M.

Note que toda ordenacao simétrica de uma matriz M também é uma matriz
simétrica. Uma ordenacao lexicografica dupla de uma matriz simétrica M, por outro

lado, nao é necessariamente uma matriz simétrica, como mostra o Exemplo 2.8.

Exemplo 2.8. Seja M a matriz simétrica definida abaizo e M’ a matriz obtida
de M pela permutagao da seqgunda com a terceira coluna. Note que M’ é uma

matriz nago-simélrica e € uma ordenagdo lexicogrdfica dupla de M.

1 2 3 1 3 2
M=|2 46|, M= 26 4
365 35 6

Definicao 2.9. Uma matriz n X n simétrica M possui diagonal dominante se

M(i,i) > M(j,1) = M(i,7), para todo 1 < 4,5 < n.

Teorema 2.10 (Lubiw [18]). Toda matriz simétrica com diagonal dominante possui

uma ordenacgdo simétrica que é uma ordenacao lexicogrifica dupla.
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Demonstracdo. Seja M uma matriz simétrica real n X n com diagonal dominante.
Suponha, por absurdo, que nao seja verdade o resultado. Seja dj; o vetor associado
a M de tamanho 2n — 1 definido da seguinte maneira: para cada 1 < k < 2n — 1,
du(k) = 3 i1 jmprr M(3,5). Logo, cada componente de dys representa a soma dos
valores de uma diagonal de M.

Suponha que exista 1 < e < n consecutivos tal que M (e — 1, %) > M(e, *) (caso
nao existam, entdo M ¢é uma ordenacdo lexicogréifica dupla). Seja M’ a matriz
obtida por M trocando-se de posigdo suas linhas ¢e—1 e e e, em seguida, trocando-se
de posigao suas colunas e — 1 e e.

Seja k a maior coluna de M tal que M(e—1,k) > M(e, k). Naturalmente, como
M(e—1,e) < M(e,e) pois M possui diagonal dominante, entao k # e. Dependendo
dos valores de k e e, a maior componente m onde hé diferenca de valores no vetor

d(M') em relagdo ao vetor d(M) é dada pelos seguintes casos:

e m=¢e+k—1, quando k # e — 1: Neste caso, a componente é alterada para
dar(m) = dpr(m) — M(e, k) + M(e—1,k) — M(k,e) + M(k,e—1) = dp(m) —
2M (e, k) +2M (e — 1,k). Como M(e—1,k) > M(e, k), entdo dpy > dyy.

e m = 2¢ — 1, quando k = e¢ — 1: Neste caso, a componente é alterada para
dyr(m) = dpy(m) — M(e,e) + M(e — 1,e — 1). Como M(e — l,e — 1) =
M(e—1,k) > M(e, k) = M(k,e) = M(e —1,e) = M(e, e), entdo dpy > dp.

Note que M’ continua sendo matriz simétrica com diagonal dominante. Fazendo-
se M' ser M, podemos aplicar sucessivamente este raciocinio para obter uma
sequéncia infinita de ordenagoes simétricas com diagonal dominante, dado que por
suposi¢ao nenhuma delas serd uma ordenagao lexicografica dupla e, portanto, po-
demos sempre escolher um par de linhas desordenadas para gerar uma préxima or-
denagao simétrica. Como dp > dpr, entdo nenhuma ordenacao nesta sequéncia se
repete. Isto é uma contradigao com o fato de haver um nimero finito de ordenagoes

simétricas de uma madtriz. O

De agora em diante apresentamos os algoritmos mais eficientes de reconhecimento
de ordenagdes lexicograficas duplas. Hoffman, Kolen, e Sakarovitch [14] desenvol-
veram o primeiro algoritmo eficiente para encontrar uma ordenagdo lexicografica

dupla. Os mais eficientes sio devidos a Lubiw [18], para ordenagdes lexicograficas
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duplas de matrizes reais, e de Paige e Tarjan [21], para ordenagdes lexicogréficas
duplas de matrizes bindrias.
Antes de apresentar os algoritmos propriamente ditos, tratamos de descrever

algumas propriedades e defini¢des adicionais utilizadas por eles.

Definicao 2.11. Uma particio ordemnada de um conjunto finito F é uma tupla

ordenada (F1,...,FEy) onde Fy,. ..,y sdo as partes de uma partigdo de F.

Definigao 2.12. Uma ordem linear e; < --- < ¢jg| dos elementos de [ é consistente
com a particdo ordenada (Fy, ..., Fy) de E'sce; € E, e e; € E, com p < ¢ implicar
em 1 < j.

Defini¢ao 2.13. Dada uma matriz M com partigdo ordenada (L1, ..., L,) de seu

conjunto de linhas {1,...,m} e parti¢do ordenada (Ci,...,C}) de seu conjunto de

colunas {1,...,n}, paratodo 1 <i <k, 1<j <, (L;,C;) é um bloco de M.

Defini¢ao 2.14. Um bloco (L,C) é um bloco constante se o valor M(l,c) é igual

para todol € L,ce C.

Defini¢do 2.15. O mdzimo de um bloco B = (L, C), denotado por max(B), ¢ dado
por max{M(l,c) |l € L,ce C}.

Defini¢do 2.16. Uma linha separadora de um bloco B = (L, C) é um [ € L tal que
{ce C| M(l,c) = max(B)} é um subconjunto préprio ndo-vazio de C. Analoga-
mente, uma coluna separadora de B é um ¢ € C tal que {l € L | M(l,c) = max(B)}

é um subconjunto préprio nao-nulo de L.

Exemplo 2.17. Considerando a matriz M abaixo como um tinico bloco, a primeira

linha é a tunica linha separadora. Quanto as colunas, todas sdo colunas separadoras.

717
M=16 66
T 7T

A seguir apresentamos uma propriedade importante sobre linhas e colunas sepa-

radoras em blocos.

Lema 2.18. Todo bloco nao-constante possui uma linha ou uma coluna separadora.
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Demonstracdo. Por absurdo, suponha que nao existe nenhuma linha ou coluna se-
paradora num bloco B = (L,C) ndo-constante. Seja 1 € L, j € C tais que
M(i,7) = max(B). Como i ndo é uma linha separadora de B e j € {c¢ €
C | M(i,c) = max(B)} # 0, entdo M (i,c¢) = max(B) para todo ¢ € C.

Para todo ¢ € C, como ¢ ndo é uma coluna separadora de B e i € {l €
L | M(l,¢) = max(B)} # 0, entdo M(l,c) = max(B) para todo I € L. Portanto,

B é um bloco constante, contrariando a hipétese inicial. 1

2.2 Algoritmos de ordenacao lexicografica dupla

O primeiro algoritmo para encontrar uma ordenagao lexicografica dupla de uma
matriz foi apresentado por Hoffman, Kolen e Sakarovitch [14] e chamado por eles de
ordenacado léxica. Apesar deste algoritmo ter sido construido para encontrar uma
ordenacao de uma classe especial de matrizes, as matrizes totalmente balanceadas,
ele originou a nogao atual de ordenacao lexicografica dupla. O tempo gasto para
sua execucao é O(i%7), onde i é o nimero de linhas de M e j é o ndmero de colunas
de M.

Lubiw [18] e Paige e Tarjan [21] desenvolveram outros algoritmos para ordenagao
lexicografica dupla com complexidade de tempo respectivamente O(m log?(i +4) +
i+7) e O(mlog(i+7)+i+7), onde m é o nimero de entradas ndo-nulas de M.

Spinrad [23] apresentou um algoritmo que encontra uma ordenagio lexicografica
dupla de matrizes bindrias densas em tempo O(ij). Observe que o algoritmo de
Lubiw e o de Paige e Tarjan na verdade resolvem um problema mais geral do que
o resolvido por Spinrad [23], uma vez que no caso deles as entradas de M sédo
valores arbitrarios e portanto necessitam de estruturas de dados mais complexas

para conseguir atingir o tempo de execugao estabelecido.

2.2.1 O algoritmo de Lubiw, Paige e Tarjan

O algoritmo apresentado a seguir é baseado nos artigos de Lubiw [18] e de Paige e
Tarjan [21]. A idéia central do algoritmo resume-se da seguinte maneira: o invariante
do algoritmo é a manutengdo de uma particdo ordenada £ do conjunto de linhas

{1,...,m} e outra C do conjunto de colunas {1,...,n} da matriz de entrada, além
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de uma lista K dos blocos definidos por £ e C que sabidamente sdo constantes. A
cada iteracao, ou alguma parte de £ ou C é substituida por duas outras, ou um novo
bloco é adicionado em K. O algoritmo termina quando K possuir todos os blocos
definidos por £ e C, condigao sob a qual o algoritmo poderd entdo gerar uma ou mais
ordenacoes lexicogréficas duplas de M (no caso de vérias, todas serdo equivalentes,
isto é, todas resultam numa mesma ordenagéo lexicogrifica dupla). Nem todas as

ordenagoes lexicograficas duplas sao geradas pelo algoritmo.

Descrigao do Algoritmo de Lubiw — Paige e Tarjan
Entrada: Matriz racional M m xn

Saida: Uma ordenagao lexicografica dupla de M

1) L= ({1,....m}); C—=({1,...,n}); K0
Seja B(L,C) o conjunto dos blocos definidos por L e C

(ii) Enquanto existe bloco ndo-constante faga

(a) Seja B = (L;,C;) um bloco ndo-constante tal que ndo exista (L,,Cs) €
B(L,C)\ K de modo que 1 < r e j <s. Em outras palavras, B é o bloco
posterior em relacdo as partes de L e posterior em relacdo as partes de

C.

(b) Se B é um bloco constante, adicione-o a K.
Senao se B possui uma linha separadora [ € L;, entao substitua C; em
C pelo par de partes {c € C; | M(l,c) # maz(B)} e {c € C; | M(l,c) =
max(B)}, nesta ordem. Caso contrdrio, pelo Lema 2.18, B possui uma
coluna separadora ¢ € C; e L; deve ser substituido em £ analogamente
pelo par de partes {{ € L; | M(l,c) # mazx(B)} e {l € L; | M(l,c) =

maz(B)}, nesta ordem.

(ili) Qualquer ordenagédo linear de {1,...,m} consistente com £ e qualquer or-
denag8o linear de {1,...,n} consistente com C definem uma permutacao de
linhas e colunas respectivamente que resulta numa ordenagéo lexicogrifica du-

pla.
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Vejamos agora um exemplo de execucdo do algoritmo da Lubiw, Paige e Tarjan.

Considere a matriz real M abaixo.

M

3
4
8
3

[N L V]
W W W

O algoritmo ¢ inicializado com a particao das colunas contendo uma tinica parte
que ¢ o conjunto das linhas de M assim como a particio das colunas contendo
uma tnica parte que é o conjunto das colunas de M, ou seja, L = ({1,2,3,4}) e
C = ({1,2,3}). O algoritmo escolhe o tinico bloco B = ({1, 2, 3,4}, {1, 2,3}) para ser
refinado, onde maxz(B) = 8 e a linha separadora é a 3. Assim a particdo de colunas
foirefinada para C = ({1, 3}, {2}) e a de linhas nao foi alterada. Na iteracio seguinte,
o algoritmo escolhe o bloco B = ({1,2,3,4},{2}) para ser refinado, para o qual
maz(B) = 8 e a coluna separadora é a 2. Assim a particao de linhas foi refinada para
L= ({1,2,4}, {3}) e a de colunas néo foi alterada. O algoritmo segue escolhendo o
bloco B = ({1,2,4}, {2}) para ser refinado (o bloco ({3},{1,3}) também era uma
opgdo), para o qual maz(B) = 4 e a coluna separadora é a 2. Assim a particdo de
linhas foi refinada para £ = ({1,4},{2},{3}) e a de colunas néo foi alterada. Na,
iteragio posterior, o bloco escolhido para ser refinado é B = ({3}, {1, 3}), para o qual
maz(B) = 4 e alinha separadora é a 3. Assim a particao de colunas foi refinada para.
C = ({3}, {1},{2}) e a de linhas néo foi alterada. O algoritmo continua escolhendo o
bloco B = ({1,4}, {3}) para ser refinado. maz(B) = 4 e a coluna separadora é a 3.
Assim a particdo de linhas foi refinada para £ = ({4}, {1}, {2}, {3}) e a de colunas
nao foi alterada. O algoritmo termina pois todos os blocos sdo constantes. As
particoes terminam da seguinte forma £ = ({4}, {1}, {2}, {3}) e C = ({3}, {1}, {2}),
as quais definem a seguinte permutagao de linhas e colunas de M, constituindo uma

ordenacao lexicografica dupla desta matriz.

W oW o W
[ I
0o B W W

Corregao do algoritmo
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Teorema 2.19 (Correcdo do Algoritmo). Se M é uma matriz racional, o algoritmo
descrito acima tendo M como enltrada devolve uma ordenacio lexicogrdfica dupla

de M.

Demonstragdo. Seja M uma matriz m x n e ({1,...,m},<5),{1,...,n},<¢c) as
ordens lineares devolvidas pelo algoritmo, especificando uma permutacao de linhas
e colunas para gerar uma ordenagao lexicogréafica dupla M’. Queremos mostrar que
M’ é de fato uma ordenacdo lexicografica de M. Sejam d <¢ e um par de indices
de colunas que nesta ordem tenham ficado na ordenacgao final. Mostraremos que a
coluna d é menor ou igual a coluna e em M’. Desse resultado, juntamente com o
analogo para as linhas, segue a prova.

Suponha o contrario com o propésito de encontrar um absurdo. Logo, existe
1<t <mtal que M(t,d) > M(i,e) e para todo ¢t < ', M(t',d) = M(t, e).

Como os valores das colunas d e e de M’ para ao menos a linha ¢ ndo so iguais,
tais colunas nao podem ter terminado numa mesma parte da particao de colunas.
Logo, em algum passo P do algoritmo, as colunas d e e foram colocadas em partes
diferentes da particdo de colunas. Seja By = (L1, Ci) o bloco que foi dividido
no passo P, pela linha separadora escolhida s € L;. Note que s <, ¢, pois caso
contrario se t <, s, entdo M (s,d) = M(s,e) pela definigdo de ¢, o que contradiz o
fato de s ser uma linha separadora em que as colunas d e e passem a estar em partes
diferentes. Além disso, t ndo pode pertencer a algum bloco L; posterior a L, pois
pela escolha de B, todos os blocos (L;, Cy) sdo constantes, mas M (t,d) > M(t,e).
Como partes distintas de uma partigdo de linhas ou colunas nao trocam de ordem
durante o algoritmo, entdo t € L;. A proxima figura mostra uma visao geral deste
passo P;.

Como t € Ly, entdo M(t,d) < max(B;). Observe que, como d <¢ e, entdo
M(s,d) < maz(By) = M(s,e). Logo, M(t,d) < M(s,e). Além disso, como
M(t,d) > M(t,e), segue que M(t,e) < M(s,e).

Note que as linhas s, ¢ pertencem a um mesmo bloco no passo P, mas a blocos
diferentes na ordenagao final, dado que discordam de um valor ao menos pela coluna
e. Seja P, o passo, posterior a P;, no qual as linhas s e £ sdo colocadas em diferentes
partes da parti¢do de linhas. Seja By = (Lg, C2) 0 bloco que serd dividido pela coluna.

separadora escolhida ¢ € Cy no passo Py. Como s <, t, M(s,c) < maz(By) =
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2 u g oM

M(t,c).

Vejamos onde estaria a coluna ¢ posicionada no passo P;. Note que ¢ ndo poderia
pertencer a nenhuma parte C; na particdo de colunas posterior a Cf, pois neste
caso M (s,c) seria igual a M(t,c) pela escolha de B;. Além disso, ao final de P,
¢ nao pode ter ficado na mesma parte em que ficou a coluna e, pois neste caso
M(s,c) = max(B;) > M(t,c) contrariando M(s,c) < M(¢,c). Portanto, ao final do
passo P, a coluna ¢ ficou numa parte da particio de colunas anterior aquela que
contém e. Como a posigdo entre as partes é um invariante, entao em P, a coluna
e estd numa parte C; posterior & Cy. Logo, pela escolha de By, o bloco (L, Cj) ¢
constante. Em particular, M (s,e) = M (t,e), contrariando a conclus@o anterior de

que M(t,e) < M(s,e). O

Complexidade do algoritmo

Em seu trabalho, Lubiw [18] propdés uma estrutura de dados e uma imple-
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mentagdo cuja complexidade de tempo ¢é de O((e +m +n)log*(e +m+n)+m+n),
sendo M uma matriz de entrada m X n e e o niimero de elementos de M diferentes
do menor elemento.

Paige e Tarjan, baseados no algoritmo acima, observaram que com uma imple-
mentagado melhorada a complexidade de tempo é de O((elog(m +n)) +m +n). No
caso particular de matrizes binarias representando as matrizes bipartidas de gra-
fos bipartidos, temos que e é igual ao nimero de arestas do grafo e m -+ n é igual
ao nimero de seus vértices. Embora hajam muitas semelhancas nas duas imple-
mentacoes, como por exemplo, a matriz de entrada que é dada por um conjunto
de triplas (das entradas ndo-nulas da matriz), a implementagao de Paige e Tarjan
difere em dois pontos em relagdo a de Lubiw, os quais descrevemos a seguir.

A primeira diferenca é na sele¢io do bloco a ser refinado no passo (ii)(a). Na
implementacdo de Lubiw, é feita uma ordem total dos blocos de baixo para cima
dentro de cada conjunto de colunas que define um bloco e da direita para esquerda
dentro de cada conjunto de linhas que define um bloco. Paige e Tarjan propuseram
uma ordem parcial destes blocos, de modo que um bloco néo-constante (L, C) pre-
cede um bloco néo-constante (L', C') quando L = L' ¢ C' estd apds C' na partigdo
ordenada de colunas ou C' = C’ e L estd apds L' na particao ordenada de linhas.
Esta relaxagao permite melhorar a complexidade de tempo do algoritmo.

A segunda, diferenca é quando hi tanto uma linha separadora quanto uma coluna
separadora no bloco sendo refinado no passo (ii)(b). Pela implementagdo de Lubiw,
escolhe-se arbitrariamente uma linha ou coluna separadora. Na implementacio de
Paige e Tarjan contudo uma coluna separadora sé é escolhida quando nao hé linha
separadora do bloco.

Embora haja essas diferengas na implementagio, a redugdo da complexidade de
tempo na abordagem de Paige e Tarjan se deve também a uma analise mais precisa

do tempo gasto por cada passo da implementacao.

2.2.2 O algoritmo de Spinrad

O algoritmo a seguir foi apresentado por Spinrad e encontra uma ordenagao le-
xicografica dupla de matrizes bindrias densas em tempo O(i7), melhorando o tempo

de execucgdo para determinar quando uma matriz bindria densa é totalmente ba-
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lanceada, quando um grafo é fortemente cordal e para o nosso interesse principal,
quando um grafo é bipartido cordal. Informativamente, o autor deste algoritmo
também usou ordenagao lexicografica dupla como uma sub-rotina em algoritmos efi-
cientes para reconhecer grafos de trapézios (cf. [19]) e grafos arco-circulares (cf. [9]).
O algoritmo de Spinrad produz uma ordenagéo lexicografica dupla de uma matriz
bindria M com o seguinte processo.

Mantém-se uma particdo £ do conjunto de linhas e C do conjunto de colunas e
define-se a matriz M’ como uma permutagao das linhas 7, e colunas nc de M, tal
que a reordenacao de colunas deve ser consistente com C e a reordenacao de linhas
consistente com £. Em outras palavras, se 7, é uma permutacio do conjunto de
linhas e n uma permutacdo do conjunto de colunas consistentes respectivamente
com L e C, entdo (i) se Ly, Ls € L, L1 < Ly, entdo n.(l1) < mz(ly) para todo
Iy € Ly,ly € Ly; e (i) se C1,Cy € C, Cy < Cy, entdo me(c1) < we(ce) para todo
c1 € C1,cy € Cs.

Iterativamente, respeita-se o seguinte invariante: (i) se Ly, Ly € L, L1 < Ly,
entdo para todo ly € Ly,ly € Ly, M'(mc(lh),*) < M'(mc(le), *); (i) se C1,Cy € C,
Cy < Cy, entdo para todo ¢ € Ch,co € Co, M'(x,7c(c1)) < M'(x,mc(ca)). O
processo iterativo termina quando é possivel garantir as seguintes condigdes: (i) se
L € L, entdo para todo ly,ly € L, M'(mz(ly),*) = M'(mc(l2),*); (ii) se C € C,
entdo para todo ci,ca € C, M'(x,mc(c1)) = M'(*,mc(c2)). Tal condigdo de escape
da iteracao, reforcada pelas condigbes garantidas por seu invariante, mostram que
e € e constituem uma ordenacao lexicografica dupla de M.

Inicialmente, o invariante pode ser trivialmente atingido fazendo-se L ser o con-
junto com todo o conjunto de linhas e C ser o conjunto com todo o conjunto de
colunas. A estratégia geral da iteragdo, entdo, é descrita da seguinte forma. Dados
Le LeC e, demodo que todo bloco posterior a (L,C) em £ ou em C ja tenham
sido visitados (o tnico bloco inicial é considerado néo-visitado), realiza-se o proce-
dimento de refinamento, que constitui de uma tentativa de particionar os conjuntos
L e C. Tal processo de refinamento toma como entrada portanto um bloco que
pode gerar diversos blocos. Alguns de tais blocos serao marcados como visitados,
enquanto outros como nao-visitados.

O objetivo do refinamento é produzir na submatriz definida pelo bloco (L, (')
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0 0
0 .. lo
0 0 1 0 0 1
0 0 1 0 01
—
o0 1 1 1 0 1 141
0o 1 1 1 0 1 1|1
o o0 1 1 1 1 0 0|1 1 1|1
o 1 1t 1 1 1 1 0|1 1 1 1 1|1

Figura 2.1: Triangularizacao desejada de 1’s e refinamento do particionamento.

uma, configuracao triangular de 1's conforme esquematizado na Figura 2.1 (& es-
querda). Considerando-se isto possivel, entdo podemos refinar L e C' mantendo-
se o invariante conforme representado pela Figura 2.1 (& direita). Neste ponto,
como podemos notar no exemplo, produz-se diversos blocos constantes, os quais sao
entdo marcados como visitados. O processo continua refinando-se um outro bloco
nao-visitado para o qual todo bloco posterior a ele em £ ou em C ja tenham sido
visitados.

Note que, supondo que cada chamada deste procedimento de refinamento dos
blocos nao-visitados retornarem partigoes tais que permutacgoes consistentes com tais
particOes sdo ordenagoes lexicograficas duplas das respectivas submatrizes, entao de
fato a particdo da matriz inteira é tal que permutagtes consistentes com ela serao
ordenacoes lexicograficas duplas da matriz.

A descrigdo do algoritmo, que utiliza a rotina Refinar como sub-rotina, é forma-
lizada a seguir por seus pseudo-cédigos.

Descricao da Rotina Particionar

Entrada: Matriz binaria M m x n

Saida: Uma ordenacgao lexicografica dupla de M

(i) L« ({1,...,m}); C «— ({1,...,n}) // conjunto de linhas e colunas
(ii) Marcar o tnico bloco criado como nao-visitado
(ili) Enquanto houver um bloco néo-visitado faga

(a) Seja L a ultima parte de £ que possua um bloco nao-visitado;
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(b) Seja C a parte de C mais & direita tal que (L, C) seja néo-visitado;

(c) Se C é constante entdo marque (L, C) como visitado, sendo substituir L

e C pelos refinamentos devolvidos por Refinar(L, C)

(iv) Devolva uma permutagéo de linhas e colunas consistente com L e C

Descricao da Rotina Refinar
Entrada: L € L, C € C tal que (L, C) nfo é um bloco constante
Saida: Refinamento de L e C
i) £ —0;C" —(C)
ii) Para cada [ € L faga
(i) ¢
(a) Seja C" a tltima parte de C’
(b) Enquanto (C’ é definido) e (M(l,c) = 1 para todo ¢ € (') faca
i. C'" « parte anterior a C’ de C’
(c) Se (C” é definido) e (M(l,c) =1 para algum c € C') entéo
i. Che—{ceC | M(,c)=0}C«—{celC|M(lc) =1}
ii. Substituir ¢’ em C’ por G}, C} (nesta ordem)
(iii) Para cada [ € L faca
(a) F(l) « a parte C' mais & direita de C' tal que (M(l,c) = 0 para todo
c € C"). Deixe F(I) indefinida se M(l,c) = 1 para todo c € (',
(iv) Para cada C' em C’ decrescentemente e C' = ) faca,
(a) ' — {le L|F()=C"}
(b) Se L' + () entéo
i. Acrescente L' como ultima parte de £’

(v) Devolva L', C’

A Figura 2.2 mostra graficamente o resultado do refinamento de uma matriz
hipotética realizado pelo algoritmo, evidenciando a estrutura de 1’s triangularizados

obtida em sua conclusdo. A esquerda da figura, é representada por linhas verticais
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Vejamos agora um exemplo de execugdo do procedimento Refinar. Considere a

matriz M abaixo.

0
0
0
M =
1
1
1

—_ O O = =

0
1
0
1
0
1

[ e =
= e e

0
1
1
0
0
0

O algoritmo ¢ inicializado com a parti¢do das colunas contendo uma tnica parte
({1,2,3,4,5,6}) com o conjunto das colunas de M. O algoritmo percorre cada
linha tentando fazer uma particdo das colunas. A linha 1 divide a dnica parte da
particdo das colunas em duas partes que correspondem aos vizinhos e nao-vizinhos
de 1, resultando em C = ({1,3,6},{2,4,5}). A linha 2 divide a parte {2,4,5}
em {2},{4,5}, portanto C = ({1,3,6},{2},{4,5}). A linha 3 ndo divide a parte
{4,5} pois sdo ambos vizinhos de 3, 0 mesmo ocorre com a parte {2}. Ja a parte
{1,3,6} possui vizinhos e ndo-vizinhos e serd portanto dividida em {1,6},{3}. A
nova partigao serd C = ({1,6},{3},{2},{4,5}). A linha 4 ndo dividird nenhuma
parte pois {4,5} sao ambos néo-vizinhos de 4 {condigéo do passo (ii)(c)) e portanto
a particao continuard C = ({1,6}, {3}, {2}, {4,5}). A linha 5 é vizinha de 4 mas
nao de 5, e portanto C = ({1,6},{3}, {2}, {5}, {4}). Como 4 ¢é vizinho da linha
6, a préxima parte a ser analisada é a parte {5} que também é vizinha da linha
6. Mas 2 nio ¢é vizinho da linha 6. Assim a particio de colunas termina igual a
C=({1,6},{3}, {2}, {5}, {4}).

Para a particdo das linhas, colocamos as linhas que possuem o primeiro 0 mais a
direita em partes mais anteriores, sendo que linhas que possuem a mesma quantidade
de 1’s antes do aparecimento do primeiro 0 ficam na mesma parte. Assim, no
exemplo acima a linha 1 fica na parte {3}, a linha 2 fica na parte {2}, a linha 3 fica
na parte {1, 6}, a linha 4 fica na parte {4}, a linha 5 fica na parte {5} e a linha 6 fica
na parte {2}. A particdo das linhas serd portanto £ = ({4}, {5}, {2, 6}, {1}, {3}).

Portanto, se o algoritmo tiver como entrada a matriz M apresentada ante-
riormente, a primeira chamada & sub-rotina Refinar gera a particdo de colunas
C = ({1,6},{3}, {2}, {5}, {4}) e a particio de linhas £ = ({4}, {5}, {2,6}, {1}, {3}).

Como as partes {3} e {1} da partigio de linhas ja refinaram todas as partes da
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particdo de colunas, entao o algoritmo continuard com o refinamento do bloco
({2,6},{3}), ou seja, serd invocado Refinar({2,6}, {3}), que refinard a parte em
duas partes obtendo uma nova particao de linhas £ = {{4}, {5}, {6}, {2}, {1}, {3}}.
O préximo a ser refinado, ({2}, {1,6}), faz com que a nova partigdo de colunas seja
C = ({6},{1},{3}, {2}, {5}, {4}). Nesse momento todas as partes contém exata-

mente um elemento, logo ndo havera mais refinamentos.

Correcao do algoritmo

Lema 2.20. Sejam [y e ly linhas de M. Considerando a ordenacgao final das linhas
e colunas gerada pela rotina Particionar(M ), seja ¢ a iltima coluna onde essas duas
linhas diferem. Entdo ly e ly sdo colocadas em partes diferentes da parti¢do de linhas

apds a chamada Refinar(X,Y ) tal que X contém Iy ely e Y contém c.

Demonstracao. Seja X uma parte da particao de linhas que contém as duas linhas
l1 e ly. Seja C a parte que contém ¢ na particdo de colunas.

Como [y e Il diferem em pelo menos uma coluna ¢ e ao final da execugao da
rotina Particionar(M) todos os pares de partes serdo examinados, entdo em alguma
chamada & rotina Refinar(X,Y ™), {1 e l5 serdo colocadas em partes diferentes. Vamos
mostrar que isso ocorre exatamente quando Y* = C.

Suponha que Y™* seja uma parte que sucede da parte C' na particao de colunas.
Como ¢ é a tltima coluna onde essas duas linhas diferem na ordenagéo final das
linhas e colunas, entao todas as colunas que aparecem em Y™ aparecerao depois de
¢ na ordenacao final e portanto l; e ls concordam em todas as colunas de Y*. Logo,
l1 e lp ficariam na mesma parte ao final da execugao rotina Refinar(X,Y™).

Se por outro lado, Y* for uma parte que estd antes da parte C' na particdo
de colunas, entdo, como a rotina Particionar sempre escolhe a 1ltima parte nao
examinada entao a chamada Refinar(X,C) serd executada antes da Refinar(X,Y™).
Lembre que l; e Iy discordam na coluna ¢ € C portanto apds essa chamada [; e [y

nao ficaram ambos em X, contradizendo o assumido. (Il
A prova do Lema a seguir é andloga a anterior.

Lema 2.21. Sejam c; e ¢y colunas de M. Considerando a ordenagdo final das linhas

e colunas gerada pela Totina Particionar(M ), seja | a dltima linha onde essas duas
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colunas diferem. Entdo ¢, e co sdo colocadas em partes diferentes da particao de

colunas apds a chamada Refinar(X,Y ) tal que X contém [ e Y contém ci e ca.

Demonstracdo. Seja Y wma parte da particdo de colunas que contém as duas colunas
c1 € c3. Seja L a parte que contém [ na particao de linhas.

Como ¢; e ¢y diferem em pelo menos uma linha [ e ao final da execugdo da
rotina Particionar(M) todos os pares de partes serdo examinados, entdo em alguma
chamada & rotina Refinar(X*,Y'), ¢; e ¢y serdo colocadas em partes diferentes. Vamos
mostrar que isso ocorre exatamente quando X* = L.

Suponha que X* seja uma parte que sucede da parte L na particdo de linhas.
Para cada linha [; € X, ou [; é adjacente a ¢; e ¢z, ou [; ndo é adjacente nem a ¢; e
nem acy. Portanto, em ambos os casos quando Y for separado por I; ¢ e cq ficardo
na mesma parte da particao de colunas.

Se por outro lado, X* for uma parte que estd antes da parte L na partigado
de linhas. Como a rotina Refinar(X*Y") néo serd executada antes da chamada
Refinar(L,Y) e ¢; e ¢y discordam na linha [ € L portanto apds essa chamada c; e ¢y

serdo separados. ]

Lema 2.22. Considere qualquer par de linhas Iy e ly tal que Iy vem antes de l; na
ordenacdo final. Seja ¢ a llima coluna da ordenacdo final na qual as duas linhas

diferem. Entdo c é um vizinho de ly.

Demonstracdo. Seja Refinar(X,Y) a tiltima chamada tal que X contenha o par de
linhas ; e [y e Y contenha c. Neste passo, [; e [y ser@o colocadas em partes distintas
conforme o Lema 2.20. Seja Y1,Ys,..., Y., ..., onde ¢ € Y., o refinamento de YV
ocassionado pela execucao deste passo do algoritmo.

Lembrando que o refinamento de Y refina X, onde cada linha [ de X é colocada
na lista correspondente ao ltimo bloco de Y que contém um nao-vizinho de [, entao
nenhuma das linhas {/1, 3} pode ser colocada na lista de partes que sucedem Y,. Isso
porque todas as partes que sucedem Y, também ocorrem depois de ¢ na ordenagao
final e ¢ é a tiltima coluna da ordenagao final na qual as duas linhas diferem, portanto
[y e Iy concordam em todas as colunas que ocorrem em partes que sucedem Y.
Como [y e [l s80o colocadas em listas de partes distintas e discordam na coluna c,

entdo exatamente uma das linhas {/y,ls} ¢ colocada na lista correspondentes a parte
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predecessora de Y,. Como as linhas colocadas em listas de partes que ocorrem antes
ocorrem depois na ordenagao final, entao [y deve ser a linha que é colocada na parte
predecessora de Y,. Como tal parte ¢ a tltima de Y que contém nao-vizinhos de g,

por definicao, entdo Iy tem um 1 na coluna c. 1

Lema 2.23. Considere qualquer par de colunas ¢; e ¢y tal que ¢y vem antes de cy
na ordenacdo final. Sejal a iltima linha da ordenagdo final na qual as duas colunas

diferem. Entdo | é um vizinho de c;.

Demonstragio. Seja Refinar(X,Y) a tdltima chamada tal que X contenha [ ¢ YV
contenha o par de colunas c¢; e ¢,. Neste passo, ¢; e ¢y serdo colocadas em partes
distintas conforme Lema 2.21. Seja Y7,Ys,...,Ye, ..., Yo, ..., onde ¢ € Yo, e
¢ € Y,,, o refinamento de Y ocasionado pela execucao deste passo do algoritmo.

Observe que existe uma linha /; € X que separa a parte W que contém c¢; e ¢y
em vizinhos e nao-vizinhos de [;. Como I; separa W e o algoritmo sempre refina a
ultima parte que contém pelo menos um néo-vizinho, entao I; é adjacente a todas
as colunas que ocorrem depois de W na subparticao de Y.

Como os vizinhos de I; sao colocados depois dos nao-vizinhos de I; e I; é adjacente
a cy € Y., entdo l; é adjacente a todas as colunas que ocorrem na parte Y, e
sucessoras na subparticao de Y. Portanto, [; serd colocado na lista de uma parte
que precede Y., na subparticao de Y.

Como [ é a ultima linha na qual ¢; e ¢y diferem, entao [ aparece depois de [; na
ordenagao final. Como as linhas colocadas em lista de partes que ocorrem antes,
aparecem depois na ordenagao final, entao [ é colocada na lista de uma parte que
ocorre antes de Y. Isso significa que tal parte é a tUltima parte que contém um
néo-vizinho de [, portanto [ é vizinho de todas as colunas em Y,,, em particular [ é

vizinho de c¢s. O
A combinagao dos Lemas 2.22 e 2.23 nos remete ao seguinte Teorema.

Teorema 2.24 (Spinrad [23]). A saida da chamada d rotina Particionar(M ) é uma

ordenagéo lexicogrifica dupla da Matriz M.
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2.3 Matrizes livres de gama

Seja. M uma matriz bindria. Uma estrutura I em M consiste de um par de linhas
li <l e um par de colunas c¢; < ¢ tais que M(ly,¢1) = M(l1,¢) = M(ly, ) =1
e M(lp,co) = 0. Uma matriz é dita ser livre de I' quando ndo possuir nenhuma
estrutura I'. Uma ordenacgdo livre de I' de uma matriz é uma permutacao de suas

linhas e colunas tal que a matriz resultante seja livre de I'.

M =

Veremos adiante que as matrizes livres de I' serdo fundamentais no reconheci-
mento dos grafos bipartidos cordais. Um dos resultados principais a ser utilizado
no reconhecimento é o apresentado a seguir, que relaciona matrizes livres de T',

ordenacoes lexicograficas duplas e grafos bipartidos cordais.

Teorema 2.25 (Anstee e Farber [2], Lubiw [18], Hoffman, Kolen e Sakarovitch [14]).
Se um grafo G € bipartido cordal entdo toda ordenacdo lexicogrifica dupla de sua

matriz bipartida é livre de I.

Demonstracdo. Seja M uma ordenagdo lexicografica dupla da matriz bipartida de
G. Suponha, com o propdsito de encontrar um absurdo, que M possua um I'. Desta
maneira, sejam [; < Iy linhas e ¢; < ¢y colunas formando um I' em M, conforme

ilustrado a seguir.

c1 - c2
Lt 1 - 1
la 1 0
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Como M é resultado de uma ordenacao lexicogrifica dupla e 3 > [, entdo
M(ly, %) > M(ly, *). Seja cz a tltima coluna em que as linhas [; e [; diferem. Logo,
M(ly,c3) =0 e M(la,c3) = 1. Como M(ly,c) =1 e M(la,ca) = 0, entdo c3 > ca.

Analogamente para as linhas, concluimos que existe l3 > [y representando a
tiltima linha em que as colunas ¢; e ¢, diferem, tal que M(l3,c;) =0e M(l3,¢) = 1.

A préxima, figura resume a configuracao deduzida.

1 -+ e - c3
!~ 1 -« 0 - 1
sl 0o -+ 1 - 7

Note que M(l3,c3) = 0, pois caso contrério se M(ls,c3) = 1, existiria um ciclo
induzido (I3, ¢y, l1,¢1, 2, c3) em G de tamanho 6, contrariando o fato do grafo ser
bipartido cordal.

Raciocinando de maneira similar, como M (I3, %) > M (l2, *), M (*,c3) > M (x,c3)
por estarmos tratando de uma ordenagéo lexicografica dupla, podemos definir I > I3
(resp. ¢4 > c3) representando a ltima linha (resp. coluna) em que as colunas c; e cs
(resp. Iy e I3) diferem, e seremos forgados a concluir que M (ly, cs) = 0 evitando-se
a formacio de um Cg induzido. Este processo se aplica indefinidamente para as
Gltimas duas linhas e duas colunas definidas, contrariando o fato de G ser um grafo

finito. O

2.4 Grafos bipartidos de eliminacao perfeita

Para esta secdo, por conveniéncia, denotaremos por G — {es, ..., e} como sendo
G[{v € V(G) | v néo é um extremo de e; para algum 1 <7 < k}].

Um grafo bipartido G = (X, Y, E) é chamado grafo bipartido de eliminacao per-

feita se existir uma sequéncia de arestas duas a duas ndo-adjacentes ey, ..., e, tal
que:
(i) e; é uma aresta bi-simplicial em G — {e1,...,e;—1} para todo i;
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(ii) B(G —{e1,...,en}) =0.

Chamamos o = [ey, ..., e,] de um esquema se as duas condicoes anteriores sao

satisfeitas e de um esquema parcial se somente a primeira condigdo é satisfeita.

Exemplo 2.26. Os grafos bipartidos completos K, , sdo bipartidos de elimina-
cao perfeita, pois todas as arestas sdo bi-simpliciais, a unido das vizinhancas dos
extremos de qualquer aresta corresponde ao conjunto de vértices do préprio grafo,
que é um bipartido completo, e a retirada de uma aresta bi-simplicial do grafo resulta
num novo bipartido completo, isomorfo ao K, 1,-1. Em particular, um esquema ¢

dado por [T1y1, - . ., Zkyk|, onde k = min{m, n}.

O préximo teorema introduz a propriedade fundamental de um esquema de eli-

minacao perfeita, conduzindo inclusive a um algoritmo de reconhecimento.

Teorema 2.27 (Golumbic e Goss [13]). Se e € uma aresta bi-simplicial em um grafo
bipartido de eliminagdo perfeita G = (X,Y, E), entdo G — {e} ¢ um grafo bipartido

de eliminagdo perfeita.

Demonstragdo. Mostraremos que se [eq, . . ., en] é um esquema de G, entao existe um
outro esquema comecando por e = zy. Digamos que e; = z;1;, para cada 1 <17 < n.
Caso I: Se e = ¢;, para algum 1 <4 < n, entdo [e,e1,...,€i 1, €it1,...,6,) é UM
esquema, pois as arestas er,...,e;_; continuam bi-simpliciais pela hereditariedade
desta propriedade.
Caso II: Se z = z; e y = yj;, para algum 1 < 4,5 < n, com 4 # 7, entdo por

uma troca de rétulos entre X e Y, considere sem perda de generalidade que 4 < j.

Mostraremos que e = TiYi c ke [6, €1y 3 €i1,€i41y. -+, €51, e', Eitly - ,en] é um
esquema de G. Para as arestas eq,...,e;_1, a bi-simplicialidade continua a ocorrer
por ser esta uma propriedade hereditaria. Além disso, para as arestas ej;1,...,€,
a bi-simplicialidade continua a ocorrer pois G — {e, €1, ..., €i-1,€it1,-.,€j-1,€}] =
G —{ei,...,e;-1}. Mostraremos o restante em dois passos:
(i) aresta es, i < h < j, é bi-simplicial em G — {e,e1,...,€1, €41, ,Ch1}:
Seja E' = B(G — {e,e1,...,€i—1,€it1,---,€n-1}). Suponha que e, nio ¢ bi-

simplicial em G[E']. Logo, existem w € Ngigy(z1) e v € Ngrq(yn) tais que
wv ¢ E'. Como ey, é uma aresta bi-simplicial no esquema original, temos entao

existe uma, Uinica possibilidade:
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(a) somente w, entre w e v, é um vértice pertencente a uma aresta en-

tre ey, ...,e,_1, € portanto nao pertence a nenhuma aresta de F(G —
{e1,...,en_1}). Neste caso, como no caso anterior, concluimos que
w = y;. Seja B = E — {e,...,en—1}. Como e é uma aresta bi-

simplicial em G[E"], ou w ¢ V(G[E"]) ou v ¢ V(G[E"]) (ou ambos).
Como w,v € V(G[E']) e V(G|E']) — V(G[E"]) = {y:}, temos que w = y;.
Sem perda de generalidade, digamos que w = 7;. Portanto a aresta
zry; € E. Como z;y; é bi-simplicial em G—{ey,...,e;-1}, entdo zpy; € E.
Como zpy, é bi-simplicial em G — {e1,...,en_1}, entdo vy, € . Como
z;y; € bi-simplicial em G, entdo vy; € E e portanto vy; € £’ |, o que
contradiz vy; = vw ¢ F'.

O caso no qual somente v, entre w e v, é um vértice pertencente a uma

aresta entre e, ..., ep_1 é andlogo.
(ii) €’ é bi-simplicial em G — {e,e1,...,€i—1,€i41,-..,€j-1}:
Seja ' = E(G—{e,e1,...,€i-1,€41,..-,€j-1}). Como e = z;y; é bi-simplicial

em G e z:y;, ¢;y; € F, entdo ¢ = z;y; € E. Se € ndo é bi-simplicial em G[E'],
entdo existem w € Ngr(z;) e v € Nemy(ys) tais que wv ¢ £'. Como z;y; é
bi-simplicial em G — {ey,...,e;_1} entdo vy; € £. Como z;y; é bi-simplicial

em G — {e1,...,e;_1} entdo vw € F, uma contradicéo.

Caso ITI: Se um dos extremos de e = zy nao é ponta de nenhuma das arestas
que participam do esquema original [ey, . . ., e,], sem perda de generalidade, considere
T = x; para algum 1 <4 < mn ey # y,; para cada 1 < j < n. Mostraremos que
le,€1, ...\ €i1,€ix1, - ., Ep] é um esquema.

Para as arestas ey, . . . , ¢;_1 a bi-simplicialidade continua a ocorrer pela hereditari-
edade da propriedade. Sejai <h <neE' =FE(G—{e,e1,...,€i-1,€i11,---,Eh-1}).
Mostremos que ey, é bi-simplicial em G[E'].

Suponha o contrdrio e portanto que existem w € Ng(zn) € v € Na(vn)
tais que wv ¢ E'. O dnico vértice em Y que deixou de ser removido foi y; (e;
ndo participa mais do esquema), logo w = y;. Portanto, z,y; € E. Como =z;y; é
bi-simplicial em G — {ey,...,e;_1}, entdo zpy € E. Como z,y, é bi-simplicial em

G —{ey,...,en_1}, entdo vy € E. Como z;y é bi-simplicial em G, entéo vy; € F,
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contrariando vy; = vw ¢ E. O
Nem todo grafo bipartido é de eliminagao perfeita, como ilustrado a seguir.

Teorema 2.28 (Golumbic [12] — cap. 12, exerc. 3). Seja G um grafo constituido
pelos ciclos induzidos disjuntos Cy = (ay,...,a,) € Cy = (b, ..., by), n par, de modo
que a;b; € uma aresta se e somente se 145 € impar. Entdo, G é um grafo bipartido

que nao € de eliminacdo perfeita para cada n > 6.

Demonstracao. Um exemplo para n = 6 pode ser visto na figura a seguir.

I facil verificar que {a;, b; | 4 é impar} e {a;, b; | i é par} formam uma biparti¢ao
dos vértices de G. Supondo que G seja bipartido de eliminagao perfeita, entao existe

aresta e bi-simplicial em G. Uma das seguintes possibilidades ocorre:

(i) e € C, (andlogo se e € Cy);

Neste caso, € = arl(k modnt1), Para algum 1 < k < n. Note que existem
as arestas agd(k mod n+1) € Gk mod n+1)0((k+3) mod n+1), POIS €M ambos 0s casos as
somas dos indices dos vértices é impar. Além disso, B((k+3) mod n+1)0(k mod n+1) ¢
E(G), contrariando a hipétese de que e é bi-simplicial.

b {{k+3) mod n) + 1

- — —®b

(k mod n} + 1

a
k {(k mod n) + 1
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a a

i (i mod n) + 1

{{i-2) mod n) + 1 H a ({i+1) mod n} + 1

(ii) e = a;b; com i+ 7 impar:
Observe que numa ordem circular os indices sdo representados com a seguir:

Assim, Q((i~2) mod n+1)i € F mas a((;—2) mod n+1)A((i+1) mod nt+1) ¢ E(G) Além
disso, a((i+1) mod nt+1)0; € E(G) pois i+ j+2 é fmpar uma vez que i+ j também

o é. Portanto, novamente a hipétese de que e é bi-simplicial foi contradita.

{(i-2) mod n) + 1 ((i+1) mod n) + 1

(i

A classe dos grafos bipartidos de eliminagao perfeita inclui propriamente a classe
dos grafos bipartidos cordais 3.15. O grafo Cg com uma aresta pendurada em um
de seus vértices (Figura 2.4) é grafo bipartido de eliminagao perfeita mas nao ¢
grafo bipartido cordal. O esquema de eliminagdo para ele, com os rétulos abixo, é

[va7, U1 Vs, V3Ua).

No Capitulo 3 veremos mais resultados relacionando a classe dos grafos bipartidos

de eliminacgo perfeita com a classe dos grafos bipartidos cordais.
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Capitulo 3

Propriedades, Caracterizacoes e
Aplicacoes dos Grafos Bipartidos

Cordais

Neste capitulo compilamos as propriedades e caracterizagdes dos grafos biparti-
dos cordais encontradas na literatura. Como veremos adiante, tais caracterizacoes
utilizam abordagens bem distintas, entre elas: propriedades da vizinhanca, esquema
de eliminacao, separador minimal, subgrafos proibidos, matrizes livres de gama, en-
tre outras. Neste sentido, percebe-se que os grafos bipartidos cordais sao ricos em
estrutura, podendo ser vistos por diferentes pontos de vista, relacionando-se a diver-
sos problemas. Além disso, neste capitulo mostramos exemplos de aplicagoes onde
os grafos bipartidos cordais s@o empregados.

Na Secao 3.1, discutimos algumas propriedades gerais dos grafos bipartidos cor-
dais. Na Secao 3.2, apresentamos um resumo sobre as principais caracterizagoes dos
grafos bipartidos cordais, em particular aquelas que seréo importantes para as carac-
terizacoes e algoritmos de reconhecimento que se encontram no capitulo seguinte.
Finalmente, na Secao 3.3, apresentamos uma aplicagao na algebra linear onde os

grafos bipartidos cordais sao usados.
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3.1 Propriedades gerais dos bipartidos cordais

Os resultados a seguir apresentam propriedades importantes do grafos biparti-
dos cordais. Tais propriedades serdo utilizadas direta ou indiretamente nas caracte-
rizagoes e algoritmos de reconhecimento descritos nas se¢des seguintes. Em primeiro

lugar, uma propriedade bésica, mas importante, dos grafos bipartidos cordais:
Lema 3.1. A classe dos grafos bipartidos cordais € hereditdria.

Demonstragdo. Com o propdsito de encontrar um absurdo, suponha que o grafo G
seja bipartido cordal, mas G — v néo o seja para certo v € V(G), isto é, G — v ndo
seja bipartido ou tenha um ciclo induzido par de comprimento maior que 4. Como a
classe dos grafos biparidos é hereditaria, existe um ciclo induzido Cy em G — v para
algum k£ =3 ou k > 5. Como v ¢ V(Cy), entdo Cy também é subgrafo induzido de

G, uma contradigao. O

A préxima propriedade de grafos bipartidos cordais é baseada no conceito de

separacao de arestas.

Definicao 3.2. Um grafo bipartido G é dito separdvel se existirem uwm par ab, cd €
E(G) com a,b,c,d distintos e § C V(G) tais que as arestas ab e cd fiquem em

componentes conexas distintas de G — S.
Como consequéncia direta, podemos enunciar o seguinte resultado.

Lema 3.3. Um grafo bipartido G = (X, Y, E) é separdvel se e somente se existir

um par T1Y1, ToYe € B com x1, 15 € X e y1,1y2 € Y tais que z1ys ¢ F e zoy1 ¢ E.

Demonstragdo. Se G é separdvel, entdo existem 1y, Zoys € F com z1,zs € X tal
que a remocgao de um certo conjunto S C V(@) faz com que estas arestas fiquem
em componentes conexas distintas. Logo, z1y2 ¢ E e z2y1 ¢ E. Por outro lado,
se existir um par z,y1, T2y, € E com x1,29 € X, y1,¥2 € Y tal que 23y ¢ E e
Toy1 ¢ B, definimos S = V(G) — {x1, %2, Y1, v2} € claramente z1y; e Ty, ficam em

componentes conexas distintas de G — S. U

O conceito de separagio tem papel importante na classe dos grafos bipartidos
cordais. De fato, todo grafo bipartido que néo é separdvel é um grafo bipartido

cordal, como mostra o seguinte resultado.
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Lema 3.4 (Golumbic [12]). Todo grafo bipartido néao-separdvel é bipartido cordal.

Demonstracdo. Seja G = (X,Y, E) um grafo bipartido néo-separdvel com ciclo in-
duzido C,, = (%1, Y1, %2, Y2, . - -, Tk, Y), & > 3. Como as arestas z1y; € T3ys nao séo
separaveis, entdo pelo menos umas das arestas z1yq, 3y1 pertence a F(G). Ou seja,
Cy tem uma corda, contrariando o fato do ciclo ser induzido. Logo, G é um grafo

bipartido cordal. 1

Observacao 3.5. Existem grafos bipartidos cordais separaveis, como pode ser visto

na Figura 3.1.

a s}

miim

S

Figura 3.1: Exemplo de grafo bipartido cordal separivel.

Em resumo: a classe dos grafos bipartidos nfo-separaveis estd propriamente
contida naquela dos grafos bipartidos cordais. Além disso, podemos citar mais uma

propriedade de um grafo bipartido nao-separdvel.

Teorema 3.6 (Golumbic [12]). Se wm grafo bipartido é néo-separdvel, entdo cada

vértice v nao-isolado deste grafo possui uma aresta bi-simplicial incidente a v.

Demonstragdo. Seja. G = (X,Y, F) um grafo bipartido ndo-separdvel. Suponha
que exista um vértice ndo-isolado yo € V(G) que ndo possui nenhuma aresta bi-
simplicial incidente a ele. Sem perda de generalidade considere yy € Y. Seja zy €
N(yg). Mostraremos, por indugdo em k, que existem Xy = {xg,21,..., 25} ¢ Vi =

{Y0,y1,- .-, Yk} para todo k > 0 tais que:
(1) XOCXIC"'CXk;
(i) z;y,; se ¢ somentese 0 <4, <ke(j=0o0ui<j).

Logo, como X, existe para todo k > 0, pela propriedade (i) concluimos que G é
infinito, o que contraria o fato de estarmos trabalhando com grafos finitos, seguindo

o resultado. Tratemos de provar a indugao.
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Trivialmente a proposicao vale para Xy = {zo} ¢ Yo = {yo}. Suponha que as
condicoes sejam verdadeiras para algum k£ > 0. Formemos Xjy; e Y1 como se
segue. Note que z; é adjacente somente a yp em Y) pela propriedade (ii). Como
ZrYo ndo € bi-simplicial, sejam zx11 € X e ypyq € Y, distintos de z;, e o, tais que
Tkt190, ThYrt+1 € B e Tprypr1 € B. Como x é adjacente em Yy, somente a yp, entdo
Ykt1 ¢ Yi. Por outro lado, para cada 0 < i < k, como zy;41 ¢ F e além disso as
arestas z;Y;11 € TxYpt1 nAO s80 separaveis, entdo ;Y1 € F. Como Tgi1vky1 ¢ F,
entdo x41 ¢ Xji. Finalmente, para cada 0 <4 < k, zp1y; ¢ F, pois caso contrdrio,
como ZxY; ¢ B, Tir1yer1 ¢ F, as arestas z4117; © TrYry1 seriam separaveis. B trivial

verificar que as condigbes (i) e (ii) valem para X1 e Yi g O

Tratemos agora dos grafos bipartidos separaveis. O préximo lema evidencia como

sao os separadores de arestas de grafos bipartidos cordais.

Lema 3.7. Se G = (X,Y, F) é um grafo bipartido cordal separdvel e S é um sepa-

rador de arestas minimal, entdo S é uma biclique.

Demonstracao. Se S C X ou S C Y o resultado é trivialmente verdade. Suponha,
com o propdsito de encontrar um absurdo, que existam s, € SN X es, € SNY
tais que szs, ¢ F.

Sejam z1y1 e T2y as arestas separadas por S e Gq, Gy as componentes conexas
de G—S. Como S é minimal, seja =} € V(Gy) (resp. y; € V(G1)) tal que
zisy € E (resp. yis; € E) e z) (resp. y;) pertenca a um caminho entre um vértice
da aresta z;y; e um vértice da aresta zay,. Defina 25,1y, € V(Gy) de maneira
andloga. Seja ¢} = ui,...,ur = y; (resp. zp = u?,...,u} = y}) um caminho
minimo entre z; e y; (resp. = e y4) tal que u; € V(Gy) para cada 1 <4 < k (resp.
u? € V(Gy) para cada 1 <4 < [). Como uju? ¢ E paratodo1<i<k,1<j5 </,

1

entdo (2] = ui, ..., Uy = Ui, Sz, Yo = U2, ..., u2 = x4, 8,, 7)) é um ciclo induzido de

tamanho maior ou igual a 6, um absurdo. O

Os grafos bipartidos cordais nfo-separdveis possuem, pelo Teorema 3.6, arestas
bi-simpliciais incidentes a todo vértice nao-isolado. O préximo teorema mostra como

as arestas bi-simpliciais se relacionam com os grafos bipartidos cordais separaveis,

Teorema 3.8 (Golumbic [12, 11)). Seja G = (X, Y, E) um grafo bipartido cordal.

Se G é separdvel, entao G tem duas arestas bi-simpliciais separdveis.
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Demonstracao. Trivialmente, os menores grafos separaveis sdo aqueles que deixam,
apds a remocao de um separador de arestas minimal .S, apenas duas arestas. Pelo
Lema 3.7, S é uma biclique de G. Logo, tais arestas sao simpliciais de G. Suponha
que o resultado seja verdadeiro para todo grafo com menos vértices do que G. Como
GG é separavel, seja S um separador minimal de um par de arestas, digamos z,vy, e
Zyyp. Novamente pelo Lema 3.7 sabemos que S é uma biclique. Sejam G4 e Gp as
componentes conexas de G[XUY —S]. Mostraremos que G4UG|[S] (resp. GgUGIS])
possui uma aresta zy bi-simplicial tal que z,y € V(G4) (resp. z,y € V(Gg)),
seguindo o resultado. Tratemos de provar esta afirmagao.

Caso I: G4 U G[S5] é separdvel.

Suponha com o propdsito de encontrar um absurdo que G4 U G[S] néo seja
separdvel. Por hipétese de indugdo, GAUG(S] possui arestas bi-simpliciais separdveis
T1Y1 € TaYa. OS¢ T1,y1 € V(G4) ou z1,y1 € V(G4), ndo hi nada a provar. Caso
contrario, 1,4 (resp. 2, ¥y2) néo pertencem ambos a V(G ,4). Por outro lado, como
S é uma biclique, z1,¥ys (resp. z2,7;) ndo pertencem ambos a S. Portanto, resta
mostrar que a configuragdo 1,z € S, ¥1,y2 € V(G4) (e analogamente x1,z, €
V(GA), y1,y2 € S) também ndo é possivel, seguindo a afirmagao que tinhamos por
objetivo demonstrar.

Suponha que z1,29 € S e y1,y2 € V(G4). Unindo-se um caminho minimo
Y1,01,...,0, Y2 €m G4 com um caminho minimo xj,0b1,...,b0s,2; tal que b; €
V(Gg), 1 < i < s, obtém-se um ciclo de tamanho maior ou igual a 6 que por-
tanto deve ter uma corda. No entanto, a;b; ¢ F(G) paratodo1 <i<r,1<j <s.
Portanto, existe ou a corda x93, ou a corda z,y1, ambas contradizendo a separabi-
lidade de z1y1 € Z2y2.

Caso II: G4 U G[S] é ndo-separdvel.

Seja z1y2 € E(G4). Pelo Teorema 3.6, existem vértices y; e x4 tais que z1y €
E(G4UG|S]) e zoys € E(G4UG[S]) sdo arestas bi-simpliciais em G4 UG[S]. Se z,
ou y; pertencem a V(G y4), entdo segue a afirmagdo que pretendfamos mostrar. Logo,
considere z5,y; € S. Como S é uma biclique de G, entdo z,y; € E(G4UG[S]). Além
disso, Ng,ucis)(T1) 2 Ne,ucis)(%2), pois Zays é bi-simplicial em G4 U G[S] e z1y, é
uma, aresta. Do mesmo modo Ng ,uais)(#2) 2 Naauais) (1), pois z1y1 é bi-simplicial

em G4 UG[S) e zyy; é uma aresta. Portanto, Ng,uas)(%1) = Neuas)(22). Logo,
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Ne uers) (1) U Neuers)(v2) = Neauars)(T2) U Neuars)(v2). Como Ne ugisi(@2) U
Ng ,ucis) (y2) é uma biclique em G4 UG[S], entdo z1y, é wma aresta bi-simplicial em

GAUG[S]. O

O resultado a seguir é uma propriedade dos separadores de arestas minimais dos
grafos bipartidos cordais que generaliza o resultado deixado como exercicio 12 do

capitulo 4 de [12]:

Teorema 3.9 (Bakonyi e Bono [3]). Seja G = (X,Y, E) um grafo bipartido cor-
dal separdvel sendo S um separador minimal das arestas z,y, € Tpyy. Friste z!, €

XUY — 8 na componente coneza de G— S que contém z,y, tal que SNY C N(z).

Demonstragdo. Seja G4 = (X4, Ya, E4) a componente conexa de G[X UY — S] que
contém z,y, ¢ Gp = (Xp,Ys, Ep) a que contém zpy,. Claro que X, # 0. Seja
Sy = SNY. Considere zpax € Xy, tal que [N(zpax) N Sy| > |N(z) N Sy| para
todo z € X4.

Se, para todo z € X4, N(z) N Sy € N(zmax) N Sy, entdo ndo pode existir
v € Sy tal que v ¢ N(zpax) pois tal v nio seria adjacente a nenhum vértice de
X4 contrariando o fato de S’ ser minimal. Portanto, N(zpax) N Sy = Sy, ou seja,
Tyax € 0 T, que procurdvamos.

Caso contrério, seja z/, € X4 um vértice a menor distdncia de zpax tal que
N(zl)NSy € N(zpax)NSy eseja C =z 11,...,Yk Tyuax esse caminho. Observe
que todo vértice z; € C' é tal que N(z;)NSy C N(xpax)NSy. Tomey € N(zpax)N
Sy — N(zl) ey € N(z,)NSy — N(Zpyax)- E claro que existe um caminho induzido
Cb = Y, by, Ybyy - - -,y de tamanho pelo menos 2, onde para todo i, z,, € Xz e
U, € Yp. Mostraremos que existe um caminho induzido C, = v, %a,, Yay,- .-,y de
tamanho pelo menos 4, onde para todo %, z,, € X4 e y,, € Y4. Portanto, terfamos
um ciclo induzido de tamanho maior ou igual a 6 em G formado pela juncéo de Cp
e C,, contrariando a hipétese de se tratar de um grafo bipartido cordal. Note que
nao existe aresta entre vértices de Cy e C, em G[X UY — S| uma vez que estdo
em componentes conexas diferentes e além disso nao existe corda entre vértices do
mesmo caminho pois ambos sdo induzidos.

De fato, existe um caminho induzido C,. Se |C,| > 4, entdo o resultado segue.

Suponha, portanto que, {Cy| = 2, ou seja, C, = y,z,y. Como zly ¢ E, entdo

40



z # z,. Além disso, z # z;, Vz; € C pois nenhum z; € C é adjacente a y' para

satisfazer N(x;) N Sy C N(zpax) N Sy.

Seja y; € C tal que y;z € £ com ¢ minimo. Assim considere C' tal que C =
2, C' iy ... Tymax. Agora, observe o seguinte ciclo C* = (y/, 2., C’, y;, ). Note que
ndo existemn cordas entre os vértices de z., C’,y; pois fazem parte de um caminho
induzido. Além disso, nenhum z; € C" é adjacente a ' pois satisfazem N (z;) NSy C
N(zmax) N Sy. Para finalizar as possibilidades de corda em C*, nenhum y, € '
é adjacente a = pois y; foi escolhido com menor indice. Portanto, C* é induzido

contrariando o fato de G ser bipartido cordal. O

O teorema a seguir mostra que é possivel adicionar uma aresta a qualquer vértice
de um grafo bipartido néo-separavel de forma que o grafo resultante continue sendo

um grafo bipartido nao-separavel.

Proposi¢do 3.10 (Bakonyi e Bono [3]). Dado um grafo bipartido ndo-separdvel
G = (X,)Y,E) ex € X tal que N(z) # Y, entdo existe y € Y tal que G' =
(X,Y,E U {zy}) também é ndo-separdvel. Afirmacao similar vale para y € Y tal
que N(y) # X.

Teorema 3.11 (Bakonyi e Bono [3]). Seja G = (X,Y, E) um grafo bipartido cordal
ex € X tal que N(z) # Y. Entao existey € Y tal que G' = (X,Y,E U {zy})
também € bipartido cordal. Afirmacao similar vale paray € Y tal que N(y) # X.

Demonstragao. Seja m = |E|. Se m < 4, o resultado é claramente vélido, uma vez
que a adicao de uma aresta nao pode formar um ciclo induzido C,, n > 6. Suponha,

que isto seja verdade para todo grafo com menos do que m arestas para um m > 4.
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Se G é nao-separdvel, entdo o grafo G da Proposicao 3.10 também é nao-
separdvel. Como todo bipartido nao-separavel é bipartido cordal pelo Lema 3.4,
entdo G’ é bipartido cordal. Suponha, portanto, que G' é um grafo separavel.

Seja z € X, com N(z) # Y. Pelo Teorema 3.8, existem arestas bi-simpliciais
separaveis .y, e Tpyp. Como G é bipartido cordal e z,y, é bi-simplicial, entdo pela
Proposicao 3.18, G = (X, Y, E — {.y,}) é bipartido cordal.

Sem perda de generalidade, por uma re-rotulagao entre as arestas x,y, e Zpys,

assuma que z # x,. Por hipétese de inducgdo, considerando G e x, existe y tal que

~
N

G =(X,Y,E — {z.ys} U{zy}) é bipartido cordal. Suponha, por absurdo, que G' =
(X, Y, EU{zy}) ndo seja bipartido cordal. Logo, existe um ciclo induzido C,, em G,
n > 6. Como é’ é bipartido cordal mas G’ néo o é, entdo z,y, € C,. Logo, podemos
representar V' (C,,) numa sequéncia de leitura do ciclo por (...,v, %4, Ya, @, . .. ).
Vejamos as possibilidades de existéncia de tal vértice y:

Caso I: y £ y,.

Como z,y, é bi-simplicial em G, z # z, e ¥y # ¥,, a adi¢do da aresta zy em G ndo
altera o fato de que Ng/(z,) U Ngi(ya) é uma biclique. Assim, z,y, é bi-simplicial
em G'. Como 2’ € Negv(ya) ¢ ¥V € Ngr(za), entéo 2’y € E(G'), contrariando o fato
de C,, nao ter cordas.

Caso II: y = y,.

Note que zy, € C,, pois caso contrario C, seria induzido também em G’ —
{zy.} = G, contradizendo G ser bipartido cordal. Logo, 2’ = z. Observe que, ao
contririo do caso anterior, ndo podemos concluir que z,y, é bi-simplicial em G’,
acarretando a existéncia da corda xy’ e de uma contradigdo. Vejamos, portanto,
como prosseguir neste caso.

Seja G, = GIX UY — {y,}]. Aplicando indugado em G,, podemos obter o grafo
bipartido cordal G” a partir de G, adicionando-se a aresta zz, z € Y — {y,}. Seja
G =(X,Y,EU {zz}).

Se ! nédo é bipartido cordal, existindo um ciclo induzido C; em G}, n > 6,
entdo como G é bipartido cordal mas G/, néo o é, temos que zz € C/. Além disso,
como G” é bipartido cordal mas G, néo o é, temos que y, € C;. Como zy, € F,
podemos representar C;, portanto pela sequéncia ..., ¥, 2, 2,.... Como z;,z;,, €

/

Ne(va), V' € Na(za) e z,Ya é bi-simplicial em G, entdo zjy’, z;,,y’ € F. Portanto, o
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ciclo C;! representado pela sequéncia (x, 2, 27,11, .., 25, ¥, Tip1, Yig1s - - - ,x;/g, y;l/z)
é um ciclo de G%. Como G” é bipartido cordal, entdo existe a corda zy' em C,
contrariando assim o fato de C, néo ter cordas. Portanto um dos grafos, G' ou G,

é bipartido cordal, em ambos os casos seguindo o resultado. 1

3.2 Caracterizacoes do grafos bipartidos cordais

Enquanto na se¢do anterior apresentamos uma colegao de propriedades gerais dos
grafos bipartidos cordais, neste secdo descreveremos as caracterizagoes dos grafos

bipartidos cordais existentes na literatura.

Teorema 3.12 (Golumbic e Goss [13]). Um grafo bipartido é bipartido cordal se e

somente se todo separador de arestas minimal for uma biclique.

Demonstracdo. Se G é um bipartido cordal separavel, e §' é um separador de arestas
minimal, pela Lema 3.7, S é uma biclique de G.

Por outro lado, considere G um grafo bipartido tal que todo separador de arestas
minimal é uma biclique. Mostraremos que G é bipartido cordal. Suponha, por
absurdo, que G tenha um ciclo induzido C = (vq,vs,...,v) de tamanho k > 6.
Seja S = N(vy) U N(vz) U N(vs) U N(ug) — {va,vs,vs,us} 0 conjunto de todos os
vértices adjacentes a pelo menos um dos vértices vy, v3, V5 € vg sem incluir nenhum
destes quatro vértices. Note que S separa a aresta vqvs de vsvg. Seja S” C .S um
separador minimal das arestas v,vs e vsvs. Sabemos, por hipdtese, que S’ é uma
biclique. Além disso, v4 € 8" e v, € S (ou v; € S, quando k = 6). Portanto,
como v, e vy (ou vy) estdo em partes diferentes devido a paridade oposta dos indices
destes vértices, existe uma corda em C, um absurdo pois C nao tem cordas. Logo,

(7 é bipartido cordal. O

O préximo lema mostra uma propriedade importante sobre complementos bi-
partidos de grafos, que serd especialmente 1til para os grafos bipartidos cordais a

seguir.

Lema 3.13. Seja G um grafo bipartido. Se G € livre de Cg, entdo G é livre de C,,,

n > 10.
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Demonstracdo. Mostraremos que se (¢ contém um subgrafo induzido isomorfo a um
Cn, n > 10, entao G contém um subgrafo induzido isomorfo a Cg.

Suponha, portanto, que G contenha um subgrafo induzido isomorfo a C, =
(1, Vs, ..., Un), com n > 10, n par (pois G é bipartido). Sabemos que Ng(v) 2
{V( modn) + 1, V((i-2) modn) +1} Para todoi =1,...,n.

Observe que existem as seguintes arestas em G: v vy, UyUr, U7Us, VoUs, UsUs, Uglt,

formando um Cg induzido pois nenhuma corda é possivel neste ciclo. Lembre-se que

vv; & E e vy ¢ E sempre que i e j tem a mesma paridade. O

O préximo teorema caracteriza os grafos bipartidos cordais auto-
complementares. Esta caracterizacdo conduz a um algoritmo eficiente de

reconhecimento.

Teorema 3.14 (Golumbic e Goss [13]). Seja G um grafo bipartido. FEntdo G e
G sdo ambos bipartidos cordais se e somente se G ndo contiver nenhum subgrafo

induzido isomorfo ao Cg, 3K,, ou Csg.

Demonstra¢do. Suponha que G e G sdo grafos bipartidos cordais. Claro que G néo
tem subgrafo induzido isomorfo ao Cg nem Cg. Suponha, por absurdo, que G tenha
um subgrafo induzido H isomorfo ao 3K,. Veja que G[V(H)] serd isomorfo ao Cg,
um absurdo pois Gé bipartido cordal.

Por outro lado, suponha que GG ndo contenha nenhum subgrafo induzido isomorfo
ao Cg, 3K, ou Cy. Primeiramente, mostraremos que G é bipartido cordal. Para isso
precisamos mostrar apenas que G nao contém nenhum subgrafo induzido isomorfo
ao Cy, n > 10 (pois G néo tem nem Cs, nem Cy por hipdtese). Suponha, por
absurdo, que G tenha um subgrafo induzido H isomorfo ao Cs. Veja que G[V (H)]
ser4 isomorfo ao 3K, contrariando a hipétese. Logo, pelo Lema 3.13, G nao contém
nenhum subgrafo induzido isomorfo ao C,, n > 10 e, portanto, é bipartido cordal.
Mostraremos na sequéncia que Gé bipartido cordal.

Pelo Lema 3.13 e pelo fato de G nao possuir nenhum subgrafo induzido isomorfo
ao Cg, sabemos que G ndo contém nenhum subgrafo induzido isomorfo a C,, n > 10.
Resta mostrar que G n#o contém nenhum subgrafo induzido isomorfo nem ao Cj,
nem ao (Cg. Suponha que H seja um subgrafo induzido em G isomorfo ao Cs.

Entdo, G[V(H)] é isomorfo ao 3K,, o que é um absurdo. Suponha agora, que 7
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seja um subgrafo induzido em & isomorfo ao Cy. Entdo, G[V (H)] é isomorfo ao Cs,

novamente conduzindo a uma contradicdo. Portanto, G é bipartido cordal. O

Teorema 3.15 (Golumbic e Goss [13]). Todo grafo bipartido cordal é um grafo

bipartido de eliminagdo perfeita.

Demonstrag¢ao. Como a propriedade de ser bipartido cordal é hereditéria, é suficiente
mostrar que todo grafo bipartido cordal tem uma aresta bi-simplicial. De fato isto
ocorre ou pelo Teorema 3.6, ou pelo Teorema 3.8, caso o grafo seja ndo-separavel ou

separavel, respectivamente. O

Corolério 3.16 (Golumbic e Goss [13]). Se um grafo bipartido G nao contém 2K,
induzido, entao G e G sdo ambos bipartidos cordais e bipartidos de eliminagdo per-

feita.
Demonstracao. Consequéncia imediata do Teorema 3.14 e do Teorema 3.15. O

Corolario 3.17 (Golumbic e Goss [13]). Um grafo € bipartido cordal se e somente

se todo subgrafo induzido € bipartido de eliminacao perfeita.

Demonstrag¢do. Se G néo é bipartido cordal entdo possui um ciclo induzido C,,
n > 6. Mas tal C,, nao é bipartido de eliminacao perfeita pois ), ndo tem nenhuma
aresta bi-simplicial. Logo G tem um subgrafo induzido que nao é bipartido de
eliminagao perfeita.

Por outro lado se G é bipartido cordal, entdo todo subgrafo induzido H de G é

bipartido cordal e, pelo Teorema 3.15, é bipartido de eliminagio perfeita. O

Proposicao 3.18 (Bakonyi e Bono [3]). Um grafo bipartido G = (X,Y,E) com
aresta bi-simplicial xy € E € bipartido cordal se e somente se G = (X, Y, E—{zy})

¢ bipartido cordal.

Demonstra¢ao. Sendo G um grafo bipartido cordal, suponha que exista em G’ um
ciclo induzido C,, n > 6. Como G é livre de C,, com m > 6, entdo n = 6 e
Cs = (z,y1,21,¥,%a,y2). Logo, y1,¥2 € N(z), 1,29 € N(y). Como zy é bi-
simplicial em G, z1y3 e Zoy; sdo cordas de C,, em G, resultando em um absurdo.
Por outro lado, suponha que G' é um grafo bipartido cordal e que G'U{zy} conte-
nha um ciclo induzido C,, = (,¥, %1, %1, - - - » Tln/2)-1: Yjn/2-1), T = 6, 1 par. Pela Ob-

servagdo 1.37, zy é uma aresta bi-simplicial de G[{z, v, 1, %1, - ., Tp/2-1, Yin/21-1 -
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Novamente, como 21 € N(Y), Ymsg-1 € N(z) e zy é uma aresta bi-simplicial de
Gz, Y 1, Y1, - -+ Tpnja)—1, Ypny2)—1}], €0bEO Z1Ym/9-1 € L, contrariando o fato de C,

nao ter cordas. O

Teorema 3.19 (Dragan e Voloshin [8]). Um grafo bipartido G € bipartido cordal se
e somente se todo subgrafo induzido H de G contém vértices adjacentes i e j tais

que Ng(j) contém a vizinhanca restrita a H de todos os vizinhos de i.

Defini¢ao 3.20. Um hipergrafo H ¢é lotalmente balanceado <= YV ciclo de 'H
existe uma aresta contendo pelo menos trés vértices deste ciclo.

Um exemplo pode ser visto a seguir.

X, Y1 X, 10 1 v o= {1,2,3,4}
11 1
E,= {1,2,3}
. 11 0
N b by . E,= {2,3,4}
? 2 2 1 0 1 0
E,= {1,2}
G M(G) = I(H)

Teorema 3.21 (Brandstddt, Le e Spinrad [5], Lehel [17]). Um grafo bipartido G
¢ bipartido cordal se e somente se o hipergrafo definido por M(G) € totalmente

balanceado.

Definigao 3.22. Uma ordem perfeita de um grafo é uma ordenagao de seus vértices
tal que a coloracdo gulosa seguindo tal ordem de qualquer um de seus subgrafos
induzidos é 6tima.

Um grafo perfeitamente ordendvel é um grafo que possui uma ordem perfeita.

Teorema 3.23 (Chvatal [6]). Um grafo bipartido G € bipartido cordal se e somente

se G € perfeitamente ordendvel.
Lema 3.24. A propriedade de uma matriz bipartida M de G ser livre de ' € here-
ditdria.
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Demonstracdo. Seja M a matriz bipartida do grafo bipartido G e suponha que M
seja livre de I'.

Seja. v um vértice de G tal que a matriz bipartida M’ de G' = G — v nao
seja livre de I'. A matriz M’ é obtida de M pela remogao da linha ou da coluna
que corresponde a v. Mas entdo um I em M’ estd também presente em M, uma

contradicao. O

Definicdo 3.25. Um vértice v € V(G) é dito ser centro de Ps se existir em G um

caminho induzido de tamanho 5 no qual v é o vértice central deste caminho.

Lema 3.26. Se a matriz bipartida de G € livre de ', entdo existe um vértice v €

V(G) que ndo é centro de Ps.

Demonstragdo. Seja M a matriz bipartida de G e suponha que ela é livre de I'.
Suponha, por absurdo, que todo vértice é centro de Ps e seja v € V(G) centro
do Py = (z,y,v,w,2). Sem perda de generalidade, por uma transposi¢do de M,
considere que v corresponda a uma linha de M. Observe que se v for anterior a z, z
na ordenacdo de linhas de M, entao, para toda permutacao valida entre y,w, z, 2,
existe um I', como pode ser analisado na Tabela 3.1. Logo, v ndo pode estar na
primeira linha. Como v é um vértice geral, nenhum vértice pode representar a

primeira, linha, o que obviamente é um absurdo.

Yy oeeow
v 1 1
z 1 0
z 0 - 1

Tabela 3.1: M uma matriz bipartida de G.

O

Teorema 3.27 (Spinrad [24]). Se G € grafo bipartido cordal, entdo existe v € V(G)

tal que v nao é centro de Fs.

47



Demonstracao. Seja G um grafo bipartido cordal. Pelo Teorema 2.5 e pelo Teo-
rema 2.25, existe uma ordenacao livre de I' da matriz bipartida M de G. Logo, pelo

Lema 3.26, existe v € V(@) tal que v ndo é centro de Ps. U

Teorema 3.28 (Exercicio 9.3 do Livro do Spinrad [24]). Seja G wm grafo bipartido.
O grafo G € bipartido cordal se e somente se G tem um esquema de eliminacdo

baseado em sempre remover vértices que nao sao centro de Ps.

Demonstragao. Seja G um grafo bipartido e v € V(G) um vértice que ndo é no

centro de F5. Entao:

e Se (G é bipartido cordal, entdo pelo Lema 3.1, G — v € bipartido cordal.

e Se (G nao é bipartido cordal, entdo como v ndo é no centro de Ps, v nao estd

em nenhum C;,, n > 6. Logo, G — v néo é bipartido cordal.

Portanto, GG € bipartido cordal se e somente se G — v é bipartido cordal. (I)

Seja G' o grafo resultante de eliminacOes sucessivas de vértices que néo sdo centro
de Ps até onde seja possivel. Se G' = 0, ou seja, existe esquema de eliminacdo
perfeita, entdo, por (I) e dado que o grafo nulo é bipartido cordal, G é bipartido
cordal. Se G’ # ), entao pela contra-positiva do Teorema 3.27, G’ nio é bipartido
cordal. Logo, por (I), G néo é bipartido cordal.

Conclui-se que existe tal esquema de eliminagao se e somente se G é bipartido

cordal. O

Lema 3.29. Se um grafo bipartido G tem uma ordenacdo livre de I de sua matriz

bipartida, entao G € bipartido cordal.

Demonstragido. Seja G um grafo bipartido com uma ordenagéo livre de I' de sua
matriz bipartida M. Pelo Lema 3.26, existe v; que nao é centro de Fs.

Pelo Lema 3.24, G — v; também possui uma ordenagao livre de I' de sua matriz
bipartida. Aplicando-se sucessivamente este procedimento, existe esquema de eli-
minagdo perfeita [vy, ..., v;] baseado na remocdo de vértices que ndo séo centro de

FP5. Portanto, pelo Teorema 3.28, G é um grafo bipartido cordal. O

Teorema 3.30 (Spinrad (24]). Um grafo G € bipartido cordal se e somente se existir

uwma ordenagao livre de T' de sua matriz bipartida.

48



Demonstracdo. Seja, G um grafo bipartido cordal. Pelo Teorema 2.5 e pelo Teo-
rema 2.25, existe uma ordenacdo livre de I da sua matriz bipartida.
Por outro lado, se G tem uma ordenagao livre de I' de sua matriz bipartida,

entao, pelo Lema 3.29, GG é bipartido cordal. (|

3.3 Aplicacao pratica

Na secao anterior, mostramos que a classe dos grafos bipartidos cordais é rica
em estrutura. Diversos resultados interessantes e nao-triviais, fruto do trabalho
de diversos pesquisadores, foram apresentados. Nesta segao, apresentaremos uma
aplicagdo dos grafos bipartidos cordais em eliminagdo Gaussiana de matrizes (bem
conhecida na algebra linear sob o nome “pivoteamento” ), demonstrando que além da
riqueza tedrica, esta classe possui aplicacao direta em outros problemas. A descricao

a seguir estd baseada naquela de Golumbic [12] e Bakonyi e Bono [3].

Definicao 3.31. Uma matriz quadrada é dita singular quando nao admite uma
inversa.

Uma matriz é singular se e somente se seu determinante é nulo.

3.3.1 Problema da eliminagao Gaussiana perfeita

Seja M uma matriz real nao-singular n x n. E bem conhecido em algebra linear
que pode-se reduzir M a matriz identidade I pelo processo repetido de substituir
uma linha por uma combinagao linear de outras linhas. Tal processo é chamado de
eliminacao Gaussiana ou simplesmente de pivoteamento. Abaixo apresentamos um
exemplo de pivoteamento de uma matriz. Os pivos foram destacados em cada etapa

por uma moldura retangular.

11 1 1 0 0 O 10 0 0 100 0

1 100 |,/ 0 1 -1, 01 0o o 2| 01 0 o0 4
= = -1

1 0 1 0 0 -1 3 -1 0 0 —4 0 01 o

1 0 0 1 0 -1 -1 3 00 —4 8 00 0

Combinagdes lineares efetuadas:
Lo M(2,%) =4 x M(2, %) — M(1, %)
M(3,%) =4 x M(3,%) — M(1, %)
M(4,%) =4 X M(4,%) — M(1, %)
M(1,%) =1/4 x M(1,%x) —1/4 x M(2,%) —1/4 x M(3,%) — 1/4 x M(4,*)
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IS

: M(3,%) = 3 x M(3,%) + M(2, %)
M(4,*x)=3x M(4,%)+ M(2, %)
M(2,%) = 1/3 x M(2,%) + 1/12 x M(3,%) + 1/12 x M (4, %)

Leo

T M(4,%) =2x M(4,%)+ M(3,%)
M(3,%) = 1/8 x M(3,*) + 1/24 x M(4, %)

A M4, %) =1/12 x M(4, %)

Quando a matriz ¢ muito grande e esparsa, é bem sabido que a maneira mais efici-
ente de se representar a matriz, para armazenamento e processamento em memoria,
se faz guardando somente suas entradas nao-nulas. Para que um processo de pivo-
teamento seja eficiente, ele deve ser feito se possivel de uma maneira que entradas
nulas da matriz nao se tornem entradas nao-nulas durante o pivoteamento, pois neste
caso o armazenamento eficiente desta matriz potencialmente estaria comprometido
quando entdo o processo de pivoteamento fracassaria. Note que o pivoteamento
exemplificado anteriormente nao cumpre este requisito.

O problema da eliminacdo Gaussiana perfeita é encontrar, se possivel, uma
sequéncia de pivds tal que o processo de pivoteamento, seguindo tal ordem de pivos,
nunca torne nao-nula uma entrada nula da matriz.

A matriz acima admite uma eliminagio Gaussiana perfeita, conforme demons-

trado abaixo.

4 1 1 1 31 1 0 2 1 0 0

110 0 {111 0 0fs|1[1]oo]s,
= iy =51

1.0 1 0 10 [1] o 0 0 1 0

1 0 o [1] 00 0 1 0 0 0 1

Combinagdes lineares efetuadas:
Lo M@, %) = M1, %) — M(4, %)
M(4,%) = M(4,%) — M(1,%) + M(2,%) 4+ M(3, %)

2 ML, %) = M(1,%) — M(3,%)
M(3,%) = M(3,%) — M(1, %) + M(2, %)

3 M@, %) = M(1,%) — M(2,%)
Note que este pivoteamento utilizou menos combinagoes lineares. Isto é apenas

uma coincidéncia. O objetivo procurado, e alcangado no exemplo acima, é nao

introduzir entradas nao-nulas onde originalmente sao entradas nulas.
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3.3.2 Eliminacao Gaussiana perfeita e os grafos bipartidos

cordais

Em primeiro lugar, investiguemos a causa para que uma entrada nao-nula se
torne nula, durante uma operacao de pivoteamento.

Suponha que, em determinado momento, um pivé M(%,5) seja escolhido. As
linhas que deverao ser substituidas sdo as linhas de indice r # 7, 1 < r < n tais
que M(r,7) # 0. Uma entrada em M(r,*) nula se torna nao-nula na coluna s
precisamente quando M(r,s) = 0 e M(i,s) # 0. Em outras palavras, para evitar
tornar ndo-nula uma entrada nula, o pivo escolhido M(i,5) # 0 deve atender o
seguinte requisito: para todo r # 4, 1 < r < n, tal que M(r,j) # 0, s # 7,
1 < s <mntal que M(4,s) # 0, M(r,s) deve ser ndo-nulo.

Modelemos este problema sob o ponto de vista de teoria de grafos.

O grafo bipartido G(M) = (X, Y, E) é o grafo bipartido de uma matriz ndo-nula
quadrade M n xnse X ={z1,..., 2.}, Y ={v1,...,Un} € 2;¥; € F se e somente
se M(i,75) #0.

E f4cil ver que o requisito estabelecido para néo se criar entradas nao-nulas onde
havia entradas nulas, adaptada para a nova estrutura G(M), é assim enunciado:
um pivo z;y; € E evita o efeito de tornar ndo-nulas entradas nulas se e somente se
para todo z, € X tal que z,y; € F, y, € Y tal que z;ys € F, ocorra de z,ys € E.
Equivalentemente, um pivd z;y; € E evita o efeito de tornar nao-nulas entradas
nulas se e somente se z;y; € E € uma aresta bi-simplicial de G(M).

Logo, a escolha de pivos em uma eliminagao Gaussiana perfeita de uma matriz
M é um esquema de eliminagio perfeita de G(M). De fato, a matriz admite uma
eliminacao Gaussiana perfeita se e somente se G(M) for um grafo bipartido de
eliminagao perfeita [12]. Conforme a Segdo 2.4, a classe dos grafos bipartidos de
eliminacao perfeita inclui propriamente aquela dos grafos bipartidos cordais.

Para se encontrar uma eliminacdo Gaussiana perfeita de uma matriz M, por-
tanto, a estratégia é seguir um esquema de eliminacao perfeita de G(M). No en-
tanto, existe um inconveniente. Nem todo esquema de eliminagao perfeita pode ser
seguido até o fim, devido a uma dificuldade técnica descrita a seguir.

Um zero aritmélico no processo de eliminacao Gaussiana é uma entrada nula

criada como resultado de uma coincidéncia aritmética (operagoes aritméticas sendo
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efetuadas durante o pivoteamento). Zeros na matriz original sdo chamados de origi-
nais. Um problema crucial no pivoteamento de uma matriz M seguindo um esquema
de eliminagdo perfeita de G(M) ocorre se um zero aritmético aparecer durante o pro-
cesso numa posicao que, segundo o esquema de eliminacdo perfeita, serd o proximo
pivo a ser considerado. Neste caso, tal esquema nao poderd ser utilizado. Encontrar
um esquema de eliminagao perfeita que nao produza zeros aritméticos pode ser uma
tarefa nao-trivial.

Um grafo bipartido G = (X,Y, F) é chamado de grafo bipartido de redugdo

completa de arestas se as arestas em FE puderem ser ordenadas na sequéncia

(Z1Y1, - -y Tm¥Ym), onde z;y; # z;y; para ¢ # j e cada zxy, € bi-simplicial em
GH{zrye, - - - » TmYm}]. Note que a classe dos grafos bipartidos de reducgéo completa

de arestas néo é equivalente & classe dos grafos bipartidos de eliminagao perfeita,
pois num esquema, de eliminagao perfeita ndo estdo presentes necessariamente todas
as arestas do grafo.

O teorema a seguir relaciona os grafos bipartidos cordais aos grafos de redugao

completa de arestas.

Teorema 3.32 (Bakonyi e Bono [3]). Um grafo bipartido é bipartido cordal se e
somente se ele é um grafo de reducdo completa de arestas. Além disso, se um grafo
bipartido G = (X,Y, E) é um grafo de reducéo completa de arestas e xy € uma
aresta bi-simplicial em G, entdo G' = (X,Y,E — {zy}) também é um grafo de

reducao completa de arestas.
Demonstragcao. Consequéncia direta da Proposicao 3.18. O

Considere agora uma matriz M tal que seu grafo bipartido associado G(M)
seja bipartido cordal. Considere novamente um esquema de eliminacao perfeita
[z1y1, ..., zxyx] de G[M]. Suponha que, para algum 1 < ¢ < k, ocorra um zero
aritmético justamente na préxima posicao de pivoteamento z;y;.

Como ser um grafo bipartido cordal é uma propriedade hereditaria, entéo
Gl{zys, - . ., zryx ] € um grafo bipartido cordal. Como z;y; ¢ uma aresta bi-simplicial
de Gl{zsy;, - . -, TrYr}], de acordo com o Teorema 3.32, G[{Zi+1, Yit1, -+ ThsYr}] €
um grafo bipartido cordal. Portanto, podemos encontrar um outro esquema de eli-

minagao perfeita para G[{Zit1,Yit1,-- )Tk Y], € Prosseguir o pivoteamento com
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a nova primeira aresta bi-simplicial deste novo esquema. Logo, se M ¢é uma ma-
triz com grafo bipartido cordal associado, entdo dado um esquema de eliminagao
perfeita, ¢ possivel utilizd-lo para gerar uma eliminacao Gaussiana perfeita pois as

coincidéncias aritméticas podem ser contornadas.
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Capitulo 4

Reconhecimento dos Grafos

Bipartidos Cordais

No capitulo anterior apresentamos uma colegao de propriedades e caracterizagoes
relacionadas aos grafos bipartidos cordais. Este capitulo destina-se a descrever os
algoritmos de reconhecimento de grafos bipartidos cordais. Como veremos adiante,
o reconhecimento dos grafos bipartidos cordais é fortemente baseado nas ordenagoes
lexicograficas duplas de matrizes e reconhecimento de matrizes livres de I', vistos no
capitulo anterior.

Nas Segoes 4.1 e 4.2, mostramos de forma mais detalhada a abordagem mais

eficiente conhecida para decidir se um grafo é bipartido cordal.

4.1 Reconhecimento de grafos bipartidos cordais

Nesta se¢fo trataremos de apresentar os algoritmos de reconhecimento dos grafos
bipartidos cordais.

Como um grafo é bipartido cordal se é bipartido (tempo linear de reconhecimento,
conforme Observagio 4.1) e se ndo possui ciclos induzidos de tamanhos maiores ou
iguais a b, decorre que a complexidade de tempo do problema de reconhecimento
dos grafos bipartidos cordais é, no pior caso, a mesma de se reconhecer ciclos in-
duzidos de tamanhos maiores ou iguais a 5. O problema de decidir se um grafo
possui ciclos induzidos de tamanho ao menos k, para algum valor fixo k£ > 4, possui

complexidade de tempo O(n*) (Observagao 4.2). Spinrad [22] forneceu uma solugao
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melhorada levando tempo O(n*=3M), onde M = O(n?376) é o tempo requerido para
multiplicar duas matrizes n X n. Recentemente, Nikolopoulos e Palios [20] fornece-
ram um algoritmo de tempo O(n*) para reconhecer ciclos induzidos de tamanho ao
menos 5. Portanto, utilizando-se tais resultados, podemos estabelecer que a com-
plexidade de tempo do problema de reconhecimento dos grafos bipartidos cordais é
O(n?). Levando-se em conta que tais grafos sio bipartidos, é possivel complexida-
des melhores conforme veremos nesta secéo. I interessante observar que o problema,
de determinar em particular se um grafo contém um ciclo induzido de tamanho no
minimo 4 pode ser resolvido em tempo O(n + m) (problema bem conhecido de se

reconhecer um grafo cordal).
Observacao 4.1. o possivel decidir se um grafo G é bipartido em tempo O(n+m).

Demonstracao. Seja G um grafo. Sejam A e B dois conjuntos de vértices, inicial-
mente vazios. Percorre-se a lista de adjacéncias fazendo-se o seguinte processo. O
conjunto A ¢é inicializado com um vértice arbitrario v € V(G). Em seguida, o outro
conjunto recebe N(v) e v é marcado como visitado. O algoritmo prossegue visitando
cada w € N(v) ainda néo visitado, sempre colocando N(w) no outro conjunto em
relagdo a qual w estd. Claramente G é bipartido se e somente se o algoritmo pro-
duzir uma biparticio de V(G). Outra forma de enunciar este processo é dizer que
podemos fazer uma busca em largura a partir de um vértice arbitrério v € V(G)
verificando se as arestas de retorno saem e entram em niveis da drvore de busca cuja

diferenga seja impar. [l

Observacgao 4.2. I possivel decidir se um grafo G é possui um ciclo induzido de

tamanho maior ou igual a k em tempo O(nF).

Demonstra¢do. Seja P um caminho induzido de tamanho k& — 3, ou seja, com k — 2
vértices. Sejam x,y os vértices extremos de P. Seja G' o grafo construido a partir
de G removendo-se os seguintes vértices: (i) vértices internos ao caminho P e os
vizinhos de tais vértices excetuando-se x ¢ y; e (ii) vértices que so vizinhos a ambos
os vértices z e .

Se P estiver em um ciclo induzido de tamanho maior ou igual a k em G, entao
claramente haverd um caminho entre z e y em G’. Por outro lado, se existe um

caminho entre = e y em G, entao, pela remocao dos vértices do tipo (ii) e pelo fato
) ¥ p
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de que zy ¢ E(G'"), existe um caminho induzido entre z e y em G’ de tamanho maior
ou igual 3. Logo, P faz parte de um ciclo induzido de tamanho maior ou igual a k
em G.

Portanto, P esta em um ciclo induzido de tamanho maior ou igual a & em G
se e somente se existir um caminho entre z e ¥y em G'. A construcio de G’ e a
verificagdo de um caminho entre z e y em G’ pode ser feita em tempo O(n + m).
Como existem no maximo O(n*~2) caminhos de tamanho k — 3 e leva-se tempo
O(n + m) para verificar se cada caminho estd em um ciclo induzido de tamanho
maior ou igual a k, entao o tempo total para a verificagdo da existéncia de um tal

ciclo é de O(nF~t + mn*=2) = O(n*). O

Embora o reconhecimento dos grafos bipartidos cordais seja portanto inerente-
mente polinomial, é possivel realizar esta tarefa com uma complexidade de tempo
bem melhor. Apresentamos os algoritmos com a menor complexidade conhecida
para este problema. Estes algoritmos estao baseados na seguinte idéia.

Pelo Teorema 3.30, um grafo G é bipartido cordal se e somente se existir uma,
ordenagao livre de I' da sua matriz bipartida. Por outro lado, pelo Teorema 2.25,
se um grafo G é bipartido cordal ent&o toda ordenacgéo lexicogréfica dupla de sua
matriz bipartida € livre de I". Combinando estes resultados, podemos reconhecer se
um grafo GG é bipartido cordal fazendo uma ordenacgdo lexicografica dupla de sua
matriz bipartida e G sera bipartido cordal se e somente se a ordenacgao lexicografica
dupla obtida for livre de T".

Portanto, existem duas fases distintas no reconhecimento de grafos bipartidos
cordais utilizando-se esta abordagem: produzir uma ordenagao lexicografica dupla
de uma matriz bipartida M de um grafo G e decidir se M ¢ livre de I'. Na Secao 2.1,
descrevemos os algoritmos mais eficientes conhecidos para se produzir uma ordena-
cao lexicogréfica dupla de uma matriz. Neste capitulo, portanto, descreveremos
como decidir se uma matriz M é livre de I'.

Note que a tarefa de decidir se uma matriz M é livre de I' é trivialmente poli-

nomial. De fato, considere o seguinte algoritmo.

Reconhecimento de Matrizes Livre de [

Entrada: matriz M [ x J
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Saida: ‘Sim’ se M é livre de I', ‘Nao’ caso contrario.
(i) Para cada 1 <4 <1I,1<j<.J tais que M(4,7) =1 faga

(a) Para cada j < w < J tal que M (4, w) = 1 faca

i. Para cada i < 2 < I tal que M(z,75) =1 faga

Se M(z,w) = 0 entdo pare e devolva ‘Nao’

(i) Devolva ‘Sim’.

O lago (i) é iterado I.J vezes. Para cada valor 1 encontrado, o lago (a) é iterado
O(J) e o lago 1. é iterado O(I) vezes. Logo, a complexidade total de tempo é de
O(I?J?). No problema em questdo, reconhecimento de grafos bipartidos cordais,
M é a matriz bipartida do grafo G o qual se deseja saber se é bipartido cordal
ou ndo. Portanto I = O(n) e J = O(n). Logo, apenas a fase de reconhecer se a
matriz resultante de uma ordenacéio lexicogrifica dupla é livre de I' levaria tempo
O(n*), nao apresentando nenhuma melhora ao tempo maximo ja esperado conforme
mencionado na introducao desta segdo. Mostraremos que é possivel testar se uma
matriz bipartida de um grafo G é livre de " em tempo linear O(m + n).

Observe que tal matriz tem tamanho O(mn) mas esse algoritmo evitard a cons-
trucao explicita dessa matriz usando um interessante truque algoritmico.

Desta forma, a complezidade de tempo para se reconhecer se um grafo € bipartido
cordal € dada pela complexidade de tempo dos diversos métodos de se obter uma or-
denacdo lexicogrdfica dupla da matriz bipartida deste grafo, sendo os mais eficientes
apresentados na Secao 2.1.

O algoritmo a seguir resume o procedimento de reconhecimento dos grafos bi-

partidos cordais.

Algoritmo de reconhecimento dos grafos bipartidos cordais
Entrada: grafo G (lista de adjacéncias)

Saida: ‘Sim’ se G é bipartido cordal, ‘N&o’ caso contrario.

(i) Se G nao é bipartido, devolva ‘Nao’.
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(ii) Constréi-se a representagfo adequada da matriz bipartida M de G.

(iii) Obtém-se uma ordenagao lexicogrifica dupla M’ de M (utilizando um algo-

ritmo da Segéo 2.1).

(iv) Se M’ for livre de I" (utilizando o algoritmo da Se¢éo 4.2), devolva ‘Sim’; caso

contrario, devolva ‘Nao’.

Consumo de tempo: O(n?) usando o algoritmo de Spinrad e a ‘primeira’ parte

da préxima secao.

4.2 Reconhecimento de matrizes livres de [’

Nesta secdo, apresentaremos como reconhecer a auséncia de I' em uma matriz
bipartida de um grafo em tempo 6timo O(m + m). Para tanto, serd necessario
fazer com que seja possivel testar a vizinhanga entre um par de vértices em tempo
O(1), mesmo que a entrada seja a lista de adjacéncias do grafo (caso contrério, se
tivermos como entrada a matriz de adjacéncia deste grafo, o tempo seria O(n?)). Isto
é possivel assumindo-se um modelo de computagdo no qual a simples alocagdio de
espaco para uma matriz ou vetor, sem sua inicializacdo, leva tempo constante. Tendo
esta premissa por base, de forma engenhosa, pode-se conseguir tal feito conforme

descrito a seguir.

Lema 4.3 (Aho, Hopcroft e Ullman [1] — exerc. 2.12). Seja G' wm grafo descrito
sob forma de sua lista de adjacéncias. Assumindo-se wm modelo de computagao
no qual a alocacdo de espaco para uma matriz ou vetor, sem sua inicializacdo, leva
tempo constante, podemos construir em tempo O(m + n) uma estrutura de dados

que permite testar a adjacéncia entre qualquer par de vértices em tempo O(1).

Demonstragdo. Seja L a lista de adjacéncias de G dada como entrada. A estrutura
de dados que serd construida, que permitird fazer tal teste de adjacéncia em tempo

constante, é constituida dos seguintes elementos:
(i) matriz M n xn
(i) matriz Mpent 7 X 10
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(iii) pilha Periy (implementada por um vetor de m posigdes)

Todas estas estruturas sdo alocadas (mas néo inicializadas) em tempo constante,
de acordo com a premissa sendo assumida sobre o modelo de computacdo. A idéia
é que M seja a matriz de adjacéncia de G. Gastando-se somente tempo O(n + m),
nem todas as posigoes de M serdo inicializadas. De fato, inicializaremos somente
as posicoes da matriz que devem ter o valor 1. As demais ficardo com o valor
arbitrario apés o processo de alocac¢do (lixo de memdria). As demais estruturas
Mypont € Pueriy serao utilizadas para distinguir quando uma entrada da matriz M é um
valor inicializado pelo algoritmo (necessariamente valor 1) de quando ela representa,
um lixo (necessariamente interpretado como valor 0).

A inicializagdo destas estruturas ocorrera da seguinte forma. Para cada vértice
v, percorre-se cada vizinho w € N(v) em L, inicializando as estruturas da seguinte

forma:
(i) M(v,w) «1
(ii) empilhar em P,eqir 0 endereco de meméria de Mypn:(v, w)

(iif) Mpont(v,w) « enderego de memdria da dltima posicio do vetor P sendo

utilizada (topo da pilha)

Podemos inferir para qualquer par de vértices v, w se vw € E(G) da seguinte

forma: vw € E(G) se e somente se todas as condigbes abaixo sdo satisfeitas:
(i) M(v,w)=1
(ii) endereco armazenado em Mpon:(v, w) pertence ao vetor Pyef

(iii) o endereco armazenado em P,y na posi¢io apontada pelo enderego armaze-

nado em Mpont(v,w) € igual ao enderego de Mponi(v, w)

Em outras palavras, a estrutura P,y serve de certificacao de que a posicao

Mponi(v, w), para todo v, w € V(G), foi inicializada. J

Apenas esta estrutura eficiente para testar adjacéncias como ferramenta ainda
nao é suficiente para se testar otimamente se uma matriz bipartida de um grafo
possui I'. Precisamos também observar que nem todas as possibilidade de formagao

de I" necessitam de fato serem verificadas, fato que segue do préximo resultado.
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Lema 4.4 (Lubiw [18]). Se uma matriz bindria M possuir um I', entdo M possui
um I’ formado por M(ly,¢1) = M(l1,¢c2) = M(lg, 1) = 1, M(la,c2) = 0 tal que

M(ly,¢) =0 para cada c; < ¢ < cy e M(l,c1) =0 para cada Iy <1 <ls.

Demonstragdo. Sejam Iy < Iy e ¢; < ¢ tais que M(ly,¢1) = M (L, co) = M(ly, ¢1) =
1eM(lg,co) =0. Se M(ly,c) =0 para cada ¢; < ¢ < ¢z e M(l,¢;) = 0 para cada
Iy <l <y, segue o resultado. Logo, suponha que exista (i) ¢; < ¢35 < ¢z tal que

M(l1,c3) = 1; 0u (ii) i) < 3 <y tal que M(l3,c;) = 1.

ci ... ... C3 ... ... OCy
[y 1 0 1 0 1
0
0
o (... 1 ... ... 72 ... ... 0

Se o caso (i) ocorre, considere o valor M(lg,cs). Se M(ly,c3) = 1, entdo existe
um outro I' (I”) formado por M(l1,c3) = M(ly,c2) = M(la,c3) = 1, M(la,c2) = 0.
Se M(l,, c3) = 0, entéo existe um outro I' (I') formado por M(ly,¢1) = M(lh, ¢3) =
M(la,e1) =1, M(lg,c3) = 0. Em ambos os casos, I estd propriamente “contido”
em I'. De maneira andloga, encontramos um IV propriamente “contido” em I' se o
caso (i) ocorre. Tomando-se I por I', podemos repetir este processo, que deve ser
finito pelo fato de M ser wma matriz de dimensoes finitas. O ultimo I encontrado

claramente atende as exigéncias do resultado. O

Como consequéncia do Lema 4.4, para testar se uma matriz bindria M possui
um I’ é suficiente testar se cada entrada 1 de M forma um [’ com o primeiro 1 &
direita e o primeiro 1 abaixo. O préximo algoritmo apresenta esta estratégia de

maneira detalhada.

Reconhecimento de matrizes bipartidas livres de I' em tempo linear
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Entrada: lista de adjacéncias £ tal que, para todo v € V(G), alista L£(v) esta
ordenada conforme as linhas e colunas da matriz M. Além disso,
para todo v € V(G), cada entrada w € L(v) ¢ duplamente ligada

com a respectiva entrada v € L(w).
Saida: Sim/Nao

(i) Construir a matriz de adjacéncia M conforme o Lema, 4.3
(ii) Para cada i € V(G) faca

(a) Para cada j € L(i) faca
i. Seja z € L(1) apds a entrada j € L(17)
ii. Seja i’ € L(Jj) a entrada respectiva a entrada j € L(%)
iti. Seja w € L{j) apds a entrada i’ € L(7)

iv. Se M(z,w) = 0 entdo pare e devolva ‘N&o’

(iii) Devolva ‘Sim’.

Seja n o nimero de vértices de G € m o ntmero de arestas de G.

O passo (i) conforme visto pode ser implementado em tempo O(n + m). Além
disso, os lagos (ii) e (a) percorrem toda a lista de adjacéncias £, para cada entrada,
executando as operagoes i. a iv. de tempo constante, portanto requerendo também

tempo O(n + m). Logo, o tempo total de execugio deste algoritmo é O(n + m).
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Capitulo 5

Comparacao entre os (Grafos
Cordais e Grafos Bipartidos

Cordais

O objetivo deste capitulo é mostrar os casos nos quais a similaridade de estru-
tura entre os grafos cordais e os bipartidos cordais geram um paralelismo entre os
resultados das duas claéses, bem como os casos onde essa relagdo nao ocorre.

Vimos no Teorema 3.12 que um grafo bipartido é bipartido cordal se e somente
se todo separador de arestas minimal for uma biclique [Golumbic e Goss [13]]. Para

os grafos cordais temos o seguinte resultado:

Teorema 5.1 (cf. Dirac [7]). Um grafo G = (V, E) € cordal se e somente se todo

separador de vértices minimal € uma clique.

Ainda em relacao aos separadores, vimos no Teorema 3.9 que, dado um grafo bi-
partido cordal separdvel G = (X, Y, E) e sendo S um separador minimal de suas ares-
tas z,y, € Tpys, entlo existe um vértice z/, na componente conexa de G[X UY — 5]
que contém z,y, tal que SNY C N(z!). Veja que existe um resultado semelhante

para os grafos cordais.

Teorema 5.2 (Golumbic [12] — exerc. 12, cap. 4). Para todo separador de vérlices
minimal S de um grafo cordal G = (V, E), existe um vértice v em cada componente

coneza de G|V — S| tal que S C N(v).
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De acordo com o Teorema 3.8, sendo G = (X, Y, E) um grafo bipartido cordal
separdvel, entdo G tem no minimo duas arestas bi-simpliciais separdveis. Como
todo grafo bipartido nao-separivel é um grafo bipartido cordal (Lema 3.4), e por
consequéncia um grafo bipartido de eliminacao perfeita (Teorema 3.15), entdo todo
grafo bipartido cordal tem no minimo uma aresta bi-simplicial, ou duas, caso seja

separdvel. Um resultado semelhante para grafos cordais encontra-se a seguir.

Teorema 5.3 (cf. Dirac [7]). Todo grafo cordal G tem wm vértice simplicial. Se G
nao é um grafo completo, entdo existem pelo menos dois vértices simpliciais nao-

adjacentes.

Nem todos os paralelismos com os grafos cordais ocorrem diretamente com a
classe dos grafos bipartidos cordais. Na verdade, alguns ocorrem com a classe dos
grafos bipartidos de eliminagéo perfeita que é uma superclasse da classe dos gra-
fos bipartidos cordais. Por exemplo, pela prépria definicdo dos grafos bipartidos
de eliminacao perfeita, um grafo bipartido G = (X,Y, F) ¢é bipartido de elimina-
cao perfeita se e somente se G tem um esquema de eliminacdo perfeita de arestas

bi-simpliciais. Para os grafos cordais temos o seguinte resultado:

Teorema 5.4 (cf. Fulkerson e Gross [10]). Um grafo G € cordal se e somente se G

tem um esquema de eliminagdo perfeita de vértices simpliciais.

Seja. G um grafo tal que V(G) = {vi,vq,...,0n}. O grafo bipartido B(G) =
(X,Y,E) é tal que X = {z1,%2,...,2n}, ¥ = {y1,%2,-.-,Un}, € Ty; € EF see
somente se i = j ou vw; € E(G). Para S C V(G), seja B(S) = {z; | v €
S} U {y; | v; € S}. O préximo resultado mostra uma relacao entre os grafos cordais

e os grafos bipartidos cordais, e o seguinte entre seus separadores minimais.

Teorema 5.5 (Golumbic [12] - exerc. 2, cap. 12). Se B(G) é um grafo bipartido

cordal, entdo G € wm grafo cordal.

Demonstragdo. Suponha que B(G) é bipartido cordal e que G possua um ciclo
induzido pelos vértices (vy,vs, ..., V), m > 4. Note que em B(G) temos o grafo B,
definido pela Figura 5.1 como um subgrafo induzido.

Como B(G) é um grafo bipartido cordal, pelo Teorema 3.15, B(G) é também um

grafo bipartido de eliminacao perfeita. Seja, portanto, ¢ = [eq, ..., ex| um esquema
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Figura 5.1: Subgrafo B, de B(G).

de B(G). Seja e a primeira aresta bi-simplicial na sequéncia de arestas definida por
o que envolve um vértice de B,. Claramente e possui exatamente um vértice de B,
pois nenhuma aresta de B, é bi-simplicial. Sem perda de generalidade, e = z1¥s,

s ¢ {l,...,m}, e a situagéo é conforme mostrado a seguir.

Por construgao de B(G), existe zs tal que z,y, € E(B(G)). Como z1ys €
E(B(@)), entdo z,y1 € E(B(G)). A situagio revisada é conforme mostrado na

figura a seguir.

Pela bi-simplicialidade de e, concluimos que z:y2 € E(B(G)) e que, portanto,

roys € E(B(G)). Novamente pelo fato de e ser uma aresta bi-simplicial, Zoym €
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E(B(G)), o que contradiz B, ser um subgrafo induzido . O

Observagao 5.6. Se G é um grafo cordal, B(G) nao é necessariamente um grafo

bipartido cordal. A figura a seguir exemplifica tal caso.

Figura 5.2: Exemplo de um grafo cordal G cujo grafo B((G) néo é bipartido cordal.

Note que existe um Cg = (21, Y2, Za, Us, T, ¥3) induzido em B(G). Além disso,
existe um separador de arestas minimal S = {zs, ¥2, Ys, Us, Y3} que ndo forma uma
biclique em B(G), o que seria necessério pelo Lema 3.7 caso B(G) fosse bipartido

cordal. De fato, S possui as arestas xo¥ys, Toys, Toys Mas Nao0 possui a aresta Tays.

A exemplo do que também ocorre para os grafos cordais e, portanto, reforgando
o paralelismo que ocorre entre as classes, os algoritmos de reconhecimento dos gra-
fos bipartidos cordais sdo divididos em duas fases. No caso dos grafos bipartidos
cordais, a primeira delas é construtiva produzindo uma ordenacao lexicografica dupla
da matriz bipartida do grafo. A fase de verificagdo checa se a ordenagao produzida

é de fato livre de I (conforme Capitulo 4).
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Capitulo 6

Conclusao

Um grafo G é bipartido cordal se G é bipartido e todo ciclo de tamanho maior
ou igual a 6 tem uma corda. Em outras palavras, dado que um grafo bipartido s6
possui ciclos induzidos de tamanho par, um grafo é bipartido cordal quando todos
os seus ciclos induzidos tém tamanho 4.

Os grafos bipartidos cordais foram inicialmente introduzidos em 1978 por Go-
lumbic e Goss [13]. Seu estudo foi motivado originalmente por sua aplicagao em
matrizes ndo-simétricas. As aplicacOes em eliminagdo Gaussiana de matrizes espar-
sas sdo descritas por Bakonyi e Bono em 1997 [3], e em programagcdo inteira por
Hoffman, Kolen e Sakarovitch em 1985 [14] em anélise de matrizes por Johnson e
Whitney em 1991 [16] e por Johnson e Miller em 1997 [15]. Exemplos de aplicagoes
foram descritos na Segao 3.3.

Como vimos, o nome bipartido cordal foi motivado pelo fato de serem os grafos
bipartidos que possuem uma caracteristica fundamental dos grafos cordais: um grafo
bipartido G é bipartido cordal se todo ciclo induzido de G possui o menor tamanho
possivel. Muitos resultados semelhantes sobre os grafos cordais e os grafos bipartidos
cordais, assim como diferengas, foram relacionados no Capitulo 5, muito embora tais
classes de grafos sejam bem distintas. Como foi notado, os grafos bipartidos cordais
nao sao cordais em geral e vice-versa.

Como os grafos cordais, os grafos bipartidos cordais s@o ricos em estrutura e
muitos resultados interessantes originaram-se do estudo de diversos autores. Pode-
mos dizer que sua importancia estd para a classe dos grafos bipartidos assim como

a importéncia dos grafos cordais estd para a classe dos grafos em geral.
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O objetivo deste trabalho foi compilar um estudo abrangente da classe dos grafos
bipartidos cordais, consolidando as caracterizagoes e algoritmos de reconhecimento
mais eficientes existentes para esta classe de grafos. Para tanto, fol necessario co-
nhecer a resolugao de problemas relacionados interessantes, como a obtengao de

ordenagoes lexicograficas duplas de matrizes.
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