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O estudo dos grafos bipartidos cordais foi motivado originalmente por suas 

aplicações em problemas de diversos contextos, coino iiaclueles relacionados a matri- 

zes não-siinétricas, eliminação Gaussiaiia de matrizes, prograinação inteira e análise 

de inatrizes. Tais estudos forain apreseiitados por diversos autores, tanto do ponto 

de vista teórico cluaiito prático. Os grafos bipartidos cordais são semelhantes aos 

grafos cordais em m~iitos aspectos. Os grafos coidais formam uma importante classe 

de grafos havendo inúmeros trabalhos a seu respeito. 

Como os grafos coidais, os grafos bipartidos cordais são ricos em estrutura e 

ni~iitos resultados originam-se de seu estudo. Sua importâilcia está para a classe dos 

grafos bipartidos assim coino a iinportâiicia dos grafos cordais está para a classe dos 

grafos em geral. 

O principal objetivo deste tral~allio é realizar uin estudo coiiipreeiisivo da classe 

dos grafos bipartidos cordais, consolidaildo as caracterizações e algoritmos de reco- 

iihecimeiito mais eficientes existentes para esta classe eni um único traballio. Para 

tanto, é necessário coiiliecer a resolução de problemas relacioiiados a este problema, 

como a obtenção de ordenações lexicográficas duplas de inatrizes, bem como suas 

soluções. As provas originais forain ein sua inaior parte reescritas de modo a obter 

uma padroiiização de notação em todo este tral~alho. 
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CHARACTERIZATIONS AND RECOGNITION OF BIPARTITE CHORDAL 

GRAPHS 

Cristiane Barbosa da Cruz 

October/2009 

Advisor: I\/Iárcia Rosana Cerioli 

Department: Systeins Engineering and Coinputer Science 

The study of the bipartite choidal graphs was oiiginally inotivated by their 

applications in problems froin clifferent contexts, such as in those relat ed to non- 

syinmetric matrices, Gaussian inatrices elimination, integer prograinming, and ma- 

trix analysis. Sucl-i studies were piesented by severa1 autl-iois, both from the theo- 

retical and application viewpoints. Bipartite chordal grapl-is are similar to chordal 

grapl-is in many aspects. Cl-iordal graphs form an important class of graphs to whicli 

many papers were devoted. 

As cl-iordal graphs, bipartite cl-iordal grapl-is are rich in structure and inany results 

are derived froin their study. Its importance is to the class of bipartite graphs as 

tlie class of cliordal grapl-is is to the class of general graphs. 

Tl-ie inaii-i goal of this worlt is to carry out a coinpreliensive study of tlie class 

of bipartite graphs, consolidating tlie ltnowii cl-iaracterizations and inost efficient 

recognition algoritl-ims for this class of grapl-is in a uniq~ie woilt. In order to do that, 

it is necessary to introduce related problems, as tl-ie double lexicograpl-iical ordering 

of matrices, and tlieir solution. Tl-ie original proofs in its major part have been 

rewritten in order to be present in a unifoim notation tl-iroughout tl-iis work. 
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Capítulo 1 

Introducão 3 

Uin grafo é bzpartzdo cordal se é bipartido e cada uin de seus ciclos de tamanho 

maior ou igual a G tem uma corda. Como um grafo bipartido só possui ciclos 

induzidos de tainanho par, um grafo bipartido cordal só pode possuir ciclos induzidos 

de tainanho 4. 

Introduzidos em 1978 por Goluinbic e Goss [13], o estudo dos grafos bipartidos 

cordais foi motivado originalmente por sua aplicação em matrizes não-simétricas. As 

aplicações em elimiilação Gaussiana de matrizes esparsas foram descritas por Ba- 

konyi e Bono em 1997 [3], em programação inteira por Hoffinail, Kolen e Saltarovitch 

em 1985 [14], e em análise de matrizes por Jolinson e Wl-iitney em 1991 [ l G ]  e por 

Johnsoii e Miller em 1997 [15]. Uma descriqão sucinta destas aplicações encontra-se 

na Seção 3.3. 

Note qiie em geral os grafos bipartidos cordais não são cordais. Por exemplo, 

o C4 é bipartido coidal mas não é cordal. Naturalmente, também existem grafos 

cordais que não são bipartidos cordais como o C3, por exemplo. Portanto, um grafo 

bipartido cordal não é necessariamente um grafo bipartido e cordal, como poderia 

ser imaginado baseando-se no nome dado à classe. 

O nome bipartido cordal vem da idéia de que estes são os grafos bipartidos que 

possuem como característica principal aquela análoga a dos grafos cordais: um ciclo 

induzido possui o menor tamanho possível. 

Os grafos bipartidos cordais são semelhantes aos grafos cordais em muitos 011- 

tios aspectos. Para mencionar um exemplo por ora, considere as seg~~intes caracte- 

rizações: 



(i) Um grafo G é cordal se e soineiite se todo separador de vértices minimal de G 

é uma clicpe; e 

(ii) Uin grafo G é bipartido cordal se e somente se todo separador de a,restas 

iiiinimal (definido mais a frente) de G é uma biclique. 

De tais semell-iaiiças, origiiiaiii-se resultados aiiálogos para as classes. No entanto, 

nem todo resultado de uma classe migra iiaturalmente para a outra. As vezes, 

a,s deinoilstrações possuem raciocíiiios distintos. E111 outros casos, os resultados 

simplesmeilte não se aplicam para a outra classe. Como os grafos cordais, os grafos 

bipartidos cordais são ricos em estrutura e in~iitos resultados interessantes originam- 

se de seu estudo. Sua importância para a classe dos grafos bipartidos é análoga a 

importância dos grafos cordais para a classe de todos os grafos. 

O objetivo deste traballio é fazer um estudo coinpreeiisivo da  classe dos grafos 

bipartidos cordais, coiisolidanc~o as caracterizações e algoritinos de reconl-ieciineilto 

mais eficientes existentes para, esta classe de grafos. Corno veremos adiante no 

traballio, para tanto é iiecessário coiiliecer a resolução de probleinas relacioiiados, 

como a obteiição de ordeiiações lexicográficas duplas de matrizes. 

O restaiite do traballio está assim orga.iiizado. A Seção 1.1 fornece as definições 

básicas da teoria dos grafos que serão utilizadas ao loilgo do trabalho. O Capítulo 2 

apresenta problemas relacioilados aos grafos bipartidos cordais. O Capítulo 3 apre- 

senta propriedades, caracterizações e aplicações dos grafos bipartidos cordais. O 

Capítulo 4 descreve os algoritinos iiiais eficientes coilliecidos para o problema de 

recoiiheciiiiento dos grafos bipartido cordais. O Capítulo 5 coiisiste de um estudo 

comparativo eiitre os grafos bipartidos cordais e os grafos cordais, ielacioiiaiido re- 

sultados similares entre as classes e evidenciaido suas diferenças. Finalmente, o 

Capítulo 6 traz um resumo dos temas abordados neste trabalho. 

Definições básicas 

A seguir apresentamos os conceitos e iiotações da  teoria de grafos que serão 

utilizados no decorrer do trabalho. Procurainos seguir as conveiições usuais [4]. 

Definição 1.1. Um grafo G é um par ordenado (V(G), E(G)) ,  onde V(G) é um 

coiijuilto fiilito não-vazio de elementos deiioiniiiados vértices e E(G)  é uin coiljuiito 



finito de elementos denomillados arestas. Cada aresta é uin par 1150 ordenado de 

vértices distintos. 

Note que estainos desconsiderando a possibilidade de um grafo possuir laços 

(uma aresta formada por uni par de vértices idênticos) e multiarestas (arestas dis- 

tintas formadas por pares de vértices idênticos). 

A menos que seja dito de forma diferente no contexto, denotaremos por n = 

IV(G)I o número de vértices de um dado grafo G e por m = IE(G) I seu número de 

arestas. 

Definição 1.2. Se e = (u, v) é uma aresta de um grafo, deiiotaremos e por simpli- 

cidade como uv. 

Definição 1.3. Se e = uv é uma aresta de um grafo, então dizemos que e é incidente 

a u e a v ou ainda que e liga os vértices u e v. 

Definição 1.4. Dois vértices u e v são ditos adjacentes q~lando existir uma aresta 

que os liga. 

Definição 1.5. Duas arestas distintas ab e cd são ditas adjacentes quando {a ,  b) n 

{c ,  d> # fJ. 

Definição 1.6. A vizinhança de v em um grafo G é o conjunto NG(v) = {U I uv E 

E(G)). Podemos denotar a vizinhança de v simplesmente por N(v) quando o grafo 

G for claro no contexto. 

Definição 1.7. A vizinhança fechada de v em um grafo G é definida por NG[V] = 

NG (v) u {v). De maneira similar, denotamos a vizinhança fechada de v simplesmente 

por N[v] quando o grafo G for claro no contexto. 

Definição 1.8. O grau &(v) de um vértice no grafo G é o número de arestas de G 

incidentes a v. Podemos denotar o grau de v simplesmente por d(v) q~iando o grafo 

G for claro no contexto. 

Definição 1.9. U111 vértice v é dito isolado num grafo G se d(v) = 0. 

Definição 1.10. Um grafo é dito k-regular (ou siinplesniente regular) quando todos 

os seus vértices têm o mesmo grau I%. 



Figura 1.1: O grafo de Peterseil é um exemplo de grafo 3-regular. 

Exemplo 1.11. A Figura 1.1 ilustra um exemplo de grafo 3-regular 

Definição 1.12. Uin caminho C em um grafo G é uma sequência de vértices dis- 

tintos C = vl,  . . . , v, onde vivi+l E E(G)  para i = 1, . . . , n - 1. 

O tamanho do caminho C = vl , . . . , v,, denotado por I C / ,  é n - 1. 

Definição 1.13. Um ciclo em um grafo G é uma sequência de vértices (v l ,  . . . , v,), 

onde n > 3, (v l ,  . . . , v,) é um cainiill-io e viu, E E (G)  . 

Definição 1.14. Uin grafo G é dito bipartido q~iaildo V ( G )  pode ser particionado 

em dois coiljuiltos X e Y tais cpe toda aresta de G liga um vértice na parte X e 

outro na parte Y .  Frequentemente, utilizaremos a notação G = ( X ,  Y, E )  para nos 

referir ao grafo bipartido com partição X e Y e E(G) = E.  

Observação 1.15. Seja G = ( X ,  Y, E )  um grafo bipartido e vl ,  . . . , v, um camii~l-io 

em G. Se vl,vn E X ,  então n é ímpar. Se vl E X e v, E Y ,  então n é par. 

Definição 1.16. Um grafo completo Kn é um grafo com n vértices tal que existe 

aresta ligando quaisquer dois de seus vértices. 

Definição 1.17. Um conjunto de vértices V C_ V ( G )  induz o grafo G[V] = (V, E )  

tal que para todo u, v E V ,  uv E E se e somente se uv E E (G).  

Diz-se que G[V] é o subgrafo induzido de G pelos véitices de V .  

Definição 1.18. Um conjunto de arestas E C E(G) induz o grafo G[E] = (V, E )  

tal que para V = { v  1 3 e = uv E E ) .  

Diz-se que G[E] é o subgrafo induzido de G pelas aresta de E. 

Definição 1.19. Um grafo H é um subgrafo induzido de G, denotado por H C G, 

se existe S tal que H = G[S]  com S C V ( G )  ou S C E(G).  



Definição 1.20. Uma clique de um gra.fo é um subcoiijuiito de vértices deste grafo 

que induz um grafo completo. 

Definição 1.21. Dois grafos G e H são isomorfos se existe uma f~mqáo hijetiva 

f : V(G) -+ V ( H )  que preserva as adjacêiicias, ou seja, uv E E (G)  se e somente se 

f (u)f (V) E 

Definição 1.22. Seja G um grafo. O complemento de G é o grafo tal  que 

V@) =V(G)  e E(G) = {uv I u ,v  E V(G), u f v  e u v  # E(G)).  

Definição 1.23. Seja G = (X, Y, E) uin giafo bipartido. O complemento bipartido 

G de G é o ,grafo bipartido (x,Y,Ê) tal Ê = {zy I z E X, y E Y e uv # E). A 

Figura 1.2 mostra o complemento bipartido do C6 e do C8. 

Definição 1.24. Sejam G e H grafos. Dizemos que G é livre de H se G não contém 

um subgrafo induzido isomorfo a H. 

Definição 1.25. Um giafo bipartido G = (X, Y, E) é completo q~iando possuir uma 

aresta ligando cada par de vértices x E X, y E Y. Denotamos G por Kn,,, onde 

n = 1x1 e nz = IYI. 

Definição 1.26. Uma biclique de um grafo bipartido é uin conjunto de vértices 

deste giafo que induz um grafo bipartido completo. 

Exemplo 1.27. Os grafos bipartidos completos K m ,  são bipartidos coidais. 



Definição 1.28. Uin grafo G é dito conexo se existir uin caminho entre qualquer 

par de vértices pertencentes a V(G), e desconexo caso contrário. 

Uma componente conexa de um grafo G é um subgrafo induzido coiiexo inaxiinal. 

Sempre que não for mencioiiado o contrário, coiisiderareinos G um grafo conexo. 

Definição 1.29. Se S e S' são conjuntos tais que S I  C S, então S é maximal em 

relação a uina propriedade P se S I  satisfizer P e não existir SI1, S' C S I 1  C S, tal 

que SI1 satisfaça P. 

Definição 1.30. Sejam S e S I  conjuntos tais que SI C S .  O coiijunto S I  é minimal 

em relação a uma propriedade P se SI satisfizer P e não existir SI '  C S/ tal que S" 

satisfaça P. 

Definição 1.31. Seja G um grafo. Um conjunto S c V(G) é um separador de 

vértices em relação aos vértices não adjacentes a e b, se a e b estão em compoiientes 

conexas distintas de G - S .  

Definição 1.32. Duas arestas ab e cd de G são ditas separáveis q ~ ~ a n d o  c, d 4 
N [ a ]  U N[b] .  

Portanto, note que arestas separáveis não são adjacentes. O inverso não é ver- 

dadeiro: arestas não-adjacentes podem não ser separáveis. 

a b  e  c d  s ã o  s e p a r á v e i s  a b  e  c d  n ã o  s ã o  s e p a r á v e i s  

a b  e  c d  n ã o  s ã o  a d j a c e n t e s  a b  e  c d  n ã o  s ã o  a d j a c e n t e s  

Definição 1.33. Seja G um grafo. Um conjuiito S C V(G) é um separador de 

arestas em relação às arestas separáveis ab e cd, se ab e cd estão em componentes 

conexas distintas de G - S. 

Observação 1.34. Seja S um separador de arestas minimal em relação às arestas 

separáveis ab e cd. Então cada vértice de S é adjacente a algum vértice de cada uina 

das componentes conexas coiiteildo ab e cd. Caso contrário S não seria miiiiinal. 



Definição 1.35. Uiii vértice v de um grafo G é simplicial se N[v] for uma clique 

ein G. 

Definição 1.36. Uma aresta vy de um grafo bipartido G é bi-simplicial se N[v] U 

N [y] é uma biclique. 

Observação 1.37. A propriedade de ser uina aresta bi-siinplicial é hereditária, isto 

é, se e E E(G) é uina aresta bi-simplicial de G e H é uni subgrafo induzido de G 

tal que e E E(H), então e também é bi-siiiiplicial em H. 

1.2 Alguns exemplos 

Definição 1.38. Uin hipercubo de diineiisão k, k 2 1, Qk é uin grafo tal que: 

O coi.juiito de vértices V(Qk) é formado por todas as k-uplas binárias; 

Existe uma aresta entre dois vértices de Qk se as k-uplas coriespondeiites aos 

vértices diferem em exatameiite uina cle suas coorclenaclas. 

A Figura 1.3 ilustra os hipercubos Q1, Q2 e Q3. 

Figura 1.3: Hipercubos. 

Observação 1.39. Um Qk é um grafo k-regular coin 2' vértices e k x 2"' arestas. 

Demonstração. Claramente Qk é uni grafo kregular pois, dado um vértice v E 

V(Qk), existem exatainente outros k vértices que diferem em apenas uma de suas 
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coordenadas sendo portanto são adjacentes a v. Logo, para cada v E V(Qk), 

IN(v)l = k. 

Note que, IV(Qk)I é igual ao número de k-uplas distintas constituídas por O's e 

1's. Para a formação das kuplas constituídas por O's e 1's existem duas possibili- 

dades para cada uma das k coordenadas, então IV(Qk)l = 2 x . . . x 2 = 2k. 

Quanto ao número de arestas (E(Qk) 1, se soinássemos o total de vizinhos de cada 

vértice de Qk então contabilizaríainos duas vezes cada aresta, uma para cada vértice 

que a define. Portanto, IE(Qk)I = IV(Qk)I x (IN(v)l t 2) = IV(Qk)l x (k t 2) = 

2" ( k s 2 )  = k x 2k-1. 0 

Observação 1.40. Os hipercubos são bipartidos. 

Demonstração. De fato, podemos construir as partes da  bipartição da seguinte 

forma: os vértices cuja soma das coordeiiadas é par constituem uma das partes e os 

de solna ímpar, a outra parte. Observe que os vértices c~i ja  soma das coordenadas 

é par não são adjacentes entre si. O mesmo ocorre entre os de soina íinpar. O 

Observação 1.41. Apesar dos hipercubos serem bipartidos, Q1 e Q2 são OS Uiiicos 

l-iipercubos que são também bipartidos cordais. 

Demonstração. Claramente por inspeção verifica-se que não existem ciclos induzidos 

de tainaiil-io maior do que 4 nem ein Q1, nem em Q2, sendo ambos portanto biparti- 

dos cordais. Por outro lado, também por inspeção verifica-se que 1iá um ciclo indu- 

zido de tmELnl-io 6 em Q3 (({O, 0, o), {O, 0, I), {o, 1, I), I), {LI ,  O ) ,  {1,0, O)), 

Figura 1.3). Além disso, note que Q3 C Q,, para cada n > 4. O 



Capítulo 2 

Problemas Relacionados à 

Caracterizacão D e Reconhecimento 

dos Grafos Bipartidos Cordais 

Neste capítulo forneceinos uma visão geral de três conceitos relacionados aos 

grafos bipartidos cordais: ordenação lexicográfica dupla, matrizes livres de gama e 

grafos bipartidos de eliminação perfeita. Estes conceitos, além de definirem pro- 

bleii-ias em si, são utilizados na literatura como auxílio na resolução de diversos 

probleinas. Eles se relacionam de maneira particular com os grafos bipartidos cor- 

dais servindo de ferrainenta para a obtenção de caracterizações e algoritinos de 

reconl-ieciinento. Dado a importância destes conceitos neste trabalho, dedicamos 

este capítulo a mostrar suciiitaineilte os resultados relevantes no nosso contexto. 

Na Seção 2.1, introduzimos o problema da ordenação lexicográfica dupla de uma 

matriz real. Na Seção 2.3, apresentamos as matrizes livres de gama. Na Seção 2.4, 

apresentamos os grafos bipartidos de eliminação perfeita e sua relação c0111 os grafos 

bipartidos cordais . 

2.1 Ordenação lexicográfica dupla 

Uma ordenação lexicográfica dupla de unia iiiatriz real é uma ordena.ção das 

linhas e colunas desta matriz de tal forma que os vetores formados pelas linhas 

lidas da  direita para a esquerda e pelas colunas lidas de baixo para cima se tornem 



lexicograficamente orcleiiados. 

O interesse em tal ordenação se deve ao fato de que o conceito de orclenação 

lexicográfica dupla é utilizado para provar e uiiificar resultados em v6rias classes de 

matrizes e grafos: matrizes totalmente balanceadas [2], grafos bipartidos cordais [14] 

e grafos fortemente cordais [18]. Em nosso caso, o interesse é ainda mais abrangente 

uma vez que os algoritmos de ordenação lexicográfica dupla compõem de forma 

essencial os algoritinos mais eficientes de reconhecimento dos grafos bipartidos cor- 

dais. 

Mais especificamente, Spinrad utilizou a ordenação lexicográfica dupla de ma- 

trizes biiiárias coino s~brot i i ia  eiii algoritinos eficieiites para reconhecer grafos de 

trapézio (cf. [19]) e arco-circulares (cf. [9]). Nessas aplicações, a ordenação lexico- 

gráfica dupla foi usada no complemento do grafo original. 

Definição 2.1. Se Ad é uma matriz real nz x n, denote por &!(i, *) o vetor-linha 

(M(i, I ) ,  . . . , M(i, n))  e por h!!(*, i) o uetor-coluna (Ad(1, i), . . . , Ad(nz,i)). 

Definição 2 .2 .  Dados os vetores u = (ul, . . . , u,) e v = (vl, . . . ,vn),  diremos que u 

é menor que v (resp. v é maior que u), denotando por u < v (resp. v > u) se, para 

algum 1 5 k < n ,  uk < vk e ui = vi para todo k < i < n .  De maneira alternativa, 

u < v se o reverso do vetor u é lexicograficamente menor do que o reverso do vetor v. 

Definição 2.3. Uma ordenação lexicográfica dupla de Ad é uma matriz Ad' obtida 

a partir de Ad por uma sequência de permutações de linhas ou colunas de tal forma 

que Al'(i, *) < Ad'(i + 1, *) para cada 1 < i < m e A&'(*, i) < W(*, i + 1) para cada 

l < i < n .  

Exemplo 2.4. Seja Df a matriz definida abaixo e Ad' sua ordenação lexicográfica 

dupla. 

Claramente, existe uma permutação das linl-ias de uma matriz M que tornam 

seus vetores-linlia ordenados lexicograficamente. De maneira análoga, o mesmo vale 



para a obtenção de uma ordeilação dos vetores-coluna de Ad. Note que, ao se ordenar 

as linhas de Ad, a alteração da ordem de suas coluilas pode comproinetei a ordenação 

de liiilias já feita. Isto leva j. pergunta natural sobre a existência de uma ordoiiaq5o 

lexicográfica dupla, respondida a seguir. 

Teorema 2.5 (Lubiw [18]). Toda nautrix reul possui zl,mu ordenu,ção le:r;?:cogrQica 

dupla. 

Dernon,stru,ção. Seja uma matriz real m x n. Seja dA4 o vetor associado a A4 de 

tamaill-io m + n - 1 definido da seguinte maneira: para cada 1 < k < m f n - 1, 

dv(k) = C,+,i=,+, M ( i ,  j ) .  Isto é, cada componente de dAn é igiial a soma dos 

valores de uma diagoilal de Ad, como pode ser visto na figura a seguir: 

Por exemplo, considere a matriz 44' obtida de uma ordenação lexicogiáfica cliipla 

da inatriz A4 conforme o Exemplo 2.4. O vetor diagoilal de Ad' é d = (3,6,8,7,8,8). 

Suponha, com o propósito de encoiitrar um absurdo, que não exista uma oide- 

nação lexicográfica dupla de Ad. Seja M o conjunto das matrizes que podem ser 

obtidas a partir de h!! por uma sequ6ncia de permutações de linhas ou colunas. 

Naturalmente, M é um conjunto finito. Seja Ad' E M a matriz que possua o maior 

vetor dAp associado. Como Ad' não é uma ordenação lexicográfica dupla, então 

existem colunas ou linlms de M' fora de ordem. 

Suponha que existam colunas em tal condição, e sejam 1 < cl < e < n tais que 

M/(*, d) > A&'(*, e). Seja A4" a matriz obtida por A4' trocando-se de posição as 



colunas d e e. Seja k a maior linlia de A l '  tal que Adl(k, d) > M' (k, e). Note que 

a maior componente onde 1iá diferença de valores no vetor d(A4") em relação ao 

vetor d(iVf1) é e + k - 1. Mais precisamente, dn4u(e + k - 1) = dkp(e + k - 1) - 

M1(k, e) + Adl(k, d). Conio M1(k, d) > Adl(k, e), então d,,p > dPp, coiitrariando a 

escollia de M'. Uma contradição análoga pode ser derivada no caso de existirem 

linhas de Ad' fora de ordem. O 

Para algumas classes de matrizes, as ordenações lexicográficas duplas podem 

aparecer sob uma forma especial. Por exemplo, mostrareinos que uma permutação 

especial de linlias e coluiias de unia inatriz siinétrica é unia ordenação lexicogi6,fica 

dupla desta inatriz. 

Definição 2.6. Uma inatriz real Ad, n x n ,  é dita simétrica q~iando M(i, j) = 

M(j, i) ,  para todo 1 5 i 5 j 5 n.  

Definição 2.7. Uma ordenação simétrica de uma matriz simétrica Ad é uma inatriz 

Ad' obtida a partir de Ad por urna sequêilcia de pemiutaçóes de linhas onde, a cada 

operação de permutação entre linlias i e j, permutam-se tailibém as colunas i e j 

de Ad. 

Note que toda ordenação simétrica de uma matriz M também é uma matriz 

siinétrica. Uma ordenação lexicográfica dupla de uma matriz siinétrica Ad, por outro 

lado, não é iiecessarianiente uma matriz simétrica, como mostra o Exemplo 2.8. 

Exemplo 2.8. Seja Ad a matriz simétrica definida abaixo e Ad' a matriz obtida 

de M pela permutação da segunda com a terceira coluna. Note que Ad' é uma 

matriz não-simétrica e é uma ordenação lexicogrúfica dupla de M .  

Definição 2.9.  Uma matriz n x n siinétrica M possui diagonal dominante se 

M(i, i) > M(j, i) = Ad(i, j), para todo 1 < i, j < n .  

Teorema 2.10 (Lubiw 1181). Toda matriz simétrica com diagonal dominante possui 

uma ordenação simétrica que é uma ordenação lexicogrúfica dupla. 



Demonstração. Seja A 4  uma matriz simétrica real n x n com diagonal doiniilailte. 

Supoiiha, por absurdo, que não seja verdade o resultado. Seja o vetor associado 

a M de tamanho 2n - 1 definido da seguinte iriarieira: pari2 cada 1 5 k 5 2n - 1, 

dM (k) = Ci+j=k+l M(i ,  j )  . Logo, cada componente de dA4 representa a soma dos 

valores de uma diagonal de Ad. 

Suponha que exista 1 < e 5 n consecutivos tal que M(e  - 1, *) > M(e, *) (caso 

não existam, então M é uma ordenação lexicográfica dupla). Seja M' a inatriz 

obtida por trocando-se de posição suas liilhas e - 1 e e e, em seguida, trocando-se 

de posição suas colunas e - 1 e e. 

Seja k a maior coluila de M tal que M(e  - 1, k) > Ad(e, k). Naturalmente, como 

M(e  - 1, e) 5 M(e, e) pois M possui diagonal dominante, então k # e. Dependendo 

dos valores de k e e, a maior componente m onde há diferença de valores no vetor 

d(Adl) em relação ao vetor d(M) é dada pelos seguintes casos: 

m = e + k - 1, q~iando k # e - 1: Neste caso, a componente é alterada para 

dMl(m) = dA,(nz) - M(e, k) +&!(e - 1, k) - M(k,  e) + M(k,  e - 1) = dM(nz) - 

2Ad(e, k) + 2Ad(e - 1, k) . Coino M(e - 1, k) > M(e, k) , então dAdl > dAfi 

r n  = 2e - 1, q~lando k = e - 1: Neste caso, a componente é alterada para 

dA,p(nz) = dA4(nz) - A&(e,e) + Ad(e - 1 , e  - i ) .  Coino M ( e  - 1 , e  - 1) = 

M(e  - 1, k) > M(e, k) = M(k, e)  = M(e - 1, e) = M(e,  e), então dA4/ > dA6 

Note que M' continua sendo matriz simétrica com diagoi~al dominante. Fazendo- 

se Ad' ser A4, podemos aplicar sucessivamente este raciocínio para obter uma 

sequência infinita de ordenações simétricas com diagonal dominante, dado que por 

suposição neid-iuina delas será uma ordenação lexicográfica dupla e, portanto, po- 

demos sempre escolher um par de linhas desordeiiadas para gerar uma próxima or- 

denação simétrica. Como dA41 > dA4, então i~eilhuina ordenação nesta sequência se 

repete. Isto é uma contradição com o fato de haver um número finito de ordenações 

simétricas de uma matriz. O 

De agora em diante apresentamos os algoritmos mais eficientes de reconlieciinento 

de ordenações lexicográficas duplas. Hoffman, Kolen, e Sakarovitcli [14] desenvol- 

veram o primeiro algoritmo eficiente para eilcoiitrar uma ordenação lexicográfica 

dupla. Os mais eficientes são devidos a Lubiw [18], para ordenações lexicográficas 



duplas de matrizes reais, e de Paige e Tarjan [21], para ordenações lexicográficas 

duplas de matrizes binárias. 

Antes de apresentar os algoritmos propriamente ditos, tratamos de descrever 

algumas propriedades e definições adicionais utilizadas por eles. 

Definição 2.11. Uma partição ordenada de um conjunto finito E é uma tupla 

ordenada (El , .  . . , Ek) onde El, . . . , Ek são as partes de uma partição de E. 

Definição 2.12. Uma ordem linear el < - < epl dos elementos de E é consistente 

com a partição ordenada (El, . . . , Ek) de E se ei E E, e ej E E, com p < q iiliplicar 

e m i < j .  

Definição 2.13. Dada uma matriz M com partição ordenada (L1, . . . , L,) de seu 

conjunto de liillias (1, . . . , m) e partição ordenada (Cl, . . . , Ck) de seu conjunto de 

colunas {I,.  . . , n), para todo 1 5 i 5 k ,  1 5 j 5 1, (Li, Cj) é um bloco de M .  

Definição 2.14. Um bloco (L, C) é um bloco constante se o valor M(l,  c) é igual 

para todo 1 E L, c E C. 

Definição 2.15. O sncízimo de um bloco B = (L, C), denotado por max(B), é dado 

por max{M(l, c) I 1 E L, c E C). 

Definição 2.16. Uma linha separadora de um bloco B = (L, C) é um 1 E L tal que 

{c E C I M(1, c) = inax(B)) é um subconjuilto próprio não-azia de C. Ailaloga- 

mente, uma coluna separadora de B é um c E C tal que {I E L I M(1, c) = inax(B)) 

é um subcoiljuilto próprio não-nulo de L. 

Exemplo 2.17. Coilsideraildo a matriz M abaixo como um único bloco, a primeira 

linha é a única liiilia separadora. Quanto as colunas, todas são colunas separadoras. 

A seguir apresentamos uma propriedade importante sobre linhas e coluilas sepa- 

radoras em blocos. 

Lema 2.18. Todo bloco não-constante possui uma linha ou uma coluna separadora. 



Demonstração. Por absurdo, suponha que não existe neiil~uma linha ou coluna se- 

paradora num bloco B = (L, C) não-coilstante. Seja i E L, j E C tais que 

( 2 , )  = m a )  Como i não é uina liiiha separadora dc B e j E {c E 

C I M(i ,  c) = inax(B)) # 0, entlio M(i ,  c) = max(B) para todo c E C. 

Para todo c E C, como c não é uma coluna separadora de B e i E ( 1  E 

L 1 M(1, c) = max(B)) # @, então M(l,c) = max(B) para todo 1 E L. Portanto, 

B é um bloco constante, contrariando a hipótese inicial. O 

2 .2  Algoritmos de ordenação lexicográfica dupla 

O primeiro algoritino para encontrar uma ordeinação lexicográfica dupla de uma 

matriz foi apresentado por Hoffman, Kolen e Saltarovitch [14] e cliainado por eles de 

ordenação léxica. Apesar deste algoritino ter sido construído para encontrar uma 

ordenação de uma classe especial de matrizes, as matrizes totalmente balanceadas, 

ele originou a noção atual de ordenaçiio lexicográfica dupla. O tempo gasto para 

sua execução é O(i2 j), onde i é o número de linhas de M e j é o número de colunas 

de &i. 

Lubiw [18] e Paige e Tarjan [21] desenvolverain outros algoritinos para ordenação 

lexicográfica dupla com complexidade de tempo respectivamente O(m log2(i + j) + 
i + j) e O(m log(i + j) + i + j), onde m é o número de entradas não-nulas de &i. 

Spinrad 1231 apresentou uin algoritino que encontra uma ordenação lexicográfica 

dupla de matrizes binárias densas em tempo O(i j ) .  Observe que o algoritmo de 

Lubiw e o de Paige e Tarjan na  verdade resolvem uin problema mais geral do que 

o resolvido por Spinrad [23], uma vez que no caso deles as entradas de são 

valores arbitrários e portanto necessitam de estruturas de dados mais complexas 

para conseguir atingir o tempo de execução estabelecido. 

2.2.1 O algoritmo de Lubiw, Paige e Tarjan 

O algoritmo apresentado a seguir é baseado nos artigos de Lubiw [18] e de Paige e 

Tarjan [21]. A idéia central do algoritmo resume-se da  seguinte maneira: o iilvariante 

do algoritino é a inanutei~çiio de uma partiçgo ordenada C do conjunto de linhas 

(1, .  . . , m} e outra C do conjunto de colunas {I, . . . , n) da matriz de entrada, além 



de uma lista K: dos blocos definidos por C e C que sabidamente são constantes. A 

cada iteração, ou algun~a parte de C ou C é substituída por duas outras, ou uni novo 

bloco é adicionado ein IC. O algoritmo termina quando K possuir todos os blocos 

definidos por C e C, condição sob a qual o algoritmo poderá então gerar unia ou iiiais 

ordenações lexicográficas duplas de A4 (no caso de várias, todas serão equivalentes, 

isto é, todas resultam numa mesma ordenação lexicográfica dupla). Nem todas as 

ordenações lexicográficas duplas são geradas pelo algoritino. 

Descrição do Algoritmo de Lubiw - Paige e Tal-jan 

Entrada: Matriz racional A4 m x n 

Saz'da: Uma ordenação lexicográfica dupla de A4 

(i) L + ({I,. . . ,nx}); C + ({I, .  . . , n}); K: + 0 

Seja B(C, C) o conjunto dos blocos definidos por L e C 

(ii) Enquanto existe bloco não-constante faca 

(a) Seja B = (Li, Cj) um bloco não-constante tal que não exista (L,, C,) E 

B(C, C) \ K: de modo que i 5 r e j < S .  Ein outras palavras, B é o bloco 

posterior em relação às partes de C e posterior em relação às partes de 

(b) Se B é uni bloco constante, adicione-o a IC. 

Senão se B possui uina linha separadora I E Li, então substitua Cj em 

C pelo par de partes {c E Cj I Ad(1, c) # nzax(B)} e {c E Cj I M(l ,  c) = 

max(B)), nesta ordem. Caso contrário, pelo Lema 2.18, B possui uma 

coluna separadora c E Cj e Li deve ser substituído em L analogaineiite 

pelo par de partes {I E Li I M(l, c) # nzax(B)) e {I E Li I M(l, c) = 

max(B)), nesta ordem. 

(iii) Qua.lquer ordenação linear de (1, . . . , m} consistente com C e qiialcper or- 

denação linear de (1,. . . , n)  consistente com C definem uma perinutação de 

linhas e colunas respectivanlente que resulta numa ordenação 1exicográ.fica clu- 

pla. 



Vejamos agora uni exemplo de execução do algoritino da Lubiw, Paige e Tarjan. 

Considere a matriz real h!! abaixo. 

O algoritmo é iiiicializado com a partição das colunas coiiteiido unia única parte 

que é o conjunto das linhas de A4 assim como a partição das colunas contendo 

uma única parte que é o conjunto das colunas de Ad, ou seja, C = ({1,2,3,4)) e 

C = ({1,2,3)). O algoritmo escolhe o único bloco B = ({I, 2,3,4), {1,2,3)) para ser 

refinado, onde max(B) = 8 e a linha separadora é a 3. Assim a partição de colunas 

foi refinada para C = ({1,3), (2)) e a de linhas não foi alterada. Na iteração seguilite, 

o algoritino escolhe o bloco B = ({1,2,3,4), (2)) para ser iefiiiado, para O qual 

max(B) = 8 e a coluna separadora é a 2. Assim a partição de liiilias foi refiiiada para 

C = ({1,2,4), (3)) e a de colunas iião foi alterada. O algoritino segue escolhendo o 

bloco B = ({1,2,4), (2)) para ser refinado (o bloco ( { 3 ) ,  {1,3)) também era uma 

opção), para o qual max(B) = 4 e a coluila separadora é a 2. Assim a partição de 

liillias foi refinada para C = ({1,4), {2), (3)) e a de colunas não foi alterada. Na 

iteração posterior, o bloco escolhido para ser refinado é B = ({3), {1,3)), para o q~ia l  

max(B) = 4 e a linha separadora é a 3. Assim a partição de colunas foi refiiiada para 

C = ((31, {I), (2)) e a de linhas não foi alterada. O algoritino continiia escolliendo o 

bloco B = ({1,4), (3)) para ser refinado. max(B) = 4 e a coluna separadora é a 3. 

Assim a partição de linhas foi refinada para C = ((41, {I), { 2 ) ,  (3)) e a de colunas 

não foi alterada. O algoritmo termina pois todos os blocos são constantes. As 

partições terminam da  seguinte forma C = ({4), {I), {2), (3)) e C = ((31, {I) ,  {2)), 

as quais definem a seguinte permutação de liiilias e colunas de Ad, constituindo uma 

ordenaqão lexicogr&fica dupla desta matriz. 

Correção d o  a lgor i tmo 



Teorema 2.19 (Correção do Algoritino). Se lV/l é uma matriz racional, o algoritmo 

descrito acima tendo M como entrada devolve uma ordenação lexicográfica dupla 

de M. 

Demonstração. Seja A4 uma matriz na x n e ((1,. . . , m ) ,  +L),  ((1,. . . ,n), -+) as 

ordens lineares devolvidas pelo algoritino, especificaindo uma permutação de linhas 

e colunas para gerar uma ordenação lexicográfica dupla M'. Queremos mostrar que 

M' é de fato uma ordenação lexicográfica de M .  Sejam d +c e um par de índices 

de coluiias que nesta orclein tenliain ficado na ordenação final. NlIostraremos que a 

coluna d é menor ou igual a coluna e em Desse resultado, juntamente com o 

análogo para as liillias, segue a prova. 

Suponha o contrário com o propósito de encontrar um alxurdo. Logo, existe 

1 5 t 5 m tal que M( t ,  d) > M(t ,  e) e para todo t +L t', A4(t1, d) = A4(t1, e). 

Como os valores das colunas d e e de M' para ao menos a linha t não são iguais, 

tais colunas não podem ter terminado numa mesma parte da  partição de colunas. 

Logo, em alguin passo Pl do algoritmo, as colunas d e e foram colocadas em partes 

diferentes da  partição de colunas. Seja B1 = (L1, Cl) o bloco que foi dividido 

no passo Pl pela linha separadora escoll-iida s E LI. Note que s +L t, pois caso 

contrário se t +L S, então M(s ,  d) = M(s, e) pela definição de t, o que contradiz o 

fato de s ser uma linha separadora em que as colunas d e e passem a estar em partes 

diferentes. Além disso, t não pode pertencer a algum bloco Li posterior a LI ,  pois 

pela escolha de B, todos os blocos (L,, Cl) são constantes, mas M(t ,  d) > M(t, e). 

Coino partes distintas de unia partição de liiihas ou colunas não trocam de ordem 

durante o algoritmo, então t E L1. A próxima figura mostra uma visão geral deste 

passo Pl . 

Como t E LI ,  então M(t, d) < mux(B1). Observe que, como d -+ e, então 

M(s ,  d) < max(B1) = M(s, e) .  Logo, M(t, d) < M(s, e). Além disso, como 

M(t ,  d) > M(t, e), segue que M( t ,  e) < M(s,  e). 

Note que as linl-ias s, t pertencem a um mesmo bloco no passo Pl mas a blocos 

diferentes na  ordenação final, dado que discordam de um valor ao menos pela coluna 

e. Seja P2 o passo, posterior a Pl, no q~ia l  as linhas s e t são colocadas em diferentes 

partes da partiqão de linl-ias. Seja B2 = (L2, C2) O bloco que será dividido pela coluiia 

separadora escolhida c E C2 no passo P2. Coino s <L t, M(s, C) < nmx(B2) = 



M 

Passo 1 (P ,) 

M 

Passo 2 (P ,) 

M(t,  c). 

Vejamos onde estaria a coluna c posicioilada no passo Pl. Note que c não poderia 

pertencer a nenhuma parte Cj lia partição de colunas posterior a Cl, pois neste 

caso M(s, c) seria igual a M(t,  c) pela escolha de B1. Além disso, ao final de Pl , 
c não pode ter ficado na mesma parte em que ficou a coluna e, pois neste caso 

M(s,  c) = max(B1) > M(t,  c) contrariando M(s,  c) < M(t,  c). Portanto, ao final do 

passo Pl, a coluna c ficou numa parte da partição de colunas anterior àquela que 

contém e. Como a posição entre as partes é um invariante, então em P2 a coluna 

e está numa parte Cj posterior à C2. Logo, pela escolha de B2, o bloco (L2, Cj) é 

coilstante. Em particular, M(s,  e) = e),  contrariando a conclusão anterior de 

que M(t,  e) < M(s, e). O 

Complexidade do algoritmo 

Ein seu trabalho, Lubiw (181 propôs uina estrutura de dados e uma imple- 



inentação cuja complexidade de teinpo é de O((e + rn + n )  1og2(e + nx + n) + rn + n)  , 
sendo Ad uma matriz de entrada m x n e e o número de elen~eiitos de A4 diferentes 

do menor elemento. 

Paige e Tarjan, baseados no algoritino acima, observaram que com uma imple- 

inentação melhorada a coinplexidade de tempo é de O((e log(nz + n))  + m + n) .  No 

caso particular de matrizes binárias representando as matrizes bipartidas de -a- 

fos bipartidos, temos que e é igua.1 ao número de arestas do grafo e m + n é igual 

ao número de seus vértices. Embora liajain imitas seinellianças nas duas iinple- 

inentações, como por exemplo, a matriz de entrada que é dada por um conjuiito 

de triplas (das entradas não-nulas da matriz), a implemeiitaç5o dc Paige e Tarjan 

difere em dois pontos em relação à de Lubiw, os quais descrevemos a seguir. 

A primeira diferença é na seleção do bloco a ser refinado no passo (ii)(a). Na 

impleinentação de Lubiw, é feita uma ordem total dos blocos de baixo para cima 

dentro de cada conjuiito de colunas que define uni bloco e da direita para esquerda 

dentro de cada conjunto de linlias que define um bloco. Paige e Tarjan propuseram 

uma ordem parcial destes blocos, de modo que um bloco não-constante (L, C) pre- 

cede uin bloco não-constante (L', C') quando L = L' e C está após C' lia particão 

ordenada de colunas ou C = C' e L está após L' na  partição ordeiiada de linhas. 

Esta relaxação permite melhorar a complexidade de teinpo do algoritino. 

A segunda diferença é quando há tanto unia linha separadora quanto uma coluna 

separadora no bloco sendo refinado 110 passo (ii)(b). Pela implen~entação de Lubiw, 

escolhe-se arbitrariamente uma linlia ou coluna separadora. Na iinpleinentação de 

Paige e Tarjaii contudo uma coluna separadora só é escolhida quando não 1iá linha 

separadora do bloco. 

Embora liaja essas diferenças na implemeiltação, a redução da  coinplexidade de 

tempo na abordagem de Paige e Tarjan se deve tainbéin a uma análise mais precisa 

do tempo gasto por cada passo da  impleinentação. 

2.2.2 O algoritmo de Spinrad 

O algoritmo a seguir foi apresentado por Spinrad e encontra uma ordenação le- 

xicográfica dupla de matrizes biiiárias densas em teinpo O(i j ) ,  melliorando o teinpo 

de execução para determinar quando uma matriz binária densa é totalinei~te ba- 



lanceada, quando uin grafo é fortemente cordal e para o nosso interesse principal, 

quando um grafo é bipa.rtido cordal. Informativamente, o autor deste algoritino 

também usou ordenação 1exicogrAfica dupla como uma sub-rotiiia em algoritinos efi- 

cientes para reconhecer grafos de trapézios (cf. [19]) e grafos arco-circulares (cf. [9]). 

O algoritino de Spinrad produz uma ordeilação lexicográfica dupla de uma matriz 

binária Ad com o seguinte processo. 

Mantém-se uma partição C do conjunto de linl-ias e C do conjunto de colrinas e 

define-se a matriz A P  como uina permutação das linhas 7rc e colunas 7rc de M ,  tal 

que a reordenação de colunas deve ser consistente c0111 C e a reordenação de linhas 

consistente com C. Em outras palavras, se 7rc é uma perinutação do co~~junto de 

linhas e nc uina permutação do conjunto de colunas consistentes respectivamente 

com C e C, então (i) se Li, L2 E C, L1 < L2, então xc(ll) < 7rL(12) para todo 

ll E LI, l2 E L2; e (ii) se Cl, C2 E C, Cl < C2, então 7rc(cl) < 7rc(c2) para todo 

q E C1,cz E C2. 

Iterativanlente, respeita-se o seguinte iiivariailte: (i) se LI, L2 E C, L1 < L2, 

então para todo ll E LI, l2 E L2, IW(7rL(ll), *) < A4'(7rL(12), *); (ii) se Cl, C2 E C,  

Cl < C2, então para todo c1 E Ci, c2 E C2, M/(*, TC(CI)) < Ad1(*,7rc(c2)). O 

processo iterativo termina quando é possível garantir as seguintes condições: (i) se 

L E C, então para todo 11, l2 E L,  1kP(7r,-(l~), *) = M1(7rc(l2), *); (ii) se C E C,  

então para todo cl, c2 E C, M/(*, 7rc (cl)) = M/(*, ~TTC (c2)). Tal condição de escape 

da iteração, reforçada pelas condições garantidas por seu invariante, mostram que 

7rc e 7rc coiistituem uma. ordenação lexicogiáfica dupla de A4 

Inicialinente, o invariante pode ser trivialmente atingido fazendo-se C ser o con- 

junto com todo o conjunto de linhas e C ser o conjunto com todo o conjunto de 

colunas. A estratégia geral da iteração, então, é descrita da seguinte forma. Dados 

L E C e C E C, de modo que todo bloco posterior a (L, C) em C ou em C já tenliam 

sido visitados (o único bloco inicial é considerado não-visitado), realiza-se o proce- 

dimento de refinamento, que constitui de uma tentativa de particionar os conjuntos 

L e C. Tal processo de refinamento toma coino entrada portanto um bloco que 

pode gerar diversos blocos. Alguns de tais blocos serão marcados coino visitados, 

enquanto outros como não-visitados. 

O objetivo do refinamento é produzir na subinatriz definida pelo bloco (L, C) 



Figura 2.1: Triangularização desejada de 1's e refinalilento do particionamento 

uma coiifiguração triangular de 1's conforme esquematizado na Figura 2.1 (à es- 

querda). Considerando-se isto possível, então podemos refinar L e C inantendo- 

se o invariaiite conforme representado pela Figura 2.1 (à direita). Neste ponto, 

como podemos notar no exeinplo, produz-se diversos blocos constaiites, os quais são 

então marcados como visitados. O processo continua refinando-se um outro bloco 

não-visitado para o qual todo bloco posterior a ele em C ou em C já teiiliam sido 

visitados. 

Note que, s~~ponclo que cada chamada deste procedimento de refiiiainento dos 

blocos não-visitados retoriiarem partições tais que permutações coiisisteiites com tais 

partições são ordenações lexicográficas duplas das respectivas submatrizes, então de 

fato a partição da  inatriz inteira é tal que permutações consistentes com ela serão 

ordenações lexicográficas duplas da  inatriz. 

A descrição do algoritmo, que utiliza a rotina Refinar como sub-rotina, é forma- 

lizada a seguir por seus pseudo-códigos. 

Descrição da Rotina Particionar 

Entrada: Matriz binária A4 m x n 

Saida: Uma ordenação lexicográfica dupla de M 

(i) C + ((1, . . . ,  m));  C +- ((1, . . . ,  n)) // conjunto de linhas e colunas 

(ii) Marcar o único bloco criado como não-visitado 

(iii) Enquanto houver um bloco não-visitado faça 

(a) Seja L a última parte de C que possua um bloco não-visitado; 



(b) Seja C a parte de C mais h, direita tal que (L, C) seja não-visitado; 

(c) Se C é constante então marque (L, C) como visitado, senão siibstituir L 

e C pelos refinamentos devolvidos por Refiiiar(L, C) 

(iv) Devolva uma permutação de linhas e colunas consistente com C e C 

Descrição da Rotina Refinar 

Entrada: L E C, C E C tal que (L, C) não é um bloco constante 

Saz'da: Refinamento de L e C 

(i) C' + 0; C' + (C) 

(ii) Para cada I E L faça 

(a) Seja C' a íiltiina parte de C' 

(13) Enq~~anto  (C' é definido) e (A/l(l, c) = 1 para todo c E C') faça 

i. C' + parte anterior a C' de C' 

(c) Se (C' é definido) e (Ad(1, c) = 1 para algum c E C') então 

i. C; + { C E  C' I M(1,c) = O ) ;  C; t { C E  C'[  Ad(1,c) = 1) 

ii. Substituir C' em C' por C;, C; (nesta ordem) 

(iii) Para cada I E L f a p  

(a) F(1) t a parte C' mais à direita de C' tal que (Ad(1, c) = O para todo 

c E C'). Deixe F(1) indefinida se h!! (1,  c) = 1 para todo c E C'. 

(iv) Para cada C' em C' decrescentemente e C' = 0 faça 

(a) L' t {I E L I F (I) = C') 

(h) Se L' # 0 então 

i. Acrescente L' como última parte de C' 

(v) Devolva C', C' 

A Fig~ira 2.2 mostra gra,ficamente o resultado do refinamento de uma matriz 

hipotética realizado pelo algoritmo, evidenciando a estrutura de 1's triangularizados 

obtida em sua conclusão. A esquerda da figura, é representada por liiil-ias verticais 





Vejamos agora um exemplo de execução do procedimento Refinar. Considere a 

matriz A4 abaixo. 

O algoritmo é inicializado com a partição clas coluilas contendo uma única parte 

({1,2,3,4,5,6)) com o conjunto das colunas de Ad. O algoritmo percorre cada 

linha tentando fazer uma partição clas coluilas. A liilha 1 divide a única parte da 

partição das colunas em duas partes que correspondem aos vizinhos e não-vizinhos 

de 1, resultando em C = ({1,3,6), {2,4,5)). A liill-ia 2 divide a parte {2,4,5) 

em (21, {4,5), portanto C = ({1,3, G ) ,  {2), {4,5)). A linha 3 não divide a parte 

{4,5) pois são ambos vizinhos de 3, o mesmo ocorre com a parte (2). Já a parte 

{1,3,6) possui vizinhos e não-viziill-ios e será portanto dividida em (1, G),  (3). A 

nova partição será C = ({1,6), (31, {2), {4,5)). A linha 4 não dividirá neiili~ma 

parte pois {4,5) são ambos não-viziiil-ios de 4 (coilclição do passo (ii)(c)) e portanto 

a partição continuará C = ( { l , G ) ,  {3), (21, {4,5)). A linha 5 é vizinha de 4 mas 

não de 5, e portanto C = ({I, 6) , (31, {2), {5), (4)). Como 4 é viziillio da liill-ia 

6, a próxima parte a ser analisada é a parte (5) que também é viziilha da liiilla 

6. Mas 2 não é vizinho da linha 6. Assim a partição de colunas termina igual a 

c = ((1, G),  {3), (2)) {5), (4)). 

Para a partição das linhas, colocamos as liill-ias que possuem o primeiro O mais à 

direita em partes mais anteriores, sendo que linhas que possuem a mesma q~mntidade 

de i 's antes do aparecimento c10 primeiro O ficam na mesma parte. Assim, 110 

exemplo acima a linha 1 fica na parte {3), a linha 2 fica na parte {2), a linha 3 fica 

na parte {1,6), a linha 4 fica na parte (41, a linha 5 fica na parte (5) e a linha G fica 

na parte ( 2 ) .  A partição das linhas será portanto C = ({4), (5)) {2,6), {I) ,  (3)). 

Portanto, se o algoiitino tiver como entrada a matriz Ad apresentada ante- 

riormente, a primeira chamada à sub-rotina Refinar gera a partição de colunas 

C = ({l,G), {3), {2), (5)) (4)) e a partição de linhas C = ((41, (51, {2,G), (1)) (3)). 

Como as partes (3) e (1) da partição cle linhas já refinaram todas as partes da 



partição de coluiias, então o algoritmo continuará com o refiiiaineiito do bloco 

({2,G), {3)), ou seja, será invocado Refiiiar((2, G),  {3)), que refinará a parte em 

duas partes obtendo uma nova partiqão de liiilias L = ((41, {5), (6) , {2), {I), (3)). 

O próxiiiio a ser refinado, ({2), {I, G)) ,  faz com que a nova partição de colunas seja 

C = ({G), {I), {3), {2), {5), (4)). Nesse momento todas as partes coiitéin exata- 

mente um elelilento, logo não haverá mais refinamentos. 

Correção d o  algoritmo 

Lema 2.20. S e j a m  l1 e l2 linhas de M. Considerando a ordenação final das linhas 

e colunas gerada pela rotina Particionar(M),  seja c a última coluna onde essas duas 

linhas diferem. Então LI e l2 são colocadas e m  partes diferentes da partição de linhas 

após a chamada Re f inar (X ,Y)  tal que X contém l1 e 12 e Y contém c. 

Demonstração. Seja X uma parte da partição de linhas que contém as duas linhas 

L I  e 12. Seja C a parte que coiitém c na partição de colunas. 

Coino L I  e Z 2  diferem em pelo menos uma coluna c e ao final da execução da 

rotina Particionar(A4) todos os pares de partes serão examinados, então em alguma 

chamada A rotina R.efiiiar(X,Y*), l1 e l2 serão colocadas em partes diferentes. Vamos 

mostrar que isso ocorre exatameiite quando Y* = C. 

Suponha que Y* seja uma parte que sucede da parte C na partiqáo de colunas. 

Coino c é a última coluna onde essas duas linhas diferem na ordenação final das 

linlias e colunas, então todas as colunas que aparecem em Y* aparecerão depois de 

c na ordenação f i m 1  e portanto L I  e l2 concordain em todas as colunas de Y*. Logo, 

L I  e l2 ficariam lia mesma parte ao final da execução rotina Refinar(X,Y*). 

Se por outro lado, Y* for uma parte que está antes da parte C na partição 

de colunas, então, como a rotina Particionar sempre escolhe a última parte não 

exainiiiada eiltão a cliainada Refiiiar(X,C) será executada aiitcs íla Refiiix(X,Y*). 

Lembre que l1 e l2 discordam na coluna c E C portanto após essa cliaiiiada LI e l2 

não ficaram ambos em X, contradizendo o assuinido. O 

A prova do Leina a seguir é análoga a anterior. 

Lema 2.21. S e j a m  c1 e c2 colunas de M .  Considerando a orden,açiio &a,l da,s linhas 

e colunas gerada pela rotina Particionar(&!), seja 1 a últ ima linha onde essas duas 



colunas diferem. Então cl e c2 são colocadas em partes dzferentes da partição de 

colunas após a chamada Refinar(X,Y) tal que X contém 1 e Y contém c1 e ca. 

Demonstração. Seja Y uma parte da partição de colunas que contém as duas colunas 

c1 e c2. Seja L a parte que contém 1 na partição de linhas. 

Como cl e c2 diferem em pelo menos uma liilha 1 e ao final cla execução da 

rotina Particionar(M) todos os pares de partes serão examinados, então em alguma 

chamada à rotina Refinar(X*,Y), c1 e c2 serão colocadas em partes diferentes. Vamos 

mostrar que isso ocorre exatamente quando X" = L. 

Suponha que X* seja uma parte que sucede da parte L na partição de linhas. 

Para cada linha li E X ,  ou li é a.jaceilt,e a c1 e c2, ou li não é adjacente nem a c1 e 

nem ac2. Portanto, ein ambos os casos quando Y for separado por li c1 e c2 ficarão 

na mesma parte da partição de colunas. 

Se por outro lado, X* for uina parte que está antes da parte L na partição 

de linhas. Como a rotina Refinar(X*,Y) não será executada antes da clianiacla 

Refinar(L,Y) e cl e c2 discordam na linha 1 E L portanto após essa chainacla c1 e c2 

serão separados. O 

Lema 2.22. Considere qualquer par de linhas ll e l2 tal que 11 vem antes de l2 na 

ordenação final. Seja c a última coluna da ordenação final na qual as duas linhas 

diferem. Então c é um vizinho de 12,  

Demonstração. Seja Refinar(X,Y) a última chamada tal que X contenha o par de 

linl-ias l1 e l2 e Y contenha c. Neste passo, ll e l2 serão colocadas em partes distintas 

conforme o Lema 2.20. Seja Yl, Y2, . . . , Y,, . . . , onde c E Y,, o iefinairieiito de Y 

ocassionado pela execução deste passo do algoritino. 

Lembrando que o refinamento de Y refina X ,  onde cada linha 1 de X é colocada 

na lista correspondente ao último bloco de Y que contém um não-vizinho de 1, então 

nenhuma das linhas {11, 12) pode ser colocada na lista de partes que sucedem Y,. Isso 

porque todas as partes que sucedem Y, também ocorrem depois de c na ordenação 

final e c é a última coluna da ordenação final na qual as duas linhas diferem, portanto 

ll e l2 concordam em todas as colunas que ocorrem em partes que sucedem Y,. 

Como l1 e l2 são colocadas em listas de partes distintas e discordam lia coluna c, 

então exatamente uma das linhas {II, 12} é colocada na lista correspoiideiites a parte 



predecessora de Y,. Como as linhas colocadas em listas de partes que ocorrem aiites 

ocorrem depois na ordenação filial, eiitão 12 deve ser a linha que é colocada lia parte 

predecessora de Yc. Como tal parte é a últiina de Y que coiitéin iic2o-vizinhos de 1 2 ,  

por definição, então l2 tem um 1 na coluna c. O 

Lema 2.23. Considere qualquer par de colunas c1 e c2 tal que c1 v e m  antes de c2 

n a  ordenação final. Seja 1 a última linha da ordenação final n a  qual as duas colunas 

diferem. Então 1 é um vizinho de c2. 

Demonstração. Seja Refiiiar(X,Y) a última cliamada tal que X contelilia 1 e Y 

contenha o par de coluiias c1 e c2. Neste passo, cl e c2 serão colocadas em partes 

distintas conforme Lema 2.21. Seja Yl, Y2, . . . , Yci, . . . , Yc2, . . . , onde c1 E Y,, e 

c1 E Yc2, o refinamento de Y ocasioiiado pela execução deste passo do algoritmo. 

Observe que existe uma lidia li E X que separa a parte W que contém c1 e c2 

em vizinhos e não-vizinhos de li. Como li separa W e o algoritmo sempre refina a 

última parte que coiltém pelo menos um não-viziiiho, então li é adjacente a todas 

as coluiias que ocorrem depois de W lia subpartição de Y. 

Como os vizinlios de li são colocados depois dos não-vizinhos de li e li é adjacente 

a c2 E Yc2, então li é adjaceiite a todas as coluiias que ocorreiri lia parte Yc2 e 

sucessoras na subpartição de Y. Portanto, li será colocado na lista de uma parte 

cpe precede Y,, na subpartição de Y. 

Como 1 é a última linlia ila qual c1 e c2 diferem, então 1 aparece depois de li lia 

ordenação filial. Como as linhas colocadas em lista de partes que ocorrem aiites, 

apa,recem depois na ortleiiação final, eiitão L é colocada lia lista de uma parte que 

ocorre antes de Y,,. Isso significa que tal parte é a última parte que coiitéin um 

não-vizinho de 1 ,  portanto 1 é vizinho de todas as coluiias em Y,,, em particular L é 

viziiiho de c2. O 

A coinbiiiaçiio dos Leinas 2.22 e 2.23 nos remete ao seguirite Teorema. 

Teorema 2.24 (Spiiirad [23]). A saida da chamada à rotina Particionar(AJ) é u m a  

ordenação lexicoyráfica dupla da Matriz A&. 



2.3 Matrizes livres de gama 

Seja M uma inat,riz binária. Unia estrutura r ein Nf consiste de um par de linhas 

LI < l2 e um par de colunas cl < c2 tais que A4(ll, cl) = M ( L l ,  c2) = A/r(lz, c,) = 1 

e M(12, cs) = O. Uma inatriz é dita ser livre de I' quando não possuir nenhuiiia 

estrutura r. Uma ordenação livre de r de uma matriz é uma permutação de suas 

linhas e colunas tal que a matriz resultante seja livre de I'. 

Veremos adiante que as matrizes livres de r serão fundamentais no reconheci- 

mento dos grafos bipartidos cordais. Um dos resultados principais a ser utilizado 

no recoiilieciinento é o apresentado a seguir, que relaciona matrizes livres de r, 
ordenações lexicográficas duplas e grafos bipartiílos cordais. 

Teorema 2.25 (Anstee e Farber [2], Lubiw [18], Hoffinan, Kolen e Saltarovitcli [l4]). 

Se um grafo G é bipartido corda1 então toda ordenação lexicográfica dupla de sua 

matriz bipartida é livre de I'. 

Demonstração. Seja M uma ordenação lexicográfica dupla da  matriz b ipat ida  de 

G. Suponha, com o propósito de encontrar um absurdo, que A4 possua uni r. Desta 

maneira, sejam ll < l2 linhas e cl < cz colunas formando um I' em A4, conforme 

ilustrado a seguir 



Como M é resultado de uma ordenação lexicográfica dupla e 12 > L I ,  então 

M(L2, *) > M(ll, *) . Seja c3 a última coluna em que as linhas ll e 12 diferem. Logo, 

A/r(ll, c3) = O e M(12, c3) = 1. Como M(ll, c2) = 1 e A/r(12, c2) = 0, então c3 > c2. 

Analogainente para as liiilias, concluímos que existe l3 > L 2  represeiltaildo a 

última linha em que as colunas cl e c2 diferem, tal que M(13, cl) = O e Ad(13, c2) = 1. 

A próxima figura resume a coilfiguração deduzida. 

Note que M(13, c3) = O, pois caso contrário se Ad(13, c3) = 1, existiria um ciclo 

induzido ( L 3 ,  c2, L l ,  cl, 12, c3) em G de tainanho 6, contrariando o fato do grafo ser 

bipartido cordal. 

Raciocinando de maneira similar, como Ad(13, *) > M(12, *) , h&(*, c,) > M(*, c2) 

por estarmos tratando de uma ordenação lexicográfica dupla, podemos definir l4 > l3 

(resp. cq > c3) representando a últiiria linha (iesp. coluna) em que as colullas c2 e c3 

(resp. l2 e 13) diferem, e seremos forçados a concluir que M(14, c4) = O evitando-se 

a formação de uin C8 induzido. Este processo se aplica indefinidamente para as 

últimas duas linhas e duas colunas definidas, contrariando o fato de G ser um grafo 

finito. 0 

2.4 Grafos bipartidos de eliminação perfeita 

Pa,ra esta seção, por conveniência, denotaremos por G - {el, . . . , ek) como sendo 

G[{v E V(G) I v não é um extremo de ei para algum 1 5 i 5 k ) ] .  

Um grafo bipartido G = (X, Y, E) é chainado grafo bipartido de eliminação per- 

feita se existir uma sequência de arestas duas a duas não-adjacentes el, . . . , e, tal 

que: 

(i) ei é uma aresta bi-simplicial em G - {el,. . . , ei-l) para todo i; 



(ii) E ( G  - {el , .  . . ,e,)) = @. 

Chamamos a = [el, . . . , e,] de uin esquema se as duas condições anteriores são 

satisfeitas e de um esquema parcial se somente a primeira condição é satisfeita. 

Exemplo 2.26. Os grafos bipartidos coinpletos Km,, são bipartidos de elimina- 

ção perfeita, pois todas as arestas são bi-siinpliciais, a união das vizinlianças dos 

extremos de qualquer aresta corresponde ao conjunto de vértices do próprio grafo, 

que é um bipartido completo, e a retirada de unia aresta bi-siinplicial do grafo resulta 

num novo bipartido completo, isomorfo ao KmPl,,-l. Em particular, uin esquema é 

dado por [xl yl , . . . , xkyk], onde k = iniii{nz, n). 

O próximo teorema introduz a propriedade fundamental de uin escpeina de eli- 

minação perfeita, coilduzindo inclusive a um algoritmo de recoiil-iecimento. 

Teorema 2.27 (Golumbic e Goss [13]). Se e é uma aresta bi-simplicial em um grafo 

bipartido de elirninaçâ;~ perfeita G = (X, Y, E), então G - {e) é u m  grr~$o bipa;rtido 

de eliminação perfeita. 

Demonstração. Mostraremos que se [el, . . . , e,] é uin esquema de G, então existe um 

outro esquema começando por e = xy. Digamos que ei = xiyi, para cada 1 < i < n. 

Caso I: Se e = ei, para algum 1 < i 5 n ,  então [e, el, . . . , eiPl, ei+l,. . . ,en] é uni 

esquema, pois as arestas el,  . . . , eiPl continuam bi-simpliciais pela hereditariedade 

desta propriedade. 

Caso 11: Se x = xi e y = yj, para algum 1 5 i, j 5 n,  com i # j ,  então por 

uma troca de rótulos entre X e Y,  considere sem perda de generalidade que i < j. 
I Mostraremos que e' = xjyi E E e [e, el,  . . . , ei-1, eitl, . . . , "-1, e , ej+l, . . . , e,] é um 

esquema de G. Para as arestas el, . . . , ei-1, a bi-simplicialidade contiima a ocorrer 

por ser esta uma propriedade hereditária. Além disso, para as arestas ejt1, . . . , e, 
I a bi-siinplicialidade continua a ocorrer pois G - {e, el, . . . , ei-1, ei+l, . . . , ej-1, e )] = 

G - {el,.  . . , ejPl). Mostrareinos o restante em dois passos: 

(i) aresta eh, i < h < j ,  é 13-simplicial em G - {e, el, . . . , ei-l, . . . , ehPl): 

Seja E' = E ( G  - {e, el, . . . , eiPl, e i + ~ ,  . . . , ehPl)). Suponha que eh não é bi- 

simplicial em G[E']. Logo, existem w E N G [ ~ l I  (xh) e V E NGIEl1 (yh) tais que 

wv $ E'. Como eh é uma aresta bi-siinplicial no esquema original, temos então 

existe uma única possibilidade: 



(a) somente t u ,  entre w e v, é um vértice pertencente a uma aresta eii- 

tre el , . . . , eh-l, e portanto iião pertence a iiei~huma aresta de E(G - 

{ e ,  . . . , e 1 )  Neste caso, como 110 caso anterior, coiicluíinos que 

w = yi. Seja E" = E - {el,.  . . , eh-l). Coino ek é unia aresta bi- 

simplicial em GIE1'], ou w 6 V(G[EU]) ou v V(GIE1']) (ou ambos). 

Coino w, v E V(GIE1]) e V(GIE1]) - V(GIE1']) = {yi), temos que ur = yi. 

Sem perda de generalidade, digamos que w = yi. Portanto a aresta 

xhyi E E. Como xil-~i é bi-simplicial em G-{el, . . . , ei-l), então xhyj E E. 

Como xhyh é bi-simplicial em G - {el, . . . , eh-l), então vyj E E. Como 

xiyj é bi-siiriplicial em G, então vyi E E e portanto vyi E E' , O que 

contradiz vyi = vzu 6 E'. 

O caso i10 qual somente v, eiitre w e v, é uili vértice perteiicente a uma 

aresta entre el, . . . , el,-l é análogo. 

(ii) e' é bi-siinplicial em G - {e, el, . . . , ei-1, ei+l, . . . , ej-1): 

Seja E' = E(G- {e, e1 , . . . , ei-1, ei+l, . . . , ejPl)). Como e = xi yj é bi-siinplicial 

ein G e Xiyi, Xjyj E E, então e' = xjyi E E. Se e' não é bi-siniplicial ein GIE1], 

então existem 'LU E NG[~/](xj)  e v E NG[E/j(~i)  tais que wv $ E'. Coino xiyi é 

bi-siinplicial em G - {el, . . . , eiPl) então vyj E E. Como xjyj é bi-simplicial 

em G - {el, .  . . , ejPl) então vw E E, uina contradição. 

Caso 111: Se um dos extremos de e = xy não é ponta de nenliuina das arestas 

que participam do esquema original [el, . . . , e,], sein perda de generalidade, considere 

x = xi para algum 1 5 i < n e y # yj para cada 1 < j < n. NIostraremos que 

[e, el, . . . , eiUl, ei+l, . . . , e,] é um esquema. 

Para as arestas el, . . . , ei-1 a bi-simplicialidade continua a ocorrer pela liereditari- 

edade da propriedade. Seja i < h < n e E' = E(G-  {e, el, . . . , ei-l, . . . , eh-l)). 

11'Iostremos que eh é bi-simplicial em GIE1]. 

Supoiiha o contrário e portanto que existem w E NG[p1(xh) e v E NGIE/l(yh) 

tais que wv 6 E'. O único vértice em Y que deixou de ser reinoviclo foi yi (ei 

iião participa mais do esqriema), logo w = yi. Portanto, xlZyi E E. Como xiyi é 

bi-simplicial ein G - {el, . . . , eiPl), então xhy E E. Como xhyh é bi-simplicial em 

G - {el, . . . , ehPl), então vy E E. Como xiy é bi-siinplicial em G, então vyi E E, 



Nem todo grafo bipartido é de eliminação perfeita, como ilustrado a seguir. 

Teorema 2.28 (Golumbic [12] - cap. 12, exerc. 3). Seja G um grafo constituído 

pelos ciclos induzidos disjuntos C, = (a l , .  . . , a,) e Cb = (bl ,  . . . , b,), n par, de modo 

que aibj é uma aresta se e somente se i + j é ímpar. Então, G é um grafo bipartido 

que não é de eliminação perfeita para cada n > 6. 

Demon,stra,gão. Um exemplo para n = G pode ser visto na figura a seguir. 

É fácil verificar q ~ i e  {a,, bi I i é impar) e {ai, bi I i é par) formam uma bipartiçiio 

dos vértices de G. Supondo que G seja bipartido de eliminação perfeita, eiitão existe 

aresta e bi-siinplicial em G. Uma das seguintes possibilidades ocorre: 

(i) e E C, (análogo se e E Cb); 

Neste caso, e = aka(k mod n+l), para algum 1 < k < n. Note que existem 

as arestas rnod n+l) e a(k mod n+l) b((k+3) rnod ,+I), pois em ambos os casos as 

somas dos índices dos vértices é ímpar. Além disso, b((kt3) rnod b(k mod n+l) 4 
E(G),  contrariando a hipótese de que e é bi-simplicial. 

a k  a ( k  m o d  n )  t 1 



a i a l i  rnod n) + 1 

(ii) e = aibj com i + j ímpar: 

Observe que numa ordem circular os índices são representados com a seguir: 

Assim, a((i-2) mod  n+~)a i  E E mas a((i-2) mod  n+i)a((i+l) mod n+i) $ E(G).  Além 

b . E E(G) pois i + j + 2 é ímpar uma vez que i + j também disso, a((i+l) mod n+l) 3 

o é. Portanto, novamente a hipótese de que e é bi-simplicial foi contradita. 

- - - - - -  
a ( l i - 2 )  rnod n )  + i a l ( i + i )  m o d  n )  + 1 

A classe dos grafos bipartidos de eliminação perfeita inclui propriamente a classe 

dos grafos bipartidos cordais 3.15. O grafo C6 com tuna aresta pendurada em um 

de seiis vértices (Figura 2.4) é grafo bipartido de eliminação perfeita mas 11Ko é 

grafo bipartido cordal. O esquema de eliminação para ele, com os rótulos abixo, é 

[~2v'i', v1~6,v3%]. 

No Capítulo 3 veremos mais resultados relacioilaildo a classe dos grafos bipartidos 

de eliminação perfeita com a classe dos grafos bipartidos cordais. 



Capítulo 3 

Propriedades, Caracterizacões -3 e 

Aplicãcões B dos Grâfos Bipartidos 

Cordais 

Neste capítulo compilamos as propriedades e caracterizações dos grafos biparti- 

dos cordais encontradas na literatura. Como veremos adiante, tais caracterizações 

utilizam abordagens bem distintas, entre elas: propriedades da viziiiliança, esquema 

de eliminação, separador miiiiinal, subgrafos proibidos, matrizes livres de gama, en- 

tre outras. Neste sentido, percebe-se que os grafos bipartidos cordais são ricos em 

estrutura, podendo ser vistos por diferentes poiitos de vista, relacionaiido-se a diver- 

sos problemas. Além disso, neste capítulo mostramos exemplos de aplicações oiicle 

os grafos bipartidos cordais são empregados. 

Na Seção 3.1, discutimos algumas propriedades gerais dos grafos bipartidos cor- 

dais. Na Seção 3.2, apreseiitainos um resumo sobre as principais caracterizações dos 

grafos bipartidos cordais, em particular aquelas que serão import antes para as carac- 

terizações e algoritmos de recoiihecimeiito que se encontram no capítulo seguilite. 

Fiiialineiite, ila Seqão 3.3, apreseiitamos uma aplicação na álgebra liiieai. onde os 

grafos bipartidos cordais são usados. 



3.1 Propriedades gerais dos bipartidos cordais 

Os resultados a seguir apresentam propriedades importantes do grafos biparti- 

dos cordais. Tais propriedades serão utilizadas direta ou indiretainente nas caracte- 

rizações e algoritmos de reconhecimento descritos nas seções seguintes. Em primeiro 

lugar, uina propriedade básica, mas importante, dos grafos bipartidos cordais: 

Lema 3.1. A classe dos grafos bipartidos cordais é hereditária. 

Demonstração. Com o propósito de eilcontrar um absurdo, supoill-ia que o grafo G 

seja bipartido cordal, inas G - v não o seja para certo v E V(G),  isto é, G - v não 

seja bipartido ou tenha um ciclo induzido par de comprimento maior que 4. Conio a 

classe dos grafos biparidos é hereditária, existe uin ciclo induzido Ck em G -v para 

algum k = 3 ou k > 5. Como v 6 V(Ck), então Ck também é subgrafo iiiduzido de 

G, uma contradição. O 

A próxima propriedade de grafos bipartidos cordais é baseada no conceito de 

separação de arestas. 

Definição 3.2. Uin grafo bipartido G é dito separável se existirem um par ab, ccl E 

E(G) com a ,  b, c, d distintos e S C V(G) tais que as arestas ab e ccl fiquem em 

componentes conexas distintas de G - S. 

Como consequência direta, podemos enunciar o seguinte resultado 

Lema 3.3. Um grafo bipartido G = ( X ,  Y, E) é separável se e somente se existir 

u m  par x 1 y 1 , x ~ y ~  E E com x1,x2 E X e y1,yz E Y tais que xly2 $ E e x2y1 6 E.  

Dernon,stra,ção. Se G é separável, então existem xlyl, x2y2 E E coni x1, x2 E X tal 

que a remoção de uin certo conjunto S C V(G) faz com que estas arestas fiquem 

ein componentes conexas distintas. Logo, xly2 6 E e x2yl 6 E. Por outro lado, 

se existir um par xlyl,  x2y2 E E com 21, x2 E X, ~ 1 ,  y2 E Y tal que xly2 6 E e 

x2 y1 6 E, definin~os S = V(G) - {xl, x2, ~ 1 ,  y2) e claramente xl yl e x2 y2 ficam em 

componentes conexas distintas de G - S. O 

O conceito de separação tem papel importante na classe dos grafos bipartidos 

cordais. De fato, todo grafo bipartido que não é separável é uin grafo bipartido 

cordal, como mostra o seguinte resultado. 



Lema 3.4 (Goluinbic [12]). Todo grafo bipartido não-separúvel é bipartido cordal. 

Demonstração. Seja G = (X, Y, E) um grafo bipartido não-separável coin ciclo in- 

duzido C, = (xl, yl, x2, y2,. . . , xk, yk), k > 3. Como as arestas x ~ y l  e 2 3 ~ ~  não são 

separáveis, então pelo menos umas das arestas ~ 1 9 2 ,  2 3  y1 pertence a E(G).  Ou seja, 

Ck tem uina corda, contrariando o fato do ciclo ser induzido. Logo, G é um grafo 

bipartido cordal. O 

Observação 3.5. Existem grafos bipartidos corclais separáveis, como pode ser visto 

na Figura 3.1. 

Figura 3.1 : Exemplo de grafo bipartido cordal separável. 

Em resumo: a classe dos grafos bipartidos não-separáveis está propriamente 

contida naquela dos grafos bipartidos cordais. Além disso, podemos citar mais uma 

propriedade de uni grafo bipartido não-separável. 

Teorema 3.6 (Golumbic [12]). Se um grafo bipartido é não-separável, então cada 

vértice v não-isolado deste grafo possui u m a  aresta bi-simplicial incidente a v. 

Demonstração. Seja G = (X, Y, E) uin grafo bipartido iião-separável. Suponha 

que exista um vértice não-isolado yo E V(G) que não possui nei ih~~ina aresta bi- 

simplicial incidente a ele. Sem perda de generalidade considere yo E Y. Seja xo E 

N(yo). NIostrareinos, por indução em k, que existem Xk = {xO, x1, . . . , xk) e f i  = 

{yo, y l , .  . . , yk) para todo k > O tais que: 

(i) Xo C X1 C C Xk; 

(ii) xiyj se e somente se O < i ,  j 5 k e ( j  = O ou i < j) 

Logo, como Xk existe para todo k 2 0, pela propriedade (i) coiicluíiilos que G é 

infinito, o que contraria o fato de estarmos trabalhaiido coin grafos finitos, seguindo 

o resultado. Tratemos cle provar a iiidução. 



Trivialmente a proposição vale para Xo = {xo) e & = {yo) Suponha que as 

condições sejam verdadeiras para algum k 2 O. Formemos Xk+l e Yk+l como se 

segue. Note que xk é adjacente somente a yo em Yk pela propriedade (ii). Como 

xkyo não é bi-siinplicial, sejam xk+1 E X e yk+l E Y,  distintos de xk e yo, tais que 

xk+l yo, xk yk+l E E e x,++l yk+l 6 E. Como xk é adjacente em Yk somente a yo, então 

yk+l 6 Yk. Por outro lado, para cada O < i < k, como xkyi+l 6 E e além disso as 

arestas xiyi+l e xkyk+l não são separáveis, então x,yk+l E E .  Como xk+lyk+l 6 E, 

então xk+1 6 X k .  Finalmente, para cada O < i 5 k, xk+lyi 6 E, pois caso coi~trário, 

como xkyi 6 E, xk+lyk+l 6 E, as arestas xk+iyi e xkyk+l seriam separáveis. É trivial 

verificar que as coiidi@es (i) c (ii) valem para Xk+, e Yk+l. O 

Tratemos agora dos grafos bipartidos separáveis. O próximo leina evidencia como 

são os separadores de arestas de gafos  bipartidos cordais. 

Lema 3.7. S e  G = (X, Y, E) é u m  grafo bipartido cordal separável e S é u m  sepa- 

rador de arestas minimal, então S é u m a  biclique. 

Demonstração. Se S C X ou S C Y o resultado é trivialmente verdade. Suponha, 

com o propósito de encoiitrar um absurdo, que existam s, E S n X e s, E S n Y 

tais que s,s, 6 E. 

Sejam xlyl e x2y2 as arestas separadas por S e G1, G2 as componentes conexas 

de G - S. Como S é miniinal, seja xi E V(G1) (resp. yí E V(G1)) tal que 

xis, E E (resp. yís, E E) e xí (resp. yí) pertença a um caminho entre um vértice 

da aresta xlyl e um vértice da  aresta 22~2.  Defina x;, yk E V(G2) de maneira 

1 análoga. Seja xí = ul ,  . . . ,uk, = yí (resp. x2 = u:, . . . ,u;  = y;) um caininho 

mínimo entre xí e y: (resp. xk e yk) tal que ut E V(G1) para cada 1 5 i 5 k (resp. 

u: E V(G2) para cada 1 < i < 1 ) .  Como u ~ u ~  6 E para todo 1 < i < k, 1 < j < 1 ,  
1 I então (xí = u,, . . . , u i  = yí, s,, y2 = u;, . . . , U: = x;, s,, xi)  é um ciclo induzido de 

tamanho maior ou igual a 6, um absurdo. O 

Os grafos bipartidos cordais não-separáveis possuem, pelo Teoreina 3.6, arestas 

bi-simpliciais incidentes a todo vértice não-isolado. O próximo teoreina mostra como 

as arestas bi-simpliciais se relacionam com os grafos bipartidos cordais separáveis. 

Teorema 3.8 (Goluinbic [12, 111). Seja G = (X, Y, E) um grafo bipartido cordal. 

S e  G é separável, entu"o G t e m  duas arestas bi-simpliciais separáveis. 



Demonstração. Trivialineilte, os nieiiores grafos separáveis são aqueles que deixam, 

após a remoção de um separador de arestas iniilimal S, apenas duas arestas. Pelo 

Lema 3.7, S é uina biclique de G. Logo, tais arestas são simpliciais de G. S~iponl-ia 

que o resultado seja verdadeiro para todo grafo com menos vértices do que G. Como 

G é separável, seja S uin separador miilimal de um par de arestas, digamos x,y, e 

xbyb. Novamente pelo Leina 3.7 sabemos que S é uma biclique. Sejam GA e GB as 

componentes conexas de G[X UY -SI. Mostraremos que GA uG[S] (resp. GB u G[S]) 

possui uina aresta xy bi-simplicial tal que x, y E V(GA) (resp. x, y E V(GB)), 

seguindo o resultado. Tratemos de provar esta afirinação. 

Caso I: GA U G[S] é separ6,vel. 

Suponha com o propósito de encontrar uin absurdo que GA U G[S] não seja 

separável. Por hipótese de iiidução, GAuG[S] possui arestas bi-simpliciais separáveis 

xl yl e x2y2. Se xl, yl E V(GA) ou xl ,  yl E V(GA), não há ilada a provar. Caso 

contrário, xl , yl (resp. x2, y2) não pertencem ambos a V(GA) . Por outro lado, como 

S é uma biclique, x1, y2 (resp. 2 2 ,  yl) não pertencem ambos a S. Portanto, resta 

mostrar que a coilfiguração xl ,  x2 E S, yl, y2 E V(GA) (e analogamente x l ,  2 2  E 

V(GA), yl, y2 E S) tainbém não é possível, seguiildo a afirmaqiio que tíiilianos por 

objetivo deiiioiistrar. 

Suponha que xl ,  x2 E S e yl, 3 2  E V(GA). Uiiindo-se um caininlio míiiiino 

yl, ai ,  . . . , a r ,  y2 em GA com um caminho míiiiino x2, bl, .  . . , bs, x1 tal que bi E 

V(GB), 1 5 i < s, obtéin-se um ciclo de tamanho maior ou igual a G que por- 

tanto deve ter uina corda. No entanto, aibj f E(G) para todo 1 < i < r, 1 < j 5 s.  

Portanto, existe ou a corda xly2, ou a corda xzyl, ambas contradizendo a separabi- 

lidade de xl yl e x2y2. 

Caso 11: GA U G[S] é não-separável. 

Seja xl y2 E E(GA).  Pelo Teoreina 3.6, existem vértices yl e x2 tais que xl yl E 

E(GA U G[S]) e x2y2 E E(GA U G[S]) são arestas bi-simpliciais em GA U G[S]. Se xz 

ou yl pertencem a V(GA), então segue a afirinação que preteildíamos mostrar. Logo, 

considere x2, y1 E S. Como S é uina biclique de G, então x2 yi E E(GAuG[S]).  Além 

disso, N G A u ~ [ s 1  (xl) > NGAUG[S] (x2), pois x~y2  6 bi-simplicial em GA U G[S] e xly2 6 

uma aresta. Do inesino modo NGAUGISl (x2) > NGAUGiS1 (xl), pois x1 y1 é bi-simplicial 

em GA u G[S] e x2y1 é uma aresta. Portanto, NGAUGISl (xl) = NGAUGp1 (x2). Logo, 



N ~ ~ ~ ~ [ ~ ]  ( ~ 1 )  N ~ ~ ~ ~ [ ~ ]  (92) = N ~ A U ~ [ ~ l  ( 2 2 )  U N ~ A U ~ [ ~ l  ( ~ 2 ) .  C01n0 NGAUG[S] ( ~ 2 )  U 

A T ~ A ~ ~ [ ~ ]  (y2) é uma bicliclue em GA u G[S], então xly2 é unia aresta bi-siinplicial em 

GA U G[S]. O 

O resultado a seguir é uma propriedade dos separadores de arestas zsniniinais dos 

grafos bipartidos cordais que generaliza o resultado deixado como exercício 12 do 

capítulo 4 de [12]: 

Teorema 3.9 (Bakonyi e Bono [3]) .  Seja G = (X, Y, E) um grafo bipartido cor- 

dal separável sendo S um separador minimal das arestas x,y, e xbyb. Existe xá E 

X U Y - S na componente coneza de G - S que contém x,y, tal que S n Y C N(xá). 

Demonstração. Seja GA = (XA, YA, EA) a componente conexa de G[X U Y - S] que 

contém x,y, e GB = (XB , YB, EB) a que contém XbYb. Claro que XA # 0. Seja 

Sy = S n Y. Considere XMAX E XA, tal que I N(xAJAX) n Sy I > I N(x) ri Sy I para 

todo x E XA. 

Se, para todo x E XA, N(x) n Sy 2 N(XMAX) n SY, então não pode existir 

v E Sy tal que v $ N(xMAx) pois tal v não seria adjacente a nenlium vértice de 

XA contrariando o fato de S ser ininimal. Portanto, N(xMAx) n Sy = Sy, OU seja, 

XMAX é O xá que procurávainos. 

Caso contrário, seja xá E XA um vértice a menor distância de XMAX tal que 

N (xá) í l  Sy N(x MAX) íl  Sy e seja C = xá, y1, . . . , yk , XMAX esse caminho. Observe 

que todo vértice xi E C é tal que N(xi) nSII c N(xMAX) nSII. Tome y E N(xMAX) n 
SY - N(xá) e y' E N(xá) n Sy - N(xMAx). É claro que existe um caminho indiizido 

C6 = y, xbl, ybl, . . . , y' de tamanho pelo menos 2, onde para todo i, xbZ E XB e 

96% E Yg. Mostraremos que existe um caminl-io induzido C, = y, x,,, y,, , . . . , y' de 

tainaiiho pelo menos 4, onde para todo i, xai E XA e gaZ E YA. Portanto, teríamos 

um ciclo induzido de tainaiil-io maior ou igual a 6 em G formado pela junção de Cb 

e C,, contrariando a liipótese de se t r a t a  de um grafo bipartido cordal. Note que 

não existe aresta entre vértices de C6 e C, em G[X u Y - S] uma vez que estão 

em coinponentes conexas diferentes e além disso nã,o existe corda entre vértices do 

mesmo caminlio pois ambos são induzidos. 

De fato, existe um caminho induzido C,. Se JC,J > 4, então o resultado segue. 

Suponha, portanto que, /Cal = 2, ou seja, C, = y,  x, y'. Como xáy $ E, então 



x # xá. Além disso, x # xi, 'dxi E C pois nenhum xi E C é adjacente a y' para 

satisfazer N(xi) n Sy C N(xMAX) n &. 

Seja yi E C tal que yix E E com i inínimo. Assim considere C' tal que C = 

xá, C', yi, . . . , X M A X  Agora, observe o seguinte ciclo C* = (y', xá, C', l-~i, x). Note que 

1150 existem cordas entre os vértices de xa, C', yi pois fazem parte de uin caminho 

induzido. Aléiii disso, neiihuin xi E C' é adjacente a y' pois satisfazem N(xi) nSy G 

N(xMAX) n Sy. Para finalizar as possibilidades de corda ein C*, nenl~uin yl E C' 

é adjacente a x pois yi foi escolhido com iiieiior índice. Portanto, C* é induzido 

contrariando o fato de G ser bipartido cordal. O 

O teorema a seguir mostra que é possível adicionar uina aresta a qualquer vértice 

de uin grafo bipartido não-separável de forina que o grafo resultante continue sendo 

uin grafo bipartido não-separável. 

Proposição 3.10 (Bakonyi e Bono [3]). Dado um grafo bipartido não-separável 

G = (X,Y, E) e x E X tal que N(x) # Y, então existe y E Y tal que G' = 

(X, Y, E U {xy)) também é não-separável. Afirmação similar vale para y E Y tal 

que # X. 

Teorema 3.11 (Baltonyi e Bono [3]). Seja G = (X, Y, E) u m  grafo bipartido cordal 

e x E X tal que N(x)  # Y .  Então existe y E Y tal que G' = (X, Y, E U {xy)) 

também é bipartido cordal. Afirmação similar vale para C/ E Y tal que N(y) # X. 

Demonstração. Seja rn = IEl. Se nx 5 4, o resultado é claramente válido, uma vez 

que a adição de urna aresta não pode forinar uin ciclo induzido C,, n > 6. Suponha 

que isto seja verdade para todo grafo com menos do que m arestas para um m > 4. 



Se G é não-separável, então o grafo G' da  Proposição 3.10 também é não- 

separável. Como todo bipartido não-separável é bipartido cordal pelo Lema 3.4, 

então G' é bipr t ido cordal. Suponha, portalito, que G é um grafo separável. 

Seja x E X, com N(x) # Y. Pelo Teorema 3.8, existem arestas bi-simpliciais 

separáveis x,y, e xbyb. Como G é bipartido cordal e x,y, é bi-siinplicial, então pela 

Proposição 3.18, G = (X, Y, E - {x,zJ~}) é bipartido cordal. 

Sem perda de generalidade, por unia re-rotulação entre as arestas x,y, e xbg,, 

assuma que x # x,. Por hipótese de iiidução, coi~sicleraiido G e x, existe y tal que 
A 

G = (X, Y, E - {x,y,) U {xy)) é bipartido cordal. Suponha, por absurdo, que G' = 

(X, Y, E U {x y)) iião seja bipartido cordal. Logo, existe um ciclo induzido C, em G' , 

n 2 6. Coino G é bipartido cordal mas G' não o é, então x,ya E C,. Logo, podemos 

representar V(Cn) n u n a  seq~iência de leitura do ciclo por (. . . , y', x,, y,, x', . . . ). 

Vejamos as possibilidades de existência de tal vértice y: 

Caso I: y # y,. 

Como x,y, é bi-siinplicial em G, x # x, e y # y,, a adição da  aresta xy em G não 

altera o fato de que NG/(x,) U NG,(ya) é uma biclique. Assim, x,y, é bi-simplicial 

em G'. Como x1 E NG1 (y,) e y1 E NGl (x,) , então x'y' E E (G') , contrariando o fato 

de C, não ter cordas. 

Caso 11: y = y,. 

Note que xy, E C,, pois caso contrário C, seria induzido tainbém ein G1 - 

{xy,) = G, contradizendo G ser bipartido cordal. Logo, x' = x. Observe que, ao 

contrário do caso anterior, não podemos concluir que x,y, é bi-simplicial e111 G1, 

acarretando a existência da  corda xy' e de uma contradição. Vejamos, portanto, 

coino prosseguir neste caso. 

Seja G, = G[X U Y - {y,)]. Aplicando indução em G,, podemos obter o grafo 

bipartido cordal Ga a partir de G, adicionando-se a aresta xz, z E Y - {y,). Seja 

Gá = (X,Y, E U {xz)). 

Se G/, não é bipartido cordal, existindo um ciclo induzido C; em Gá, n > 6, 

então como G é bipartido corda1 mas Gá não o é, temos que xz E C;. Além disso, 

coino G: é bipartido cordal mas Gá não o é, temos que y, E C;. Como xy, E E, 

podemos representar C; portanto pela sequência . . . , y,, x, z,  . . . . Como xk, x;,, E 

NG(~,) ,  y1 E NG(xa) e x,y, 6 bi-sinlplicial em G, então x:yl, x:+,y' E E. Portanto, o 



1 1 1  ciclo C: representado pela sequência (x, z ,  z;, iJ>i, . . . , xi, y , x ~ + ~ ,  y:,,, . . . , .al2, y1 ) 4 2  

é um ciclo de Ga. Como Ga é bipartido cordal, então existe a corda zy' em C:, 

contrariando assim o fato de C, não ter cordas. Portanto um dos grafos, G1 ou Ga, 

é bipartido cordal, em ambos os casos seguindo o resultado. 0 

3.2 Caracteriza~ões do grafos bipartidos cordais 

Eilquaiito lia seção anterior apreseiltainos uina coleção de propriedades gerais dos 

grafos bipartidos cordais, neste seção descreveremos as caracterizações dos grafos 

bipartidos cordais existentes na  literatura. 

Teorema 3.12 (Golumbic e Goss [13]). U m  grafo bipartido é bipartido cordal se e 

somente se todo separador de arestas minimal fo r  u m a  biclique. 

Demonstração. Se G é uni bipartido cordal separável, e S é um separador de arestas 

minimal, pela Lema 3.7, S é uina biclique de G. 

Por outro lado, considere G um grafo bipartido tal que todo separador de arestas 

ininimal é uma biclique. hdostraremos que G é bipartido corclal. Suponha, por 

absurdo, que G tenha um ciclo induzido C = (v1, v2, . . . , vk) de tainanlio k 2 6. 

Seja S = N(v2) U N(v3) U N(u5) U N(vG) - {v2, v3, v5, vG) O conjunto de todos os 

vértices adjacentes a pelo menos um dos vértices v2, 213, v5 e v6 sem iiicluir nenlmm 

destes quatro vértices. Note que S separa a aresta ~ 2 ~ 3  de 215'216. Seja SI C S um 

separador minimal das arestas ~ 2 ~ 3  e v5v6. Sabemos, por hipótese, que S' é uma 

biclique. Além disso, v4 E SI e v7 E SI (ou vl E SI, quando k = 6). Portanto, 

como v4 e v7 (011 vi) estão em partes diferentes devido a paridade oposta dos índices 

destes vértices, existe uma corda em C, um absurdo pois C não tem cordas. Logo, 

G é bipartido cordal. O 

O próximo lema inost,ra uina propriedade importante sobre coinplemeiitos bi- 

partidos de grafos, que será especialmeilt,e útil para os grafos bipartidos cordais a 

seguir. 

Lema 3.13. Seja G um gmfo bipartido. S e  G é livre de C6, então G é livre de C,> 

n > 10. 



Demonstração. Mostraremos que se G contém um subgrafo induzido isomorfo a um 

C,, n 2 10, então G contém um subgrafo induzido isomorfo a CG. 

Suponha, portanto, que G contenlia um subgrafo induzido isoinorfo a Cn = 

(v1, v2, . . . , v,), com n 2 10, n par (pois G é bipartido). Sabemos que Ne(vi) 2 

{ ~ ( i  mod n) + 1 ,  v((i-2) mod n) + 1) para todo i = 1, - . , n. 

Observe que existem as seguintes arestas em G: v~v4,v~v~,v7~2,v2V5,v~V8, v8v1, 

formando um C6 induzido pois nenl~~iina corda é possível neste ciclo. Lembre-se que 
A 

vivj $! E e vivj 4 E sempre que i e j tem a inesina paridade. O 

O próximo teorema caracteriza os grafos bipartidos cordais aiito- 

complementares. Esta caracterização conduz a um algoritino eficiente de 

reconhecimento. 

Teorema 3.14 (Goluinbic e Goss [13]). Seja G um grafo bipartido. Então G e 

G são ambos bipartidos cordais se e somente se G não contiver n e n h u m  subgrafo 

induzido isomorfo ao C6, 3K2, OU C8. 

Demonstração. Suponha que G e G são grafos bipartidos cordais. Claro que G não 

tem subgrafo induzido isoinorfo ao C6 nem C8. Suponha, por absurdo, que G tenha 

um siibgrafo induzido H isomorfo ao 3K2. Veja que G[v(H)]  será isoiiiorfo ao CG, 

um alxurdo pois G é bipartido cordal. 

Por outro lado, suponlia que G não contenha nenhiim subgrafo induzido isornorfo 

ao C6, 3K2, ou C8. Primeiramente, mostraremos que G é bipartido cordal. Para isso 

precisamos mostrar apenas que G não contéin neiiliuin subgrafo induzido isomorfo 

ao C,, n 2 10 (pois G não tem nem CG, nem C8 por hipótese). Suponha, por 

absurdo, que G tenha um subgrafo induzido H isoinorfo ao CG. Veja que G[V(H)] 

será isoinorfo ao 3K2, contrariando a hipótese. Logo, pelo Lema 3.13, G não contém 

nenlium subgrafo induzido isomorfo ao C,, n 2 10 e, portanto, é bipartido cordal. 
A 

Mostraremos na sequência que G é bipxtido cordal. 

Pelo Leina 3.13 e pelo fato de G não possuir nenhum subgrafo induzido isomorfo 
A 

ao CG, sabemos que G iião contén~ neiil-ium subgrafo induzido isomorfo a C,, n 2 10. 

Resta inostrar que G não contém nenhum subgrafo induzido isomorfo nem ao CG, 

nem ao C8. Suponha que H seja um subgrafo induzido em G isomorfo ao Cu. 

Então, G[V(H)] é isornorfo ao 3K2, O que é um absurdo. Suponha agora, que H 



seja um subgrafo induzido ein G isoiiiorfo ao c8. Então, G[V(H)] é isoiiiorfo ao C8, 

novamente coiiduzindo a iiiiia contradição. Portanto, G é bipartido cordal. O 

Teorema 3.15 (Goluinbic e Goss 1131). Todo grafo bipartido cordal é um grafo 

bipartido de eliminação perfeita. 

Demonstração. Como a propriedade de ser bipartido cordal é hereditária, é suficiente 

mostrar que todo grafo bipartido cordal tem uma aresta li-simplicial. De fato isto 

ocorre ou pelo Teorema 3.6, ou pelo Teoreina 3.8, caso o grafo seja não-separável ou 

separável, respectivainent e. 0 

Corolário 3.16 (Golumbic e Goss [13]). S e  u m  grafo bipartido G não contém 2K2 

induzido, então G e G são ambos bipartidos cordais e bipartidos de eliminação per- 

feita. 

Demonstração. Coiiseq~iência imediata do Teoreina 3.14 e do Teorema 3.15. O 

Corolário 3.17 (Goluinbic e Goss 1131). U m  grafo é bipartido cordal se e somente 

se todo subgrafo induzido é bipartido de eliminação perfeita. 

Demonstração. Se G iião é bipartido cordal eiitão possui um ciclo induzido C,, 

n > 6. Mas tal C, iião é bipartido de eliminação perfeita pois C, não tem nenhuma 

aresta bi-simplicial. Logo G tem uiii subgrafo induzido que não é bipartido de 

eliiniiiação perfeit a. 

Por outro lado se G é bipartido cortlal, eiitão todo subgrafo induzido H de G é 

bipartido corda1 e, pelo Teorema 3.15, é bipartido de eliiniiiação perfeita. 0 

Proposição 3.18 (Bakoiiyi e Bono [3]). U m  grafo bipartido G = ( X ,  Y, E) com 

aresta bi-simplicial xy E E é bipartido corda,l se e sornente se G' = ( X ,  Y, E - {xy)) 

é bipartido cordal. 

Demonstração. Sendo G uin grafo bipartido cordal, supoiilia que exista em G' um 

ciclo induzido C,, n 2 6. Como G é livre de C, com m 2 6, então n = 6 e 

Cu = (x, YI, xi,  Y,  ~ 2 ~ ~ 2 )  L O ,  YI, Y2 E N(x), xi , x2 E N ( Y )  ~ o l n o  XY é bi- 

siinplicial ein G, xly2 e x2yl são cordas de C, em G', iesultaildo em um absurdo. 

Por outro lado, suponha que G' é um grafo bipartido cordal e que G1u{xy) conte- 

nlia um ciclo induzido C, = (x, y, xl ,  y1, . . . , x[,p]-l, Y [ ~ ~ ~ ~ - ~ ) ,  n > 6,12 par. Pela Ob- 

servação 1.37, xy é uina aresta bi-siiiiplicial de G[{x, y, xl ,  yl , . . . , ~[~ /21-1 ,  1 ~ [ ~ / ~ ~ - ~ ) ] .  



Novamente, como XI E N(y),  y[np-l E N(x)  e xy é uma aresta bi-siinplicial de 

G[{x, y, XI , yi, . . . , x[,/21-1, ~ [~ /2 ] - l ) ]  ) então xl y 1 ~ p - 1  E E, coiltrariaildo o fato de C, 

não ter cordas. O 

Teorema 3.19 (Diagan e Volosl-iiil [8]). U m  grafo bipartido G é bipartido cordal se 

e somente se todo subgrafo induzido H de G contém vértices adjacentes i e j tais 

que N H ( j )  con tém a vizinhança restrita a H de todos os vizinhos de i. 

Definição 3.20. Um l-iipeigrafo Fí é totalmente balanceado u 'v' ciclo de 'Ft 

existe uma aresta contendo pelo menos três vértices deste ciclo. 

Uin exemplo pode ser visto a seguir. 

G M ( G )  = I (H) H 

Teorema 3.21 (Biandstadt, Le e Spinrad [5], Lehel [17]). U m  grafo bipartido G 

é bipartido cordal se e somente  se o hipergrafo definido por Ad(G) é totalmente 

balanceado. 

Definição 3.22. Uina ordem perfeita de um giafo é uina ordenação de seus vértices 

tal que a coloração gulosa seguindo tal ordem de q~ialquer um de seus subgrafos 

induzidos é ótiina. 

Um grafo perfeitamente ordenável é uni grafo que possui uma ordem perfeita. 

Teorema 3.23 (Chvátal [c]). U m  grafo bipartido G é bipartido cordal se e somente  

se é perfi:itam.ente ordenável. 

Lema 3.24. A propriedade de u m a  matr iz  bipartida Ad de G ser  livre de I' é here- 

ditária. 



Demonstração. Seja Ad a matriz bipartida do grafo bipartido G e supoillia que Ad 

seja livre de r. 
Seja v um vértice de G tal que a matriz bipartida A&' de G' = G - v não 

seja livre de I'. A matriz Ad' é obtida de Ad pela remoção da linha ou da coluna 

que corresponde a v. Mas então um I' em Ad' está também presente em A&, uma 

contradição. O 

Definição 3.25. Um vértice v E V(G) é dito ser centro de P5 se existir em G um 

caminho induzido de tamanho 5 no qual v é o vértice central deste cainiill-io. 

Lema 3.26. Se  a matr iz  bipartida de G é livre de r, então existe um vértice v E 

V(G) que não é centro de P5. 

Dernon,stra,çi?o. Seja A4 a inatriz bipartida de G e suponha que ela é livre de I'. 

Suponha, por absurdo, que todo vértice é centro de P5 e seja v E V(G) centro 

do P5 = (x, y, v, w, z ) .  Sem perda de generalidade, por uma transposição de Ad, 

considere que v corresponda a uma linha de #I. Observe que se v for anterior a x, z 

na ordenação de linhas de #I, então, para toda permutação válida entre y, w, x, z ,  

existe uin I', como pode ser analisado na Tabela 3.1. Logo, v não pode estar na 

priineiia linha. Como v é um vértice geral, nenhum vértice pode representar a 

priineiia linha, o que obviamente é um absurdo. 

I . . . y . . . w . . .  

Tabela 3.1: A4 uma inatriz bipartida de G. 

Teorema 3.27 (Spinrad [24]). S e  G é grafo bipartido corclal, então existe v E V(G) 

tal que v não é centro de P5. 



Demonstração. Seja G um grafo bipartido cordal. Pelo Teorema 2.5 e pelo Teo- 

rema 2.25, existe uina ordenação livre de I? da matriz bipartida A4 de G. Logo, pelo 

Lema 3.26, existe v E V(G) tal que v iião é ceiit,ro de P5. O 

Teorema 3.28 (Exercício 9.3 do Livro do Spiiirad [24]). Seja G u m  grafo bipartido. 

O grafo G é bipartido cordal se e somente se G t e m  u m  esquema de eliminação 

baseado e m  semqre remover vértices que não siio centro de P5. 

Demonstração. Seja G um grafo biparticlo e v E V(G) uin vértice que não é no 

centro de P5. Então: 

o Se G é bipartido cordal, então pelo Leina 3.1, G - v é bipartido cordal. 

o Se G iião é bipartido cordal, entgo como v não é no centro de P5, v não está 

em nenhum C,, n 2 6. Logo, G - v não é bipartido cordal. 

Portanto, G é bipartido cordal se e soineiite se G - v é bipartido cordal. (I) 

Seja G' o grafo resultante de eliininações sucessivas de vértices que não são centro 

de P5 até onde seja possível. Se G' = 0, ou seja, existe esquema de eliminação 

perfeita, então, por (I) e dado que o grafo nulo é bipartido cordal, G é bipartido 

cordal. Se G' # a,  então pela contra-positiva do Teorema 3.27, G' não é biparticlo 

cordal. Logo, por (I), G não é bipartido cordal. 

Conclui-se que existe tal esquema de eliminação se e somente se G é bipartido 

coidal. O 

Lema 3.29. S e  um grafo bipartido G t e m  u m a  ordenação livre de r de sua matr iz  

bipartida, então G é bipartido cordal. 

Demonstração. Seja G um grafo bipartido com uma ordeiiação livre de I' de sua 

matriz bipartida h!!. Pelo Lema 3.26, existe vl que não é centro de P5. 

Pelo Lema 3.24, G - v1 tainbéin possui uma ordenação livre de r de sua matriz 

bipartida. Aplicando-se sucessivamente este procedimento, existe esquema de eli- 

minação perfeita [vl, . . . , vk] baseado na remoção de vértices que não são centro de 

P5. Portanto, pelo Teorema 3.28, G é um grafo bipartido cordal. O 

Teorema 3.30 (Spinrad 1241). U m  grafo G é bipartido cordal se e somente se existir 

u m a  ordenação livre de r de sua matriz  bipartida. 



Demonstração. Seja G um grafo bipartido cordal. Pelo Teorema 2.5 e pelo Teo- 

rema 2.25, existe uma ordenação livre de I' da sua matriz biprtida. 

Por outro lado, se G tem uma ordenacão livre de I' de sua matriz bipartida, 

então, pelo Lema 3.29, G é bipartido corclal. O 

Aplicaqão prática 

Na seção anterior, mostramos que a classe dos grafos bipartidos coidais é rica 

em estrutura. Diversos resultados interessantes e não-triviais, fruto do tiaballio 

de diversos pesquisadores, foram apresentados. Nesta seção, apresentaremos uma 

aplicação dos grafos bipartidos cordais em eliminação Gaussiana de matrizes (bem 

conhecida na álgebra linear sob o nome "pivoteainento" ), demonstrando que além da 

riqueza teórica, esta classe possui aplicaqão diieta cm outros problemas. A descricão 

a seguir está baseada naquela de Golumbic [12] e Bakoiiyi e Boiio [3]. 

Definição 3.31. Uina matriz quadrada é dita singular quando não admite uma 

inversa. 

Uma matriz é singular se e soineiite se seu determinante é nulo. 

3.3.1 Problema da eliminação Gaussiana perfeita 

Seja M uma matriz real não-singular n x n. É bem conhecido em álgebra linear 

que pode-se reduzir A4 ii matriz identidade I pelo processo repetido de substituir 

uma linha por uma coiiibiiiação linear de outras linhas. Tal processo é chamado de 

el imi~za,~ão Gau,ssianu, ou simplesmente de pivoteamento. Abaixo apresentamos um 

exemplo de pivoteamento de uma matriz. Os pivôs foram destacados em cada etapa 

por uma moldura retaiigular. 

Combinações lineares efetuadas: 

5: M(2, *) = 4 x M(2, *) - AC(1, *) 

M(3, *) = 4 x M(3, *) - AC(1, *) 

M(4, *) = 4 x M(4, *) - AC(1, *) 

M(1, *) = 114 x M(l, *) - 1/4 x M(2, *) - 114 x M(3, *) - 114 x M(4, *) 



Quando a matriz é muito grande e esparsa, é bem sabido que a maneira mais efici- 

ente de se representar a matriz, para arinazeiiaineiito e processaniento em memória, 

se faz guardando somente suas entradas não-n~ilas. Para que um processo de pivo- 

teamento seaja eficiente, ele deve sei feito se possível tle uma inaiieira que entradas 

nulas da matriz não se tornem entradas não-nulas durante o pivoteameiito, pois neste 

caso o armazeiiaineiito eficiente desta matriz potencialmente estaria comprometido 

quando então o processo de pivoteaineiito fracassaria. Note que o pivoteaineiito 

exemplificado anteriormente não cumpre este requisito. 

O problema da  elirnina,ção Gau,ssiana perfeita é encontrar, se possível, uina 

seq~~ência de pivôs tal  que o processo de pivoteameiito, seguilido tal ordem de pivôs, 

nunca torne não-nula uma entrada nula da matriz. 

A matriz acima admite uma eliminação Gaussiaila perfeita, conforme deinons- 

trado abaixo. 

Combinações lineares efetiiadas: 
1 
-4: M(1, *) = M(1, *) - M(4, *) 

M(4, *) = M(4, *) - M(1, *) + M(2, *) + M(3, *) 

Note que este pivoteamento utilizou menos combinações lineares. Isto é apenas 

uma coiiicidêiicia. O objetivo procurado, e alcançado no exemplo acima, é não 

introduzir entradas não-nulas onde originalmente são entradas nulas. 



3.3.2 Eliminação Gaussiana perfeita e os grafos bipartidos 

cordais 

Em primeiro lugar, investiguemos a causa para que uma entrada não-nula se 

torne nula, durante uina operação de pivoteamento. 

Suponha que, em determinado momento, um pivô M(i,  j) seja escolhido. As 

linhas que deverão ser substituídas são as linhas cle índice r # i, 1 < r < n tais 

e ( r )  # O. Uma entrada em M(r,  *) nula se torna não-nula na coluna s 

precisamente quando Ad(r, s) = O e M(i, s)  # O. Em outras palavras, para evitar 

tornar não-nula uma entrada nula, o pivô escolhido M(i ,  j) # O deve atender o 

seguinte requisito: para todo r # i, 1 < r < n,  tal que M(r, j )  # O ,  s # j, 

1 5 s < n tal que M(i ,  s) # 0, M(r ,  s) deve ser não-nulo. 

Modelemos este problema sob o ponto de vista de teoria de grafos. 

O grafo bipartido G(M) = (X, Y, E) é o grafo bipartido de uma matriz não-nula 

quadrada &I n x n se X = {xl, . . . , x,), Y = {yl, . . . , y,) e xiyj E E se e somente 

se M ( i , j )  # O. 

É fácil ver que o requisito estabelecido para não se criar entradas não-nulas onde 

havia entradas n~ilas, adaptada para a nova estrutura G(M), é assim enuiiciado: 

um pivô xiyj E E evita o efeito de tornar não-nulas entradas iiulas se e somente se 

para todo x, E X tal que x,yj E E, y, E Y tal que xiys E E, ocorra de x,y, 6 E. 

Equivalentemente, um pivô xiyj E E evita o efeito de tornar não-inilas entradas 

nulas se e somente se xiyj E E é uma aresta bi-sinzplicial de G(M).  

Logo, a escoll~a de pivôs em uma eliminação Gaussiana perfeita de uma matriz 

M é um esquema de eliminação perfeita de G(M). De fato, a matriz admite uma 

eliiniiiação Gaussiana perfeita se e somente se G(A4) for um grafo bipartido de 

eIiininação perfeita [12]. Conforme a Seção 2.4, a classe dos grafos bipartidos de 

eliiniiiação perfeita inclui propriamente aquela dos grafos bipartidos cordais. 

P x a  se encontrar uma eliminação Gaussiana perfeita de uma matriz M ,  por- 

tanto, a estratégia é seguir um esquema de eliminação perfeita de G(A4). No en- 

tanto, existe uin inconveniente. Nem todo esquema de eliminação perfeita pode ser 

seguido até o fim, devido a uma dificuldade técnica descrita a seguir. 

Um zero aritm,étsco no processo de eliiniiiação Gaussiana é uina entrada nula 

criada como resultado de uma coincidência aritn~ética (operações aritinéticas sendo 



efetuadas durante o pivoteainento). Zeros na matriz original são cliainados de origi- 

nais. Uin problema crucial no pivoteamento de uma inatriz A4 seguindo um esquema 

de eliiniização perfeita de G(M) ocorre se um zero aritinético aparecer duraiite o pro- 

cesso ilurna posição que, seguildo o esquema de eliiniilação perfeita, será o próximo 

pivô a ser coilsiderado. Neste caso, tal esqueina ilão poderá ser utilizado. Eiicontrar 

um esquema de eliiniilação perfeita que não produza zeros aritméticos pode ser uma 

t arefa não-trivial. 

Uin grafo bipartido G = ( X , Y ,  E) é chamado de grafo bipartido de redução 

completa de arestas se as arestas em E puderem ser ordenadas na sequêilcia 

(xl yl, . . , , x,y,), onde xzyz # xj yj para i # j e cada xkyk C bi-siiriplicial eiii 

G[{xkyk, . . . , x,y,)]. Note que a classe dos grafos bipartidos de redução completa 

de arestas não é equivalente à classe dos grafos bipartidos de elimiilação perfeita, 

pois ilum esquema de eliminação perfeita não estão presentes necessariamente todas 

as arestas do grafo. 

O teorema a seguir relaciona os grafos bipartidos cordais aos grafos de redução 

completa de arestas. 

Teorema 3.32 (Bakonyi e Bono [3]). U m  grafo bipartido é bipartido cordal se e 

somente se ele é um grafo de redução completa de arestas. A l é m  disso, se um grafo 

bipartido G = (X, Y, E) é um grafo de redução completa de arestas e xy é u m a  

aresta bi-simplicial e m  G, então G' = (X, Y, E - {xy)) t a m b é m  é um grafo de 

redução completa de arestas. 

Demon,strn,ção. CoiisequSi~cia direta da Proposição 3.18. O 

Considere agora uma matriz A4 tal que seu grafo bipartido associado G(A4) 

seja bipartido cordal. Considere novamente um esqueina de eliiniilação perfeita 

[xlyl, . . . , xkyk] de G[M]. Suponlia que, para algum 1 5 i 5 k ,  ocorra um zero 

aritmético justamente na próxima posição de pivoteamerito xiyi. 

Como ser um grafo bipartido corda1 é uma propriedade hereditária, então 

G[{xiyi, . . . , xkyk)] é um grafo bipartido cordal. Como xiyi é uma aresta bi-simplicial 

de G[{xiyi, . . . , xkyk)], de acordo com o Teorema 3.32, G [ { X ~ + ~ ,  y i+~ ,  . . . , xk, yk)] é 

um grafo bipartido cordal. Portanto, podeinos encoiitiar uin outro esquema de eli- 

minação perfeita para G [ { X ~ + ~ ,  yi+i, . . . , xk, yk)], e prosseguir o pivoteainento com 



a nova primeira aresta bi-siinplicial deste novo esquema. Logo, se Ad é u m a  m a -  

tr iz  com grafo bipartido corda1 associado, então dado u m  esquema de eliminação 

perfeita, é possivel utilizá-lo pa,ra, gern,r u m a  eliminação Gaussiana perfeita pois as 

coincidências aritméticas podem ser contornadas. 



Capítulo 4 

Reconhecimento dos Grafos 

Bipart idos Cordais 

No capítulo anterior apreselitamos uma coleção de propriedades e caracterizações 

relacioiladas aos grafos bipartidos cosdais. Este capítulo destina-se a descrever os 

algoritmos de reconl-iecimento de grafos bipartidos cordais. Como veremos adiante, 

o recoiihecimeiito dos grafos bipartidos cordais é foitemeiite baseado nas ordenações 

lexicográficas duplas de matrizes e reconlieciinento de matrizes livres de r, vistos no 

capítulo aiiterior . 

Nas Seções 4.1 e 4.2, mostramos de forma mais detalhada a abordagein mais 

eficiente conhecida para decidir se uni grafo é bipartido cordal. 

4.1 Reconhecimento de grafos bipartidos cordais 

Nesta seção trataremos de apreseiitar os algoritinos de recoiil-iecimento dos grafos 

bipartidos cordais. 

Como uiii grafo 6 bipartido cordal se 6, bipastido (tempo liiiear de reconliecimento, 

conforme Observação 4.1) e se não possui ciclos iilduziclos de tainanhos maiores ou 

iguais a 5, decorre que a complexidade de tempo do problema de reconhecimento 

dos grafos bipartidos cordais é, no pior caso, a mesma de se recoiiliecer ciclos in- 

duzidos de tamaiilios maiores ou iguais a 5. O problema de decidir se um grafo 

possui ciclos induzidos de tamaiilio ao menos k, para algum valor fixo k > 4, possui 

complexidade de tempo O (n" (Observação 4.2). Spiiiracl 1221 forneceu uma solução 



melliorada levando tempo O ( n b 3 ~ d ) ,  onde Ad = O(n2.376) é o teinpo requerido para 

multiplicar duas matrizes n x n. Recentemente, Niltolopoulos e Palios [20] fornece- 

ram um algoritino de teinpo O(n4) para reconhecer ciclos induzidos de tainaiilio ao 

menos 5. Portanto, utilizaiido-se tais resultados, podemos estabelecer que a coin- 

plexidade de tempo do problema de recoilliecimeiito dos grafos bipartidos cordais é 

O(n4). Levando-se em conta que tais grafos são bipartidos, é possível coinplexida- 

des melhores conforme veremos nesta seção. E interessante observar que o problema 

de determinar em particular se um grafo contém um ciclo induzido de tamanho no 

mínimo 4 pode ser resolvido em teinpo O(n + m) (problema bem conhecido de se 

recoiihecer um grafo cordal) . 

Observação 4.1. É possível decidir se um grafo G é bipartido em tempo O(n+m) .  

Denzon~strn,çiio. Seja G uin grafo. Sejam A e B dois coiljuntos de vértices, iiiicial- 

mente vazios. Percorre-se a lista de adjacêiicias fazendo-se o seguinte processo. O 

conjunto A é inicializado com uin vértice arbitrário v E V(G). Ein seguida, o outro 

conjunto recebe N(v) e v é marcado como visitado. O algoritmo prossegue visitando 

cada w E N(v) ainda não visitado, sempre colocaiido N(w) no outro conjunto em 

relação a qual w está. Clarameiite G é bipartido se e soineiite se o algoritino pro- 

duzir uma bipartição de V(G). Outra forma de enunciar este processo é dizer que 

podemos fazer uma busca em largura a partir de um vértice arbitrário v E V(G) 

verificando se as arestas de retorno saem e entram em níveis da  árvore de busca cuja 

diferença seja íinpai-. 17 

Observação 4.2. É possível decidir se um grafo G é possui um ciclo induzido de 

tamanho maior ou igual a k em tempo O(nk).  

Demonstração. Seja P um caininho induzido de tamanho k - 3, ou seja, com k - 2 

vértices. Sejani x, y os vértices extremos de P. Seja G' o grafo construído a partir 

de G reinoveildo-se os seguintes vértices: (i) vkrtices internos ao caminho P e os 

vizinlios de tais vértices excetuaildo-se x e y; e (ii) vértices que são vizinhos a ambos 

os vértices x e y. 

Se P estiver em um ciclo induzido de tainanlio maior ou igual a k em G, então 

claramente liaverá um caminho entre x e y em G'. Por outro lado, se existe um 

caminho entre z e y em G', então, pela remoção dos vértices do tipo (ii) e pelo fato 



de que xy 6 E(G1), existe uin caminho induzido entre x e y em G' de tainanlio inaior 

ou igual 3. Logo, P faz parte de uin ciclo induzido de tamanho maior ou igual a k 

em G. 

Portanto, P está em um ciclo induzido de tamanho maior ou igual a k em G 

se e somente se existir uin cainiiilio entre x e y em G'. A coilstrução de G' e a 

verificação de um camiiilio eiitre x e y em G' pode ser feita em teinpo O(n + m). 

Como existem no ii~áximo O(nkP2) caminhos de tamaiilio k - 3 e leva-se tempo 

O(n + m) para verificar se cada camiiilio está ein uin ciclo iilduzido de tainaiilio 

maior ou igual a k, então o teinpo total para a verificação da existêiicia de um tal 

ciclo é de O (nk-I + mnk-2) = O (nk) . O 

Embora o reconhecimento dos grafos bipartidos cordais seja portanto iiierente- 

inente polinomial, é possível realizar esta tarefa com uina complexidade de teinpo 

bein mellior. Apreseiitainos os algoritinos coin a menor coinplexidade conhecida 

para este problema. Estes algoritmos estiio baseados na seguinte idéia. 

Pelo Teorema 3.30, uin grafo G é bipartido cordal se e soineiite se existir unia 

ordenação livre de I' da sua inatriz bipartida. Por outro lado, pelo Teorema 2.25, 

se um grafo G é bipartido cordal então toda ordeiiação lexicográfica dupla de sua 

iiiatriz bipartida é livre de I'. Combiiiaiido estes resultados, podemos reconliecer se 

um grafo G é bipartido cordal fazendo uma ordenação lexicográfica dupla de sua 

inatriz bipartida e G será bipartido cordal se e somente se a ordenação lexicográfica 

dupla obtida for livre de I'. 

Portanto, existem duas fases distintas no recoidieciineiito de grafos bipartidos 

cordais utilizaiido-se esta abordagem: produzir uiiia ordeiiação lexicográfica dupla 

de uina inatriz bipartida A4 de uin grafo G e decidir se A4 é livre de r. Na Seção 2.1, 

descreveinos os algoritinos mais eficientes coiihecidos para se produzir iiina ordeiia- 

ção lexicográfica dupla de uina matriz. Neste capítulo, portanto, descrevereinos 

como decidir se uma matriz A4 é livre de I'. 

Note que a tarefa de decidir se uina inatriz A/l é livre de r é trivialinerite poli- 

nomial. De fato, considere o seguinte algoritmo. 

Reconhecimento de Matrizes Livre de r 
Entrada: matriz A4 I x J 



Saída: 'Sim' se W! é livre de r, 'Não' caso contrário. 

(i) Para cada 1 < i < I, 15 j 5 J tais que A4(i, j) = 1 faça 

(a) Para cada j < w < J tal que M ( i ,  w) = 1 faça 

i. Para cada i < z 5 I tal que M(z, j) = 1 faça 

Se M (x, W) = O então pare e devolva 'Não' 

(ii) Devolva 'Sim' 

O laço (i) é iterado IJ vezes. Para ca.da valor 1 encontrado, o laço (a) é iterado 

O(J)  e o laço i. é iterado O(I )  vezes. Logo, a complexidade total de tempo é de 

0(12J2). NO problema em q~iestão, reconhecimento de grafos bipartidos cordais, 

A4 é a inatriz bipartida CIO grafo G o qual se deseja saber se é bipartido cordal 

ou não. Portanto I = O(n) e J = O(n). Logo, apenas a fase de reconhecer se a 

inatriz result,ante de uma ordeiiaqão lexicográfica dupla é livre de r levaria tempo 

O(n4), não apreseiitando nenhuma melliora ao tempo máximo já esperado conforme 

mencionado na introdução desta seção. Mostraremos que é possível testar se uma 

inatriz bipartida de um grafo G é livre de I? em tempo linear O(nz + n).  

Observe que tal matriz tem tainaiilio O(nzn) mas esse algoritmo evitará a coiis- 

trução explícita dessa matriz usanclo um iilteressaiite truque algorítmico. 

Desta forma, a complexidade de tempo para se reconhecer se um grafo é bipartido 

cordad é dada, pela, corn,~)le:ricl7acEe de terryo dos d i ~ ~ e r s o s  n~,e'todos de se obter u m a  or- 

denação 1exicográJica dupla da matr iz  bipartida deste grafo, sendo os mais eficientes 

apresentados na Seção 2.1. 

O algoritmo a seguir resume o procedimento de reconl-iecimento clos grafos bi- 

partidos cordais. 

Algoritmo d e  reconhecimento dos grafos bipartidos cordais 

Entrada: grafo G (lista de adjacências) 

Saída: 'Sim' se G é bipartido cordal, 'Não' caso contrário. 

(i) Se G não é bipartido, devolva 'Não'. 



(ii) Constrói-se a representação adeqtiada da  matriz bipartida A4 de G. 

(iii) Obtém-se uma ordenação lexicográfica dupla M' de A4 (utilizando uin algo- 

ritmo da Seção 2.1). 

(iv) Se M' for livre de r (utilizando o algoritmo da Seção 4.2), devolva 'Sim'; caso 

contrário, devolva 'Não'. 

Consumo de tempo: O(n2) usando o algoritmo de Spinrad e a 'primeira' parte 

da próxima seção. 

4.2 Reconhecimento de matrizes livres de r 
Nesta seção, apresentaremos como reconhecer a ausência de r em uma matriz 

bipartida de um grafo em tempo ótimo O(na + n). Para tanto, será necessário 

fazer com que seja possível testar a vizinhailça entre um par de vértices em tempo 

0(1), mesmo que a entrada seja a lista de adjacências do grafo (caso contrário, se 

tivermos como entrada a matriz de adjacência deste grafo, o tempo seria O(n2)). Isto 

é possível assumindo-se um modelo de computação no qual a simples alocação de 

espaço para u m a  matr iz  o u  vetor, s e m  sua inicialização, leva tempo constante. Tendo 

esta premissa por base, de forma engenhosa, pode-se conseguir tal feito conforme 

descrito a seguir. 

Lema 4.3 (Aho, Hopcroft e Ullinan [I] - exerc. 2.12). Seja G um grafo descrito 

sob forma de sua lista de adjacências. Assumindo-se um modelo de computação 

no qual a alocação de espaço para u m a  matriz ou vetor, s e m  sua inicialização, leva 

tempo constante, podemos construir e m  tempo O(m + n)  u m a  estrutura de dados 

qu,e permite testar a adja,cên,cia, entre qua,lqu,er par de vértices e m  tempo O(1). 

Demonstração. Seja C a lista de adjacências de G dada como entrada. A estrutura 

de dados que será construída, que permitirá fazer tal teste de adjacência em tempo 

constante, é constituída dos seguintes elementos: 

(i) matriz M n x n 

(ii) matriz MPont n x n 



(iii) pilha Pveyif (impleineiitada por um vetor de m posições) 

Todas estas estruturas são alocadas (mas não iiiicializadas) em tempo constante, 

de acordo com a premissa sendo assumida solxe o modelo de computação. A idéia 

é que A4 seja a matriz de adjacêixia de G. Gastando-se somente tempo O(n + m), 

nem todas as posições de A 4  serão inicializadas. De fato, inicializaremos somente 

as posições da n~atriz que devem ter o valor 1. As demais ficarão com o valor 

arbitrário após o processo de alocação (lixo de meniória). As demais estruturas 

Mpont e PveTif serão utilizadas para distinguir quando uma entrada da matriz Nf é um 

valor inicializado pelo algoritmo (iiecessariainente valor 1) de quando ela representa 

um lixo (necessariainente interpretado como valor 0). 

A inicialização destas estruturas ocorrerá da seguinte forma. Para cada vértice 

v, percorre-se cada vizinho w E N(v) em L, inicializando as estruturas da seguinte 

forma: 

(i) M(v, W) t 1 

(ii) empilliar em PVeyif o endereço de meinória de n/l,,,, (v, 20) 

(iii) A/r,,,,(v, w) +- endereço de meinória da última posição do vetor PVerif sendo 

utilizada (topo da pilha) 

Podemos inferir para qualquer par de vértices v, w se vw E E(G)  da seguinte 

forma: vw E E(G) se e soinente se todas as condições abaixo são satisfeitas: 

(i) M(v, w) = 1 

(ii) endereço armazenado e111 A/r,,,, (v, w) pertence ao vetor PVeTi 

(iii) o endereço arinazenado em PVeyif na posição apontada pelo endereço armaze- 

nado em Mpont(v, w) é igual ao endereço de A/r,,,, (v, w) 

Em outras palavras, a estrutura PveTif serve de certificação de que a posiqão 

Mpont(v, w), para todo v, w E V ( G ) ,  foi inicializada. O 

Apenas esta estrutura eficiente para testar adjacências como ferramenta ainda 

não é suficiente para se testar otiinameiite se uma matriz bipartida de um grafo 

possui I'. Precisamos também observar que nem todas as possibilidade de formação 

de I' necessitam de fato serem verificadas, fato que segue do próximo resultado. 



Lema 4.4 (Lubiw [H]). Se  u m a  matriz binária A4 possuir u m  r, então Ad possui 

um I' formado por M(ll ,  ci) = Ad(ll, c2) = A4(L2, cl) = 1, M(L2, c2) = O tal que 

A4(Ll, c) = O para cada cl < c < c2 e M(L, cl) = O para cada 11 < L < 12. 

Demonstração. Sejam LI < L2 e c1 < c2 tais que Ad(Ll, cl) = A4(Ll, c2) = A l ( L 2 ,  cl) = 

1 e Df (L2, c2) = O. Se M(L1, c) = O para cada c1 < c < c2 e Ad(1, cl) = O para cada 

LI < 1 < 12, segue o resultado. Logo, suponha que exista (i) c1 < c3 < c2 tal que 

1i4(11, c3) = 1; OU (ii) L1 < L3 < l2 tal que A4(L3, cl) = 1. 

Se o caso (i) ocorre, considere o valor Ad(L2, c3). Se A6(L2, c3) = 1, então existe 

um outro (r") forinado por Ad(Ll, c3) = A6(Z1, c2) = M(Z2, c3) = 1, Ad(L2, c2) = 0. 

Se M ( L 2 ,  c3) = 0, então existe um outro r (r') formado por Df(Ll, cl) = Ad(L1, c3) = 

M(L2, cl) = 1, Df ( L 2 ,  c3) = O. Em ambos os casos, r' está propriamente "contido" 

em r. De maneira análoga, eacontramos uin r' propriamente "contido" em r se o 

caso (ii) ocorre. Tomando-se r' por r, podemos repetir este processo, que deve ser 

finito pelo fato de Ad ser uma matriz de diineilsões fiilitas. O último r' encontrado 

claramente atende as exigências do resultado. O 

Coino consequência do Lema 4.4, para testar se uma matriz binária Ad possui 

um r é suficiente testar se cada entrada 1 de DI forma um com o primeiro 1 à 

direita e o primeiro 1 abaixo. O próximo algoritmo apresenta esta estratégia de 

maneira detalhada. 

Reconhecimento de matrizes bipartidas livres de r em tempo linear 



Entrada: lista de adjacências L tal que, para todo v E V(G), a lista L(v) está 

ordenada conforme as linhas e colunas da matriz A&. Além disso, 

para todo v E V(G), cada entrada w E L(v) é duplamente ligada 

com a respectiva entrada v E L(w). 
Saz'da: Sim/Não 

(i) Construir a matriz de adjacência Ad conforme o Lema 4.3 

(ii) Para cada i E V(G) faça 

(a) Para cada j E C(i) faça 

i. Seja z E L(i) após a entrada j E L(i) 

ii. Seja i' E L( j )  a entrada respectiva à entrada j E L(i) 

iii. Seja w E L( j )  após a entrada i' E L(j)  

iv. Se &/r (z, w) = O então pare e devolva 'Não' 

(iii) Devolva 'Sim' 

Seja n o número de vértices de G e m o número de arestas de G. 

O passo (i) conforme visto pode ser iinpleinentado em tempo O(n + nz). Além 

disso; os laços (ii) e (a) percorrem toda a lista de abjacêiicias L, para cada entrada, 

executando as operações i. a iv. de tempo constante, portanto requerendo tambéin 

teinpo O (n + m) . Logo, o tempo total de execução deste algoritino é O (n + nz) . 



Capítulo 5 

Comparacão .3 entre os Grafos 

Cordais e Grafos Bipartidos 

Cordais 

O objetivo deste capítulo é mostrar os casos iios quais a similaridade de estru- 

tura entre os grafos cordais e os bipartidos cordais geram um paralelismo eiitre os 

resultados das duas classes, bem como os casos onde essa relação 11" ao ocorre. 

Viinos no Teoreina 3.12 que uin grafo bipartido é bipartido corda1 se e somente 

se todo separador de arestas miiiiinal for uma biclique [Golumbic e Goss [13]). Para 

os grafos cordais temos o seguinte resultado: 

Teorema 5.1 (cf. Dirac [7]). U m  grafo G = (V, E )  é cordal se e somente se todo 

separador de vértices minimal é u m a  clique. 

Ainda em relação aos separadores, vimos no Teorema 3.9 que, dado um giafo bi- 

partido cordal separável G = (X, Y, E) e sendo S um separador miiiimal de suas ares- 

tas x,y, e xbyb, então existe um vértice xá na compoiieiite coiiexa de G[X U Y - S] 

que contéin x,y, tal que S n Y C N  (xá). Veja que existe um resultado semelhante 

para os grafos cordais. 

Teorema 5.2 (Goluinbic [12] - exerc. 12, cap. 4). Para todo separador de vértices 

minimal S de u m  grafo cordal G = (V, E), existe u m  vértice v  e m  cada componente 

conexa de G[V - SI tal que S C N ( v ) .  



De acordo com o Teorema 3.8, sendo G = (X, Y, E) um grafo bipartido cordal 

separável, então G tem no mínimo duas arestas bi-simpliciais separáveis. Coino 

todo grafo bipartido não-separkvel é um grafo bipartido cordal (Lema 3.4), e por 

consequência um grafo bipartido de eliiniiiação perfeita (Teorema 3.15), então todo 

grafo bipatido cordal tem no mínimo uina aresta bi-simplicial, ou duas, caso seja 

separável. Um resultado semelhante para grafos cordais eiicontra-se a seguir. 

Teorema 5.3 (cf. Dirac [7]). Todo grafo cordal G t e m  um vértice simplicial. Se  G 

não é u m  grafo completo, então existem pelo menos dois vértices simpliciais não- 

adjacentes. 

Nem todos os paralelismos com os grafos cordais ocorrem diretamente coin a 

classe dos grafos bipartidos cordais. Na verdade, alguns ocorrem com a classe dos 

grafos bipartidos de eliminação perfeita que é uina superclasse da classe dos gra- 

fos bipartidos cordais. Por exemplo, pela própria definição dos grafos bipartidos 

de eliminação perfeita, um grafo bipartido G = (X, Y, E) é bipartido de eliniiila- 

ção perfeita se e someiite se G tem um esquema de elimiiiação perfeita de arestas 

bi-simpliciais. Para os grafos cordais temos o seguinte resultado: 

Teorema 5.4 (cf. F~dkerson e Gross [10]). U m  grafo G é cordal se e somente se G 

t e m  um esquema de eliminação perfeita de vértices simpliciais. 

Seja G um grafo tal que V(G) = {vl, v2, . . . , v,). O grafo bipartido B(G) = 

(X,Y, E) é tal  que X = {x1,x2, .  . . ,x,), Y = {yl, y2,. . . , yn), e xiyj E E se e 

someiite se i = j ou vivj E E(G).  Para S C V(G), seja B(S) = {xi I vi E 

S) U {yi I vi E S). O prbximo resultado mostra uiiia relação entre os grafos cordais 

e os grafos bipartidos cordais, e o seguilite entre seus separadores iniiiimais. 

Teorema 5.5 (Goliiinbic [12] - exerc. 2, cap. 12). S e  B(G) é u m  grafo bipartido 

cordal, então G é u m  grafo cordal. 

Demonstração. Suponha que B(G) é bipartido cordal e que G possua um ciclo 

induzido pelos vértices (vl, v2, . . . ,v,), m > 4. Note que em B(G) temos o grafo B, 

definido pela Figura 5.1 como um subgrafo induzido. 

Como B(G) é um grafo bipartido cordal, pelo Teorema 3.15, B(G) é tainbéin um 

grafo bipartido de eliminação perfeita. Seja, portanto, a = [el,. . . , ek] um esqueiiia 



Figura 5.1: Subgrafo B, de B(G). 

de B(G). Seja e a primeira aresta bi-siinplicial na sequência de arestas definida por 

o que eilvolve um vértice de B,. Claramente e possui exatamente um vértice de B,, 

pois nenhuma aresta de B, é bi-siinplicial. Sem perda de generalidade, e = xly,, 

s @ (1,. . . , rn), e a situação é conforme mostrado a seguir. 

Por coiistrução de B(G), existe x, tal que x,y, E E(B(G)).  Como xlys E 

E(B(G)), então x,yl E E(B(G)).  A situação revisada é conforme mostrado na 

figura a seguir. 

Pela bi-simplicialidade de e, concluímos que xsyz E E(B(G)) e que, portanto, 

xzy, E E (B(G) ) .  Novamente pelo fato de e sei uma aresta bi-simplicial, xzym E 



E(B(G)),  o que contradiz B, sei um subgrafo induzido . O 

Observação 5.6. Se G é uin grafo cordal, B(G) não é necessariamente um grafo 

bipartido coidal. A figura a seguir exeinplifica tal caso. 

Figura 5.2: Exemplo de um grafo cordal G cujo grafo B(G) não é bipartido coidal. 

Note que existe um C6 = (xl, y2, x4, y5, x6, y3) induzido em B (G) . Além disso, 

existe um separador de arestas ininiinal S = {x2, yz, y6,yg, y3) que não forma uma 

biclique em B(G),  o que seria necessário pelo Lema 3.7 caso B(G) fosse bipartido 

cordal. De fato, S possui as arestas x2yz, xzy3, xzy5 mas não possui a aresta ~236 .  

A exemplo do que também ocorre para os grafos cordais e, portanto, reforçaiido 

o paralelismo que ocorre entre as classes, os algoritinos de recoi~l-iecimeiito dos gra- 

fos bipartidos cordais são divididos em duas fases. No caso dos grafos bipartidos 

cordais, a primeira delas é coilstrutiva produziido uma ordenação lexicográfica dupla 

da matriz biparticla do grafo. A fase de verificação checa se a ordenação produzida 

é de fato livre de I? (conforine Capítulo 4). 



Capítulo 6 

Conclusão 

Um grafo G é bipartido cordal se G é bipartido e todo ciclo de tamaiilio maior 

ou igual a 6 tem uma corda. Em outras palavras, dado que um grafo bipartido só 

possui ciclos induzidos de tamaiilio par, um grafo c: bipartido cordal quando todos 

os seus ciclos induzidos têm tamanho 4. 

Os grafos bipartidos cordais foram inicialmente introduzidos em 1978 por Go- 

lumbic e Goss [13]. Seu estudo foi motivado originalmente por sua aplicação em 

matrizes não-simétricas. As aplicações em eliminação Gaussiana de matrizes espar- 

sas são descritas por Bakoiiyi e Boiio em 1997 [3], e em prograiiiação inteira por 

Hoffinaii, Kolen e Saliarovitch em 1985 [14] em análise de matrizes por Jol-inson e 

Wliitney em 1991 [I61 e por Johiisoii e Miller em 1997 1151. Exemplos de aplicações 

foram descritos na Seção 3.3. 

Como vimos, o nome bipartido corda1 foi motivado pelo fato de serem os grafos 

bipartidos que possuem uina característica fundamental dos grafos cordais: um grafo 

bipartido G é bipartido cordal se todo ciclo induzido de G possui o menor tamaiilio 

possível. Muitos resultados seinelliaiites sobre os grafos cordais e os grafos bipartidos 

cordais, assim como diferenças, foram relacionados no Capítulo 5, muito embora tais 

classes de grafos sejam bem distintas. Como foi notado, os grafos bipartidos cordais 

não são cordais em geral e vice-versa. 

Como os grafos cordais, os grafos bipartidos cordais são ricos ein estrutura e 

muitos resultados interessantes originaram-se do estudo de diversos autores. Pode- 

mos dizer que sua iinportância está para a classe dos grafos bipartidos assim como 

,z iinportância dos grafos cordais está para a classe dos grafos ein geral. 



O objetivo deste trabalho foi compilar uin estudo abrangeiite da  classe dos grafos 

bipartidos cordais, coiisolidaildo as caracterizações e algoritinos de reconliecimeiito 

mais eficieiites existentes para esta classe de grafos. Para taiito, foi necessário co- 

nhecer a resolução de problemas relacionados interessantes, como a obtenção de 

ordenações lexicográficas duplas de matrizes. 
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