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Introducao

Neste trabalho apresentamos algoritmos para resolver o seguinte problema de

otimizagao:

(P)  min f(z)

s.a x>0,

onde f : R" — IRU {400} propria e continua, e supomos que o conjunto soluc¢ao
de (P) é nao-vazio. Estudamos os casos em que (P) é um problema convexo ou (P)
é quase-convexo. Para isto, definimos métodos proximais.

Lembramos que o algoritmo de ponto proximal classico, APP, para o problema de
encontrar zeros de um operador T, veja [40, 49|, é um método iterativo que inicia
em um ponto z° € IR" e gera sucessivamente uma seqiiéncia de pontos z**! tais
que 0 € Ty(x), onde Ty(z) = T(x) + M\(z — 2%) e {\} é uma seqiiéncia de niimeros
reais positivos convenientemente escolhida. Observemos que o termo (z — z*) é o
gradiente de 1|z — 2|2

Diversos trabalhos posteriores propuseram generalizacoes de APP, substituindo o
termo quadratico por funcionais tipo-distancia, tais como distancias de Bregman,
¢-divergéncias e o método logaritmico-quadratico, veja por exemplo |2, 4, 5, 13, 25,
35, 37, 44, 46, 52, 55, 56| e suas referéncias.

O uso da métrica variavel para o método proximal foi desenvolvido em [32] para
o problema de minimizacao irrestrita, onde a funcao objetivo é suposta convexa,
propria e fechada. Os autores mostraram que sob certas hipdteses a seqiiéncia das

iteradas ¢ minimizante. Em [10] este método foi aprofundado. Os autores consider-
+o0
1
aram a métrica definida por uma matriz M € S e E SV 400, e estabeleceram
k

k=1
convergéncia global e taxa de convergéncia superlinear para a seqiiéncia gerada pelo

algoritmo proposto por eles.
A Geometria Riemanniana tem desempenhado um importante papel em progra-

magcao matematica continua, na analise da trajetoria e convergéncia de algoritmos,



bem como na definicdo de novos métodos. A associacao entre a métrica riemanni-
ana e a diregao de descida foi desenvolvida inicialmente em [39] e posteriormente em
[29, 47]. Em [20] os autores exploraram esta relacdo e mostraram que a maioria dos
métodos primais classicos sao métodos de gradiente em alguma métrica riemanniana
apropriadamente escolhida. Por exemplo, com relacao aos métodos multiplicativos
de Eggermont, em [23], para resolver (P), os autores mostraram que a diregao pro-

posta representa o gradiente da funcao f relativo & métrica definida no interior do

n

ortante positivo, dada pela hessiana da barreira entropia h(z) = E x;logx;. Em
i=1

[19] os autores desenvolveram, usando a métrica riemanniana, uma teoria de con-

vergéncia semelhante aos classicos da otimizagao irrestrita.

Algoritmos de pontos interiores tém sido desenvolvidos considerando IR, com a
meétrica riemmaniana dada por X", com r > 1. Estas classes de métricas tém sido
consideradas em algoritmos afim-escala primal e dual e métodos interior-proximais.
Em [43] os autores generalizaram e analisaram o algoritmo proposto em [23|. Neste
trabalho, os autores obtém resultados de convergéncia fraca para o algoritmo ap-
resentado em [23]. Em [42] os autores apresentaram uma nova classe de métodos
interior-proximais, cujo nticleo é dado pela métrica riemanniana, para resolver (P)
sob as condigoes de que a funcao objetivo é convexa, nivel-limitada, com gradiente
lipschitziano. Neste trabalho, os parametros de regularizacao sao definidos explicita-
mente e convenientemente de forma a garantir a estrita viabilidade das iteradas; sua
expressao depende da constante de Lipschitz do gradiente da funcao objetivo. Eles
provam convergéncia fraca a um ponto KKT para fungoes convexas e convergéncia
global no caso de fungoes estritamente convexas. Eles estabelecem também taxa de
convergéncia linear quando a funcgao ¢é fortemente convexa no 6timo e sublinear caso
contrario. Em [21] os autores desenvolveram uma nova classe de algoritmos proxi-
mais com a métrica riemanniana para o problema de complementaridade nao-linear.
Eles obtém resultados de convergéncia para FPy-funcoes.

Motivados por estes resultados obtidos com a métrica riemanniana, generalizamos
o método apresentado em [42], propondo uma nova classe de algoritmos proximais
de pontos interiores, com niicleo definido pela métrica varidvel riemanniana (X*)™",
com r > 2, para resolver o problema (P), sob hipoteses mais fracas que aquelas
encontradas em [42], a saber, fungdo objetivo convexa e nivel-limitada, e conjunto

solugdo nao-vazio. Estabelecemos convergéncia fraca a um ponto KKT de (P), e



uma estimativa de convergéncia, de modo diferente & apresentada naquele trabalho.
Apresentamos e analisamos uma versao inexata para o nosso algoritmo, adotando
um critério sobre os erros similar ao apresentado em [42].

Problemas quase-convexos possuem um vasto campo de aplicagoes nas areas de cién-
cias e engenharias, tais como economia, teoria da locagao, teoria do controle e teoria
da aproximacao, veja por exemplo [1, 6, 7, 30, 41]. Porém, ainda ha poucos tra-
balhos voltados ao estudo de (P), quando a fungiao objetivo é quase-convexa, veja
[2, 17, 45, 46].

No recente trabalho apresentado em [17] os autores estudaram o problema (P)
para o caso quase-convexo. Eles propuseram um método interior-proximal com
¢-divergéncia e obtiveram propriedades de convergéncia. Motivados por estes re-
sultados e pelas vastas aplicagoes deste problema, propomos um algoritmo proxi-
mal de pontos interiores com distancia de Bregman para resolver (P) sob a quase-
convexidade da funcao objetivo. Analisamos o problema sob as mesmas hipoteses
consideradas em [17] e obtemos resultados de convergéncia.

Esta tese estd organizada como segue. No primeiro capitulo revisamos alguns con-
ceitos e resultados basicos para o desenvolvimento deste trabalho. Nos trés capitulos
seguintes apresentamos nossa contribui¢do ao estudo do problema (P). No Capitulo
2 definimos o método IPMV para resolver (P) no caso convexo, o qual denotamos
por (PC), e procedemos & analise de convergéncia. Apresentamos uma estimativa de
convergéncia e a propriedade Féjer na métrica riemanninana. No Capitulo 3 propo-
mos e analisamos uma versao inexata de IPMV, obtemos as mesmas propriedades
de convergéncia que o caso exato. Estudamos no Capitulo 4 o caso quase-convexo,
isto é, o problema (P) quando f é uma fun¢do quase-convexa, o qual denotamos
por (PQC). Apresentamos um algoritmo e analisamos sua convergéncia. Os re-
sultados destes trés tltimos capitulos estao divulgados, como relatério técnico, em
[53, 54|, e submetidos a publicagdo. Finalizamos com uma breve discussao sobre os
métodos propostos, os resultados obtidos e nossas perspectivas de continuidade das

pesquisas.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo revisamos alguns conceitos e propriedades basicas sobre a teoria de
operadores monoétono maximais, e sobre o operador subdiferencial de funcoes con-
vexas. Apresentamos a definicao de convergéncia fraca e um conhecido resultado de
existéncia, que usaremos nos Capitulos 2 e 3. Finalizamos com a teoria de fungoes

quase-convexas e distancias de Bregman.

1.1 Operadores monétono maximais

Nesta secao apresentamos conceitos e propriedades sobre aplicacoes ponto-a-
conjunto e operadores monétono-maximais, para mais detalhes veja [3, 50|. Ini-

ciamos revisando conceitos e propriedades sobre aplicacoes ponto-a-conjunto.

Definicao 1.1.1. Sejam X e Y dois subconjuntos de IR". Uma aplicagao ponto-a-
conjunto T : X — P(Y) é uma aplicacio que a cada x € X associa um conjunto

T(x) CP(Y), onde P(Y') € o conjunto das partes de Y .

Observaciao 1.1.1. E natural caracterizar uma aplicacio ponto-a-conjunto por seu

grdfico. O grdfico deT" € definido por:

Gr(T) = {(z,y) -y € T(x)}.

Reciprocamente, todo subconjunto G de X x P(Y') € o grifico da aplicagao ponto-a-

congunto T, unicamente definida por:
T(x)={yePY): (z,y) € G}

Exemplo 1.1.1. Seja f: R" — IRU {+0c0} uma funcao convezra e propria (isto é,
domf :={x € R" : f(z) < +oo} # 0). O subdiferencial de f pode ser visto como

4



uma aplica¢ao ponto-a-conjunto Of : IR" — P(IR"), que a cada x € IR", associa o

conjunto Of (x) .

Observacao 1.1.2. Lembramos que:
(i) Uma funcao f: IR" — IRU {+oc} € convexa quando, para quaisquer z,y € IR",
e A €0,1], temos:

flaz+ (1 —a)y) < af(z)+ (1 —a)f(y).

(11) € € dito um subgradiente de uma fungdo convera f, em um ponto x, se, e somente

& z—2) < f(2) = f(z) VzeR"

O congjunto de todos os subgradientes de f em x, Of(x), é chamado o subdiferencial

de f em x.

Revisamos em seguida caracterizagoes de semi-continuidade inferior e superior de

aplicacoes ponto-a-conjunto.

Definicao 1.1.2. Uma aplicacao ponto-a-conjunto T é semi-continua superiormente

em T € domT se, e somente se, para qualquer vizinhanga U C T(Z),
dn >0 tal que VI € Bx(z,n), T(z) CU.

Definigao 1.1.3. Uma aplicag¢ao ponto-a-conjunto T : X — P(Y') é chamada semi-
continua inferiormente em T € domT se, e somente se, para qualquer y € T(Z)
e para qualquer seqliéncia {Ik} C dom T convergindo para T, existe uma seqiiéncia

{y*} C T(2*) convergindo a .

Defini¢ao 1.1.4. Dizemos que uma aplica¢ao ponto-a-conjunto T : X — P(Y) €
continua em T se € semi-continua superiormente e semi-continua inferiormente em

Z.

Apresentamos abaixo, caracterizacao para duas propriedades de aplicacao ponto-a-

conjunto: fecho e limitacao local.

Definig¢ao 1.1.5. Uma aplica¢ao ponto-a-conjunto T : IR™ — P(IR™) € fechada em
k

T se, para quaisquer seqiiéncias {x*} C R" e {y*} € IR™, com 2* — T, y* —

¥, y* C T(2%), entio y € T(T).



Proposicao 1.1.1. Uma aplicagao T : IR" — P(IR™) € localmente limitada se, e
somente se, T(B) € limitada para todo conjunto limitado B. Isto € equivalente &
propriedade que quando y* € T(2%) e a segiiéncia {z*} C IR™ € limitada, entdo a

seqiiencia {y*} é limitada.

Revisamos agora a definicao de operador mon6tono maximal, e uma propriedade
geométrica, que serd usada na justificativa do critério de parada dos algoritmos

apresentados nos Capitulos 2 e 3.

Defini¢ao 1.1.6. Uma aplicagao T : IR™ — P(IR™) € dita mondtona se, para

quaisquer x,y € domT', vale a desigualdade
<u —U,T— y> >0
para todo w € T(z), v € T(y).

Defini¢ao 1.1.7. Uma aplicagao T : IR™ — P(IR™) é dita mondtona mazimal
se seu grdfico nao estd inteiramente contido no grdfico de qualquer outro operador

mondtono, o que € equivalente a
Se{(u—v,z—y) >0, VveT(y), y€domT entiou € T(x) .

Observacao 1.1.3. A propriedade de mazimalidade assume para operadores

mondtonos o mesmo papel que a continuidade assume para funcoes.

Proposicao 1.1.2. Seja T : R™ — P(IR™) um operador mondtono mazimal. Entao
(i) T(x) é convezo e fechado para todo x € domT';
(i1) o grifico de T' é fechado.

Exemplo 1.1.2. Seja f: IR" — IRU {400} uma funcao convexa, propria e semi-

continua inferiormente. Entdo Of : IR™ — P(IR") é mondtono mazimal.

Subdiferencial de funcoes convexas

A seguir listamos algumas propriedades satisfeitas pela aplicacao subdiferen-
cial de fungbes convexas. Para mais detalhes, veja [48, 50].
Primeiramente revisamos um critério que garante quando Jf(z) é nao-vazio e

limitado.



Proposicao 1.1.3. Seja f : R" — IR U {+o00} uma func¢do convexa e propria.

Entao Of(x) € nao-vazio e limitado se, e somente se, x € int dom f.

Em seguida apresentamos um resultado bem conhecido sobre o subgradiente da soma

de fungoes convexas.

Proposicao 1.1.4. Sejam fi, fo : R" — IR U {400} func¢does convexas e proprias.
Entao

(1) O(fr + f2)(z) D Ofi(z) + Ofa(x).

(ii) Se existe um ponto em dom f; N dom fo, entao

f1+ f2)(x) = 0fi(z) + 0fa(z),
para todo x € IR".

Veremos a seguir condicoes para que a subdiferencial de funcoes convexas seja uma

aplicacao fechada.

Proposicao 1.1.5. Seja f : R" — IR U {+oc} uma fungdo convera e pripria.
Entao Of ¢ semi-continua superiormente e localmente limitada em todo ponto x €

int domf. Além disso, se [ € semi-continua inferiormente entao Of € fechada.

Finalizamos apresentando um importante resultado para subgradientes em otimiza-

¢ao convexa.
Proposicao 1.1.6. Seja f : IR" — IR U {+0o0} uma fungio conveza e propria. Um

ponto x € IR" é um minimizador de f se 0 € Of(x).

1.2 Resultado de existéncia e definicao de con-
vergéncia fraca

Nesta secao apresentamos um resultado de existéncia e a definicdo de convergéncia

fraca a um conjunto, que serao usados no Capitulo 2.

Proposicao 1.2.1. [13, Lema 5| Sejam T : IR" — P(IR") um operador mondtono
mazximal e 0g o subdiferencial de uma funcao convexa, propria e fechada em IR",

tais que domT Nint domg # (). Se Og € sobrejetor, entao T + Og € sobrejetor.

Consideramos a seguinte noc¢ao sobre convergéncia fraca.



Definigao 1.2.1. [34, Definicao 1] Uma segiiéncia {2*} C IR" ¢ dita fracamente
convergente a um conjunto U C IR" se:
(i) A segiiéncia {x*} € limitada;
i) i B _ k) — -
(#) lim (o a*) = 0;

(iii) todo ponto limite de {x*} pertence a U.

1.3 Funcoes quase-convexas

Nesta secao apresentamos a definicao de fungoes quase-convexas e duas de suas
caracterizagoes, uma geométrica e outra para o caso de funcao diferenciavel. Para

mais detalhes, veja [9, 16, 28|.

Definicao 1.3.1. Uma funcao f : IR" — IR € dita quase-conveza se, para cada T e
y € R,

[tz + (1 =t)y) < max{f(z), f(y)} Vie(01).
Observaciao 1.3.1. E consegqiéncia imediata da definicio de funcdes quase-

convezxas, que toda funcao convexa € quase-convera e o dominio de uma funcao

quase-convexra € convexo.

Exemplo 1.3.1. Sao quase-convexas as funcoes:

1. nao decrescentes, f; : IR — IR, i=1,2,3, dadas por
fl(x) =7z, f2($) = logx, fS(:E) = 5(73.

2. ([16, Segao 6, p. 16]) f: R*> — R U {+oc}, dada por:

f(z,y) =0, sex <0 ou z=0, y <0,
flz,y) =y, sex =0,y >0,
flz,y) = oo, caso contrdrio.

Observacao 1.3.2. Muitas propriedades de fungoes convexas nao valem para

fungoes quase-converas. Por exemplo, a soma de funcoes quase-converas nao €

em geral uma funcao quase-convezxa. Isto pode ser ilustrado através da soma das
fungoes f(x) =z e

g(x) =2* para |z| <1

g(x) ={ _ -

g(x) =1 caso contrdrio



Em seguida apresentamos uma interpretacao geométrica para quase-convexidade.

Proposigao 1.3.1. |9, Teorema 3.5.2| Uma funcao f : R" — IR é quase-convera

se, e somente se,

Li(a) ={x e R": f(z) < a} € convexo ¥V o € IR.

Finalizamos apresentando a seguinte caracterizacao para funcoes quase-convexas

diferenciaveis.

Teorema 1.3.1. [9, Teorema 3.5.4] Seja f : R" — IR uma fun¢do diferencidvel.

Entao, f € quase-convexa se, e somente se, vale o sequinte:
Se z,y € R" e f(x) < f(y), entao (Vf(y),y—x)>0. (1.1)

Observacao 1.3.3. A condicdo (1.1) dd uma interpretacio geométrica simples
quando V f(y) # 0. Neste caso, V f(y) define um hiperplano suporte para o conjunto
de nivel {x € R" : f(z) < f(y)} no ponto y.

1.4 Funcoes e distancias de Bregman

Nesta secao apresentamos a definicao de funcgoes e distancias de Bregman e suas

propriedades usuais. Para mais detalhes, veja [8, 11, 15, 25, 52].

Sejam S um subconjunto convexo e aberto de IR" e S seu fecho. Considera-

mos uma funcio convexa h : S — IR. Seja Dy, : S x S — IR tal que

Dy(z,y) = h(z) — h(y) — (Vh(y),r —y). (1.2)

Definigao 1.4.1. [52, Definicao 2.1| A func¢do h é chamada uma fun¢ao de Bregman
com zona S se:

(B1) h € estritamente convera e continua sobre S;

(B2) h é continuamente diferencidvel sobre S;

(B3) Dados quaisquer x € S e § € IR, o conjunto de nivel parcial o direita
Lp,(z,0) ={y € S: Dp(x,y) <} é limitado;

(B4) Se {y*} C S converge para y entdo Dy(y,y"*) converge a 0.



Observacao 1.4.1. A definicao cldssica de funcao de Bregman, apresentada pela
primeira vez em [15] e baseada em [11], requer duas condi¢des adicionais:

(B3’) O conjunto parcial de nivel Lp, (0,y) = {x € S : Dy(z,y) < 6} ¢ limitado
para todo y € S.

(B5) Se {z*} C S ¢ limitada, {y*} C S converge para y, e klim Dy (2%, 4%) = 0,

——+00
entdo lim 2F =y.
k——+o0
No entanto, estas condi¢oes sao redundantes. Em [52] os autores mostram que a
condi¢ao (B5) é uma conseqiiéncia da Defini¢ao 1.4.1. A restricao (B3’) também é

obtida facilmente de (B1)-(B4), como provado por exemplo em [8, 52],.

Observacgao 1.4.2. A condi¢io (B5) é também conhecida como Consisténcia de

Convergéncia (]52]).

Observacao 1.4.3. Se h ¢ uma funcao de Bregman entao Dy, é chamada a distdncia

de Bregman associada a ela.

Da definicao de D;, dada em (1.2), e da condicao (B1), temos que, para todo x € S
ey €S,

Em seguida, apresentamos alguns exemplos de funcoes e distancias de Bregman.

Exemplo 1.4.1.
1. Sejam S = R" e h(z) = 5||z||>. Neste caso, Dy(x,y) = 3|lz — y[|*.

2. Sejam S = IR, e h(z) = ZI, logz;. h pode ser extendida continua-
i=1

mente para o bordo de IR! _ quando convencionamos 0log0 = 0. Neste caso,
n

ZT; . . ~ . A .
Dy(x,y) = Z (:)3, log y_ + vy — :)3,-), conhecida na literatura por funcao divergéncia
i=1 v

Kullback-Leibler.

3. Sejam S = IR, e h(z) = Z(J;Q‘—xf), coma > 1el < G < L

10



Para o =2, 3 = 3, obtemos Dy(z,y) = ||z — y||* + Z \/_ Vi), e para

n

a=1, =1, temos Dy(z,y) = Z 2\/_
=1

(Vi = V)"

Apresentamos a seguir uma conhecida propriedade sobre distincias de Bregman,

que segue diretamente de (1.2) e das condigoes (B1)-(B4).

Proposigao 1.4.1. Seja h uma funcao de Bregman com zona S. Entao,
(i) D(z,y)— Dy(x, 2) — Dy (2,y) = (Vh(y) —Vh(2), z—x) para todo x € S;y,z € S;
(i) V.Dp(x,y) = Vh(z) — Vh(y) para todo z,y € S;

(111) Dy(-,y) € estritamente convera para todo y € S.

Consideramos a subclasse de funcoes de Bregman que satisfazem:

(B6) Para todo y € IR" existe = € S tal que Vh(z) = y.

Observacao 1.4.4. A condicdo (B6) é chamada de zona coercividade (|13]).

Exemplo 1.4.2. Todas as funcoes do Exemplo 1.4.1 sao zona coercivas, excetuando
0 caso (3) quando o = 1. Se consideramos S = IR}, a func¢io h como definida no

Ezemplo 1.4.1 (1) nao é zona coerciva.

Finalizamos definindo funcoes de Bregman separaveis, apresentando exemplos, e

listando propriedades necessarias ao estudo apresentado no Capitulo 4.

Definicao 1.4.2. Quando uma funcao de Bregman h tem a forma

dizemos que h, e a sua distancia de Bregman associada, Dy, sao separdveis.

Exemplo 1.4.3.
1. Quando hi(t) = t* V i = 1,...,n, entio h(z Zh (x;) € uma fungdo de
Bregman separdvel e Dy(x,y) € a distancia Fuclideana entre T ey.

2. Quando h;(t) = tlogt ¥V i = 1,....,n, entdo h(x Zh x;) € uma fungao de

=1
Bregman separdvel e Dy(x,y) € a funcao divergéncia Kullback-Leibler.

11



Observacao 1.4.5. Quando h é uma funcao de Bregman separdvel com zona S =
R ., a condigdo (B6) significa que h;(0,+00) = (—00, +00) (isto é, h; é sobrejetora

em IR ), e como h; é crescente (por (B1)), temos que lim h;(t) = —o0.
t—0

12



Capitulo 2

Uma classe de métodos
interior-proximais com métrica
variavel para problemas convexos

Neste capitulo apresentamos uma familia de métodos proximais de pontos interi-
ores com métrica variavel, para resolver problemas convexos sob restricoes de nao-
negatividade. Propomos um algoritmo, denotado por IPMV (interior proximal com
métrica variavel), cujo nicleo proximal é uma métrica determinada por matrizes
diagonais que sao atualizadas a cada iteracao. Os parametros de regularizagao sao
convenientemente definidos de forma a garantir que os pontos sejam estritamente
viaveis. Mostramos que o método estd bem definido, que a seqiiéncia das iteradas
funcionais decresce e converge, e outras propriedades da seqiiéncia gerada pelo Al-
goritmo IPMV. Finalizamos estabelecendo convergéncia fraca ao conjunto solugao

do problema, uma estimativa de convergéncia e a propriedade Fejér.

2.1 O Método IPMV

Nesta secao definimos o problema estudado neste capitulo e o Algoritmo IPMV que
propomos para resolvé-lo.

Consideramos o problema

(PC) min f(z)
s.a x>0,
onde

H1. f: R" — IRU{+00} & uma fungdo convexa, propria, continua e nivel-limitada;

H2. §*(PC), o conjunto solucao de (PC), é nao-vazio.

13



Para propor o método IPMV, escolhemos um niimero real » > 2, e uma seqiiéncia
de nameros reais positivos {ay}, tal que 0 < a < ap <1 V k € IN, para algum
0<a<l.

Definimos o Algoritmo IPMYV como segue:

Algoritmo IPMV

Inicializacao: Fscolha
(2°,¢°) € R x R", ¢° € 8f (") (2.1)
Passo Principal: Dado (z*, ¢*) € R}, x R", ¢* € 0f(«*), calcule
v = g™ || (max(2*))"™" + ay, (2.2)
e encontre (x*1 gF) € IR™ x IR", g** € Of (a*1), satisfazendo
G 4 Be(X) (@ — k) = 0. (2.3)

Se g* =0 ou 2" = ¥ pare, sendo

Faca k =k +1.

Observagao 2.1.1. O critério de parada do Algoritmo IPMYV estd bem definido. De
fato, quando g* = 0, temos imediatamente que x* > 0 € uma solucdo do problema
(PC); e quando z*** = a2, por (2.3) obtemos g**t = 0, o qual por sua vez implica
que 0 € Of(2*), donde 2* € S*(PC).

Observacao 2.1.2. Pela Proposicao 1.1.6, temos que resolver a equag¢ao dada em

k+1 k+1

(2.3) € equivalente a encontrar x" tal que x

= arg min (fu(x)}. onde

S

i) = £(@) + 2l =

k

lembrando que ||z — ka?Xk)_TH(Xk)_T = ((X®)"x — 2% 2 — 2F).
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2.2 Existéncia e propriedades preliminares

Nesta secao estabelecemos a boa-definicao da seqiiéncia das iteradas e as pro-
priedades bésicas necesséarias a andlise de convergéncia.

Iniciamos com a prova da boa-definicao do Algoritmo TPMV.

Proposicao 2.2.1. A segiiéncia {z**'} gerada pelo Algoritmo IPMYV estd bem
definida.

Prova: Seja h(z) = %Hx — xk||?Xk)_T e seu gradiente Vh(x) = B(X*) ™" (z — o).

Seja T'(z) = Of (x) + Vh(z). Sabemos que df é um operador monoétono maximal, h

¢ uma funcao propria, continua e estritamente convexa e, Vh é sobrejetor. Entao,

k+1

pela Proposicao 1.2.1, T é também sobrejetor.  Assim, x existe. Da estrita

convexidade de h, temos que T = df + Vh ¢ estritamente monétono, e portanto

"1 obtido ¢ tinico. A positividade de 2**! sera mostrada na Proposicao 2.3.2. O

O resultado abaixo é usado para provar a limitagao da seqiiéncia {z**1}.

Proposigao 2.2.2. Seja {z"7'} a seqiiéncia gerada pelo Algoritmo IPMYV. Entao

{f(z*1)} € decrescente e convergente.

Prova: Da desigualdade do subgradiente para funcoes convexas temos
<gk+1,xk . xk+1> < f(xk) . f(xk‘+1>.
Assim, substituindo a expressao de g, dada por (2.3), obtemos
(=B (X?) 77 (@M = aF) 2 — 2™ < f(ah) = [,

isto é,

Bille ! = By < S(a¥) = Fa*), (2.4
donde

Fl@h) < fab). (2.5)

Logo {f(z"™)} & decrescente. Agora, por (2.5), temos que {f(z*™!)} ¢ limitada

superiormente por f(z"), e como f atinge seu minimo em R’} (por H2), ela também

¢ limitada inferiormente, concluindo a prova. [

O seguinte lema ¢é aplicado na prova da convergéncia a zero da diferenca

entre as iteradas consecutivas.
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Lema 2.2.1. Sejam {(z*™1 ¢"™)} e {8} as seqiiéncias geradas pelo Algoritmo

IPJ\/.iV. Entao:

(1) D Bella™" = a*Pyuy-r < +oo;
k=0
+00

(i8) D e — ¥y < +oo;
k=0

+oo
1
(iii) Y EHngFIH%X’C)T < too.
k=0
Prova: Parte (i). Somando a desigualdade (2.4), de k = 0 até [, obtemos

!
Z Bella*+ — xk”%X’f)—’“
k=0

IN
—~
=
8
N
|
=
8

E
s
=

IA I
pgnc
8
\.9\/
|
S~
—

8

*

onde z* € §*(PC). Portanto

+0o0
D Belle ! — 2| < oo,
k=0

Parte (ii). Da defini¢do de [ e da limitacao superior de oy, obtemos
Billa®t =2t = (6" (max(z®))! + ag) 2" = 2*|Fyn)-r
> a2,

e, conseqiientemente,

+00 1+°O
Sl =t € 23 At =
k=0 k=0

< +00.

Parte (iii). Conseqiiéncia direta da parte (i). De fato, de (2.3) temos
1
k

e —— ' LA (2.6)
O
logo
1 T
Billa™t — 2¥[[Egey- = MIE(X’“) T

— <gk+1’ é(Xk)rgk—H)

1
= @Hgkﬂﬂ?xk)r-
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Assim

+oo +oo

1 ,
> ﬁ—Hg"HII?Xw = Y Bellz" = 2¥|Pn
k=0 Ik k=0

< —+o00.

2.3 Analise de convergéncia

Nesta subsecdo provamos que todos os elementos da seqiiéncia {21} sdo estrita-
mente vidveis. Estabelecemos convergéncia fraca de {zF1} ao conjunto solu¢ao do
problema (PC), no sentido da Defini¢do 1.2.1 (dada no Capitulo 1). Finalizamos
apresentando uma estimativa de convergéncia e a propriedade Féjer.

Nos trés proximos resultados mostramos a limitagao das seqiiéncias {z*"1}, {g**1}

e {fx} geradas pelo Método IPMV.
Proposigao 2.3.1. A seqiiéncia {21} gerada pelo Algoritmo IPMV € limitada.

Prova: Pela Proposigao 2.2.2(i) obtemos f(z**1) < f(2°) V k € IN. Logo z**! €
Li(f(a®) V k € IN, onde Li(f(2°)) = {o € R" : f(z) < f(2°)}. Sabemos que
[ & nivel limitada (por H1); portanto L;(f(z°)) e conseqiientemente {z**!} sdo

limitados. O
Corolario 2.3.1. A segiiéncia {g***} gerada pelo Algoritmo IPMV ¢é limitada.

Prova: Da Proposigdao 2.3.1 (acima), temos que {z**'} ¢ limitada. Logo, como
Jf é localmente limitada (pela Proposicao 1.1.5), e por definicao, g**t € 9 f(x**1),

segue como conseqiiéncia da Proposi¢ao 1.1.1 que {gF*1} também é limitada. [
Corolario 2.3.2. A sequéncia {0} gerada pelo Algoritmo IPMV é limitada.

Prova: Conseqiiéncia direta da definigdo de [, da limitacao de «y (tomada por

hipotese), e dos resultados da Proposigao 2.3.1 e do altimo corolério. 0
A seguir estabelecemos que os pontos da seqiiéncia {z"T'} sao estritamente
viaveis.

Proposicao 2.3.2. Sejam {(z**1, ¢**1)} e {B} as seqiiéncias geradas pelo IPMV.

~ k+1 n
Entao x € R}, .
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Prova: Por inducdo. E verdadeiro para 2° devido a (2.1). Suponha que z* > 0.

Da monotonicidade de Of temos que
("t — gk aF — 2 <. (2.7)
Da expressao de g"™, dada por (2.3), aplicada em (2.7), resulta
<_ﬁk(Xk)7r($k+1 - xk) - gkw%'k - $k+l> S 07

isto é,
</6k(Xk>_r(33k+l _ ij),ﬂfk+1 _ $k> < <gk’$k _ ilfk+1>.

Substituindo (X*)™" = (X*)~1(X*)7+2(X*)~! na altima desigualdade, obtemos
Bl (X9 T2 ((X) @R = gb)), (X)L — b)) < (g k-2t (28)
Lembrando que r > 2, de (2.8) resulta
Br(max(z*)) (X TH @M —ah)|P < (gf, 2" -2, (2.9)

Agora, como

I(X*)~H ™t =) = Z((wf)’l(wf“—x?)f

i=1
et - oty (210
> (max(rh)) 2 — b,
segue que, devido a positividade dos elementos em (2.10),
I(X)7H ™ = 2h)]] > (max(a®)) 725 — 2. (2.11)

Assim, multiplicando ambos os membros de (2.11) pela expressao positiva
B (max(2®)) 72| (XF) TH @M = b)),
obtemos:

Br(max(z®)) | (XF) T (@ =ab)|[* = Be(max(ah)) T (X0 T @ =) [l =2t
(2.12)
De (2.9) e (2.12),

B (max(a")) (X TH @M = aP)|[[la™T = 2| < (gF, 2" — oM.
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Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz no lado direito da desigualdade acima,

segue que

Bemasx(z)) T (X L@ = )l = o < gl — 2

Logo

I(XH) @™ —2h) <

lg" [[(max(z*))

A definigdo de f (em (2.2)) e (2.13) implicam que

I(XH) @™ =2h) <

onde a estrita desigualdade é assegurada pelo fato que o > 0 V k.

Da desigualdade (2.14), resulta

k1

i

k
Z;

logo

-1

< B (2.13)
lg* || (max(z*))" =" + ay, ’ '
<1l Vi=1,..,n,
0<aftt <22f vi=1,..n
[

k+1
Portanto " € IR" .

O resultado seguinte é uma conseqiiéncia da Proposi¢ao 2.3.1, do Lema 2.2.1(ii), e

da positividade obtida na propriedade anterior.

Proposicao 2.3.3. Seja {zFt1} a seqiiéncia gerada pelo Algoritmo IPMV. Entao

+00
Z ka+1 _ kaZ
k=0

Prova: Observemos que

||:1:k+1 _ ka?Xk)_T

Logo

< 400 e, consegiientemente, lim (zFt1 — k) = 0.

k—4o00

<(Xk)—r(xk+1 _ :Ek), karl _ xk>

> (@) (@ - al)?

=1
n

min(24)7) Y (e — by
(max(:l:k))_r ﬂ;k—s—l _ kaQ

Iz = 2*[|* < (max(2®))" o™ = 2 Bge),
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+o0

>ttt — 2|2 < Z max(z*))"[|2* — 2|2 (2.15)

k=0
Como {z*} ¢ limitada (pela Proposi¢cio 2.3.1) e a série > [|z**! — kH(Xk
converge (assegurado pelo Lema 2.2.1(ii)), obtemos de (2.15) a convergéncia da
série Y ||oF L — 2F||2. O

k+1

No lema seguinte mostramos que a seqiiéncia {(z**1, g**1)} verifica a condigao de

complementaridade.

Lema 2.3.1. Sejam {(z*1, g**1)} e {Bi} as segiiéncias geradas pelo Algoritmo
IPMV. Entdo todo ponto de acumulacio (Z,q) de {(x**1, g**t1)} satisfaz:

Zi-g;, =0 Vi=1,..n

Prova: De (2.3) temos

1
ﬁ_(Xk:)Tgk-i-l — xk _ a:,k-'rl' (216)
k

Agora, pela Proposicao 2.3.3, passando ao limite em (2.16), resulta

1
li . Xk rok+1l 0.

Visto que {8} é limitada (pelo Corolario 2.3.2), a tltima desigualdade implica:

lim ﬁk ( 1 (Xk)r k+1> — 0’

k—-+o00 ﬁk
isto é,

kETOO(X’f)’"ng =0. (2.17)

Seja {(z%71, g%*1)} uma subseqiiéncia de {(z**1, g**1)} tal que

(¥ F1, gM ) — (T, 7). (2.18)

k+1 _

Como a seqiiéncia {x z¥} converge a zero, entdo o mesmo ocorre com a subse-

k’j-i-l _

qiiéncia {x zki}, ou seja,

lim (28 — 2Ry =0, (2.19)
——
De (2.18) e (2.19), resulta
7= lim 2%t = lim 2%, (2.20)
Jj—+0o0 J—+00
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Como a seqiiéncia {(Xk)’"gk“} vai a zero, isto também ocorre com a subseqiiéncia
{(X*)rghitt}, isto &,

lim (XM)rghtt = 0. (2.21)
j—+oo
Logo, de (2.18), (2.20) e (2.21),
0= lim (XH)rghitl = X'g. (2.22)
Jj——+o0

Concluimos a prova observando que como r > 2,
XG=0=Xg=0<=7,-5,=0¥i=1,..,n. (2.23)

0J

A seguir provamos que todo ponto de acumulagio de {(x*l g*¥t1)} tem to-

das as suas coordenadas nao-negativas.

Lema 2.3.2. Seja {(z""1, ¢"™)} a seqiiéncia gerada pelo Algoritmo IPVM. Entao
todo ponto limite (T,g) de {(z**1, g**1)} satisfaz

(7,9) € R" x R". (2.24)

Prova: Pela Proposicao 2.3.2 temos que T € IR}. Assim ¢é suficiente mostrar que

je R
Seja  {(zMT! g%t} uma  subseqiiéncia  de  {(z*l g*1)}  tal que
jEIEOO(ka‘“,ngH) = (7,9). Suponha por absurdo que existe i € {1,...,n}
tal que

g, <0.

Para tal i, temos

0>g,= lim gfjﬂ = — lim ﬁkj (mfj)—r(xfﬁl _ xiﬁ)
J—+too j——o0

Logo existe uma subseqiiéncia, cujos indices denotamos também por k;, e existe
k;, € IN, tal que para todo k; > kj,,

B, () (@ = 2?) > 0.
Como [, e (xfj)_T sdo positivos (para cada k; € IN), obtemos

ki+1 k;
e > a2 ks >k,
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e, conseqiientemente,

2 s 0 Yk > kg
Assim, passando ao limite quando j — +oo, resulta

kj-l-l

_ . kj
z; = lim =z > ;0 > 0,

J—oo
isto &, T; > 0.
Por outro lado, pela hipdtese considerada, isto é, g, < 0, segue que 7;g; < 0,
contradizendo a condicdo de complementaridade provada no Lema 2.3.1. A prova

esta completa. O

Os Lemas 2.3.1 e 2.3.2 mostram que todo ponto limite T de {21} satisfaz

as condi¢oes de KKT do problema (PC), a saber,
>0, >0, 75, =0 VYi=1,...n, (2.25)

g € of().

Portanto, temos o seguinte resultado.

Proposigao 2.3.4. Todo ponto limite da segiiéncia {x**'} gerada pelo Algoritmo

IPMV pertence ao conjunto solu¢ao S*(PC'). O
Estabelecemos a convergéncia fraca no seguinte resultado.

Teorema 2.3.1. A seqiiéncia {x**1} gerada pelo Algoritmo IPMV converge fraca-

mente ao conjunto solu¢ao S*(PC).

Prova: E uma conseqiiéncia direta das Proposicoes 2.3.1, 2.3.3 e 2.3.4. Il

A seguir apresentamos uma propriedade visando obter uma estimativa de

convergéncia para o método IPMV.

Da desigualdade do subgradiente para funcoes convexas temos
F(z) — F(zPY) > (gFHL @ — b+,
Substituindo, na desigualdade acima, a expressao de ¢**! dada por (2.3), obtemos
fla) = f@h) = B((X") 7 (@ = 2h), 2 —a),

22



isto é,

2 2
ﬁ—f(xk“) < B—f(fv) = 2((X") (@ = at), M — ). (2.26)
k k
Por outro lado, sabendo que
o — bl = (@b — %) — @ = )|y

= ||$k+1 _ ka?Xk)_T + kaJrl _ x”%Xk)—r

_2<<Xk)—7‘(xk+1 _ .I'k), xk-i—l _ x>’

temos

—2((X") 7 (@ —at), 2" =) = flo—a¥ |y — ™ =2y =Ml =2 [ -
(2.27)
Assim, por (2.26) e (2.27),

2 2
= f(@*) < = @)+ llo =¥ (Eyny- = 12" = 2lfny - = 2" = 2¥ (). (2:28)

B = B

Observacgao 2.3.1. A desigualdade (2.28) pode também ser obtida quando aplicamos

o Lema 6.2 [26] 6 métrica varidvel considerada neste capitulo.

A seguir apresentamos uma estimativa de convergéncia usando uma idéia bem co-

nhecida na literatura, veja por exemplo [2, 5, 26, 31, 55|. Precisamos inicialmente
k—1

definir a seqiiéncia o}, = E —, onde convencionamos oy = 0.
o I
7=0

Proposigao 2.3.5. Sejam {(z"1, ¢"™)} e {B} as seqgiiéncias geradas pelo Algo-
ritmo IPMV. Entao, para qualquer x € IR, temos a sequinte estimativa de con-
vergéncia:

J@™) = flx) < _max {|(" =@ "]}

Prova: Do Lema 2.2.2(i) sabemos que
Fl@™h) < f(a®),
do qual, multiplicando o, a ambos lados, obtemos
o f () < o f(2F). (2.29)

23



Usando a definicao de oy, podemos escrever

1
Okt1 = 7 + 0. (2.30)
O
De (2.30) em (2.29), resulta
1
opirf (") — o f(2*) < Ef(ﬂﬂkﬂ)- (2.31)
Somando (2.31), de k = 0 até m — 1, segue que
m—1 1
onf(@™) < ) &™) (2.32)
— O

Agora, somando (2.28), de k = 0 até m — 1, e usando a defini¢ao de o,,, obtemos

2
21 < 20 00) + 3 (I = alfe e — 165 = o)
k=0 K k=0
m—1
D DN CARE iy e
k=0
Logo
m—1 9 m—1
2 1) < 200+ Y (¥ =l — 157 = al) . (239
k=0 "k k=0

As desigualdades (2.32) e (2.33) implicam

m—1

20m(f(™) = (@) < 3 (10" = 2l — 1 =l ) (239)

k=0

Por outro lado, considerando a defini¢do de 2%, dada por (2.3), temos

k 1

12" = @ty = [la" ~ E(Xk)rgk“ — [[txn)—r

1 s
o =l + 5 (K5 -

1

—2(z" —a, (X*) 7 (XF) "),
B
isto é,
2
|2 — xH?Xk)—T ettt — SCH?Xk)_T —9 <xk _ igk+1> ’ 1 (XM gt ,
ﬁk 6’? (Xk)—r
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portanto

¥ = allgny = It = el <2 (o~ 2,200},

1
<xk_x7 _gk+1>’.
k

Somando a ultima desigualdade, de £k = 0 até m — 1, obtemos

e, conseqiientemente,

k+1

Ja* = allByuy s = 24 = 2l <2

3
3
L

2
(" = 2llEey o = 2" = allZge ) £ 30 @ =2, (2.35)
0 k=0 P

b
Il

Entao, de (2.34) e (2.35),

m—1
2Um<f(l’m) _ f(%)) < ﬁ3|<mk _ m,gk+1>‘
k=0 "k
Logo
m—1
200(f(@) = f(@) < _max_ {[(z" —z,g" )} Z ﬁz

Da definicao de o, e desigualdade acima, segue que

20(f(2™) = f(2)) < 200 _max  {[{a" -z, g"")|}.

k=0,....m—1
Portanto
F™) — f@) < _max {2 - 2 g ) (2.36)
A prova esta completa. [

Finalmente apresentamos a propriedade Fejér (que implica a convergéncia

forte para solugoes interiores).

Proposicao 2.3.6. Seja {x*'} gerada pelo Algoritmo IPMV. Entdo
24 = [l oy < Nl2® = 2] ey,
para todo z* € S*(PC).

Prova: Seja z* uma solugao de (PC). Temos

(", a2 < fat) = f(e") <0 VE e IN, (2.37)
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onde a primeira desigualdade é conseqiiéncia da convexidade de f e a 1ltima segue

da otimalidade de x*. Substituindo a expressao de ¢g**!, dada por (2.3), em (2.37),

obtemos
<_/6k(Xk)_T<xk+1 _ :L’k), Tt — :Ek+1> <0.

Como G >0 Vk € IN, resulta
<(Xk)—r(xk:+1 - xk:)’ xk+1 . $*> S O,

isto é,

Sabendo que dados a,b € IR", vale
2(a, b) = [la|l* + [I]|* — [la — b||*,
substituimos
a= (X 7H@H —a) e b= (X5 TEE o),

de onde obtemos

(2.38)

(XP)72 (@ =), (XP)7E (@M —ah)) = %I!(X’“)g(ﬂc’“+1 — 2" +

1 r
+ I E =P

1 _r .
— Sl -,

a qual, junto com (2.38), resulta
[(XF) T2 (@M — a2 < (X872 (b — a7,

isto é,

25 = 2 e <l = 2 [y,

concluindo a prova.

OJ

No proximo capitulo apresentamos e analisamos uma versao inexata para o

Algoritmo TPMV.
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Capitulo 3

Uma classe de métodos inexatos
interior-proximais com métrica
variavel para problemas convexos

Neste capitulo apresentamos uma versao inexata do Método IPMV, denotada por
I[TIPMV, para resolver o problema (PC). Como no caso exato, os parametros de
regularizacao sao definidos de forma a garantir a estrita viabilidade dos pontos
gerados. Mostramos que o algoritmo estd bem definido. Provamos que a seqiiéncia
dos erros converge a zero. Finalizamos estabelecendo convergéncia fraca ao conjunto

solugao de (PC).

3.1 O Método IITPMV

Nesta se¢ao definimos o Algoritmo IIPMV para resolver o problema (PC). Para

facilitar a leitura, lembramos o problema estudado:

(PC) min f(x)

s.a x>0,

onde:
H1. f: R" — IRU{+00} é uma fungao convexa, propria, continua e nivel-limitada;

H2. §*(PC), o conjunto solucao de (PC), é nao-vazio.

Escolhemos um ntmero real r > 2. Definimos o Algoritmo IIPMYV como

segue.
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Algoritmo ITPMV

Inicializacao: Fscolha
(2°,¢°) € R} . x R", ¢° € Of (") (3.1)
Passo Principal: Dado
(2%, g*) € RY., x R", g" e af(ah), (3.2)

calcule
Oy = 2||g" [ (max(a*))"! + 2(max(z*))", (3.3)

e encontre (zFT1 gFtl bty € R™ x R" x R", g*™ € Of («*™), satisfazendo
gk+1 + ﬁk(Xk)fr(xk+1 _ Ik> _ echrl7 (34)

com
1] < min{]lg" [, [l="*" — 2* |1} (3.5)
Se g8 =0 ou 2" = 2* pare, sendo

Faca k =k + 1.

Observacao 3.1.1. O critério de parada do algoritmo estd bem definido. De fato,
quando g* = 0, temos imediatamente que x* > 0 é uma solugio do problema (PC).
Quando xFt1 = 2% de (3.4) obtemos g"t = e, visto que ||| < ||2FH — 2| =
0, resulta e = 0 e, consegiientemente, g*™* = 0. Portanto, 0 € df(x) e assim

0 <zt e §*(PC).

Observagao 3.1.2. De (3.]) e (3.5) temos que em cada passo o erro estd definido
com respeito a iterada corrente, que € desconhecida "a priori”. Porém, hd vdrios
trabalhos na literatura cujos critérios sobre os erros também dependem da iterada
atual, citamos como exemplo, [4, 22, 24, 83, 51]. Uma vantagem da condicao (3.5) é

esta ser mais construtiva que aquelas encontradas, por exemplo, em [4, 24/, a saber:

Dl <00 e Y[ M| < +oo.
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Alguns resultados podem ser obtidos através de simples adaptacoes do Método

IPMYV. Por isso, simplificaremos as provas quando possivel.

3.2 Existéncia e propriedades preliminares

Nesta secao estabelecemos a boa-definicao do Algoritmo IIPMV, ao mostrarmos
existéncia, unicidade e positividade de z**!, e que o elemento e*! é obtido em um

ntmero finito de passos.

Proposicao 3.2.1. A seqiiéncia {z*1, "1} gerada pelo Algoritmo IIPMV estd
bem definida.

Prova: Dividimos a prova em trés passos.
Passo 1. Eziste tinico 2" satisfazendo (8.4)V k > —1

Por induc¢do. Sejam h(x) = ?H:L‘ - ka?Xk),T e seu gradiente Vh(z) =
Br(X*)™"(z — 2*). Considere T(z) = df(z) + Vh(z). Como df é um operador
monoétono maximal, h é uma funcao propria, continua e estritamente convexa, e Vh
é sobrejetor, entdio, pela Proposicio 1.2.1, T é sobrejetor. Assim, dados z*, G e
e temos que 2! existe. Da estrita convexidade de h, obtemos que T = df + Vh

é estritamente monotono, logo ¥! obtido é tnico.
Passo 2. 2% satisfazendo (3.4) é estritamente vidvel para todo k > —1.

Por inducdo. Pela inicializacio do algoritmo temos que z° > 0. Suponha

que z¥ > 0. Da monotonicidade de df, temos que
(" — gF 2k — gy < 0. (3.6)
Da expressao de g**1, dada por (3.4), aplicada em (3.6), resulta
(€51 — Bu(XP) T (2R — o), 2F — ) < (gF ab - gk,

Prosseguindo analogamente como na prova da versao exata (veja Proposi¢ao 2.3.2),

obtemos:

(lg*[I + lle™*H]]) (max(a®))
B '

I(XH) ™ =) <
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Da definicdo de f; em (3.3), da condigdo sobre os erros em (3.5), e da tultima
desigualdade, resulta

2|g" [[(max(2*))"

[(X5) " (@ i ) < 2(|g*[[(max(z*))1 + 2(max(z*))"

<1, (3.7)
onde a desigualdade estrita é valida visto que x; > 0. Portanto, de (3.7), temos
0<aftt <22fVi=1,.n,

- k+1
concluindo que z*** € R"} .
Passo 3. ™! ¢ finitamente obtido satisfazendo (3.5).

Supomos por absurdo que na k-ésima iteracao isto nao ocorre. Sendo assim,

existe um numero infinito de [ € IN tais que
le* ]| > min{[|g", fl2**" — 2*|}. (3:8)
Sem perda de generalidade, consideramos uma seqiiéncia {e"™} C IR satisfazendo

klim ekt = 0. Entao, passando ao limite em ambos os lados de (3.8) quando
——+00

[ — 400, obtemos
. . k K _ kI < 1 k||
i mindlg*], 5 — 25} < lim ek =0,
a qual implica que
16" =0 ou lim [2**" —2*|| = 0.
l—+00

Quando ||g*|| = 0 o algoritmo para e z* > 0 ¢ uma solugao para (PC). Por outro

lado, supondo que llim |z*+! — 2| = 0, temos, usando (3.4), que
—400

lim ¢"" = lim &' =0 (3.9)
l——o00 l—400
e
lim 2 = o (3.10)
l—400
Como Jf é fechada (pela Proposi¢ao 1.1.5), segue de (3.9) e (3.10) que 0 € df(z¥).
Logo ¥ > 0 é uma solugao para o problema (PC). Portanto, ou €1 & obtido
finitamente, ou 2* € S*(PC), concluindo a prova. O

Na proxima proposicao nosso objetivo é mostrar que a seqiiéncia das iteradas

funcionais decresce e converge.
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Proposigao 3.2.2. Seja {2"T'} a segiiéncia gerada pelo Algoritmo IIPVM. Entao:
(i) fa**) < f(a*) YVE=0;

(ii) a seqiiéncia {f(x*T1)} ¢ convergente.
Prova: Parte (i). Da desigualdade do subgradiente para fungdes convexas temos
("1, 2k — 2F Yy < F(2) — F(zP ).
Substituindo a expressao de g**! definida em (3.4) obtemos
(€51 — Bu(XF) T (xR — o), 2h — Py < F(aR) — (ot
logo
(€51, 2k — ZF1Y 4 (B (XF) T (@ — o), 2 — k) < f(aF) — FaFY).

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz no primeiro termo do lado esquerdo

da expressao acima resulta

=l HHla® — 2+ B ((XF) T (@ = ab), 2" — k) < fat) = ft).

Considerando a condigao sobre os erros (3.5), da ultima desigualdade segue que

e = aH P B (X (@ — ab), T — b < f(ah) - fe). (3.0

Lembrando que, por (2.10),
(X577 @51 — b)) o) > (max(a®) 7 — o
a desigualdade (3.11) implica
a2 4 By ma(a) T a2 < ) - fat)

Logo
(Br(max(a"™)) ™" = 1) [la" — 28| < f(ah) = f(2™H),

isto é,
B — (max(z*))"

(max(z*))"

41— a2 < F) - £l ).
Da definigao de (i (veja (3.3)), e da desigualdade acima, obtemos

2]|g" || (max(a*))"~! + 2(max(a*))” — (max(z*))

(max(zF))" THaij — 2| < faF) — flatY),
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de onde

( QHng + 1> ||J}k+1 —S(Zk||2 < f(ZI}k> _ f($k+1)
—) < .

max (¥
Assim
[ = a®)? < fa") = faH). (3.12)

Portanto

F™) < f@@h).

Parte (ii). Conseqiiéncia direta da parte (i). De fato, da primeira parte obtemos que
{f(z*)} & decrescente, logo limitada superiormente por f(z°). Além disso, como f
atinge minimo em IR’ (por H2), ela é também limitada inferiormente, concluindo a

prova. O

3.3 Analise de convergéncia

Nesta se¢do estabelecemos convergéncia fraca de {z*"'} a um ponto KKT de (PC).

Os trés proximos resultados sao dedicados & prova da limitacao das seqiiéncias
{2k} {g**1} e {3} geradas pelo Algoritmo ITPVM.

Proposicao 3.3.1. A segiiéncia {x*T'} gerada por IIPMV ¢é limitada.

Prova: Conseqiiéncia direta da nivel-limitacao de f (dada por H1) e do decresci-

mento de f(z*) (provado na Proposigio 3.2.2(i)). O
Corolario 3.3.1. A segiiéncia {g*'} gerada por IIPMV é limitada.

Prova: Analogamente a prova do caso exato (veja Corolario 2.3.1), este resultado é
uma conseqiiéncia imediata da limitagao de {z**!}, mostrada na proposi¢ao anterior,

e do fato que df é localmente limitada, pela Proposicao 1.1.1. O
Corolario 3.3.2. A seqiéncia {0} gerada pelo Algoritmo IIPMV € limitada.

Prova: Imediato da defini¢do de 3, e da limitagdo das seqiiéncias {z**1} e {g"*1},

respectivamente provadas na Proposicao 3.3.1 e no ultimo coroléario. [

Em seguida mostramos que a seqiiéncia da diferenca das iteradas sucessivas

val a zero.
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Proposigao 3.3.2. Seja {2"T'} a seqgiiéncia gerada pelo Algoritmo IIPMYV. Entdo,

k——+o0

+o0o
Z |2" Tt — 2%||? < +00; e, consegiientemente, lim (zF' — 2F) = 0.
k=0

Prova: Somando (3.12), de k = 0 até [, obtemos

l
Z ||$lc+1 _ $k||2
k=0

IN
—~
—
8
=
|
=
8

=
£
=

IAINA
=
—~~

8
=

|

=

8

*

onde z* € §*(PC).

Logo, a série Z |2t — 2*||? converge. O

Estabelecemos a seguir uma importante propriedade satisfeita pela seqiiéncia

dos erros.

Corolario 3.3.3. Seja {1} gerada pelo Algoritmo IIPMV. Entdo

lim e =0.
k—+o00

Prova: Imediato da condigao sobre os erros dada em (3.5), e pela Proposigao 3.3.2.
O

Nos trés proximos resultados mostramos que todo ponto limite da seqiiéncia

{(2%1, g*1)} gerada pelo Algoritmo IIPMV verifica as condigoes de KKT.

Lema 3.3.1. Sejam {2**1, g**1 k1Y) e {3} as segiiéncias geradas pelo Algoritmo

IIPMYV. Entao todo ponto limite (T,g) de {(x*T1, g*™1)} satisfaz:
Ti-9;, =0 Vi=1,..n.
Prova: Da equacao (3.4) segue que
B(aFH — ak) = (XFY (M — gh ),

isto é,
(Xk>rgk+1 — (Xk)rek+1 _ ﬁk(karl _ xk) (313)

Agora, como as seqiiéncias {eF*1} e {2t — 2¥} convergem para zero (respecti-

vamente provadas em Corolario 3.3.3, e Proposi¢ao 3.3.2), e as seqiiéncias {x’“} e
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{0k} sao limitadas (respectivamente obtidas em Proposigao 3.3.1 e Corolario 3.3.2),

passando ao limite em (3.13), quando k — +o00, resulta

kETm(Xk)Tng =0. (3.14)
Seja {(z%T1, g%T1)} uma subseqiiéncia de {(z**!, g**1)} tal que
(57, g% = (7,9). (3.15)

Procedendo analogamente como na analise do caso exato (veja Lema 2.3.1), obtemos

0= lim (X%)ght! =X'g,

j—+oo
donde,

A prova esta completa. [

Lema 3.3.2. Seja {(z*1, ¢*)} a seqiiéncia gerada pelo Algoritmo IIPMV. Entao,
todo ponto limite (Z,q) de {(z**1, g"™1)} satisfaz

(T,7) € IR" x R". (3.16)

Prova: Semelhante aos passos da prova do Lema 2.3.2, apenas observando que a

seqiiéncia de erros vai a zero. O

Veremos a seguir, como conseqiiéncia dos ultimos lemas, que todo ponto de

acumulacao da seqiiéncia das iteradas ¢ um ponto KKT de (PC).

Proposigao 3.3.3. Todo ponto limite da segiiéncia {x*'} gerada pelo Algoritmo
ITPMYV pertence a S*(PC).

Prova: E suficiente mostrar que qualquer ponto limite Z de {[Ek+1} satisfaz as

condi¢oes de KKT do problema (PC), isto é:
>0, >0, 7,-3;,=0Vi=1,..n, g€ of(z), (3.17)

o qual é garantido pelos Lemas 3.3.1 e 3.3.2, finalizando a prova. [

Concluimos esta secao enunciando o principal resultado, conseqiiéncia imediata das

Proposigoes 3.3.1, 3.3.2 e 3.3.3.

Teorema 3.3.1. A seqiiéncia {x*™'} gerada pelo Algoritmo IIPMV converge fraca-
mente ao conjunto solu¢ao S*(PC'). O
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Capitulo 4

Um algoritmo interior-proximal com
distancia de Bregman para
otimizacao quase-convexa

Neste capitulo apresentamos um método proximal de pontos interiores com
distancia de Bregman, denotado por IPDB, para resolver o problema de minimizar
uma funcao quase-convexa sob restricoes de nao-negatividade. Consideramos
funcoes de Bregman separéveis, com a zona sendo o interior do ortante positivo.
Estabelecemos a boa-definicao da seqiiéncia gerada por nosso método, e mostramos
que o algoritmo nao cicla. Finalmente provamos convergéncia a um ponto KKT do
problema quando os parametros de regularizacao sao apenas limitados, e, quando a
seqiiéncia dos parametros tende a zero, obtemos convergéncia a um ponto solugao

do problema estudado.

4.1 O Método IPDB

Nesta secao definimos o problema estudado e o Algoritmo IPDB que propomos

para resolvé-lo.

Consideramos o problema

(PQC)  min f(x)

s.a x>0,
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Al. f: R" — RU {400} é uma fungdo quase-convexa, propria, e continuamente

diferencigvel.

A2. §*(PQC) é nao-vazio.

Para definir o método IPDB, escolhemos uma seqiiéncia de ntmeros reais

positivos {Gx}, satisfazendo:

R1. 0 < 3, < 3, para algum 3 > 0,

e consideramos Dj(z,y) uma distancia de Bregman associada a uma funcdo

de Bregman h, com zona S = IR, , e tal que

R2. h é separavel e zona coerciva.

Algoritmo IPDB

L] . A - 0
Inicializagao: Sejo 2 € IR,

. . . k n
Passo principal: Dado 2" € IR"

Se Vf(z*) =0 pare, sendo

Encontre
Pt e{zeR, 2 € argr;lzigl{fk(ﬂf)}}
onde
fu(z) = f(2) + BDn(w,z").
Faca k =k +1.

(4.2)
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4.2 Existéncia e propriedades preliminares

Nesta secao estabelecemos a boa-definicao do Métodoo IPDB. Provamos que o algo-
ritmo nao cicla. Finalizamos com algumas propriedades bésicas necessarias a anélise

de convergeéncia.
Proposicao 4.2.1. Erxiste 2*t1 > 0 satisfazendo (4.1)V k > —1.

Prova: Por inducdo. z° > 0 existe pela inicializacdo do algoritmo. Seja z* > 0.
Entdo, como f ¢ limitada inferiormente (devido a hipotese A2) e Dy, (z, z*) € nivel
limitada (veja Observagao 1.4.1(1)), obtemos que f;, é também nivel limitada. Agora,
pela continuidade de f, segue que os conjuntos de nivel de f; sao compactos. Logo
existe z € IR} que resolve o problema em (4.1), o qual pode nao ser tinico devido &
nao-convexidade de f.

Agora vamos mostrar que z € IR’ . Primeiro note que z satisfaz as condicoes de

otimalidade, isto é:

onde

ka(z) = Vf(Z) + ﬁkaDh(z,xk).

Pela Proposi¢ao 1.4.1(ii) sabemos que V,Dy,(z,2%) = Vh(z) — Vh(z*), e como h é

separavel, entao
(VaDp(x,2%)); = hy(z;) — hy(zF) Wi=1,.. n.

Pela hipotese Al temos que Vf é continua, e visto que Ly, («) é limitada e z €

Ly, (), segue que existe ¢ > 0 tal que (Vf(2)); <c¢ Vi=1,..,n. Assim

(Vie(2)i = (Vf(2)i + Be(VaDy(x,2"));
= (Vf(2))i + Be(hy(z:) — hy(ak))
< o+ Bulhy(a) — hy(ah)). (4.4)

Pelo fato de que h satisfaz R2, isto é, h é separavel e zona coerciva, entao, da
Observagao 1.4.5, resulta
lim h;(z) = —oo.

z;—0T
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Logo, passando ao limite quando z; — 07 em (4.4), resulta

lim (Vfi(2)); = —o0,

zi—0Tt

o que contradiz a otimalidade de z (na segunda desigualdade em (4.3)). Assim nao
pode ocorrer z; = 0. Entdo z > 0. Portanto existe zFt1 > 0 satisfazendo (4.1)

VE>—-1 0

Observacao 4.2.1. Da dltima proposicao, z € argmggl{fk(x),z > 0} € tal que
z>0. Logo V fi.(2) =0, e, conseqiientemente, V f(z) :_—ﬁkVIDh(z, 2¥) Vk e IN.
Em particular,

V(@) = =B,V Dp (2" 2%) Yk e IN.

Em seguida provamos que o Algoritmo IPBD nao gera pontos iguais entre si.
Proposicao 4.2.2. A segiiéncia {x*T'} gerada pelo Algoritmo IPBD ndo cicla.

Prova: Dividimos a prova em dois passos.

Passo 1. A segiiéncia {a*} gerada pelo Algoritmo IPBD satisfaz 2% # a8 V k > 0.
Seja k > 0. Suponha que V f(z*) # 0. Seja 21 tal que 2! = 2. Da Observagao
4.2.1, obtemos

V(@) = =BV Dy (2 2%) = =3,V Dy (2F, 2%) = 0.
Logo Vf(z*) = Vf(z*t1) = 0, o que contradiz a hipotese considerada. Portanto

ot Lok YV E>0.

Passo 2. A segiiéncia {2*T1} gerada pelo Algoritmo IPBD satisfaz x*t' # 2!
para todo k> 1 el < k.

Da defini¢ao de 251, dada em (4.1), temos
f(JCkH) + Bth($k+1> 33k) < f(l’k) + 5th(9Ck, xk) = f(l’k) (4.5)
Por outro lado, como Djy,(z"1, 2%) > 0 V k > 0 segue que

f@ ) + BeDp (2" 2F) > f(aM). (4.6)
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Logo, de (4.5) e (4.6),
Fa™) < fah). (4.7)

Entao {f(2%)} ¢ uma seqiiéncia estritamente decrescente.

Suponha que 2" = z! para algum k > 1 el < k. De (4.5) resulta
f@') + BeDn(a',2") < f(a¥). (4.8)

Visto que ! = 2%! #£ 2% temos Dy, (2!, 2%) > 0. Assim, pela positividade de 3y, a
desigualdade (4.8) implica
fa') < f(ab),

o que contradiz o fato de que {f(2*)} é estritamente decrescente. Portanto

2Pt £ 2l para todo k> 1el < k.
Entao, dos resultados obtidos nos passos 1 e 2, a prova estia completa. O

Em seguida mostramos um importante resultado para nossa andlise de con-
vergéncia.

Proposicao 4.2.3. Seja {2*} a segiiéncia gerada pelo Algoritmo IPBD. Entdo,

(i) 0 < BeDp (2" 2%) < f(ak) — f(2a*Y) VEk e IN;

+0o0
(ii) Zﬁth(ka,xk) < +00 e, conseqiientemente, lim B, Dy (", %) = 0;
v k——+o0

(iii) {f(2%)} € uma seqiiéncia estritamente decrescente e convergente.
Prova: Parte (i). Pela definicio de 2*! dada por IPBD em (4.1), temos
F@™h) + BeDp(a*,2") < f(2%) + BiDa(a”, 2%) = f(a*) Yk e V.

Logo
BeDp (2", 2F) < f(2®) — f(a™) VE e IV. (4.9)

Por outro lado, como z*+! £ 2% e 3, > 0, segue que

ﬁth(iCkJrl, ZL'k) > 0.
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Assim, da tltima desigualdade e de (4.9), resulta a parte (i).

Parte (ii). Somando (4.9), de k = 0 até [, obtemos

l

Zﬁth(xk-i-l’ Zlfk)

k=0

IN

D Lf@*) = f(aHh)]
{EO) _ (le)

( S
(2°) = f(27),

k
f
f

IA I

onde z* € S*(PQC).

Pela parte (i) sabemos que 3, Dy, ("1, 2%) > 0. Logo Zﬁth(ka, %) < 0.

k=0
Part (iii). Na prova do passo 2 da Proposicdo 4.2.2, vimos que {f(z¥)} & es-
tritamente decrescente. Logo {f(z*)} é limitada por cima por f(z°). Por outro
lado, pela hipotese A2, temos que f atinge seu minimo em IR} e, portanto, é

limitada superiormente, concluindo a prova. |

4.3 Andlise de convergéncia

Nesta se¢do mostramos a limitagao da seqiiéncia {z*} gerada pelo Algoritmo IPBD.
Estabelecemos convergéncia para um ponto KKT do problema (PQC) quando {5}
atende a R1, isto é, assumimos apenas limitagao; e, provamos convergéncia para

uma soluc¢do de (PQC) quando admitimos a seguinte hipotese adicional:

R3. lim B =0.
k—-4o00

Usamos o seguinte resultado para mostrar a limitacao da seqiiéncia das itera-

das geradas por IPDB.

Lema 4.3.1. Dy(x*, 2" < Dy (2%, 2%) — Dy (28, 2%) V k € IN e qualquer x* €
S*(PQC).

Prova: Seja 2* € S*(PQC). Fazendo x = z*, y = 2% e 2 = 2**! na Proposi¢io

1.4.1(i), obtemos
Dy (x*,2%) — Dy (2%, 251 — Dy (25 2F) = (VA(2®) — VR(2"), 25 —2%). (4.10)
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Da Observagao 4.2.1 e da Proposigao 1.4.1(ii), segue que

1
Vh(z*) — Vh(zF) = —V f(2"),
B
a qual, substituida em (4.10), resulta
1
Dh(ZE*7l’k) - Dh(x*7 xk—H) - Dh(xk+lvxk> = ﬁ—<Vf(.I‘k+1), xk+1 - .I'*> (411)
k

Visto que f(z*) < f(2*1) V k € IN, a quase-convexidade de f, pelo Teorema 1.3.1,
implica que

(Vf(a"), 28 — 2%) > 0.

Logo, da ultima desigualdade e de (4.11), obtemos
Dy(z*,2%) — Dy(a*,2**") — Dy (a*, 2%) > 0.

A prova esta completa. O]

A seguir mostraremos que {z*} admite subseqiiéncia convergente.
Proposigao 4.3.1. A seqiiéncia {2*} gerada pelo Algoritmo IPBD ¢ limitada.
Prova: Pelo Lema 4.3.1 (acima) Dj,(z*, 2*™) < Dj,(z*, 2%). Logo

Dy (x*, 28 < Dy (a*, 29). (4.12)

Agora, da condigao (B3), temos que os conjuntos de nivel de Dy, (z*,-) sdo limitados,

implicando, portanto, a limitagao de {z**1}. O

Nos trés proximos resultados estabelecemos convergéncia da seqiiéncia {x*}.
Proposigao 4.3.2. A segiiéncia {2} gerada pelo Algoritmo IPBD é convergente.

Prova: Seja T um ponto de acumulacdo de {z*}, cuja existéncia é assegurada pela

Proposi¢ao 4.3.1 (acima). Da Proposi¢ao 4.2.3(iii), temos
f@™) < f(a*) Ve IN.
Logo, pela continuidade de f, resulta
f(@) < f(a") Yk e N.
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Analogamente ao desenvolvimento apresentado na prova do Lema 4.3.1, obtemos
que {Dy(z,2%)} é decrescente.

kj

Agora seja {z%} uma subseqiiéncia de {z*} tal que lim 2% = z. Entao, da

j—+oo

condigao (B4), segue que
lim Dy (7,2") = 0.

j—too
Assim {D;,(Z, %)} é uma seqiiéncia decrescente, ndo-negativa, que possue uma sub-
seqiiéncia convergindo a 0. Logo {Dy,(Z,2"%)} converge a 0, isto &,

. N
kl_l&loo Dy(z,z%) = 0. (4.13)

Seja {z%} uma outra subseqiiéncia de {z*} tal que llim okt = 7. Entdo, por (4.13),
— 400
temos
lim Dy(z,2*) = 0.
l—+o00

k

Fazendo y* = 2%, y = 7 e 2¥ = 7 na Observacio 1.4.1 (B5), resulta

isto é, T = Z.

Portanto, {z*} é convergente, concluindo a prova. O

Teorema 4.3.1. A seqiiéncia {2*} gerada pelo Algoritmo IPBD converge para um
ponto KKT de (PQC).

Prova: Da tltima proposigdo sabemos que {z*} é convergente. Seja 7 = lim a*.

k—+o00

Mostraremos que  é um ponto KKT de (PQC), isto &,
7, >0, (Vf(2);i>0 e z;(Vf(Z);i=0 Vi=1,..n. (4.14)

Pela Proposigao 4.2.1 a primeira condi¢do em (4.14) é verdadeira. Para provar as

outras duas condigoes de (4.14), consideramos os conjuntos:

I(z)={ie{l,...,n}: 7 =0},
J(z)={ie{l,...,n}:z; >0},

e analisamos os casos quando i € I(Z), e quando ¢ € J(Z).
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[Se i € I(Z).] Neste caso supomos por contradigao que (Vf(Z)); < 0. Visto

que f é continuamente diferenciavel (pela hipotese Al), temos que

lim (Vf(zF*1), = (Vf(Z)); <0,

k——+o0

0 que, por sua vez, implica na existéncia de uma subseqiiéncia, também denotada

por {z¥}, e um indice ky € IN, tais que
(V@) <0 V> k. (4.15)
Da Observagao 4.2.1, da Proposicao 1.4.1(ii) e do fato de que h é separavel, resulta:

(VF(* )i = —Be(VaDa(a* ', 2"));
= m@ﬂﬁyJQﬁ“D V k> k. (4.16)

Visto que [ > 0, entdo, de (4.15) e (4.16),

Pela condicdo (B1) temos que hy(z;) é crescente para todo i = 1,...,n. Logo, da

ultima desigualdade, segue que
oF > b Wk >k,

de onde

AR S W O N

No entanto,

0=z, = lim x >x > 0,
k——+o0

0 que é uma contradicao.

Portanto (Vf(z)); >0 Vi€ I(z).

[ Se i € J(&).] Neste caso, como khm z¥ = 7; > 0, obtemos
— 400

isto é,



Esta tltima igualdade e a continuidade de h; (assegurada pela condicdo (B2)) im-
plicam que
lim h,(z*) — h;

K1y _
Jm (") = 0.

)

Logo, como [, é limitada (pela hipotese R1),

(Vf(@)i = Jim (V@)= Tim G (bi(ah) = Hi(aEt)) =0,

k—4o00 k——4o00

onde a segunda desigualdade ocorre devido a (4.16).

Portanto (Vf(Z)); =0 VYie J(z).

A prova esta completa. O

Teorema 4.3.2. Se {3} satisfaz R3 entdo a segiiéncia {z*} gerada pelo Algoritmo

IPBD converge para uma solu¢do de (PQC).

Prova: Pela definigao de 2¥*1, dada por IPBD em (4.1), temos
@) + Dy (2", 2%) < f(2) + BpDu(z,2%) Vo € RL.
Logo, podemos tomar x = x*, donde
F@M) + 8Dy (2™ 2%) < f(07) + BrDn(a", %)

Da tltima proposi¢ao sabemos que {z*} é convergente. Seja 7 = klim z*. Visto
— 400
que klim BrDp (25 2%) = 0 pela Proposicao 4.2.3(ii), f é continua pela hipotese
— 400
Al, a seqiiéncia {Dy(z*, z%)} é limitada (veja (4.12)), e klim Br = 0, passando ao
— 00

limite quando k — 400, obtemos

f(@) < f@"), (4.17)

donde temos imediatamente que = € S*(PQC), concluindo a prova. O

Finalizamos o capitulo apresentando uma estimativa de convergéncia. Como
m—1 1
no Capitulo 2 definimos o, = E — e convencionamos oy = 0.

k=0 Ik
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Proposigao 4.3.3. Seja {2} a seqiiéncia gerada pelo Algoritmo IPDB. Entdo, para

todo x € IR, temos a sequinte estimativa de convergéncia:

F@™) = F(2) < —— (Du(aa®) = Dy, a™) = _min 7" (o — 27"

Om 7=0,....m—1

onde lir%% =0,V;=0,....m—1.

Prova: Da Proposicao 4.2.3(iii) temos que
f@"™) < f(2*) Vke .

Entao, multiplicando ambos 0os membros da desigualdade acima por oy, e observando

que o1 = i + 0, obtemos

o (@) — o fab) < k),

Ok

Logo, somando esta ultima desigualdade de k£ = 0 até m — 1, resulta

—_

3

o (2™) < éf(x’““)- (1.18)

b
Il

Escrevendo a formula de Taylor para f segue que

fla) = f@™) +(V (@), 2 — 2" 4+ 5 (o — 2H)), (4.19)

onde 7%1(v) é tal que lim Tkﬁl(”) =0.

k

Considerando x € IR} qualquer e fazendo y = 2" e z = ah

na Proposicao

1.5.1(i), procedendo como na prova do Lema 4.3.1, obtemos:
(V@) a" —2) = B [Du(x,2") — Dp(a, a™) — Dy (2, 2M)]
donde
(Vf(a"h), 2" —2) < By [Dp(x,2%) — Dz, 2]

De (4.19) e da ultima desigualdade, resulta

FH) = £(2) < G (Dl 2%) = Difar, a*1)] = 4 = a41)),
isto é,

1

— (f(@™") = f(x)) < Dp(z,2") — Dy, 2™") — irkﬂ(\f’? — M),
B Br
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Somando a desigualdade acima, de k = 0 até m — 1, segue que

3
3

L) — 0 f (@) < Dl 2) — Dl ™) — 3 b (k)
k=0 B k=0 P
De (4.18) e (4.20) obtemos
m—1
om (f(2™) = f(x)) < Da(z,2°) — Dy(z,2™) — i?“k“ﬂ% )
e~ [

~ min lrj+1(|x—:1cj+1|)Srk+1(|x—x’€+1|) Vk=0,..,m—1,
m

m—1 1 m—1 1
— min T.]+1(| x]—i—l‘) < —T’k+1(|aj xk+1|)’
=0 B, 3=0,....m~ D B
donde
m—1 1
Om min T (jz — M) < — " (| — 2T
k=0,....m— k=0 Bk

Agora, das desigualdades (4.21) e (4.23),

om (f(x™) — f()) < Du(z,2°) — Dp(x,2™) — 04 miIT}%1 ri |z —

isto é,

f@™) = f(z) < L (Dh(x,xo) — Dh(x,xm)) — min 77|z —

Om 7=0,....m—1
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Consideracoes finais

Neste trabalho desenvolvemos métodos para resolver problemas de otimizacao sob
restrigao de positividade, denotado por (P).

Definimos dois algoritmos do tipo interior-proximal com métrica variavel para o
problema (P) com a fungdo objetivo suposta convexa, propria, continua e nivel-
limitada. O primeiro, denotado por IPMV, considera o passo proximal com uma
métrica induzida pela matriz diagonal (X*)~", com r > 2 dado, e os parametros
de regularizacao obtidos explicitamente de forma a implicar a positividade dos
iterados. Obtemos resultados classicos como o decrescimento e a convergéncia da
seqiiéncia das iteradas funcionais. Na analise de convergéncia, mostramos que
todo ponto limite de seqiiéncia das iteradas é um ponto KKT de (P). O segundo
algoritmo corresponde a uma versao inexata para o método IPMV, e ¢ denotado
por ITPMV. Na andlise de convergéncia, assim como no caso exato, obtivemos
convergéncia fraca ao conjunto solucao do problema estudado.

Finalmente estudamos o problema (P) para o caso em que a funcao objetivo é
quase-convexa, propria e continuamente diferencidvel. O passo proximal é definido
por uma distancia de Bregman separavel, associada a uma funcao de Bregman zona
coerciva, cuja zona é o interior do ortante positivo. Obtivemos convergéncia a um
ponto KKT de (P), supondo limitacao dos parametros de regularizacio. Desde que
a seqiiéncia dos parametros convirja a zero, mostramos convergéncia a um ponto
solugao do problema estudado.

Como pesquisas futuras, mencionamos alguns pontos em que estamos particular-
mente interessados:

1. Sobre os Métodos IPMV e [IPMV:

(i) Generalizacdo de ambos os métodos para problemas quase-convexos e de
desigualdade variacional;

(ii) obter condicoes sobre o problema de forma a garantir convergéncia global;

(iii) estudar a dependéncia do parametro 7.

47



2. Sobre o Método IPDB:

(i) Obter convergéncia a um ponto solu¢do do problema sob hipotese mais fraca
que Ab5;

(ii) estender o método para problemas quase-convexos nao diferenciaveis;
(iii) estabelecer uma localizagdo do ponto limite da seqiiéncia das iteradas;

(iv) estudar uma versao continua para IPDB.
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