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R E S U M O  

O presente t rabalho tem como ob j e t i v o  aprof undar 

alguns aspectos da t e o r i a  dos h ipergrafos  assim como apresen ta r  

novos aspectos de s t a  t e o r i a .  

A pesquisa como um todo abrange os segu in tes  t 6 p i  -- 

CQS : 

- Um metodo para d iç t r i tamento  otimamente e q u i l i b r a  - 

do com um enf oque 1-ieu.riçti.co (deseravo1vj.mento teÕrico e a l y o r i t  - 

mo) . 
- ~ e p r e s e n t a ~ ã o  de grafos  planares por =de hi- 

pergrafos.  

- Novas def in ições  para h ipergrafos  or ientados  e ge - 

neral ização das ex i s t en t e s .  

- Fluxos em hipergrafos com e sem or ientação.  



A B S T R A C T  

The p r e s e n t  work has  t h e  o b j e c t i v e  t o  deepen some 

a s p e c t s  of t h e  tl-ieory of hypergraphs a.s w e l l -  as t o  presen'c new 

a s p e c t s  of t b i s  t heo ry .  

The r e s e a r c h  as a  whole cornprises t h e  f o l l o w i n g  

t o p i c s  : 

- A rnethod f o r  op t ima l ly  e y u i l i b r a t e d  d i s t r i c t i n g  

wi th  a h e u r i ç t i c  approach ( t h . e o r e t i c a l  developinent anil algorthrn). 

- Represen ta t ion  of  p l a n a r  grapl-is tl-iroiqli liyper- 

graphs  . 
- New d e f i n i t i o n s  f o r  o r i e n t e d  hypergraphs  and gg  

n e r a l i z a t i o n  o£ t h e  e x i s t i n g  ones.  

- Flowç i n  hyperyraphs w i th  and wi thou t  o r i e n t a -  

t i o n .  
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I N T R O D U Ç Ã O  

Propomo-nos no p resen te  t r a b a l h o  aprofundar a l -  

guns pontos da t e o r i a  de h ipergrafos  assim como apresen ta r  no - 
vos aspectos  d e s t a  t .eoria.  Enfocamos em e s p e c i a l  o problema do 

d i s t r i t amento ,  o r i en tação  de h iperyrafos  e f luxos  em hipergra-  

fos .  

Apresentamos a segu i r  um resumo dos aspectos  desm - 

volvidos nos d iversos  capxtulos  , 

No c a p l t u l o  1 fazemos um apanhado das p r i n c i p a i s  

de f in ições  e concei tos  necessã r i a s  pa ra  um bom entendimento do 

t rabalho .  N ~ O  houve p r e o c t ~ p a ~ ã o  em provar a s  afirmayõcs uma vez 

que a s  mesmas s e  encontram na b ib l iograEia  referencincla,  

Apresentamos no c a p l t u l o  I1 um novo metodo para  de - 

terminação do d i s t r i t amento  6timo com u m  enfoque h e u r ~ ~ s t i c o 0  O 

corpo do c a p i t u l o  i n c l u i  uma rev i são  b i b l i o g r a f i c a  sobre  p r o b l e  - 

mas relacionados a d i s t r i t amento ,  sendo da abordagem do p r o b l e  - 

m a :  a de f in ição  do problema, a formalização do modelo, uma t e n  - 

t a t i v a  de soluqão, um algoritmo e a a n a l i s e  de desempenho d e s t e  

algoritmo. 

No c a p i t u l o  LEI enfocamos e-damos solução a d o i s  

problemas: a determinação do numero de c l i q u e s  de um g r a f o  p l g  

nar  de n v é r t i c e s  e a determinaqão de v a l o r e s  mTnimos p a r a n v g r  - 

t i c e s  e m l i n h a s  necessãr ios  para  compor p c l i q u e s  de tamanho2, 

q de tamanho 3 e r de tamanho 4 ,  sendo p, q ,  r i n t e i r o s  não ne- 

t i v o s .  

No capJ tu lo  I V  apresentamos novas d e f i n i ç õ e s  de  

h ipergrafos  or ien tados  e generalizamos de f in ições  e x i s t e n t e s .  



Na cap.?.tulo V apresentamos uma solução para o pro - 
hlema de fl-uxoç de hipergrafos. Tratamos em especial de a l g o r i t  - 
mos para f l ixos  in$xirnos com e sem orientação. 



CONCEITOS E DEFENIÇÕES 

Um l i ipergrafo 6 uma e s t r u t u r a  combinat6ria comvêr -- 

t i c e s  e  a r e s t a s ,  s i m i l a r  a  uin grafo  comum, (cf  anexo 1) exce to  

e m  que a s  a r e s t a s  correspondem a subcon j uiztoç a r b i  tr&:ios de  v é r  - 
t i c e s  ao inves de pa res  cle v&t ices .  Um l i ipergrafo com ri v e r t i  - 

ces  pode t e r  a t e  2"-1 a r e s t a s  d i s t i n t a s ,  sendo por tan to  uma gg 

nera l izayão do g ra fo  . 
.-- 

O p r i n c i p a l  prop6si-to da t e o r t a  dos hi .peryrafos e 

genera l i za r  resill.tados da t eo r i a .  dos g ra fos ,  p o i s  m u i t a s  da c; 

suas def in iqões  e concei tos  s e  aplicam a h ipergrafos  sem qual-  

quer d i f i cu ldade  p a r t i c u l a r ,  

A s e g u i r  veremos algu-mas def in iqões  e conce i tos  

que, de c e r t a  forma re t r a t am os p r i n c i p a i i  resul.tados n e s t a  área 

de pesquisa.  

Algumas vezes teremos que t r a t a r  de g ra fos  e  h i-  

pergrafos  ao mesmo tempo e ,  para  e v i t a r  confusão na nomenclatu -- 

r a ,  ad-otaremos o s  termos - v ê r t i c e s  e  a r e s t a s  para  h i p e r g r a f o s  

e  v ê r t i c e s  e  l i n h a s  pa ra  g ra fos .  

2 
Define-se (BERGE 1 um h ipe rg ra fo  1-1 = ' ( V , E ) ,  como 

sendo formado por  um p a r  de conjuntos f i i ~ i t o s  V = { v l ,  v 2 , .  . . ., 
v,} e  E = { E ~ ,  B 2 i e . , . ,  E ).denominados respectivamente conjunto 

m 



de vfrticea e conjunto de arestas, e satisfazendo as seguinteç 

condições : 

junto das partes de V 

Diz-se que [ V  I = n 6 a ordem do hipesgrafo. -- 

Uni hipergrafo com i1 v6rtices deve ter no niãximo 

2"-1 arestas distintas. 

A figura 1..1 mostra im hi-pe:rgrafo possuindo três 

vêrtices e duas arestas. 

Fig. 1.1: ~epresentação de um ~ipergsafo 

8 
BERGE define uni hipergrafo de uma maneira mais 

ampla, que pode ser expresso como segue: "Um hipergrafo H é for - 

inwdo por um conjunto V de elementos indexados por im conjunto 

N: V=(V ) 
j ~ E N  

e de uma famzl-ia de partes nzo vazias indexadas 



por um conjunto M : E - ( .EiIiEMI t a 1  que .U E .  = V. 
I. 

1~ M 
A s s i m  unl h ipe rg ra fo  H pode s e r  simbolizado p o r  

simples ainda,  H = ( E .  1 i E M) 
1 

O s  elementos de V são  cliamados v é r t i c e s  de H e  a s  

partes ( E i ) i E M I  a r e s t a s  de H .  . 

Um h ipe rg ra fo  B = ( ( V  ) 
j 

j aNr  ( E i ) i ~ M  ) é f i n i t o  se 

N e M são f i n i t o s " .  

4 8 
SEYMOUR , def ine  um h ipe rg ra fo  13 como sendo um 

conjunto finito A de conjuntos f i n i t o s  nso vaz ios ,  cliamados a r e s  - 
t a s  de 13, e UH o  conjunto de v g r t i c e s  de H de f in ido  Por  

UH = U.CA E 1-11. Se Z C U R ,  definimos 1-117, = { A ~ Z : A E E I ,  A(]z==@}. 

Se I H I  = I UHl d i z -s e  que H 6 quadrado. 

Logo o h ipe rg ra fo  de Seymour 6 o conjunto de a r e s  - 

t a s  do h ipergrafo  de Berge, ou s e j a ,  a  e s t r u t u r a  superpos ta  ao 

conjunto de v é r t i c e s ;  i s s o  não a c a r r e t a  maiores problemas de 

entendimento, 

1 .2  - Conceitos d iversos  - 

Dois v é r t i c e s  v. e  v são  adjacentes  s e  e x i s t e  
1. j 

uma a r e s t a  Ek que contém os dois  v é r t i c e s .  

Duas a r e s t a s  E .  e  E são  adjacentes  s e  E i n ~  =@. 
1 j j 

Grau de um v é r t i c e  v E V é O número máximo deares -- - 
t a s ,  d i f e r e n t e s  de { v ) ,  que contém v, i s t o  é, o núi~xero máximo 

de a r e s t a s  t a i s  que para  todo i , j  E N I  i # j E ~ ~ E  = '{V} .  
j 

Representamos e s t e  número por  dH(v) ,  que s e r á  



i g u a l  a zero se a  Unica a r e s t a  que corit6m v é { v}. 

Grau de uma a r e s t a  E i  E E é o número de vértices --.- 
da a r e s t a .  Designamos es te  niknero por  d H ( E i ) .  O m h i m o  d H ( ~ i )  

e denominado "rank"  do h ipe rg ra fo  . 

Um h ipe rg ra fo  d i t o  ser h-imiforme s e  todas  as --."--- 

a r e s t a s  possuem o mesma grau h,  ou a lnda ,  se todas as a r e s t a s  

tem o grau i g u a l  ao "rank" do h ipe rg ra fo .  Por tanto  podemos di--  

z e r  que um grafo simples 6 u m  h ipc rg ra fo  uniforme de I' rank '' 

i g u a l  a  2 .  

1 
M u L t i ~ c i , d a c l e ,  (ACHARYA ) ,  de imi conjunto S de .- ----- 

vertices de urri hi.pes:gz^af-o H ,  simbolizado por  m(S,I-I) , e o rigme 

r o  de vezes que Ç aparece como aresta de H. Claramente, pa ra  

qualquer  Ei  de 1% t e m - s e  in( l3 .  ,H) >, 1; Ei é d i t a  ser siinples ( inGi  
1. -- - 

Uin h-ipergrafo simp-les ê aquele  no qual  a s  a r e s t a s  -.-..----.-- -- 

s . 2 ~  simples. Um nul . t igrafo  Cgra.fo) é. um hjiperyrafo H. = CV,E) t a l  

Podemos tambem d e f i n i r  um - h ipe rg ra fo  . simples  como --- 
aquele na qual  as a r e s t a s  E sao todas d i s t i n t a s ,  Se I E .  1 = 2 pa i 1 - 
r a  todo i, e s e  Q h ipe rg ra fo  G. simples ,  en tzo  B G um g ra fo  s i m  - 

p l e s  sem v g r t i c e s  i so lados ,  

2 0. 
Hipergrafn -- - h-conpieto (.MEXER 1.: Sejam n e h. dois ___I---.- 

i n t e i r o s ,  h. < n .  O h ipergrafo .  siinples tendo por  cori.jur~i:o de v é r  -., 

t i c e s  um conjunto V t a l  que  ] V I  = n, e por conjunto de a r e s t a s  

o conjunto Ph ( V )  das partes de V,  6 chamado h ipe rg ra fo  h-com- 

h 
p l e t o  com n vGri;ices, Ç:iinbolizarno-lo por  lç . N o  caso ds h -: 2,  

Lt 



retornalnoç ao grafo  compl-eto k . 
n 

Para um melhor entendimento, consideremos a  f i g u  - 
jia L 2 ,  oi~do (a )  r ep resen ta  um h ipe rg ra fo  2-uniforme H = ( a , b ,  c,  

ab,  bc) e  (b)  representa  um hipergrafo  2-completo H = ( a , b , ~ , & , ~ ~ ,  

h). 

Note-se que todo h ipe rg ra fo  h-compl-eto 6 tambêm 

h-uniforme. 

Fig. 1 . 2  

4 1 
Hipergrafo h - p a r t i t e  (.MEYER 1 : Se ja  h um i n t e i -  
P 

- 

ro .  O hipergrafO simples tendo por  conjunto de v ê r t i c e s  a  união  

,dos conjuntos d i s j u n t o s  V I ,  V2 , . . . . . . . . , V h ,  com I V .  1 -  n .  p a r a  
1 1 

todo i, L < i < h ,  e  por a r e s t a s  todos o s  subconjuntos E de 
j 

V. t a i s  que  I E . ~ v ~ ~  = 1 para  1 ( i g h, é chamado h i p e r -  
1 J -- 

H i . < h  

g r a f o  h - ~ r t i t e  - _--- comj?leto sobre  V1,  V,, ,...... Vh. Simboliza - 
11 

mo-fo por kll n2 , . . . ,nlze Para  o caso h - 2 retomamos ao g r a  - 
£0 b i p a r t i t e  completo k 

n l  '"2 

Dizemos q u e  I1 = (VF,  I?) é um h ipe ry ra fo  p a r c i a l ,  
P - -- 



8 
(BERGE ) do h ipergrafo  W = (V,E)  s e  F C E  e  V = UIi. 

I? E . E P  i ' 
1 

8 
O sub-hipergrafo (BERGE ) ,de KA= (A, Es? gerado. por  - 

um conjunto ACV, é por de f in ição  o  Ii ipergrafo I3 = (A,EA) onde 
A 

Seja H = ( v , E )  um hipergrafo  onde V = ( V .  ) e  
J ~ E N  

E = (E i )  icM. A p a r t i r  de H obtemos o  h ipe rg ra fo  dual. -- H*= ( ~ , v )  , 

onde os  v é r t i c e s  são os  pontos e l ,  e 2 ,  ...*.. , e  ( r ep resen tan  - 
1n 

do as  a r e s t a s  de 13) e a s ' a r e s t a s  os  conjuntos VI  ,V2' . . e , V  
n 

(representando os  v6rti.ces de H )  , ou s e j a  V .  =' { e  ,i < in, v E E . ) .  
J i j 1 

A f i g u r a  1 . 3  ( h )  niostra o  h iperyrafo  dual. cle 13, f i g u r a  1 . 3  ( a ) .  

E3 

( a )  H . 

Fig.  1 . 3  

Matriz de ~ n c i d ê n c i a :  Um h ipe rg ra fo  I3 = ( V , E )  po-. 

de se r .  repressiitado por uma matr iz  de  inc idênc ia  (a ) , com m co  
i j - 

lunas representando a s  a r e s t a s  e n l i n h a s  os  v é r t i c e s .  O s  e l e-  




































































































































































































































































