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' ' 'RESUMO 

O p resen te  es tudo v i s a  a t i n g i r  duas f i n a l i d a d e s  

p r i n c i p a i s  : . 

. uma p r á t i c a ,  atendendo 2 necessidade de desenvolvimento 

de  ferramentas  adequadas p a r a  o problema da p r e v i s ã o  da 

r d i s t r i b u i ç ã o  de viagens; 

. o u t r a  t e ó r i c a ,  atendendo 2 necessidade de esclarecimen- 

. t o  sobre  a noção de d n t r o p i a ,  recentemente i n t r o d u z i d a  

na Anál ise  de Redes de Transpor tes .  

- E s t e  t r a b a l h o  de pesquisa sobre  os  modelos e n t r ó  - 

p i c o s . d e  d i s t r i b u i ç ã o  de viagens,  abrange: a i d e n t i f i c a ç ã o  das  

s i tuaqões  em que e l e s  podem s e r  u t i l i z a d o $ ;  a c a r a c t e r i z a ç ã o  da 

so lução  a t r a v é s  da Teor ia  da Dualidade da ~ r o g r a m a ç ã o  ~ e o m é t r i -  

ca e da Anál i se  de Convexidade; . a i n t e r p r e t a ç ã o  da so luça0  em 

termos de u t i l i d a d e  g l o b a l  e de a c e s s i b i l i d a d e  g l o b a l  da r e d e  

de t ranspor tes ; .  um es tudo de e x i s t ê n c i a  de so luções  e anal ise  da 

s e n s i b i l i d a d e  da solução e a ava l i ação  das p o s s i v e i s  ex tensões  

d e s t e s  modelos, considerando principalmente o caso  de uma a n ã l i  - 

s e  de d i s t r i b u i ç ã o  multimodal. 



Le t r a v a i l  p r é s e n t é  cherche à a t t e i n d r e  DEUX OB- 

JECTIFS PRINCIPAUX: 

. l ' u n  p r a t i q u e ,  répondant à l a  n é c e s s i t é  de développer d.es 

o u t i l s  adéquats pour l e  problgme de p r é v i s i o n  de l a  d i s -  

, t r i b u t i o n  des voyages; 

. l l a u t r e  théor ique , ' r épondan t  au besoin d ' é c l a i r c i s s e m e n t  

de  l a  not ion  d l ~ n t r o p i e  récemrnent i n t r o d u i t e  3ans 1'Ana- 

l y s e  des ~ e s é a u x  de Transport .  

Ce.t.te recherche,  axde s u r  l e s  modèles en t rop iques  

de d i s t r i b u t i o n  d i  voyages couvre les a s p e c t s  su ivan t s :  

i d e n t i f i c a t i o n  des cas  oÜ i l s  s l a p p l i q u e n t ;  

c a r a c t é r i s a t i o n  de l a  s o l u t i o n  à l ' a i d e  de l a  Theorie  de 

l a  ~ u g l i t é  de l a  Programmation ~ é o m é t r i q u e  e t  de 1 'Analy  

se de ~ o n v e x i t é ;  

i n t e r p r e t a t i o n  de l a  s o l u t i o n  2 l ' a i d e  de l ' u t i l i t é  glo-  

bale e t  .de' l ' a c e s s i b i l i  t é  g loba le  du réseau;  

condi t ions  d ' e x i s t e n c e  de s o l u t i o n s  e t a n a l y s e  de s e n s i b i  - 
- 

l i t é  des s o l u t i o n s ;  

ex téns ions  p o s s i b l e s  de ces  modèles; p r i n c i p ã l e ~ n t  dans 

l e  cas  de p l u s i e u r s  modes de t r a n s p o r t .  



v i i  

ABSTRACT 

The s tudy has two p r i n c i p a l  ohjectives :one practical, 

f u l f i l l i n g  a  need f o r  t h e  development of new t m l s  for the prediction 
. - 

of t r i p  d i s t r i b u t i o n ;  t h e  o t h e r  t h e o r e t i c a l ,  contribu-eing further - 

- 
unders tand ing- to  t h e  concept of en t ropy a s  used i n  modelling o f  

t r a n s p o r t a t i o n  networks. 

. The work addresses  i t s e l f  t o  f i v e  a s p e c t s  of the 

a p p l i c a t i o n  of Entropy models . 

i. identifying t h e  cases  t o  which t h e  models could be applied. 

ii. p r e s e n t a t i o n  of  t h e  Dual i ty  Theory of Geometric Program - 

ming and t h e  Analysis  of  Convexity a s  s o l u t i o n  methods. 

iii. i n t e r p r e t a t i o n  of t h e  s o l u t i o n  i n  terms of global u t i l i ty  
I 

and gioba 1 a c c e s s i b i l i t y  w i t h i n  t h e  network . 

i v .  a  s tudy of t h e  deter ininat ion of solutions and a  sensitivity 

a n a l y s i s .  

v. d i scuss ion  of  t h e  p o s s i b i l i t i e s  of  extending t h e  mcdels, 

p a r t i c u l a r l y  f o r  t h e  multi-moda1 a p p l i c a t i o n s .  
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-- No p r e s e n t e  e s tudo ,  s ã o  apresentados os  r e s u l t a -  

. dos de um t raba lho  de pesquisa visando a t i n g i r  duas f . ina l idades  

p r i n c i p a i s  : 

uma p r á t i c a ,  atendendo 2 necessidade de desenvolvimento 

de ferramentas  adequadas p a r a  o planejamento de t r a n s p o r  - 

tes, pr incipalmente no que concerne aos problemas da p r e  - 
v i s ã o  d~ demanda; 

o u t r a  t e ó r i c a ,  atendendo necessidade de esc la rec imen to  

sobre  a noção de e n t r o p i a ,  recentemente i n t r o d u z i d a  na a - 

n á l i s e  de redes  de t r a n s p o r t e s .  

Neste t r a b a l h o ,  f o i  considerado, especif icamente,  

o problema da previsão  da d i s t r i b u i ç ã o  de viagens e n t r e  as v á r i  - 

as  zonas de uma área(urbana  ou r e g i o n a l )  em estudo.  

=. 
E s t e  problema tem s i d o  o b j e t o ,  n e s t e s  Ültimos a- 

nos, de numerosas pesquisas  sob v á r i o s  enfoques,  e n t r e  o s  q u a i s  

a abordagem en t róp ica  tem recebido um destaque maior. O volume 

e a d ivers idade  dos t r aba lhos  publ icados sobre  e s s e  tema condu- 

zem à necessidade da e laboração  de uma s í n t e s e  d e s t e s  r e s u l t a -  

dos, a fim de p o s s i b i l i t a r  o seu relacionamento com o u t r o s  con- 

c e i t o s  da &nálise de Sistemas de Transportes  ( a c e s s i b i l i d a d e  de 

uma rede  de t ranspor tes- ,  s e n s i b i l i d a d e  de uma população ao cus- 

t o  de t r a n s p o r t e s .  ..) o que, n e s t e  t r a b a l h o ,  pretende-se abordar. 
7 

Por o u t r o  lado ,  a "en t rop ia"  é uma dessas  pa la -  



vras  que possuem, den t ro  de v á r i a s  d i s c i p l i n a s  da c i ê n c i a  con- 

temporânea, uma pos ição  m i t i c a  s u s c e p t i v k l  de e s t i m u l a r ,  com f o i  

o caso  aqui ,  t r aba lhos  de pesquisa t e ó r i c a .  S H A N N O N ~ ~  mostrou, 

e m  194gi que a noção, a t é  en tão  empír ica de e n t r o p i a  dos f í s i -  

cos,  podia  s e r  i n t e r p r e t a d a  a t r a v é s  da Teoria  da ~nformação ,  co  - 
- 

mo sendo uma medida da informação. A p a r t i r  d a i ,  e l a  apareceu 

e m  uma s é r i e  de d i s c i p l i n a s  como a Biologia ,  Socio logia  e Eco'lo - 
' .  6 8  g ia ,  até s e r  u t i l i z a d a  na Geografia (MEDVEDKOV ) e na Economia 

(MARSCHEK" , MURPHY'I'I e MORA-CAMINO'I~) . 

Finalmente, nos Últimos anos,  o conce i to  de en- 

t r o p i a  passou a t e r  ap l i cação  também na modelagem de sistemas e s  - 

p a c i a i s  urbanos e r e g i o n a i s ,  assim como na p rev i são  da demanda 

e m  r edes  de t r a n s p o r t e .  'Nessas Últimas á r e a s ,  os  modelos de ma - 

xirnização da e n t r o p i a  foram desenvolvidos a p a r t i r  do t r a b a l h o  

99 p i o n e i r o  de C O H E N ~ ~ ,  de 1959, retomado e ampliado por  WILSON . 
Atualmente, o en£oque dos pesquisadores  tem-se vo l t ado  ao e s t u -  

do da a p l i c e i l i d a d e  da Teoria  da Dualidade da programação Geo- 

mé t r i ca  p a r a  a resolução  numérica d e s t e  t i p o  de problema, a spec  - 
eo  e s t e  também considerado n e s t e  t r a b a l h o  de pesquisa.  

No pr imeiro  c a p i t u l o ,  é d e s c r i t o  de maneira su- 

c i n t a ,  o "es tado da a r t e "  do Planejamento de Transpor tes ,  p r i n -  
. s 

cipalmente em r e l a ç ã o  à prev i são  da demanda de t r a n s p o r t e s .  

I 

Uma c l a s s i f i c a ç ã o  dos modelos de d i s t r i b u i c ã o  d e  

viagens é proposta  no segundo c a p í t u l o ,  apresentando-se,  ainda,  

a s  t e o r i a s  de a c e s s i b i l i d a d e  e u t i l i d a d e -  de urila rede de ' t r a n s p r  - 

t e s  assim como a noção de s e n s i b i l i d a d e  de uma população .ao cus - 



t o  de  t r a n s p o r t e  . 

O s  métodos numéricos de resolução  do problema de 

d i s t r i b u i ç ã o  de viagens,  ana l i sados  no c a p í t u l o  111, s ã o  acompa - 
nhados de uma i n t e r p r e t a ç ã o  primal-dual em programação geométri  - 
ca. 

No q u a r t o  c a p i t u l o ,  é desenvolvida uma abordagem 

do problema da p rev i são  da d i s t r i b u i ç ã o  de viagens,  levando-se 

e m  conta  info1;nação a ' p r i o r i  sobre  e s t a  d i s t r i b u i ç ã o  e ,  também, 

determinadas.condiçÕes espec i f i cadas  p e l o  p lane jador ,  conduzin- 

do 2 formulação do chamado "Modelo ~ n t r õ p i c o  R e s t r i t o " .  Mostra- 

s e  a inda ,  aqui ,  a equiva lência  de d i f e r e n t e s  abordagens da r e s o  - 

lução do problema p e l a  programação geométrica e ,  a so lução  do 

problema é i n t e r p r e t a d a ,  em termos de u t i l i d a d e  e  de a c e s s i b i -  

l i d a d e  g loba l  :da rede  de t r a n s p o r t e s .  Ainda nesse mesmo c a p i t u  - 

10 é - introduzido um novo í n d i c e  de s e n s i b i l i d a d e  da população ao 

custo.  
< 

O s  métodos de resolução  e a  a n á l i s e  da solução do 

modelo en t rõp ico  r e s t r i t o  consti tuem o c a p i t u l o  V. Par t indo-se  

de alguns r e s u l t a d o s  importantes ,  s ã o  inves t igadas  a s  condições 

de e x i s t ê n c i a  de soluções e ,  em seguida,  6 propos ta  uma e s t r a t é  - 

g ia  de resolução  do problema. Finalmente,  é abordada uma a n ã l i  - 

s e  de s e n s i b i l i d a d e  da solução d e s t e  problema. 

Concluindo o t r aba lho ,  s ã o  ava l i adas  no s e x t o  c a  - 

p í t u l o ,  algumas extensões do modelo en t róp ico ,  pa ra  p o s s i b i l i t a r  

a consideração: 



- de vár ias  modalidades de transporte;  

\ 

- de vários n íve is  sócio-econômicos da população, e 
/ 

- da exis tência  de limitação de f r o t a .  

- 

- -As técnicas de ~ e c o m ~ o s i ç ã o  da programação Mate- 

mática são introduzidas para t e n t a r  f a c i l i t a r  a resolução de a 1  - 

qms' destes modelos. 



CAP f TULO I - CC~%SIERA@ES G E W S  SOBRE O PLFNEJAKENTO DE TRA.YSPOmS 



, E s t e  

tação  do "estado da 

nos, pr incipalmente 

t r a n s p o r t e s .  - 

' r  Para  

c a p i t u l o  tem por  o b j e t i v o  uma breve apresen - 
a r t e "  do planejamento de t r a n s p o r t e s  uxba- 

no que s e  r e f e r e  2 prev i são  da demanda de 
- 

e s t a b e l e c e r  melhor a pos ição  do problema, ob - 

j e t o  d e s t e  es tudo,  ou s e j a ,  o problema da a n á l i s e  de d i s t r i b u i -  

ção de viaqens,  d-entro do processo  g e r a l  de planejamento de trans - 

p o r t e s ,  é f e i t a  in ic i a lmen te  uma breve exposiqão de suas  v á r i a s  

f a s e s .  Em sequida,  é ana l i sada  com mais d e t a l h e s  a f a s e  da pre - 

v i s ã o  de demanda, considerando a s  v á r i a s  c a t e g o r i a s  e c a r a c t e -  

r í s t i c a s  dos modelos matemáticos mais conhecidos e u t i l i z a d o s .  

- 

O campo de .estudo da ~ n á l i s e  de Sistemas de Trans- 

p o r t e s  é t ã o  grande e var iado que torna-se impossIve1 abacdar, de 

maneira s a t i s f a t ó r i a ,  cada um dos seus  aspectos .  Trata-se  de um 
% 

- campo com a s  segu in tes  c a r a c t e x i s t i c a s :  

i) multimodal, i s t o  é, exis tem v á r i o s  modos de t r a n s p o r t e  

( a r ,  t e r r a  e mar) t a n t o  p a r a  pessoas como p a r a  ca rgas ;  

ii) m u l t i s e t o r i a l ,  englobando problemas e opin iões  do gover - 
# .  

no, empresa pr ivada  e população; 

iii) mul t iob je t ivo ,  visando ao desenvolvimento urbano e/ou re - 

g iona l ,  à qual idade  do meio ambiente, ao n l v e l  de s e r v i  

ço  aos usuár ios ,  à v i a b i l i d a d e  econÔmica, 

i v )  m u l t i d i s c i p l i n a r ,  valendo-se de t e o r i a s  e 

,' 

- 

e t c .  ; 

métodos de en - 



genharia ,  economia, pesquisa  operac ional ,  c i ê n c i a s  s o c i  - 
a i s  e p o l í t i c a s ,  adminis tração,  e t c . ;  

mul t icontextua l ,  abrangendo o planejamento de t r anspor -  

tes urbanos, o planejamento r e g i o n a l  de t r a n s p o r t e s  de 

passagei ros ,  o planejamento nac iona l  de cargas ,  o t r a n s  
. - 

p o r t e  i n t e r n a c i o n a l ,  e t c .  . 

Desta forma, a s  pesquisas  mais e laboradas  têm-se 

concentrado e m  determinados aspectos ,  considerando determinadas 

abord-agens e u t i l i z a n d o  determinadas t é c n i c a s .  

Neste t r aba lho ,  a pesquisa  f o i  concentrada no pro . - 

blema de d i s t r i b u i c ã o  de viagens,  tendo s i d o  u t i l i z a d a s  v á r i a s  

t é c n i c a s  como a programação matemática e v á r i a s  t e o r i a s  como a 

t e o r i a  econ61ni'c:a e a t e o r i a  das probabi l idades .  

1 . 2 .  AS FASES DO PROCESSO DE PLANEJAMENTO: 

i 

No processo c l á s s i c o  de planejamento de t r a n s p o r  - 

t e s ,  podem-se d i s t i n g u i r  as segu in tes  f a s e s :  

a )  ~ d e n t i f i c a ç ã o  dos Problemas de Transportes:  

Segundo Dickey ( 1 9  75) , os  problemas de t r a n s p o r t e  

podem s e r  c l a s s i f i c a d o s  em três grupos: problemas dos s e r v i ç o s  

de t r a n s p o r t e s ,  problemas que sofrem a i n f l u ê n c i a  dos t r anspor -  

t e s  e problemas que afetam os  t r a n s p o r t e s .  

No primeiro grupo, ~ o d e m  s e r  c i t a d o s  o conges t io  - 

namento das v i a s  e t e rmina i s ,  a f a l t a  de segurança e confor to  e 



o funcionamento inadequado dos t r a n s p o r t e s  públ icos .  

No segundo grupo, encontram-se o s  impactos causa - 

dos 2s á reas  urbanas e seu; h a b i t a n t e s  p e l a  operação, melhoramen - 
t o  e construção de novas " f a c i l i d a d e s "  de t r a n s p o r t e s .  

No t e r c e i r o  grupo, podem-se d e s t a c a r  o aumento po - 

puláckonal,  o aumento do número de"veicu1os p a r t i c u l a r e s ,  o au- 

mento das a t i v i d a d e s  urbanas,  e t c .  . 

b ) '  ~ d e n t i f i c a ç ã o  das Metas, Objet ivos e ~ e s t r i ç õ e s :  

Normalmente, a s  metas pa ra  o planejamento s ã o  f i  - 

xadas a t r a v é s  do processo p o l í t i c o .  O papel  do p lane jador  s e r á  

o de a n a l i s á - l a s  e t ransforma-las  em o b j e t i v o s  passzve i s  de se- 

rem considerados no processo  de planejamento. A s  r e s t r i s õ e s  DO L _ 

dem ser de f in idas  como sendo a s  c a r a c t e r í s t i c a s  que l imitam o 

a lcance  das soluções p o s s í v e i s .  '. 

c) '  'Escolha das v a r i á v e i s  e dos Modelos: 

A escolha  das v a r i á v e i s  deve s a t i s f a z e s  o s  c r i t é  - 

r i o s  de r e l evânc ia ,  d i spon ib i l idade  e conf iab i l idade .  Tra ta-se  
I 

de uma t a r e f a  d i f í c i l ,  p o i s  a i n c l u s ã o  de um grande número dewa - 

r i á v e i s  pode t o r n a r  o modelo oneroso e demorado e ,  a exclusão de  

v a r i á v e i s  r e l evan tes ,  pode torná- lo  i r r e a l .  Nesta f a s e ,  devem 

s e r  dec id idas  qua i s  a s  v a r i á v e i s  endógenas e quaiç  a s  exógenas 

( v a r i á v e i s  ex te rnas  que, algumas vezes,  podem comportar-se como 

en t radas  no modelo). 



LJm modelo deve r e p r e s e n t a r ,  s impl i f  icadamente , u - 
ma r e a l i d a d e ,  por t an to ,  n e s t a  f a s e  de es tudo,  procura-se esco-  

l h e r  aquele  que p o s s i b i l i t e  uma maior -ercepção das c a r a c t e r í s -  

t i c a s  do problema a s e r  estudado. .Na escolha  do modelo deve-se 

cons ide ra r  fundamentalmente os  o b j e t i v o s  e a s  r e s t r i ç õ e s  do p r o  - 

blema. 

' .  
d)' Levantamento de Dados: 

Es te  levantanento  deverá s e r  e fe tuado da maneira 

mais adequada 5 u t i l i z a ç ã o  dos modelos anter iormente escolh idos .  

A execução do levantamento de dados, após a e s c 0  - 

l ha  das v a r i á v e i s  e dos modelos, proporciona economia de tempo 

e de recursos , .  po i s  s e r ã o  cole tados  somente os  dados julgados r e  - 

l evan tes .  

Es ta  f a s e  compreende a de l imi tação  da área de  e s  - 

tudo, o zoneamento, a pesquisa  de campo e a p r e p a r a ~ ã o  dos da- 

dos p a r a  u t i l i z a ç ã o  p o s t e r i o r .  

e )  ~ e t e r m i n a c ã o  dos padrões de Uso do Solo e de Demanda de 

Transportes  Atuais  e Futuros:  

A determinação do uso do s o l o  p a r a  o ano de pro- 
/ 

j e t o  é de Suma importância ,  f a c e  ao seu papel  fundamental na  

previsão  de d i s t r i b u i ç ã o  de v iagens . .  O uso do s o l o  e s t á  d i r e t a  - 

mente l igado  ao número de viagens produzidas e a t r a í d a s  por  uma 

zona. 



Aqui e s t ã o  algumas das p o s s i b i l i d a d e s  p a r a  o es- 

tabelecimento do uso do s o l o  ( R O B E R T S ~ ~ )  : . 

"Se o uso do s o l o  pode s e r  e fe t ivamente  cont ro lado,  e n t ã o  

decide-se q u a l  poderá s e r  o  seu  uso no ano-projeto,  e  i s t o  

é es tabe lec ido  como uma meta a  s e r  a t i n g i d a  ......." 

"Se o uso do s o l o  é v i s t o  como uma dec i são  agregada de vá- 

' r i a s  decisões i n d i v i d u a i s  e f o r a  do c o n t r o l e  de qualquer au - 

t o r i d a d e  de planejamento, e n t ã o  o seu  uso p a r a  o ano-proje - 

t o  deverá s e r  " p r e v i s t o "  (estimado) . . . . . . . " 
" ~ o d e r á  s e r  adotada uma combinaqão d e s t a s  duas p o s s i b i l i d a  - 

Exis te  uma f o r t e  interdependência  e n t r e  o uso do. 

s o l o  e o s i s tema de t r a n s p o r t e s .  A organização e s p a c i a l  do uso 
I 

do s o l o  determina e ,  ao mesmo tempo, é determinada p e l a s  carac-  

6 
t e r i s t i c a s  do s i s tema de t r a n s p o r t e s  (BERECHMAN ) .  

Dentre os  modelo que consideram e s t a  in terdepen-  

dência ,  destacam-se os  modelos in teg rados ,  cu j a  e s t r u t u r a  com- 

prèende: um modelo de a locação de a t i v i d a d e s ,  um modelo de trans - 

p o r t e  e  um procedimento, l igando os d o i s  de forma que a  sa%a de 

um s i r v a  como en t rada  do ou t ro .  E s t e s  modelos foram aboxdad-os 

6 por P U T M A N ~ ~ ,  B O N Z I N I ~ ~  e  BERECHMAN , e n t r e  ou t ros .  

A prev i são  da demanda por  t r a n s p o r t e s  s e r á  enfo- 

cada poster iormente de modo mais abrangente.  

f) ~ l a b o r a q ã o  e   vali ação de Planos Al te rna t ivos :  



A s  soluções encontradas a t r a v é s  dos modelos u t i -  

l i z a d o s  na f a s e  a n t e r i o r  deverão s e r  e laboradas  de modo a melho - 
xar o desempenho do s i s tema a t u a l  ou providenciar  a cons t rução  

de novas a l t e r n a t i v a s .  E s t a s  s ã o  e n t ã o  ava l i adas ,  escolhendo-se, 

e m  s e g u i d a t a  que proporciona os  melhores r e s u l t a d o s ,  de acordo 

com o s  c r i t é r i o s  prebiamente e s t a b e l e c i d o s  e com a s  l i m i t a ç õ e s  

f i n a n c e i r a s .  

. ., 

. Dentre os  v á r i o s  es tudos  desenvolvidos p a r a  a a- 

n á l i s e  e ava l idção  do ' s i s tema de t r a n s p o r t e s ,  podemos d e s t a c a r  

os  s e g u i n t e s  ( O R S K I ~ * )  : 

- a n á l i s e  de cus tos  e b e n e f í c i o s  

- a c e s s i b i l i d a d e  pa ra  oportunidades 

- e f e i t o s  causados no meio ambiente 

-- qual idade do s e r v i ç o  o f e r e c i d o '  

- a n á l i s e  de cus tos  ene rgé t i cos  

Alguns a u t o r e s  simplesmente separam o s  c r i t é r i o s  

de ava l i ação  de a l t e r n a t i v a s  e n t r e :  

a )  a n á l i s e  de custos e beneficias, usada no caso das s a í d a s  

poderem ser ava l i adas  em termos monetários;  

b) a n á l i s e  de c u s t o  e e f i c á c i a ( o u  e f e t i v i d a d e ) ,  usada quan - 

do a s  s a í d a s  não podem s e r  medidas em termos monetários, 

i s t o  é, para  s a í d a s  t a i s  como: mudança nos h á b i t o s  da'po - 

pulação, a l t e r a ç õ e s  no meio ambiente, e t c .  . 



Para W I L L I A M S ~ ~ ,  é necessário e x i s t i r  uma consis - 

tência en t re  os modelos de demanda e os métodos de ava1iação.E~ - 

t a  necessidade torna-se óbvia se  considerarmos que a função dos 

modelos de demanda é relacionar as mudanças no comportamento de 

viagem com as modificacões no custo do deslocamento, e que a me - 

dida-usualmente adotada para qua l i f i ca r  o beneficio obtido 6 a 

mudança no excedente do usuário. 

g )  Implementação da Alternativa Escolhida: 

- A fase  de implementação requer um tempo, 2s ve- 

zes bastante longo ., se  são levados em conta os impactos provo- 

cados tan to  em relação 2 população e seu meio ambiente como e m  
- 

relação 2s organizações (públicas ou privadas) l igadas a t rans-  

portes.  

Como qualquer sistema soc ia l  complexo tende a r e  - 

agi r  contra qudanças, tentando preservar hábitos ~ r á t i c o s  e -o- 

l í t i c a s  antigas, a implementação de qualquer mudan~a importante 

exige uma preparação es t ra tég ica  gradual e cuidadosa. 

Como o processo de decisão não e s t á  nas mãos do 

planejador, a e s t e  cabe apenas suger i r  as formas mais ef icazes  

para a implementação, observando os seguintes fa tores  : 

- recónhecimento da natureza p o l í t i c a  das recomendações; 

- identif icação dos custos e benefícios d i re tos  e indiretos 

para os vários grupos comunitários; 

- in terrelação ent re  o planejamento de transportes e o de- 



senvolvimento de planos e a t i v i d a d e s  em o u t r o s  s e t o r e s  

urbanos ' 

1.3: A :PF~~vIsÃo' DA DEMANDA: 

- 

- O problema da p rev i são  de  f luxos  em um sistema de 

t r a n s p o r t e  pode s e r  v i s t o  como uma simples  a p l i c a ~ ã o  da t e o r i a  

6 4  econôinica(MANHE1M ) : os  f luxos  r e s u l t a n t e s  de um .s is tema p a r t i  - 

c u l a r  de t r a n s p o r t e s  T e o padrão de a t i v i d a d e s  econômicas A po - 

dem s e r  determinados, encor.trando-se o e q u i l i b r i o  a t r a v é s  de es - 

tabelecimento da função de o f e r t a  S e da função de demanda D e 

p e l a  resolução  de e q u i l í b r i o ,  da segu in te  maneira: 

I 

onde: V = voiume de t r á f e g o  

L = n í v e l  de s e r v i ç o  o fe rec ido  pa ra  e s t e  volume 

F = ($,L) = padrão de f l u x o  

Considerando o tempo de viagem t como i n d i c a d o r  

do .n íve l  de se rv iço ,  pode-se r e p r e s e n t a r  graf icamente e s t a  t e o  - 

r i a  b á s i c a  



Apesar de simples na t e o r i a ,  a  sua aplicação p rá  - 

t i c a  torna-se complexa por vár ias  razões: 

, 

a)  o usuário considera vár ios  a t r ibu tos  do sistema quando 

faz  a escolha e ,  assim, o vetor L tem vár ios  componen- 

tes; - . 

b) a dificuldade na determinação das funções de demanda; 

c) o equi l íb r io  ocorre em uma rede, onde os fluxos de vá- 

r i a s  origens para vários destinos interagem e competem, 

' e e s t a s  interações são afetadas pela topologia da rede. 

Portanto, a  visão agregada é pouco Ú t i l .  

A s s i m ,  são requeridos esquemas computacionais con - 

venientemente elaborados para determinar os fluxos de e p u i l í b r i  

o F para um pa r t i cu la r  ( T , A ) .  
O 

- .  No caso de uma rede 

presenta um a ~ r a n j o  de volumes 

para cada k, 1, m e p,  ,onde V kRmp 

gem k para o destino 1 pelo modo m 

multimodal, o símbolo V 

é o volume de fluxo da 

no caminho p . 

- 

re-  

o r i -  

~ n t ã o ,  depois de estabelecidas as  funqões de ofer - 

t a  e demanda, o cálculo do equ i l íb r io  de fluxo F envolve m p r o  
o - 

cedimento de 'resolução de dois arranjos:  

- 
'o - Ivk1mp 1 para cada k, 1, m e p 

- 
- ILklmp 1 para cada k ,  1, m e p 



com F = ( V ' ,  L )  
O O o 

Infe l izmente ,  não há um modelo operac ional  que 

possa r e s o l v e r  e s t e  t i p o  de problema de forma e x a t a  e d i r e t a , '  a - 

pesa r  dos vá r ios  modelos de s i s temas  de t r a n s p o r t e s  e x i s t e n t e s  
- 

a t é  agora.  Cada um dos s i s temas  de modelos d i spon íve i s  represen ' - 
t a  uma abordagem d i f e r e n t e  p a r a  o c á l c u l o  do e q u i l í b r i o  de f l u -  

xos 'na rede  de t r a n s p o r t e s  e a s  d i f e r e n ç a s  são refletidas tanto nos 

a1fsorítn-o~ computacionais como na p r ó p r i a  e s t r u t u r a  dos modelos 

de demanda u t i l i z a d o s .  

1.3.1. Abordagens Mais U t i l i z a d a s :  

Uma c l a s s i f i c a ç ã o  g e r a l ,  abrangendo a s  v á r i a s  a- 
7 

bordagens u t i l i z a d a s  na previsgo  da demanda, pode s e r  a seguin- 

15 t e  (CEMT ) : , 

. . 

a j  Modelos -----e--- Aq-~gados  : .seqiienciais ou d i r e t o s ,  d e t e r m i n i s t i -  

cos ou p r o b a b i l i s t i c o s ;  

' b )  Modelos Desapegados:  ------- seqdenciais ou d i r e t o s ,  de te rmin í s  v 

t i c o s  ou p r o b a b i l í s t i c o s .  

O s  modelos desagregados consideram o comportamen - 

t o  do usuár io  pa ra  a escolha  de viagem de forma i n d i v i d u a l ,  en- 

quanto que os  agregados consideram o comportamento de um grupo 
I - 

de indiv íduos .  

Para a  revisão da demanda de viagens,  é fundamen - 

t a l  o es tudo da t e o r i a  do comportamento do u s a r i o  (DOMENCICH 2 7 ~  



em r e l a ç ã o  às dec isões  de viagens.  Um modelo de c o r r r ~ - r t m t o  do 

usuár io  deve i n d i c a r  q u a i s  a s  a l t e r n a t i v a s  percebidas  p e l o  i n d i  - 
viduo, que consequências e l e  cons idera  importantes  e como'sua es  - 

colha é f e i t a  e n t r e  a s  a l t e r n a t i v a s  percebidas .  E s t e s  modelos 

podem descrever  o comportamento de um indiv iduo ou de um grupo 

e ,  ge ra lmen te , -u t i l i zam a função u t i l i d a d e  ou os  ind icadores  de 

a c e s s i b i l i d a d e  para  a desc r i ção  d e s t e  comportamento. 

- 'I 

. Tanto os modelos agregados como os  desagregados 

podem s e r  do t i p o  seqüencia l  ou do t i p o  d i r e t o .  O s  r o d e l o s  se-  

q t l e n c i a i s ( i n d i r e t o s )  são  também conhecidos como "modelos a qua- 

t r o  e t apas"  e ne les  os  f l u x o s  de e q u i l z b r i o  são  estimados s-en - 

cialmente a p a r t i r  de q u a t r o  subrnodelos: geração de v iaaens ,  

d i s t r i b u i ç ã o ,  r e p a r t i ç ã o  modal e a locação.  Nos modelos de de- 

manda d i r e t a ,  as  funções de geração, d i s t r i b u i c ã o  e r e p a r t i ç ã o  

modal são  combinadas em uma Única e t a p a  ( O C D E ~ ~ )  . 
: 

O s  modelos ainda podem s e r  c l a s s i f i c a d o s  como de  - 

- t e r m i n í s t i c o s  ou p r o b a b i l i s t i c o s ,  conforme a escolha  d.o u s u á r i o  

s e j a  f e i t a  racionalmente a p a r t i r  de informação p e r f e i t a  ou a 

p a r t i r  de elementos p r o b a b i l i s t i c o s  . 

1.3.2. E s t r u t u r a  ~ á s i c a  do Modelo c l á s s i c o  de Transpor tes  

Urbanos : - 

Este  modelo é do t i p o  agregado seqfiencial  e r e -  

p resen ta  a pr imeira  u t i l i z a ç ã o  dos métodos de a n á l i s e  de  siste- 

6 3  
mas de grande por te  em t r a n s p o r t e s  (MANHEIM ) . 



O conjunto de esco lhas  do usuár io  consj.6erado nes  - 

t e  modelo i n c l u i :  

, 

- escolha  da l o c a l i z a ç ã o  da r e s i d ê n c i a ;  

- escolha  do l o c a l  de emprego; 
- 

- c a r r o  própr io ;  

.., , 

- escolha  de viagens pa ra  v á r i a s  a t iv idades ,  edvolvendo: f r e  - 

e hora do d i a  ( h ) .  

Geralmente, f é considerado como o número de v i a  - 

gens por  d i a ,  mas algumas vezes pode s e r  tomado como o n-ro de 

viagens por  per íodo de p ico .  

A s  e sco lhas  de l o c a l i z a ç ã o  são  silpostas como f e i  

t a s  previamente e ,  freqlientemente, de forma independente dos n í  - 

v e i s  de  s e r v i s o  de t r a n s p o r t e .  

Dentro do n í v e l  de escolha  de viagens,  o modelo 

tem uma e s t r u t u r a  seqliencial  do t i p o  onde, i n i c i a l m e n t e ,  são pre' - 

v i s t a s  a s  f reqnências  como função pr inc ipa lmente  da renda;  de- 

p o i s  é f e i t a  a escolha  do d e s t i n o ,  seguida p e l a  e sco lha  moda1 e 

pe lo  caminho. A. hora do d i a  geralmente 6 p r e v i s t a  depois ,  a p l i  - 

cando um f a t o r  "hora de pico" 2s viagens d i á r i a s .  

O modelo pode s e r  d e s c r i t o  da segu in te  forma: 

O s  individuos são  agrupados primeiramente com base na d i  - 

v i s ã o  da r e g i ã o  estudada em zonas de t r á f e g o  (k). Em se-  



guida,  um grupo de indiv íduos  ou f a m í l i a s  com comportama - 

t o  s i m i l a r  de viagem, o r i q i n á r i o  da zona k é indicado por 

-um í n d i c e  ( e ) .  ~ n t ã o ,  o  volume t o t a l  de viagens f e i t a s  

p e l o  indivíduo e da oriyem k p a r a  o  d e s t i n o  d , p e l o  mo- 

do rn e r o t a  r é dado por:  
- . 

onde A e S são  as v a r i á v e i s  que descrevem os  sistemas de  

a t i v i d a d e s  e de se rv iços .  

A funpão demanda é composta de c p a t r o  co-nentes: 

onde gl r ep resen ta  o  sub-modelo de geração de v iagens ,  g2 o SUL 
modelo de d i s t r i b u i c ã o ,  43 o  de r e p a r t i ç ã o  moda1 e  g4 o de es-  

colha da r o t q  ou alocação na rede.  

Deconpondo a  funpão de demanda em q u a t r o  Sbbmo - 

delos ,  é poss ive l  e s t u d a r  a previsão  das viagens f u t u r a s  em uma 

segtiência de qua t ro  e tapas :  

V: = volume t o t a l  de viagens geradas na zona k 

e  pe lo  grupo e = gl ( A , S )  . 

e  
Vkd = volume t o t a l  de viagens da zona k p a r a  a 



zòna d pelo.  grupo e = g: (A,  S )  V: . 

~ k d m  
= volume t o t a l  de viagens pe lo  modo m da  zo - 

na k pa ra  a zona d p e l o  grupo e = 

e 
'kdmr = volume t o t a l  de viagens p e l a  r o t a  r e mo - 

do m ,  da zona k p a r a  a zona d p e l o  grupo 

~ n a l i s a r - s e - 2 ,  a s e g u i r ,  cada uma das q u a t r o  e t a  - 

. pas,  de forma independente,  c i t ando  os p r i n c i p a i s  modelos a p l i -  

cados a cada uma delas .  

-1-3.3. ~ e ' r a ç ã o  de Viagens - : 

Nesta p r ime i ra  e t apa ,  procura-se determinar  o nE - 

mero f u t u r o  de geração de t r á f e g o  de cada zona a t r a v é s  das  r e l a  - 

çÕes observadas e n t r e  a s  c a r a c t e r í s t i c a s  das  v i a ~ e n s  e o s  dados 

sobre  a s  a t i v i d a d e s  sócio-econômicas da população. 

Um a spec to  importante  n e s t a  e t a p a  é a noção dos 

termos produção de viagens e a t r a ç ã o  de viagens.  De uma manei- , 

r a  g e r a l ,  considera-se que uma zona r e s i d e n c i a l  é potencialmen- 

t e  produtora de viagens enquanto g u e . a s  zonas com muitas  esco-  

l a s ,  oportunidades de emprego, e t c .  s ão  potencialmente p6 los  - a 

t r a t i v o s  de viagens.  



O procedimento usual para estimar .os n íve i s  fu tu  - 

ros de geração de viagens, compreende os seguintes passos: 

, 

a) determinação do número a t u a l  de viagens geradas(produzi 

das e a t ra ídas)  por cada zona; 

- 

-b) ident i f icação dos t ipos  de viagens impo;tantes para a - á 

r ea  de estudo; 

c )  escolha das var iáveis  s ign i f i ca t ivas  e determinação dos 

modelos acei táveis ;  

d) avaliação dos modelos escolhidos; 

e )  determinaç& dos n íve is  futuros  de geração por zona. 

. Entre. os modelos mais u t i l i zados  estão:  os méto- 

dos de f a t o r  de crescimento, a aná l i se  de regressão l i n e a r  m Ú l -  
I 

t i p l a  e a anáyise 2e categorias. 

O s  métodos 'de f a t o r  de crescimento devem s e r  en- 

carados com res t r ições  porque, em loca is  onde são realizadas gran - 

des modificações nos sistemas de t ransporte ,  a e s t ru tu ra  da de- 

manda é profundamente a l terada.  N ~ O  há possibil idade de s e  de- 

terminar o número de viagens geradas no futuro pela simples apli - 
6 9  cação do f a t o r  de crescimento aos dados a tua i s  (MELLO ) .  

I 

Nos modelos de regressão, tenta-se re lac ionar  a 

procura por transportes e var iáveis  expl icat ivas  desta  demanda, 

que podem var ia r  de uma zona para outra  e ,  tambgm, podem s e r  a- 

fetadas,  no fu tu ro , ,pe la s  modificações ocorridas no sistema de 

transportes.  Estes modelos não consideram o custo de transpor- 



t e  nem a a c e s s i b i l i d a d e  das d i f e r e n t e s  zonas. 

, O modelo de a n á l i s e  de c a t e g o r i a s  f o i  desenvolvi  - 

do na segunda f a s e  do "Estudo de ~ r á f e g o  de Londres" (London 

T r a f f i c  Survey) , p a r t i n d o  da t é c n i c a  de a n á l i s e  de c l a s s i f i c a -  
- 

ção cruzada que f o i  or iginalmente d-esenvolvida no "Puget Sound 

Regional Transpor ta t ion  Study" (1964) . O modelo f o i  baseado na 

supósição de que as  t axas  de geração de viagens p a r a  d i f e r e n t e s  

1 2  c a t e g o r i a s  f a m i l i a r e s  permanecem cons tan tes  no futuro(BRUT0N ). 

Um modelo mais e laborado f o i  proposto por  Kanafa - 

n i ,  supondo implici tamente Zue um grupo de pessoas com c a r a c t e -  

r i s t i c a s  sócio-econômicas análogas tem o memso comportamento em 

r e l a ç ã o  2 geração de deslocamentos ( C E M T ~ ~ )  . 

0s modelos d e  Kanafani e de a n á l i s e s  de c a t e g o r i  - 

a s  s e r ã o  mais detalhados no i tem r e f e r e n t e  a o  es tudo de a lguns  

modelos. 

I .  3.4. ~ i s t r i b u i q ã o  de Viagens: 

O problema da p rev i são  de d i s t r i b u i ç ã o  de viagens 

c o n s i s t e  em determinar  o número de viagens i n t e r  ou in t sazona i s ,  

a p a r t i r  da e s t i m a t i v a  do número de viagens produzidas e a t r a í -  

das por  cada zona ( P O T T S ~ ~ ) .  

O s  metodos u t i l i z a d o s  pa ra  e s t a  e t apa  e s t ã o  e m  

cons tante  evolução e podem s e r  encontrados na l i t e r a t u r a ,  desde 

os modelos mais simples usando os  f a t o r e s  m u l t i p l i c a t i v o s ,  até 



modelos de grande e laboração  matemática. 

De uma maneira g e r a l ,  podem-se agrupar  o s  modelos 

em d o i s .  grandes grupos : 

a )  modelos de simulação que compreendem os métodos de f a t o  - 

r e s  de crescimento (método do f a t o r  uniforme, método do 

f a t o r  médio, método de D e t r o i t ,  método de F x a t a r ,  méto- 

do de Furness,  e t c . )  e  o s  métodos e x p l i c a t i v o s  (modelo 

g r a v i t a c i o n a l ,  modelo de oportunidades i n t e r v e n i e n t e s  . 
modelos de oportunidades compet i t ivas ,  e t c . )  ; 

b )  modelos de o t i m i z a ~ ã o  t a i s  como: modelo de Hitchcock, mo - 

de10 ent rópico ,  maximização da u t i l i d a d e ,  e t c .  . 

. O es tudo do problema da d i s t r i b u i ç ã o  de v iagens  

com uma aná1is.e de ta lhada  de seus  p r i n c i p a i s  modelos matemáticos 

s e r á  desenvolvido em c a p í t u l o s  especificas n e s t e  txabalho.  

I. 3.5. ~ e p a r t i ç ã o  Modal: 

Nesta e t a p a ,  es tuda-se a d i v i s ã o  do t o t a l  de v i a  - 

gens r e a l i z a d a s  e n t r e  os  d i f e r e n t e s  modos de t r a n s p o r t e s .  

Existem basicamente d o i s  grupos de modelos u t i l i  - 

zados n e s t a  r e p a r t i ç ã o  por  modos: 
/ 

modelos a n t e r i o r e s  5 d i s t r i b u i ç ã o  de viagens(mode1os de 

p r é - d i s t r i b u i ç ã o )  ; 

modelos p o s t e r i o r e s  5 d i s t r i b u i ç ã o  de viagens (modelos 



O s  modelos a n t e r i o r e s  à d i s t r i b u i ç ã o  alocam o t o  - 

tal de deslocamento de pessoas a n t e s  da e t a ~ a  de d i s t r i b u i ~ ã o  de 

viagens.  Es tes  modelos são  também chamados de modelos de r e p a r  - 
.- 

t i ç ã o  moda1 de- extremos de viagens.  

No processo de gera@o de viagens,  são  p r e v i s t o s  

os t o t a i s  de produçao e a t r a ç ã o  de viagens.  Cestas  proporçÕes 

do -aÚmero p r e v i s t o  de viagens produzidas são  alocadas aos modos 

de t r a n s p o r t e  considerados e ,  em seguida,  s ã o  u t i l i z a d o s  o s  mo- 

de los  de d i s t r i b u i ç ã o  e  de alocação de viagens,  .separadamente,  

pa ra  cada modo de deslocamento. 

A suposição bás ica  d e s t e s  modelos 6 de que o usu - 

á r i o  é re la t iqamente  i n s e n s í v e l  2s c a r a c t e r í s t i c a s  de s e r v i ç o  

das modalidades de t r a n s p o r t e ,  e a determinação do modo de v ia -  

gem e s t á  re lqc ionada  às c a r a c t e r i s t i c a s  sócio-econÔmicas dos u- 

s u á r i o s .  

A s  t é c n i c a s  mais u t i l i z a d a s  n e s t e s  modelos são a 

a n á l i s e  de r eg ressão  l i n e a r  múl t ip la  e  a  a n á l i s e  de c a t e g o r i a s .  

- 
Considerando-se apenas d o i s  modos: " transporte co - 

l e t i v o "  e  : t r anspor te  p a r t i c u l a r " ,  i n i c i a l m e n t e ,  a s  v iagens  s ã o  
- 

alocadas p a r a  t r a n s p o r t e  públ ico  e ,  em seguida,  o  número de v i a  - 

gens produzidas por  t r a n s p o r t e  p a r t i c u l a r  é ob t ido  p e l a  s u b t r a -  

ção do número t o t a l  de viagens produzidas.  



O s  modelos p o s t e r i o r e s  5 d i s t r i b u i ç ã o ,  t a m G m  cha - 
mados de modelos de r e p a r t i ç ã o  moda1 de intercâmbio de v iagens ,  

alocam o t o t a l  de deslocamentos das pessoas aos modos, após a 

d i s t r i b u i ç ã o  d e s t e s  deslocamentos e n t r e  a s  zonas de origem e de 

des t ino .  

Nestes modelos supõe-se que a proporção 

gens' absorvida por  um modo depende 'do n i v e l  de s e r v i ç o  

de v i a -  

o f e r e c i -  

do' po r  cada modo. 

Para  modelos d e s t e  segundo t i p o ,  são  u t i l i z a d a s  

' freqnentemente as curvas de r e p a r t i ç ã o  que permitem l i g a r  a p o r  - 

centagem de deslocamentos efe tuados  por  t r a n s p o r t e  púb l i co  5 re - 

~ a ç ã o  do tempo de percurso  por  t r a n s p o r t e  públ ico  e por  t r a n s -  

p o r t e  p a r t i c u l a r .  

Ambos os  modelos s ã o  c r i t i c á v e i s  por  não r e f l e t i  - 

rem a d e q u a d w n t e  a reação. dos usuár ios  à mudançâ nas  c a r a c t e d ç  - 

t i c a s  dos s i s temas  de t r a n s p o r t e s  e p o r  possuhem uma tendencio  - 

s idade  pró-automÓve1. 

A~o.c'a. ã. . ç o de' ~ x á f  e'go: 

O s  v á r i o s  métodos usados na alocação do t r á f e g o  

es tabe leceq ,  in ic i a lmen te ,  um c r i t é r i o  de se leção  de r o t a s ,  e m  

seguida,  cons t ró i -se  um algori tmo que se lec iona  as r o t a s  nas  ma - 
lhas  dadas como en t rada  e ,  f ina lmente ,  a s  v iagens  i n t e r z o n a i s  

2 
são alocadas nas malhas se lec ionadas  (ARIIUDA ) .  



Na resolução  do problema, os  c r i t é r i o s  m a i s  u t i -  

l i z a d o s  p a r a  a escolha  dos caminhos usados s ã o  o tempo e o cus- 

t o  de viagem.. 

Wardrop propôs, em 1952, d o i s  c r i t é r i o s  para a se - 

l eção  de r o t a s ,  tomando o tempo de viagem como medida de impe- 

dância  ( P O T T S ~ ~ )  : 

a)  os  tempos de viagem em todas  as r o t a s  u t i l i z a d a s  e n t r e  

um determinado p a r  de origem-destino são  i g u a i s  entre si  

t a d o  por  um Único v e í c u l o  tomando qualquer  r o t a  

l i z a d a ;  

b)  o tempo médio de viagem por  todos os motoristas é 

não u t i  

. , e  menores do que o tempo de viagem, que s e r i a  experimen - 

Entre  os  v á r i o s  métodos de alocaqão, o s  mais s i m  - 

p l e s  s ã o  os  métodos que alocam a s  viagens à r o t a  que r e p r e s e n t a  

o caminho mínimo e n t r e  a origem e o d e s t i n o ,  como por  exemplo , 

OS métodos " tudo ou nada" e "com r e s t r i ç ã o  de capacidade".  No 

método " tudo ou nada" os  f luxos  s ã o  alocados 5 r o t a  de caminho 

mínimo, sem se cons iderar  s e  e l a  t e r á ,  ou não, capacidade de ab - 

sorvê-los;  enquanto q u e , n o s  métodos "com r e s t r i ç ã o  de capacida- 

de",  procura-se o b t e r  uma compatibi l idade e n t r e  o volume de vex - 
-. 

culos  que u t i l i z a m  uma r o t a  e o tempo ou c u s t o  de viagem. O s  mo - 

delos  de alocação mais e laborados u t i l i z a m  a p o s s i b i l i d a d e  de i - 

t i n e r á r i o s  múl t ip los .  . 

I. 4. ESTUDO PARTICULAR DE' ALGUNS MODELOS : 

Neste i tem, s e r ã o  apresentados alguns t i p o s  de 



modelos, tomando por  base a s  abordagens c i t a d a s  antexiormente.  

In ic ia lmente ,  s e r á  estudado o modelo ag re jado  s e  - 
qfiencial ,  considerando cada uma das suas  e t a p a s  separadamente . 
Para a geração de viagens,  s e r á  apresentada  a t é c n i c a  de a n ã l i -  

- 
s e  de c a t e g o r i a  e o modelo de Kanafani. A e t a p a  correspondente 

2 d i s t r i b u i ç ã o  de viagens não s e r á  cogi tada  n e s t e  i tem, p o r c m s  - 
tit;ii um c a p í t u l o  à p a r t e .  ~ l ~ u n s  modelos p r o b a b i l i s t i c o s  e o 

mode 10s de Adams , exemplif i c a r ã o  a r e p a r t i ç ã o  moda1 enquant~ que,: 

pa ra  a a locação,  s e r á  apresentada  a t é c n i c a  de  obtencão do cami - 

nho minimo a t r a v é s  dos algori tmos de D i j k s t r a  e de Floyd. 

Como exemplo de modelo agregado d i r e t o ,  s e r ã o  da - 

das a s  fórmulas g e r a i s  u t i l i z a d a s  nos modelos com esco lha  de mo - 

do e r p e c í f l c o ,  com escolha de modo a b s t r a t o  e com r e p a r t i ç ã o  mo - 

Para os modelos d-o t i p o  desagregado seqt iencial  , 
f o i ,  tornada, como exemplo, a cadeia  de modelos do CRA (Charles River 

, 

Associa tes)  . 

O modelo de Ben Akiva s e r á  apresentado como exem - 

pio do t i p o  desagregado d i r e t o .  

Finalmente, s e r á  apresentado o modelo de Manheim, 

que pode s e r  u t i l i z a d o  t a n t o  na forma d i r e t a  como na  seqfiencial .  

I. 4 . 1 .  Modelo Agregad'o Seqfien'cial: 



99  i. 1. ~ n á l i s e  d e  Categor ias  (WILSON ) 

A produção de viagens é estimada em função das ca 
,- 

- 
r a c t e r l s t i c a s  da f a m í l i a  e a a t r a ç ã o  e m  função da a t i v i d a d e  e c o  - 

nõmica. 

. - 

Considerando: 

n = h d i c e  i n d i c a t i v o  do t i p o  de pessoa; 

h = h d i c e  i n d i c a t i v o  do t i p o  de f a m i l i a ;  

T(h )  = número médio de  viagens f e i t a s  por  determinado moti - 

vo, em determinado período de tempo, p e l a  família do 

t i p o  h; 

a i ( h )  = número de f a m í l i a s  do t i p o  h ,  na zona i; 

H(n) = conjunto de f a m í l i a s  h,  contendo pessoas do t i p o  n ;  

n . Oi = número de viagens produzidas na zona i, por  pessoas 

do t i p o  n; 

temos' .. 

No modelo apresentado por  Wootton e P ick ,  foram 

u t i l i z a d a s  108 c a t e g o r i a s  empregando três t i p o s  de pessoas ( s e m  

c a r r o  própr io ,  com um c a r r o  p rópr io  e com m a i s  de um c a r r o  pró- 
. , 

p r i o )  , s e i s  n í v e i s  de e s t r u t u r a  f a m i l i a r  (tamanho da família e 

número de t rabalhadores)  e s e i s  grupos de renda f a m i l i a r .  
- 

A s  f a m í l i a s  foram alocadas nas  r e s p e c t i v a s  c a t e -  

gor i a s  a t r a v é s  da d e f i n i ç ã o  de um c e r t o  número de d i s t r i b u i ç õ e s  

p r o b a b i l í s t i c a s  . 



A probabi l idade  de que uma f a m i l i a  tenha a renda 

x 6 dada por: 

onde-os parâmetros a e n são  dados por:  

e ainda: 

I' é a funcão gama 

Z 6 a média de d i s t r i b u i c ã o  

d 2  é a va r i ânc ia  

Considerando g como sendo a t a x a  de  c r e s c i n e n t o  

- 
anual  de renda, depois  de y anos,  x é dado por:  

'. 

- 
X novo 

e assumindo que n permanece i n a l t e r a d o ,  obtém-se o novo v a l o r  

de a . 

Para a e s t i m a t i v a  do uso do c a r r o  p r ó p r i o ,  d e f i -  
I 

ne-se P(n/x)  como sendo a probabilidad-e de uma f a m í l i a  ter  n 

c a r r o s ,  dado que sua rend.a é x . ~ n t ã o  P (n )  r ep resen ta  a proba - 

b i l i d a d e  de uma f a m i l i a  p o s s u i r  n . c a r r o s :  



Considerando i como o aumento anual  no preço  dos 

c a r r o s ,  tem-se : 

- - 
X = ~ ( l + ~ - i ) Y  novo 

- 

- A  d i s t r i b u i ç ã o  de Poisson é u t i l i z a d a  p a r a  a d i s  - 

t r i b u i ç ã o  r e l a t i v a  ao  tamanho da f a m í l i a :  

A d i s t r i b u i ç ã o  de t r aba lhadores  por  f a m i l i a  6 s u  - 

pos ta  binominal, com 

representando a probabi l idade  de O ou 1 t raba lhador  por  f amí l i a ,  

onde R é um Galor médio e N um parâmetro. ~ n t ã o :  

A probabi l idade  de uma f a m í l i a  p e r t e n c e r  ao n í -  

v e l  de e s t r u t u r a  p é dada por  f ( p )  , sendo: .. , 

f (3) = G(l1-k~ ( 2 1 1  E (LI ( 3  membros, 1 trabalharlor) 



A d i s t r i b u i ç ã o  de probabi l idade  conjunta  (I,n, P), 

considerando os  l i m i t e s  s u p e r i o r e s  e i n f e r i o r e s  e a p a r a  I 

o grupo de renda I ,  f i c a  sendo: 

Com e s t a  equação, obtém-se, ai (h )  , ou s e j a ,  o nÚ- 

mero de f a m í l i a s  da ca tegor ia  h na zona i . 

Pode-se o b t e r  o número de viagens a t r a í d a s ,  a t ra  - 

v& de um procedimento s i m i l a r  e chega-se a:  

onde: D .  é o,nÚmero de viagens a t r a í d a s  para  j ; 
3 I 

b . ( l )  é o n í v e l  de a t i v i d a d e  1 na zona j; e 
7 .  

=. 

t(1) é a t a x a  de a t r a ç ã o  de viagens por unidade. 

i. 2.  Mode 10 de Kanaf a n i  ( C E M T ~ ~ )  

A r e l ação ,  e n t r e  a geracão de deslocamentos de u - 

ma f a m í l i a  e a s  c a r a c t e r í s t i c a s  d e s t a  f a m í l i a ,  pode s e r  e s c r i t a  

sob a forma de uma densidade de probabi l idade ,  função do número 

médio de ' déslocamentos d i á r i o s  gerados p e l a  f a m í l i a  S : 

onde P é a probabi l idade condic ional  de s e  f a z e r  y deslocamentos 



por d ia ,  sendo dadas as  n var iáveis  expl icat ivas  X l t X 2 ~ X 3 t S - ~  

xn que descrevem a família.  

A função 4 é constante no tempo, mas pode t e r  u- 

ma forma diferente  segundo os motivos. A probabilidade condici - 
-. 

onal-P pode s e r  estendida a um grupo de famílias que possuem ca - 

r a c t e r í s t i c a s  similares.  

. Define-se uma função de densidade combinada des- 

tas. variáveis:  b (xlr x2 , . . . . , xnl r exprimindo a relação de de - 

pendência entre  e las .  

Integrando, para cada uma das var iáveis ,  chega- 

se a: 

O número T de deslocamentos em uma zona . é  t a l  

que sua esperança matemática é: 

onde N é o número t o t a l  de 

A variância 

f amzlias da zona. 

de T é: 

2 
Var (T)  = N .  



A função de d i s t r i b u i ç ã o  de uma v a r i á v e l  a l e a t ó -  

r i a  é d e s c r i t a  por  alguns parâmetros.  O modelo de geração t o r -  

na-se uma função d e s t e s  parâmetros e  dos c o e f i c i e n t e s  de  co r re -  

l ação  e n t r e  

ii) 

a s  v a r i á v e i s  x 
1' 

Um modelo s imples  de r e p a r t i ç ã o  moda1 é o basea- 

6 9  
do na  a t r a t i v i d a d e  do modo de t r a n s p o r t e  (MELLO ) . 

A probabi l idade  (pi) do usuár io  e s c o l h e r  de termi  - 

nado' meio de t r a n s p o r t e ,  é dada por:  

onde : - 
Ai 

- 

. . Ai 
- Pi - n , com Ai = K . f  (ul 

a t r a t i v i d a d e  do modo i; 

4 

a t r a t i v i d a d e  do modo x; 

número de maneiras a l t e r n a t i v a s  de r e a l i z a r  uma v i a  - 

c o e f i c i e n t e  numérico a j u s t a d o  em função dos padrões 

do modo i: confor to ,  segurança,  qual idade  do s e r v i -  

ço, e t c .  ; 
- - 

função do c u s t o  ou tempo de viagem 

Um modelo mais e laborado é o de 

que f o i  desenvolvido com dados de 1 6  c idades  

pe lo  modo i . 

Adams (MARTIN~ 1 , 

norte-americanas 



com o o b j e t i v o  de r e p a r t i r  o  t r á f e g o  e n t r e  automóveis e  transpor - 
t e s  c o l e t i v o s ,  conduzindo à re lacão:  

y = A + b l  log  P + bZ log  E + b3 l o g  T + b4 l o g  U + b5 log M 

onde- A ,  bl, b i ,  b j ,  b4  e  b são  cons tan tes  empír icas  ; 
5 

y = percen tua l  t o t a l  de viagens r e a l i z a d a s  por  transportes 

c o l e t i v o s ;  

P = população com idade acima de 5 anos na á r e a  es tudada;  

T = f a t o r  de s e r v i ç o  do t r a n s p o r t e  c o l e t i v o ;  

E = f a t o r  econômico; 

.U = f a t ~ r  de d i s t r i b u i ç ã o  do uso do so lo ;  

M = á r e a  urbanizada, em milhas quadradas.  

Cada f a t o r  é ob t ido  a  p a r t i r  de um conj  

v a r i á v e i s  a d i c i o n a i s ,  como e s t á  resumido a  s e g u i r :  

un to  de 

*onde  V =.rendimentos ob t idos  por  veiculo-milha por  d i a  

P e M como de f in idos  anter iormente 



onde h  = unidades r e s i d e n c i a i s ;  

e = 'v iagens  pa ra  o  t r a b a l h o  por  d i a ;  

a' = e a r r o s  p a r t i c u l a r e s  ; . 
P = p o p u l a ~ ã o  d e f i n i d a  anter iormente.  

F a t o r  de d i s t r i b u i q ã o  do uso do s o l o  

onde 

R = dis tânci í .  média da p o p u l a ~ ã o  ao  c-n t ro  da cidade;  
- P -  

RU 
= d i s t â n c i a  média da ares urbanizada ao c e n t r o  da c ida-  

de; 

I r = -  , sendo 
R t C  

R t c  = d i s t â n c i a  média das  á r e a s  i n d u s t r i a i s  e comerciais ao 

cen t ro  da cidade; 

I 

R l c  r =  , sendo 
R t c  

= á r e a  comercial  e  i n d u s t r i a l  t o t a l ,  em milhas quadra- 

das ; 



Alc = idem. den t ro  do r a i o  de uma milha do cen t ro ;  

R l c  
= idem ao R , porém d e n t r o  de um r a i o  de uma milha t c  

do cent ro .  

_Dentre  o s  modelos p r o b a b i l í s t i c o s  de r e p a r t i ç ã o  

modal, o s  mais u t i l i z a d o s  são  o s  baseados em a n á l i s e  discximinan - 
te,.  a n á l i s e  " l o g i t "  e a n á l i s e  " p r o b i t "  (TALVITIE'~) .  

O modelo " l o g i t " ,  p a r a  o caso de uma s i t u a c ã o  de 

escolha  b i n á r i a ( a  escolha  do automóvel = 1 e a do t r a n s p o r t e  co  - 
l e t i v o  = 0 )  tem a segu in te  expressão: 

onde ~r ( M / i j )  = a probabi l idade  de um indiv íduo u s a r  o modo M ,  

.dado que e l e  r e a l i z a  uma viagem e n t r e  as zonas 

i e j :  e 

y = i nd ice  que determina a que grupo(automÕvel ou t r a n s p r  - 

t e  c o l e t i v o )  um indiv iduo provavelmente pe r t ence .  E s -  

&e í n d i c e  é determinado a t r a v é s  da equação: 

M1 - LM?) + c (SE) 
= a + ( l i j  1 3  



com a,  b  e c  = c o e f i c i e n t e s  que deverão s e r  estima- 

dos ; 

= n í v e l  de s e r v i ç o  o fe rec ido  e n t r e  a s  zonas Li j 

i e j p e l o  modo M ;  

- 

SE = c a r a c t e r í s t i c a s  do usuár io .  

Para o  modelo " p r o b i t " ,  a mesma função y  é u t i l i  - 

zada, sendo que, s e  pa ra  um c e r t o  indiv íduo y L ycrit , e n t ã o  

M = 1 e s e  y  5 ycrit , en tão  M = 0,  com a  h ipó tese  de que 

YcTi t é d i s t r i b u í d o  normalmente p e l a  populacão. A probabi l id-a-  

de de que M s e r á  i g u a l  a 1 é dada por:  

Na a n á l i s e  d i sc r iminan te ,  não exis tem v a r i á v e i s  

dependentes. O o b j e t i v o  é encon t ra r  uma combinação l i n e a r  de 

v a r i á v e i s  e x p l i c a t i v a s  de f  orma que as suas  d i s t r i b u i ç õ e s ,  p a r a  

os  d o i s  grupos de v i a j a n t e s ,  -ossuam muito pouca superposiqão . 
Aqui também é f e i t a  a  h ipó tese  de d i s t r i b u i c ã o  normal p a r a  y  e 

a expressão para e s t imar  a  probabi l idade  de esco lha  moda1 ( s i t u a  

ção b i n á r i a )  é: 



e analogamente 

onde p e q são  a s  probabi l idades  " a  p r i o r i "  de p e r t e n c e r  ar> gru - - 

po 1 e 0 ,  respectivamente.  

iii i 

A maior p a r t e  dos modelos de alocacão s ã o  basea- 

dos na t e o r i a  dos g ra fos  e seus  d i f e r e n t e s  algori tmos ( C E M T ~ ~ )  . 

-Uma rede  de t r a n s p o r t e s  6 composta de nós c o r r e s  - 
ponden-tes ao c e n t r o  d'. cada zona e de arcos  representando cad;.. 7 
um dos i t i n e r á r i o s  p o s s í v e i s .  Cada a r c o  é ponderado de acordo 

com a impdânc'ia o fe rec ida .  Aplica-se,  em seguida,  um a l g o r i t -  

mo de determinação do caminho m a i s  c u r t o ,  p a r a  determinas o ca- 

minho ótimo e n t r e  do i s  nós. 

E x i s t e  um grande número de algori tmos desenvolv i  - 

d o s - p a r a  a determinação de caminhos mínimos em redes .  

Ent re  e s t e s  a lgori tmos destacam-se o a l g o r i m  de 

9 i l i j k s t r a  e o algori tmo de Floyd(B0AVENTURA ) .  

iii.1. Algoritmo de D i j k s t r a  

O a lgori tmo de D i j k s t r a  f i x a ,  a cada i t e r a ç ã o ,  o 

caminho mínimo que termina em um v é r t i c e .  



Um v é r t i c e  x  é considerado "fechado" s e  já f o i  
i 

ob t ido  um caminho u(xl ,  x .  de c u s t o  mínimo e ,  "aber to" ,  e m  ca- 
1 

so c o n t r á r i o .  Em cada i t e r a ç ã o ,  o  Último v é r t i c e  fechado é usa  - 

do como base para  a  busca de novos caminhos. 

"Etapas: 

' a )  i n i c i a l i z a ç ã o :  a t r i b u i - s e  ao  c u s t o  zero  à r a i z  e  i n f i n i  - 

t o  aos demais v é r t i c e s ;  

b ) .  fecha-se o  v é r t i c e ( a i n d a  a b e r t o )  que t i v e r  menor cus to ;  

c )  compara-se o  c u s t o  de cada v é r t i c e  a b e r t o  c o m  a soma do 

cus to  do Último v é r t i c e  fechado e  do cus to  do a r c o  que 

une e s t e s  v é r t i c e s .  Se o c u s t o  ob t ido  p e l a  soma f o r  me - 

noz, faz-se a  s u b s t i t u i ç ã o  ( s e  o  arco  não e x i s t i r ,  o  cus - 

t o  s e r á  i n f i n i t o )  ; 
Í 

- \ d )  repetem-se os  passos b e  c  a t é  que o  passo b tenha  s i d o  

e x e ~ ~ t a d o  n  vezes. '  

se x é a  r a i z  1 

(k-1) 6sh.a iteração teremos : 

k 
dli 

= min xiE% 

e  o  v é r t i c e  x  f o i  fechada na 
j 

onde os  0 
dli são OS cus tos  i n i c i a i s  a t r i b u í d o s  aos v é r t i c e s  e 

Ak 'é O conjunto de v é r t i c e s  ainda abe r tos  na k-ésima i t e r a ç ã o .  

A e f i c i ê n c i a  d e s t e  algoritmo é b a s t a n t e  elevada pa 

r a  o  caso  de arcos com v a l o r e s  p o s i t i v o s .  



i i i . 2 .  Algoritmo de Floyd 

Trata-se  de um a lgor i tmo m a t r i c i a l  , que a c e i t a  

va lo res  negat ivos pa ra  os  a rcos ,  mas a p o s s i b i l i d a d e  da presen- 

ça de c i r c u i t o s  absorventes  ex ige  precaução na ava l i ação  dos re - 

su l t ados .  

O a lgori tmo c o n s i s t €  em, par t indo-se  de uma ma-  

t r i z  DO de cus tos  dos arcos  (na q u a l  são  indicados  c u s t o s  i n f i n i  - 

t o s  p a r a  os  arcos não e x i s t e n t e s  e cus tos  nulos  p a r a  o s  l a ç o s ) ,  

c o n s t r u i r  sucessivamente n ma t r i zes ,  a t r a v é s  de modificações e - 

f e tuadas  de acordo com a segu in te  expressão: 

onde s ã o  va r r idos  n e s t a  ordem. i, j e k . 

1.4.2. Modelo Agregado Dire to :  

i) . Modelos com escolha  de modo e s p e c í f i c o  : são os que c o n s i  - 
deram os  modos de t r a n s p o r t e  e x i s t e n t e s  e necessi tam de 

um bom levantamento de dados. O modelo de Ksaf t  (Sa rc  

Northeast  Corr idor)  f o i  o pr imeiro  exemplo d e s t e  t ipo de 

27 modelo, datando de 1963 (DOMENCICH ) . 

A fórmula g e r a l  é dada por: 

onde : 



a forma da equação f k  depende do modo k,  
n 

\ 

n 
Ti jk rep resen ta  o volume de t r á f e g o  e n t r e  i e j p e l o  modo 

k e motivo n; 

Li j k  
r ep resen ta  o n í v e l  de s e r v i q o  de cada um dos k modos 

e x i s t e n t e s  e n t r e  i e j; 

-A 
, Si , S .  são v a r i a v e i s  sócio-econômicas; 

3 

Ai, A .  são  a s  v a r i á v e i s  de a t i v i d a d e .  
J 
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ii j Modelos com escolha  de modo " a b s t r a t o "  ( C E K r 1 5 , ~ F ~ ~  ) : 

são  modelos que f a c i l i t a m  a in t rodução de novas modali - 

dades de t r a n s p o r t e ,  po r  considerarem modos d.ef i n i d o s  

unicamente em termos de c a r a c t e r í s t i c a  de s e r v i ç o .  O 

primeiro d e s t e s  modelos f o i  apresentado por  Quandt e 

Baumol, em 1 9 6 6 ,  e tem- a segu in te  f ormulaqão: 

onde : 

T i j k  r ep resen ta  o volume de t r á f e g o  e n t r e  i e j, nos d o i s  

sen t idos ,  pe lo  modo k ;  

' 
pi, P .  a s  populações em i e j; 

3 

Y i t  Y j  a s  rendas méd-ias nas zonas i e j ;  



C c u s t o  genexalizado do deslocamento pe lo  modo k ;  i j k  
\ 

c? idem, pe lo  melhor modo; 13 

'.ti jk tempo genera l izado do deslocamento pe lo  modo k;  

tij. idem, pe lo  melhor modo; 

f i j k  freqüência  de pe lo  modo k; 

f i j. melhor ferqüência .  

' iii) Modelos com r e p a r t i c ã o  modal: Consideram duas fun- 

ções d i s t i n t a s ,  com uma prevendo a massa g loba ldos  

deslocamentos e n t r e  i e j ,  e a o u t r a  com i n t e r e s s e  

na r e p a r t i ç ã o  d e s t e s  deslocamentos. A expressão ge - 

zal dada por:  

99  
Modelo Desagregado Seqfiencial(WIZS0N ) :  

O m.ode10 cons ta  de qua t ro  submodelos e s t a b e l e c i -  

dos em ordem inversa  5 usual .  

onde : 



= probabilidade de deslocamento da família i ao desti 
'i ja - 

no j, ' pelo motivo M e por automóvel: 

Lijalr Lijtl = variáveis de nível de serviço por automóvel 

e por transporte coletivo; 

- 

-sil = variáveis sócio-econômicas . 

onde: 

F?' = pexenfual de viagens feitas pela família i ao desti i j - 

no j durante os horários normais (não pico) ; 
I 

-Si1 = variáveis sócio-econômicas 

o IPij , I*' = preços incluídos para viagens em horários nor i j -- 

mais e de pico, sendo: 

Lijkl são os níveis de serviço em horário nor - 
mal pelo modo k; 

b é o mesmo parâmetro que apaxece na equação 1 

de escolha do modo; e 

a', b1 e cfl são warâmetros que devem seres - 

timados. 



onde : 

D 
'i j = probabi l iadde da f a m í l i a  i i r  ao d e s t i n o  j; 

I P i j  = cus to  do deslocamento da f a m í l i a  i ao d e s t i n o  j; 

. A  = v a r i á v e i s  do s i s tema de a t i v i d a d e s  no d e s t i n o  j; 
j 

'i 
= v a r i á v e i s  sócio-econômicas p a r a  a  f a m í l i a  i; 

a i ,  a"  e  a '  são novos parâmetros que devem s e r  est imados.  2 3 

I 

I 

F 

- -  'i - exp a? IP + I E  + a';' yi 
F 

1-Pi C i i I 
onde: 

--- pF = probabi l idade de que a  f a m í l i a  i f a p  a viagem; 
i 

- - , Q 

IPi  = h d i c e  dos cus tos  de viagem p a r a  a  f a m í l i a  i; 

IEi = acesso à s  compras p e l a  f a m í l i a  i; 

Y i  
= renda da f a m í l i a  i, sendo: 



E s t e s  submodelos podem s e r  agrupados como P t 
i jk= 

I D  t M 
= Pi Pi j  Pij  Pijk , dando a pr0babilidad.e da f a m í l i a  i viajar pa - 

r a  j no período t ( p i c o  ou não) pe lo  modo k .  

I. 4 . 4 .  Modelo Desagregado D i r e t o  ( C E M T ~ ~  e W I L S O N ~ ~ )  : 

O modelo dado por  Ben-Akiva, em 1 9 7 2 ,  i l u s t r a  o 

problema da modelagem conjunta  de d i s t r i b u i ç ã o  de v iagens  e 

r e p a r t i ç ã o  modal. 

A e s t r u t u r a  matemática é análoga 5 dos modelos de - 

sagregados sequencia is .  

As v a r i á v e i s  de a t i v i d a d e  incluem o número de e m  - 

pregos nos estabelecimentos comerciais de atacado e v a r e j o  na zo -- 

na de d e s t i n o  :j. A s  v a r i á v e i s  modais consid.eram, como ind icado  
i 

- 

r e s  p a r a  o uso do automóvel, aqueles  que são  associados ou não 

com a s  t axas  de rendimento. 

A s  v a r i á v e i s  de n í v e l  de s e r v i ç o  consid-eram o s  

cus tos  diretamente pagos p e l o  usuár io  e os  cus tos  i n d i r e t o s  co- 

mo o tempo de viagem passado dent ro  e f o r a  do ve ícu lo .  

Es te  modelo permite comparar a s  f r ações  de d e s l o  - 

camento Pi jk  e P da f a m í l i a  i para  d o i s  d e s t i n o s  concorren - 
i j l k l  

t e s  (j e j I )  por  d o i s  modos k e k l .  

A fórmula g e r a l  é dada por:  



. .e 
+ C - ( L  2 - 
1 Y i  i j k l  

onde: . 

' i jk  = f r a ç ã o  do t o t a l  de viagens da f a m í l i a  i p a r a  o des- 

t i ~ o  j pe lo  modo k ;  

A = v a r i á v e i s  do s i s tema de a t i v i d a d e s  em j; 
, jl 

2 
= v a r i á v e i s  modais; 

1 2 
L i j k l '  L i j k l  = v a r i á v e i s  de n í v e l  de  se rv iqo ;  

yi == renda f a m i l i a r .  
I 
I 

1.4.5. Modelo - Geral de P a r t i l h a :  
-. 

O modelo g e r a l  de pa r t i lha (Genesa1  Shaxe Model) 

6 4  proposto por  MANHEIM tem a segu in te  forma: 

onde : 
/ 

y é uma função do s i s tema de a t i v i d a d e s  e  do n i v e l  de s e r  - 

v i ç o  de t r a n s p o r t e  na região;  

a ( y )  é a quantidade t o t a l  de viagens na r e g i ã o  a ( y )  - >O;  



Bi(y) é a proporqão das viagens que tem origem na zona i, 

' i j  ( y )  é a proporção.das viagens que tem origem na zona i 

' 
e s e  destinam à zona j ,  Ocyij (y.)<l , Lyi (y )  = 1 

j 
para  cada i; - _  

m 
&ij (y)  é a proporção das viagens de i para  j que usam a 

modalidade rn, - 0 < & : ~ ( ~ ) < 1 ,  - 1GFj(y) = 1 p a r a  cada i, 
m 

j ;  

omp(y)  é a proporção das viagens de i para  j p e l a  modali- 
i j  

dade m que usam o caminho p ,  .O<wmp(y)>l . - i j  . -  

- E s t e  modelo pode s e r  apresentado na forma s e q ~ e n  - 

c i a l :  - 

e comparado com o modelo c l á s s i c o  a qua t ro  e t apas :  

- 
ti - ~ ~ . a  

- geração de viagens;  

- - . t i j  ' i j  . t i - d i s t r i b u i ç ã o ;  

= gm . tij 
ti j 

- r e p a r t i ç ã o  modal; i j 

mn - m p  m t e - .  - o.-. . ti j - alocação de viagens . 
1 J  1 3  



I. 5. COMENTARIOS GERAIS SOBRE' OS MODELOS : 

A s  p r i n c i p a i s  c r i t i c a s  sobre  o s  v á r i o s  modelos. a - 
q u i  apresentados,  s ã o  a s  segu in tes :  

.- d i f i c u l d a d e  na u t i l i z a ç ã o ,  motivada pe los  v á r i o s  pxogra - 

mas computacionais necessá r ios ,  p a r a  cada e t a p a  ou f a s e  

' dos modelos; 

- 4s modelos não são  desenvolvidos com base r igorosamente 

c i e n t í f i c a ,  dando l u g a r ,  em grande p a r t e ,  ao  empirismo; 

- o s  modelos t ra tam somente de f luxos  de t r a n s p o r t e  sem con - 

s i d e r a r  ou t ros  impactos s i g n i f i c a t i v o s ,  

Tais  c r i t i c a s  podem, e n t r e t a n t o ,  s e r  contornad-as 

a t r a v é s  de procedimentos como os abaixo indicados : 

- desenvolvimento de novos fund-amentos t e ó r i c o s  p a r a  e s t e s  

modelos ; 

- refinamento nos modelos e nos processos de c a l i b r a ç ã o ;  

- p r o j e t o s  mais e f e t i v o s  de "sof tware" (simulação e o t i n i z g  

- u t i l i z a ç ã o  de métodos e s t a t l s t i c o s  ou econométricos mais 

modernos na ca l ib ração  dos modelos e mesmo nas p r ó p r i a s  

abordagens. 





I I. 1. ' TNTRODUJÃO : 

Como j á  f o i  v i s t o  no c a p l t u l o  a n t e r i o r ,  no p lane  - 

jamento de um s is tema de t r a n s p o r t e s  de uma á r e a  0nd.e é poss i -  

4 

v e l  um grande número de conexões e n t r e  a s  suas  zonas, e funda- 
- 

mental a e s t ima t iva  do número de viagens que podem o c o r r e r  en- 

t r e  t a i s  zonas durante  um determinado período.  

O comportamento dos usuár ios  pode ser d e s c r i t o  em 

duas e t apas :  

- na pr imeira ,  e l e s  escolhem o d e s t i n o  da  viagem que pre-  

tendem f a z e r ;  

- na segunda, escolhem a modalidade. 

Pode-se e s t u d a r  a p rev i são  da d i s t r i b u i ç ã o  de v i  - 

agens de forma independente da modalidade esco lh ida .  

O problema da p rev i são  da d i s t r i b u i ç ã o  d.e viagens 

c o n s i s t e  em encont rar  uma matr iz  (T ) de viagem que s e j a  compa 
i j - 

t x v e l  com: 

- a s  informações sobre  o p o t e n c i a l  da geração e a t r a ç ã o  de 

. viagens p a r a  cada k e a ,  c e n t r o  ou cidade;  

- o comportamento dos v á r i o s  agentes  do s i s tema de t r a n s -  

por t e .  

O s  métodos pa ra  obtenqão d e s t a  mat r iz  s ã o  inúme- 

r o s  e e s t ã o  em cons tante  evolução. uma c l a s s i f i c a ç ~ o  g e r a l  des  - 



t e s  métodos pode s e r  a segu in te :  

- modelos de simulação, abrangendo os métodos e x p l i c a t i v o s  

e o s  métodos paramétr icos;  

- modelos de ot imização,  nos q u a i s  se procura d-eterminar 

- (T i j )  a t r a v é s  de um processo d.e ot imização como, por  e- 

xemplo, a minimização do c u s t o  t o t a l  de viagem, a maximi - 
" < 

zação da e n t r o p i a ,  a maximização da função ut i l idade,etc . .  

Nos modelos de simulação procura-se i r c i t a r  uma si  - 

tuação r e a l  a t r a v é s  de modelos matemáticos que possuam c a r a c t e -  

r í s t i c a s  senão a s  mesmas, mas pe lo  menos semelhantes àquelas  do 

s i s tema o r i g i n a l .  

, O s  modelos de ot imização procuram encon t ra r  uma 

melhor so luçãq  dent ro  de um conjunto de s o l u j õ e s  p o s s í v e i s .  Uma 

das grandes d i f i c u l d a d e s  d e s t e  t i p o  de modelos é o estabelecimen - 

t o  do c r i t é r i o  de o t i m a l i d a d e ( ~ ~ 1 ~ ~ ~ ) .  E s t e  problema s e r á  abor  - 

dado n e s t e  cap í tu lo .  

' Deve-se r e s s a l t a r  que e s t e s  d o i s  grupos de mode- 

l o s  diferem, não apenas .quanto  ao t i p o  de t é c n i c a s  matemáticas 

u t i l i z a d a s ,  mas tambgm no que s e  r e f e r e  5 natureza  do e q u i l í b r i  - 

o dos f luxos  de t r a n s p o r t e  proposto como solução.  Enquanto o s  

modelos de simulação correspondem a uma abordagem l o c a l ,  condu- 

. zindo a um e q u i l í b r i o  de f luxos  r e s u l t a n t e  da jus tapos ição  do 

comportamento dos indiv íduos ,  os  modelos de ot imização 

d i s t r i b u i ç õ e s  correspondentes a um e q u i l í b r i o  g e r a l  que s a t i s f a  - 

çam a sociedade como um todo. 



Es ta  d i s t i n ç ã o  aparece ,  também, no caso  do pro- 

blema de alocação de viagens numa rede  de t r a n s p o r t e s ,  conduzin - 
do aos modelos d e s c r i t i v o s  e normativos ( S T E E N B R I N K ~ ~ )  . 

O modelo matemático do problema de d i s t r i b u i ç ã o  
. ., 

de viagens c o n s i s t e ,  em e s s ê n c i a ,  na dependência func iona l  de  

T~~ em r e l a ç ã o  a O D. e Ci j ,  onde i' J 

T i j  é O-número de viagens da zona i p a r a  a zona j; 

O i  
é o número de viagens produzidas na zona i j 

D .  é o número de viagens a t r a í d a s  ?ara  a zona j ; 
.I 

cij 6 um cus to  u n i t á r i o  de t r a n s p o r t e  de i para  j . 

. Este  modelo deve s a t i s f a z e r  a s  s e c p i n t e s . x e s t r i -  

ções : 



onde T é o volume total de viagens, 

Ou seja, devem ser definidas N x N variáveis pa- 

ra satisfazer N + N - 1 restrições de igualdade independentes. 

Se não for especificad-a uma forma funcional Tij(OirD. ,CijI....) 
J 

para a solução procurada, obtém-se geralmente um conjunto infi- 

nito (e convexo) de soluções possiveis. 

-Além dessas restrições podem ser requeridas ain- 

da as\restriçÕes de compxessibilidade e separabilidade: 

Se os centrõides n - 1 e n, de uma rede de n cen - 
tróides, são'combinados, a compressibilidade requer que o novo 

&mero de viagens TI as produções de viagens 01, as atrações ij' 

D! e o total de viagens T '  estejam relacionados com os valores 
3 - 

antigos pelas equações : 

- - - 
, n-i Ti,n-i + Tin 'A-1 - 'n-i i- Dn 

para i , j  = 1, 2 ,  r i -2 . 



' - Sena rab i l i dade :  -------------- 

Se o c e n t r ó i d e  n f o r  removido da  r e d e ,  o  novo nú - 
mero de v iagens ,  as produções,  as a t r a ç õ e s  e o  t o t a l  de  v i a g e n s  

deverão s e r :  

O'  = Oi - 
i T i n  

p a r a  i . j = 1 , 2 ,  ...., n-1 (11.5)  

A compres s ib i l i dade  e a  s e p a r a b i l i d a d e  s ã o  pro-  

p r i edades  impor t an t e s  do modelo de d i s t r i b u i ç ã o  de v i a g e n s  por- 

que e s t ã o  r e l a c i o n a d a s  com a independência  da  maneira p e l a  q u a l  

a área de e s tudo  6 s u b d i v i d i d a  e m  zonas.  

E n t r e  o s  métodos c l á s s i c o s  de s imulacão destacam 

-se o modelo g r a v i t a c i o n a l  e o s  modelos de opor tun idades  compei 

t i t i v a s  e de opor tun idades  i n t e r v e n i e n t e s .  

Neste  modelo, de  n a t u r e z a  i n i c i a l m e n t e  e m  

o húmero de v iagens  produz idas  e n t r e  duas zonas i e j é d i r e t a -  

mente p roporc iona l  a o  número de v iagens  produz idas  na  z o n a i , a o  



número de viagens a t r a í d a s  para  a zona j e inversanente  propor- 

c i o n a l  a alguma função de separacão e s p a c i a l  das duas zonas (por  

exemplo: d i s t â n c i a  ou tempo de viagem) . 

A equação g e r a l  d e s t e  modelo pode s e r  expressa  
- 

sob a forma: 

onde 

onde 

é uma medida de 

um expoente que 

separação e s p a c i a l ;  

depende 

A forma geralmente 

do motivo de viagem. 

u t i l i z a d a  é a segu in te :  

é o f a t o r  de tempo de viagem, representando a separa-  

ção média e s p a c i a l  e n t r e  i e j ;  

6 um f a t o r  de ajustamento zona a zona, permit indo con - 

s i d e r a r  ou t ros  f a t o r e s  sócio-economicos que i n f l u e n c i  - 

am a d i s t r i b u i ç ã o .  

Para a determinação dos F é u t i l i z a d o  o seguin- 
i j  

t e  processo:  



O 
a)Considera-se F = 1 ou u t i l izam-se  dados de  um s is tema 

i j 

de t r a n s p o r t e  de tamanho parecido;  

+1 
b)Sendo dados os  K i j ,  .Oi e D podem ser ca lculados  os ? ; 

j '  l j  

' .  O 
onde Ti j  r ep resen ta  a d i s t r i b u i ç ã o  a t u a l ,  

Para a determinação dos K i j  , podem s e r  u t i l i z a -  

dos v á r i o s  processos empiricos como o proposto pe lo  BUREAU OP 

13. PUBLIC ROADS . 

a) s e  a população é menor que 100.000, usa-se K = 1 (pa- i j  

r a  t r a n s p o r t e  urbano) ; 

b)  p a r a  o$ ou t ros  casos,  é usada a fórmula: 

onde : 

Introduzindo a noção de cus tõ  general izado ( W I L S O N ~ ~ )  : 

onde : 



ti j = tempo de viagem e n t r e  i e j ;  

e = tempo de acesso e . e s p e r a ;  
i j 

d i j  = d i s t â n c i a  e n t r e  i e j; 

P . = custo-  t e rmina l  em j ; - 7 

6 = f a t o r  de ajustamento; 

a a a = c o e f i c i e n t e s  representando v a l o r e s  a t r i b u í d o s  
1' 2 '  - 3  

pelos  usuá r ios  ao teppo, d i . s tânc ia ,  e t c .  (em - u 

nidades mone tá r i a s ) .  

obtém-se o u t r a  forma do modelo g r a v i t a c i o n a l :  

onde 

sa t i s fazendo  a s  r e s t r i ç õ e s  de conservação. 

Es te  modelo é o mais u t i l i z a d o  na p r á t i c a ,  t a n t o  

no planejamento de t r a n s p o r t e  urbano, como no r e g i o n a l .  

11.3.2. --- Modelos de Oportunidades: 



s ã o  modelos de previsão ,  baseados nas p r o b a b i l i -  

dades de oportunidades o f e r e c i d a s  pe los  deslocamentos. O mode- 

l o  genérico pode s e r  e s c r i t o  como s e  segue: 

onde 

número de viagens e n t r e  i 'e j; 

número de viagens com origem na zona i; 

probabi l idade  de uma viagem terminar  e m  j . 

Existem duas c l a s s e s  de modelos de oportunidades: 

a )  modelos de oportunidades i n t e r v e n i e n t e s ;  

b )  modelos de oportunidades competidoras. 

II.3.2.1q. Modelo de Oportunidades I n t e r v e n i e n t e s :  

A h ipó tese  b á s i c a  d e s t e  modelo é que a s  v iagens ,  

a p a r t i r  de uma zona-origem, devem s e r  t ã o  c u r t a s  quanto poss í -  

v e l ,  sendo alongadas na'medida em que f a l t a m  oportunidades nas  

4 9  
poss íve i s  á reas  de d e s t i n o  já pesquisadas(HUTCH1NSON ) A v e r  - 

são o r i g i n a l  d e s t e  modelo f o i  propos ta  por  S t o u f f e r ( 1 9 4 0 ) :  

onde 

a = número t o t a l  de oportunidades df d e s t i n o  na zona j; 
j 



V ' = número de oportunidades i n t e r v e n i e n t e s  e n t r e  as zonas 
j 

i e j; 

K = uma cons tante  de proporcional idade p a r a  a s segura r  que 

todas a s  viagens com origem na zona i sejam d i s t r i b u í -  

das a oportunidades de d e s t i n o .  

Es te  modelo agregado revelou-se muito s e n s í v e l  5 

r e p a r t i ç ã o  do espaço urbano em zonas e o u t r o s  modelos foram de- 

senvolvidos visando a supera r  e s t a  deficiência. 

Em 1960, Schneider propos a s e g u i n t e  modificação 

da h i p ó t e s e  de S touf fe r :  

- a probabi l idade de que uma viagem terminará  quando V des - 

t i n o s  forem considerados,  P (V)  , é dada por:  

I 

: 

onde 

L = probab i l idade(supos ta  cons tan te )  de um d e s t i n o  

considerado s e r  a c e i t o ;  

V = número de des t inos  considerados.  

Oportunidade de 

d e s t i n o  V 

Oportunidade de 

d e s t i n o  dV 

' F I G U R A  11.1. 



O intercâmbio de viagens e n t r e  um p a r ( i - j )  6 da- 

do por: 

sendo 

P ( V . )  = a probabi l idade  de que uma viagem t e r á  e s t a b e l e c i -  
. . 7 

do um d e s t i n o  adequado nas oportunidades já cons i -  

deradas até a zona j; 

(vj+i ) = a probabi l idade  de que uma viagem t e r á  e s t a b e l e -  

c ido  um d e s t i n o  adequado nas oportunidades acumu - 

ladas  consideradas a t é  e i n c l u s i v e  a zona j .  

I 

I 

A h ipó tese  u t i l i z a d a  n e s t e  modelo é de que a p r o  - 

bab i l idade  da que uma viagem, or ig inada  em i ,  acabe em uma de- 

terminada zona j ,  i n c l u i d a  den t ro  de um c e r t o  l i m i t e ,  . depende 

da proporção de oportunidades de viagens n e s t a  zona e de s u a s  - o 

portunidades competidoras dent ro  desse mesmo l i m i t e .  A zona de 

chegada compete com a s  o u t r a s  zonas de i g u a l  probabi l idade .  

com 

. a .  
-2 = a t racão  da zona j em s ; 

C a 
~ E S  

k 



h 

(1 -r kss ) = probabi l idade  de uma viagem or ig inada  em i 
C a,- 

k&S " acabar  em S .  

. FIGURA 1 1 . 2 .  

Es te  modelo também s e  revelou  s e n s í v e l  ã d e f i n i -  

ção das zonas e ,  além de s e r  de d i f í c i l  calibragem, os  r e s u l t a -  

dos obt idos  são  p i o r e s  do que os  ob t idos  nos modelos g r a v i t a c i o  - 

na1 e de oportunidades i n t e r v e n i e n t e s  . 

1 1 . 4 .  SENSIBTLIDADE DA POPULA@O AO CUSTO: 

O conhecimento da s e n s i b i l i d a d e  da população a o  

cus to  do t r a n s p o r t e  é importante pa ra  que os  modelos de p r e v i -  

são  de d i s t r i b u i ç ã o  de viagens correspondam ao comportamento e- 

f e t i v o  dos usuár ios .  

Considerando a s  s i t u a ç õ e s  extremas : - uma onde cCmin 
. 6 o v a l o r  do cus to  médio mhimo de deslocamento, ob t ido  a t r a v é s  

da resolução do problema clãssico de transporte (problema de Hitchcock) 

O.  n 
1. C 1. j C  - e outra onde C* = - é o custo niédio de desloccunento no ca 
T e , =  T i j  - 



s o  de uma i n s e n s i b i l i d a d e  dos usuár ios  aos cus tos  das  v iagens  ; 

pode-se d e f i n i r  um indicador  s ,  ca rac te r i zando  a  a t i t u d e  dos ha - 

b i t a n t e s  de uma á r e a  f a c e  aos cus tos  de t r a n s p o r t e .  

A p a r t i r  de uma matr iz  a t u a l  de viagens $ 

pode-se c a l c u l a r  o  cus to  médio observado das viagens ( F A G E S ~ ~ )  : 

- - 
sen3o que C - > Cmin , por  de f in ição .  Geralmente C - < C* , porque 

em caso  c o n t r á r i o  obter -se- ia  um c u s t o  médio s u p e r i o r  ao c u s t o  

ob t ido  quando os usuá r ios  não levam em conta os  cus tos  na  esco- 

l h a  de suas  viagens.  

Definindo: 

- - 
C* - C min 

onde s é um número r e a l ,  O - < s - < 1 , chamado " s e n s i b i l i d a d e  ao 

cus to"  do conjunto de h a b i t a n t e s  da á rea .  

Se s = O ,  a  população é i n s e n s i v e l  ao c u s t o  e , s e  

s = 1 tem-se uma d i s t r i b u i ç ã o  de viagens que minimiza a s  perdas  

econômicas em r e l a ç ã o  ao t r a n s p o r t e .  No caso r e a l ,  s e s t á  com- 

preendido e n t r e  os  do i s  extremos. 

Escolhendo como modelo g loba l  de compo~amento do 

usuãrio:  



- 
< E < E  obter-se-á  uma solução somente s e  C (onde Cmax e min - - max 

o c u s t o  medi0 máximo de viaqem)e, a s e n s i b i l i d a d e  da população, 

.ao c u s t o ,  s e r á  jredefinida como: 

F I G U R A  11 .3  

. . 
A s e n s i b i l i d a d e  s é uma quant idade mensurável 

que pode s e r  ca lculada  diretamente a p a r t i r  de observações inde  - 

pendentes do modelo. Com os v a l o r e s  observados de T c a l c u l a -  
i j 

s e  O e D e ,  conhecendo-se a matr iz  de cus to  C pode-se c a l  
i j i j f  - 

c u l a r  o v a l o r  de Cmin, resolvendo o problema de t r a n s p o r t e  de  

Hitcl-icock. Calcula-se,  a s e g u i r ,  o s  va lo res  de: 



e chega-se a  uma e s t i m a t i v a  de 

A noção de s e n s i b i l i d a d e  tende a  s e r  independen- 

t e  da e s t r u t u r a  da cidade e  a c a r a c t e r i z a r  unicamente o compor- 

tamento de seus moradores, f ace  aos cus tos  de t r a n s p o r t e s  e 5 

necessidade d e  deslocamento den t ro  d e l a .  Por exemplo, a  c r i a -  

qão de uma nova zona longe do cen t ro ,  deslocando d e l e  p o s s i b i l i  - 

dades de empregos, v a i  aumentar conjuntamente o s  t rês  p a r â n ~ t r o s  

C, C* e Cmin, e  por t an to ,  pode-se e s p e r a r  que, depois  dessa  mo- 

d i f i c a ç ã o ,  a s e n s i b i l i d a d e  v a r i e  pouco. 

No planejamento de t r a n s p o r t e s  urbanos, o  p r o b l e  - 

ma de previsão  das modificações do t r á f e g o ,  a  p a r t i r  de modifi-  

cações nos cus tos ,  poderá en tão  s e r  r e so lv ido  com o conhecimen- 

t o  da s e n s i b i l i d a d e  s, da seguin te  maneira: 

Conhecendo-se C e  s ,  procura-se a  mat r iz  T ,sen  
i j - 

do dados oi e D e obtendo-se o v a l o r  de Cmin. Com e s t e  v a l o r  
7 

de Cin , calcul-a-se o v a l o r  de C : 



- 
C = (1 - s)c* 4 sc 

min 

com C* dado por (11,241. 

~esolver-se-5 o problema, então, se .for especifi - 

cada-uma forma funcional Ti j (oi, D j r  C i j ) :  

Por exemplo, se a forma funcional escolhida é a 

do modelo gravitacional, resolver-se-á o sistema de equações: 

com (11.29j e (11.30) . 

11.5. MODELOS DE OTIMIZAÇÃO: 

Estes modelos empregam um processo de otimização, 



isto é, procuram maximizar (ou minimizar) uma função objetivo, 

observando as limitações impostas ao problema(restriçÕes) . 

Existe um vasto elenco de modelos, desde o mode- 

lo clássico de programação linear (conhecido também por modelo de 

Hitchcock) até os modelos de distribuição entrópicos. 

Entre os modelos que consideram explicitamente o 

comportamento do usuSrio, temos os de maximização da acessibili - 

da-dz e os de maximização da utilidade. 

Antes de apresentar os modelos, será feita uma 

rápida análise da teoria da acessibilidade e da teoria da utili - 

dade para redes de transportes. 

I I . 5 . 1 : A'cesç'i.bi --.- 1:id-ade e Uti'lldade' de' Uma Rede' de Transpor- 

't'es : - 

As noções de acessibilidade e de utilidade são im - 

portantes para a descrição do comportamento' do usuário do siste - 

ma. de transportes. 

Durante muito tempo, a satisfação obtida pelos - u 

susrios em seus deslocamentos foi considerada apenas como fun- 

ção do nível de serviço oferecido pelo serviço de transporte,que 

era avaliado por indicadores de "consumo" em transportes, tais 

como: custo ou tempo gasto pelos usuários, ou seja, indicadores 

que consideram apenas o aspecto negativo dos deslocamentos e não 

levam em conta o interesse do usuário. 



Nos úl t imos anos, v á r i o s  t r aba lhos  t e ó r i c o s  fo -  

ram dedicados ao tema da d i s t r i b u i ç ã o  de' viagens,  p a r t i n d o  de - a  

n á l i s e s  do comportamento do usuár io  na escolha  de seus  desloca-  

m e n t o s , : ~ ~  então,  pa r t indo  da t e o r i a  econômica do excedente do 

consumidor. 

A função u t i l i d a d e  tem um papel  importante  na me - 

d i d á  de b e n e f í c i o s  aos usuár ios  e  conseqüentemente, aqu i ,  no e- 

q u i l í b r i o  da rede  de t r a n s p o r t e  ( W I L L I A M S ~ ~ )  . 

~ambém os indicadores  de a c e s s i b i l i d a d e  desempe- 

nham um papel  fundamental na p rev i são  d.a demanda, traduzindo com 

prec i são  duas i d é i a s  fundamentais na concepção a t u a l  de p l a n e j a  - . 

55 mento de t r a n s p o r t e s  urbanos ( K O E N I G  ) : 

- a  l igação  e n t r e  a s  c a r a c t e r í s t i c a s  de urbanização e  as da 
I 

rede  de' t r a n s p o r t e  ; 
- .  

- .a ava l j ação  do n í v e l  de s e r v i ç o  pa ra  d i f e r e n t e s  c a t e g o r i  -- 

a s  de usuár ios  (d i fe renc iados  p e l a  idade ,  c l a s s e  sócio-e - 

conômica, e t c . )  . 

11.5.2. Teoria  da Ut i l idade  e  Redes de Transporte:  -- 

Muitos modelos de demanda por  t r a n s p o r t e s  s ã o  ba - 

seados no modelo de demanda da t e o r i a  c l á s s i c a  da microeconomia 

( v e r  por  exemplo, HENDERSON e QUANDT~*) . 

No caso de uma viagem, à q u a l  associamos c e r t o s  

cus tos  e  beneficias aos usuár ios ,  supomos que cada indivíduo pro - 



cura  maximizar a d i fe rença  e n t r e  seus  b e n e f l c i o s  e seus  cus tos :  

i 'j m l c i  j max (u - C  1 

com 

i j 
- u  = benef íc ios  obt idos  na viagem de i para  j ; 

,mki j 
= cus to  de viagem de i p a r a  j pe lo  mod.0 m e caminho k . 

Face à . n a t u r e z a  i n d i v i d u a l  dos cus tos  e b e n e f í c i  - 

o s ,  pode acontecer  que, sob as mesmas condiqões e ao mesmo tem- 

po; algumas pessoas preferem um c e r t o  d e s t i n o ,  por  c e r t o  modo e 

caminho, enquanto o u t r a s  pessoas preferem ou t ros  d e s t i n o s ,  modos 

ou caminhos, 

A t e o r i a  econômica da escolha  do consumidor a s s o  - 
I 

c i a  a noção de  u t i l i d a d e  à s a t i s f a ç ã o  -do in5ivíduo.  

No caso de uma viagem, a u t i l i d a d e  e s t á  l i g a d a  à 

obtenção dos bens e se rv iços  na chegada ao des t ino .  

O termo "consumidor" ou "usuár io"  é u t i l i z a d o  a- 

q u i  pa ra  des ignar  uma unidade de tomada de dec isão ,  mesmo que es - 

t a  unidade s e j a  c o n s t i t u i d a  por  um grupo de pessoas.  

63 Um modelo de comportamento do consumidor (MANHEIM ) 

deve i n d i c a r :  

1) que a l t e r n a t i v a s  o consumidor percebe; 



2 )  cjuais a s  conseqüências dessas  a l t e r n a t i v a s  cons ideradas  

importantes  ; 

3 )  como é f e i t a  a escolha  e n t r e  a s  a l t e r n a t i v a s  percebidas.  

A s  decisões  bás icas  pa ra  o consumidor, sob o pon - 

t o  de v i s t a  do t r a n s p o r t e  são: 

1) :Xazer a viagem; 

2 )  o d e s t i n o  da viagem; 

3 )  hora de viagem; 

4 )  modo e r o t a  da viagem. 

O s  a t r i .butos  do s e r v i ç o  de t r a n s p o r t e  são  cons i -  

derados p e l o  consumidor pa ra  escolha  e n t r e  a s  a l t e r n a t i v a s  p a r a  

a toriada de decisão.  

O uso da noção de u t i l i d a d e  conduz geralmente a 

u t i l i z a r  a s  curvas de ind i fe rença  que indicam qua i s  a s  combina- 

ções de f a t o r e s ,  igualmente p r e f e r i d a s  pe lo  consumidor. 

O conjunto dessas  curvas pode s e r  expresso na for  - 

ma func iona l  como: 

U = f (S,0) - - = cons tante  

onde - S é um v e t o r  que rep resen ta  a s  v a r i á v e i s  de s e r v i ç o  e - 0 é 

um v e t o r  de parâmetros. 



A s  formas mais u t i l i z a d a s  são: 

onde 

S =  ( t , c )  e  8 = ( a ,  R ,  Y) ou ( a ,  R ) ;  

t - é o tempo de viagem; 

a c - é o cus to  de viagem. 

Um modelo g e r a l  de maximização da u t i l i d a d e  f o i  

desenvolvido por GOLOB e BECKMANN~~ a p a r t i r  de h i p ó t e s e s  b á s i -  

cas  s i m i l a r e s  sobre os  cus tos  e  b e n e f í c i o s  a t r i b u í d o s  & viagens. 

46 
- O modelo proposto por  GOLOB e  BECKPANN . u t i l i z a ,  

como v a r i á v e l  bás ica  de dec isão ,  o  número de viagens que uma u- 

nidade de dec i são( ind iv íduo  ou grupo) produz no l o c a l  i p a r a  a- 

t i n g i r  v á r i o s  des t inos  j, por  v á r i o s  modos k durante  um peszo - 

do e s p e c í f i c o  de tempo. 

Es tas  viagens geram u t i l i d a d e  quando atingem seus  

o b j e t i v o s  no d e s t i n o  e  d e s u t i l i d a d e  devido aos f a t o r e s :  tempo de 

viagem, cus to ,  desconforto,  e t c .  . 

Chamando de zP, o  grau de atendimento do o b j e t i -  

vo p,  e de yr, a  despesa em termos de f a t o r  r ,  a u t i l i d a d e  1;- 



quida da viagem é uma função do t i p o :  

que deverá s e r  rnaximizada de forma d i r e t a ,  ou en tão ,  cons ideran  - 

do r e s t r i ç õ e s  de c u s t o  ou tempo de viagem. 

18 
CHOUIZROUN modelizou o comportamento em termos 

de viagens de um consumidor k como solucão do problema: 

Max Ulc 

onde 

é o número de viagens do consumidor k de i p a r a  j ; T i j  

ck é o orpamento des t inado pe lo  consumidor k p a r a  v iagens ;  

é o c u s t o  de uma viagem do consumidor k de i p a r a  j . 
'i j 

~ s c o i h e n d o  como funqão de u t i l i d a d e  a função: 

oiide I]TiJ é uma matr iz  de viagens desejada pe lo  consumidor, e 



u t i l i z a n d o  a  Teoria  d a ' ~ u a 1 i d a d e  da ~ r o ~ r a r n a ç ã o  N ã o - ~ i n e a r ,  e l e  

mostrou 'ue a  escolha  do consumidor s e r z  da fosma: 

onde B 6 uma v a r i á v e l  dual  associada  à r e s t r i ç ã o  de c u s t o  de 

(11.35). Ou s e j a ,  a  escolha do consumidor em termos de v iagens  

s e g u i r a  o modelo g r a v i t a c i o n a l  de d i s t r i b u i ç ã o  de v iagens .  

Por o u t r o  lado ,  N I J K A M P ~ ~  demonstrou que e x i s t e  

uma r e l a ç ã o  e n t r e  o modelo de maximização da u t i l i d a d e  e  o mode - 

10 g r a v i t a c i o n a l  em r e l a ç ã o  à s  viagens geradas por  uma zona. 

-considerando o problema da maximização da u t i l i -  

dade l o c a l  corn r e s t r i ç õ e s  l o c a i s  de c u s t o  de viagem: 

Assume-se que Ci é proporc ional  ao nGmero t o t a l  

de viagens or ig inadas  em i: 

e ,  por t an to ,  a  r e s t r i ç ã o  l o c a l  f i c a  sendo: 



Pelas condições de otimização de primeisa ordem, 

temos: 

I 
Ulj = - - - A .  Cij para todo j 

aTi 1 

onde-Ai é o mult ipl icador de Lagrange associado 5 condição orça  - 

mentária. 
. ', 

A s  va r i áve i s  T podem s e r  encontradas através do 
i j 

seguinte  sistema de equações: 

4 

Por outro  lado, o modelo grav i tac iona l  ( I 1 . l l ) p o  - 

de s e r  e sc r i t o :  

do qual  se  deduz uma nova expressão para a r e s t r i ç ã o  de cus to  i: 

com J = 1, . . ., N ,  ou ainda: 



com 

Uma condição suf ic ien te  para s a t i s f a z e r  e s t a  61- 

tima equação é de escolher os T i j ,  sat isfazendo o sistema: 

para 

ou 'ainda eliminando q e Ei 

com 

< 

Estas Últimas condições suf ic ientes ,  podem ser con - 

sideradas como uma especificação das condições (II.41), de maxi- 

mização de l a .  ordem,quando a função de u t i l idade  r e l a t i v a  2s 

viagens inic iadas  em i, é da forma: 

-BCil 
log Til + ............... + 

- @ C .  Esta função inc lu i  o elemento lij = K D . e  ~j , i j  I 

para j = 1, ..., N ,  como e las t ic idade  de preferência com re l a -  



ç" os dec i sões  de viagens.  

sendo que 
' .  

Outra função u t i l i d a d e  equ iva len te  s e r i a :  

Di r ep resen ta  o  e f e i t o  de a t r a ç ã o  do d e s t i n o  j; 
J 

-BCi 

e .  r e p r e s e n t a  o  

t â n c i a  e n t r e  

e f e i t o  de r e s i s t ê n c i a  causado p e l a  d i s  - 

Ki j é um parâmetro de ponderação. 

E s t e  r e s u l t a d o  pode s e r  encarado como uma i n t e r -  

p re tação  razo2vel  do modelo g r a v i t a c i o n a l  em termos de u t i l i d a -  

de. 

11.5.3. Teoria  da Acess ib i l idade:  

Existem v á r i a s  formas de de f in ição  de a c e s s i b i l i  - 

dadé e  de seus  indicadores ,  A s  pr imei ras  de f in ições  e  formula- 

ções matemáticas, podem s e r  encontradas nos t r aba lhos  de p l a n e j a  - 

mento do uso do s o l o ,  f e i t o s  por  H A N S E N ~ ~  (1959) . A f6rmula ge- 

r a l  da medida de a c e s s i b i l i d a d e  dada por Hansen é a  segu in te :  
I 

onde 

Ai - medida de a c e s s i b i l i d a d e  da zona i p a r a  a t i v i d a d e s  10 - 



c a l i z a d a s  d e n t r o  d a s  demais zonas de  área de e s t u d o ;  

S  = tamanho da a t i v i d a d e  na  zona j ,  t a i s  como: número de 
j 

empregos, população,  etc.  ; 

f ( T .  . )  = função de r e s i s t ê n c i a  ã viagem, descrevendo o  efei 
'-3 - 

t o  do tempo de viagem ou d i s t â n c i a  e n t r e  a s  zanas; 

., N = número de zonas na á r e a .  

0 u t r a s . d e f i n i ç Õ e s  e formulações  podem ser encon- 

8 4  t r a d a s  nos t r a b a l h o s  de K O E N I G ~ ~ ;  L E M E  e H U Z A Y Y I N ~ ~ ;  POULIT ; 

75 
INGRAM~' ;  BRIGGS e J o N E s ~ ~ ;  D A V I D S O N ~ ~ ;  MORRIS e t  a i  ; etc .  . 

O s  í n d i c e s  de a c e s s i b i l i d a d e  permitem c a r a c t e r i -  

z a r  cada zona da área em es tudo  e m  r e l a ç ã o  5s demais zonas ,  ava  - 

l i a n d o  o  i n t e r e s s e  dos h a b i t a n t e s  de  uma zona p a r a  s a i r  d e l a , o u  
=. 

- ao c o n t r á r i o ,  o  i n t e r e s s e  do con jun to  da população d a  á r e a  pa- 

r a  se d i r i g i r  a  esta zona. Deve-se d i s t i n g u i r  a  a c e s s i b i l i d a d e  

p a r a  uma zona.  e  a a c e s s i b i l i d a d e  de uma zona p a r a  o  e x t e r i o r  (Du - 

I N G R A M ~ '  d e f i n e  a " a c e s s i b i l i d a d e  r e l a t i v a  como 

sendo a r e l a ç ã o  ou o  g rau  de conexão e n t r e  d o i s  pontos  enquanto  

que a  " a c e s s i b i l i d a d e  i n t e g r a l "  descreve  a r e l a ç ã o  ou g rau  de  

in t e r conexão  e n t r e  um dado ponto e todos  o s  o u t r o s  d e n t r o  de  um 

con jun to  e s p a c i a l  de pontos .  



acessibilidade relativa 

onde 

acessibilidade integral 

FIGURA 11.4 

Di j 
representa a separação espacial entre as zonas i e j; 

Ai = acessibilidade da zona i em relação à zona j; 

= acessibilidade total 5 zona i; 

Ai = acessibilidade total da zona i; 

N = número de zonas. 

MORRIS et a175 apresentam uma classificação ge- 

ral dos indicadores de acessibilidade combinando várias defini- 

ções e formulações encontradas na literatura(ver Quadro 11.1). 

Os indicadores de acessibilidade mais utilizados 

são de dois tipos: 

a) ponderação de oportunidades por uma impedância(que pode 

ser, por exemplo, uma função decrescente do custo ou tem - 

po de viagem para atingir estas oportunidades). Por ex.: 



I Acessibilidode I 
Relat ivo 

A i j  = C i j  

Acessibilidade In t ega l  L--J 
de separação entre 
todos os pontos rirnento e d e m a  

d e  um s i r f ema  de 
t r a n s p o r t e  especificad 



LEGENDAS 

zonas: l , . , , , n  

a c e s s i b i l i d a d e  da zona i com re lação  2 zona j 

a c e s s i b i l i d a d e  t o t a l  da zona i 

separação e s p a c i a l  e n t r e  a s  zonas i e j( tempo, d i s t â n -  

c i a ,  cus to ,  e t c , )  

função que rep resen ta  a  impedância e n t r e  a s  zonas i e  j .  

Esta  é uma função c u j a  forma (pol inomial  , exponencial ,  

Gausseana, e t c , )  e empiricamente a j u s t a d a  de modo a r e -  

f l e t i r  o  e f e i t o  da  separação e s p a c i a l  nas viagens e n t r e  

a s  zonas. 

f ( C i j , L t . . )  - função que rep resen ta  o e f e i t o  combinado da:  - se 
1 3  - 

paração e s p a c i a l  sobre  os  padrões de v iagens ,  e  

- dos padrões de viagem sobre  a separação espacial. 

viagens e n t r e  a s  zonas i e j 
I 

-- 
freqdência  dos s e r v i ç o s  de t r a n s p v r t e  y que atendem a 

zona i 
< 

quantidade de  s e r v i ç o s  de t r a n s p o r t e  y servindo% zona i 

2 á r e a  f l s i c a  da zona i (em m , e t c . )  

a t r ação  exesc ida  p e l a  zona j  (quantidade de errq?reyos,etc.) 

conjunto das zonas j ,  abrangidas p e l a  f a i x a  de separa-  

ção de viagens ao redor  da zona i ,  t a i s  que O<Cij iCmax - 

n í v e l  de demanda da zona j(quantidad.e de p e s s o a s , e t c . )  

-  unção que rep resen ta  a  a t i v i d a d e  da zona j  combinada 

às demandas de acesso a  e s s a  zona 

quantidade de viagens a t r a í d a s  p e l a  zona j  

fator de ajustamento especifico para cada ligação. Representa a  i n  - 

fluência de aspectos sociais ou econÔ1nicos nos padrões de viagem e 

que não são considerados no modelo gravitacional. 



a c e s s i b i l i d a d e  da zona i para  o t i p o  r e l e v a n t e  de opor - 

tunidades ;  

oportunidades daquele t i p o  e x i s t e n t e s  na zona j ( l o -  

c a i s  de emprego, comércio, e s c o l a s ,  .... ) ;  

C i j  = cus to  ou tempo genera l izado de uma viagem de i para j; 

f ('C. . )  = função de impedância: geralmente é usada a função 
1 J 

exponencial;  

b )  ~ e f i n i ç ã o  isÓcrona(nÚmero de oportunidades que podem. ser 

alcanpadas den t ro  de um dado tempo de viagem " x " ) .  E s -  

t e  indicador  pode s e r  considerado como uma solução  par-  
I 

t i c u l a r  da equação (11.46) , com um; função de impedância 

i g u a l  a  1 (para  C . < x) ou zero (pa ra  C i j  : x). 
i7 

Entre  os  v á r i o s  í n d i c e s  de a c e s s i b i l i d a d e ,  d e s t a  - 
2 8 camos também a " a c e s s i b i l i d a d e  g r a v i t a c i o n a l "  de POULIT . 

Es te  í n d i c e  supõe que o usuár io  s e  d e f i n e  a  par -  

t ir  dos cus tos  de viagens e  de logari tmos da u t i l i d a d e  em po- 

t e n c i a l ( b e n s  oferec idos ,  volume de emprego, e t c . )  da zona de des - 
I 

t i n o ,  

A s a t i s f a ç ã o  de um usuár io  da zona i ,  o h t i d a  por  

uma viagem á rea  j ,  é dada por:  



= c o e f i c i e n t e  de a t r a ç ã o  da zona j . 

A s a t i s f a ç ã o  média dos u s u á ~ i o s  oriundos da  zona 

i s e r á :  

Definindo a  " a c e s s i b i l i d a d e  g r a v i t a c i o n a l "  do sis - 

tema, a  p a r t i r  da zona i, como: 

temos en tão  uma r e l a ç ã o  ( S  i = h l og  Gi l  I l igando a  a c e s s i b i l i d a  - 
I 

de de uma zona e  a  s a t i s f a ç ã o  dos usuár ios  dessa zona em r e l a -  

. - 
çâo à rede  de t r a n s p o r t e s .  

< 

11.5.3.2. fnd ices  Globais de Acess ib i l idade:  

Definindo um h d i c e  g loba l  A de acessibil idade da 

rede de t r a n s p o r t e ,  a p rev i são  da d i s t r i b u i ç ã o  de viagens pode 

s e r  considerada também como r e s u l t a d o  do segu in te  problema de 

otimização: 

MAX A ( C i j )  

sob a s  r e s t r i ç õ e s  de conservação, p o s i t i v i d a d e  e  consistência dos 

f luxos  de viagens.  



Existem v a r i a s  a l t e r n a t i v a s  pa ra  a  d e f i n i ç ã o  dos 

í n d i c e s  de a c e s s i b i l i d a d e  g lobal .  

A p a r t i r  dos í n d i c e s  A, de a c e s s i b i l i d a d e  l o c a l  

podem s e r  de f in idos  o s  

I 

segu in tes  Ind ices  g loba i s  : 

onde P .  é a população 
1 

da zona i . 

O c r i t é r i o  3 )  dá mais importância às á r e a s  mais 

povoadas enquanto que os  ou t ros  dois;por não fazerem uma ponde - 

r ação  com a população das zonas, dão mais vantagens a  algunias zo 

- nas em r e l a ç ã o  à o u t r a s .  

. Outros i n d i c e s  podem s e r  de f in idos  quando se de- 

s e j a  manter uma igualdade em r e l a ç ã o  às zonas quanto à a c e s s i b i  - 

l i d a d e  r e l a t i v a ,  pa ra  não p r e j u d i c a r  nenhuma d e l a s ,  por exemplo: 

A 
i e = min - A = mini p 

i j = i  'i 

~arnbgm poder-se-iam d e f i n i r  í n d i c e s  g l o b a i s  de - a 

j  c e s s i b i l i d a d e ,  considerando as  a c e s s i b i l i d a d e s  . . às zonas(Ã ) ,  a 

p a r t i r  do r e s t a n t e  da á r e a ,  



11.5.4. O' Modelo de Hitchcoclc: 

O problema c l á s s i c o  de t r a n s p o r t e ,  também conhe- 

8 3  cido  por' modelo de Hitchcock (POTTS ) , pode s e r  in terpre tado oo - 

mo um problema de d i s t r i b u i ç ã o  de viagens.  A sua  formulação co 

mo um problema de programação l i n e a r  e a segu in te :  

O s  a lgori tmos pa ra  a s o l u ~ ã o  d e s t e  problema espe  - 

c i a l  de programação l i n e a r  já são  bem conhecidos e documentados. 

Eles  diferem principalmente nas t é c n i c a s  de procura de uma s o l u  - 

ção b á s i c a  i n i c i a l .  A unicidade da solução d e s t e  problema é a- 

n a l i s a d a ,  considerando-se o seu  problema dual:  

Max L Oi ui + C D .  v 
i j J j 

onde ui e v são  a s  v a r i á v e i s  duais .  
j 



A s  r e s t r i ç õ e s  do problema definem um conjunto de 

soluçÕes compatíveis S (convexo). Uma solução bás ica  v i á v e l  (no 

s en t i do  de programação l i n e a r )  , deve per tencer  a e s se  conjunto ,  

e as  condições necessá r ias  e s u f i c i e n t e s  para i s t o  podem s e r  ex  - 

pressas  em termos das va r i áve i s  duais :  

para  todo (i, j )  t a l  que T i j  é uma va r i áve l  bás ica .  

Como existem M 4- N incógni tas  para  M + N - 1 e- 

- 
quaçoes, a t r ibu i - se  um va lo r  a r b i t r á r i o  para  qualquer uma das 

incógni tas .  

Uma solução bás ica  v i áve l  é a solução ótima se : 

'. 

para  todo (i, j )  t a l  que Tij  é não bás ico .  

. 
 solução ótima é única s e :  

para  todo (i, j )  t a l  que T i j  é não básico.  

Uma condição s u f i c i e n t e  para que a solução não se - 

j a  única é que: 



para  algum (i, j )  t a l  que T i j  6 não bás ico .  

Qualquer o u t r a  solução ótima pode s e r  o b t i d a  f a -  

zendo T i j  
d i f e r e n t e  de zero com u + v = C . Como se s a b e ,  

i j i j  

s e  e x i s t e  mais de uma solução ,  qualquer  combinação convexa das 

soluções encontradas também s e r á  solução do problema. 

. ., 
11.5.5.  ~ a x i m i z a ç ã o  da Ent ropia :  

O s  modelos en t róp icos  supõem que uma distribuição 

e q u i l i b r a d a  do s i s tema de t r a n s p o r t e  maximiza a  e n t r o p i a  da  r e  - 

de. 

Um dos modelos en t róp icos  bem conhecidos é o p r o  - 
9 8 posto  por  WILSON , i n i c i a l m e n t e  de modo i n t u i t i v o :  

" i j  
M A X H = -  C C -  

" i j  
T l o g  T 

Pode-se most rar  fac i lmente  que a função o b j e t i v o  
. -3 

~ ~ i -  6 e s t r i t a m e n t e  concava sobre  R . Sendo o conjunto admissi-  



v e l  convexo, quando e x i s t i r  uma solução,  e s t a  s e r á  Única. A s o  - 

lução d e s t e  problema s e r á  da forma: 

onde : 

com A i  , X e f3 sendo os  mul t ip l i cadores  de La-grange, a s s o c i  
j - 

- 

ados 2s equações de compatibi l idade e  de c u s t o s ,  

Existem v á r i a s  d iscussões  e  ap l i cações  da t e o r i a  

e n t r ó p i c a  na modelização de i n t e r a ç õ e s  e s p a c i a i s ,  que podem s e r  

1 6  
encontradas;.entre o u t r o s ,  nos es tudos  propostos  por  LESARIO ; 

99  
N I J K A M P ~ '  ; E R L A N D E R ~ ~ ;  WILLIAMS'~ e  WILSON . 

No c a p í t u l o  I V ,  o  fundamento t e ó r i c o  d e s t e  mode- 

l o  s e r á  anal i sado,  colocando em r e l e v o  sua conexão com vários ou - 

t r o s  modelos de otirnização pa ra  p rev i são  de d i s t r i b u i ç ã o  de v i a  - 

gens. 

1 1 . 6 .  MODELOS COMBINADOS DE DISTRIBUIÇÃO --- E ALOCAÇÃO DE VIAGENS: 

Quando não 6 p o s s l v e l  supor que os  cus tos  de des  - 

locamentos são independentes dos volumes de viagens e do tama- 



nho dos f luxos  nos arcos  da rede  (fenÔmenos de sa tu ração ,  e tc . ) ,  

6 necessá r io  r e s o l v e r  simultaneamente os  problemas de d i s t r i b u i  - 
- 

-çao e alocação de viagens.  

O problema da d i s t r i b u i ç ã o  e alocação combinad-as 

pode - s e r  formulado da segu in te  maneira (ERLANDER~' ) : 

onde 

H = -  L C -  T i j  Ti j 
T 

l o g  - ' H. T - i j 

i j  i j  va = Z C Z 6ak xk 
i j k  

k é um caminho de i para  j ;  

i j  - 1 s e  o a r c o  a per tence  ao caminho k  de i para  j: 
'a* em caso c o n t r i r i o  



'a = f luxo  sobre o a r c o  a ; 

S ( v  ) = cus to  general izado no a rco  a . a a 

- 
A r e s t r i ç ã o  ( 1 1 . 6 1 )  impõe um n í v e l  mínimo a "en- 

t r o p i a "  da rede  de t r a n s p o r t e s  e pode s e r  s u b s t i t u í d a  por  uma 
- 

r e s t r i ç ã o  da forma: 

C ] ) é uma probabi l idade  de s e  t e r  uma d i s t r i b u i ç ã o  de onde P ( T i j  

v iagens ( [ITij] ) e  Po é um n í v e l  minimo esperado pa ra  e s t a  probabi  - 

l i dade .  

Uma solução p a r a  e s t e  problema, f o i  propos ta  por  

T O M L I N ' ~  , baseada no p r i n c í p i o  de decomposição de  D A N T Z I G  
2 1  

I 

35 
N a  abordagem de FTtORIAN, NGUYEN e FERLAND é u t i l i z a d o  o algo- 

r i tmo de FRANIZ, W O L F E ~ ~  enquanto que na d i s s e r t a ç a o  de doutora- 

3 2. do de EVANS é proposto um método que c o n s i s t e  em reso1.ve.r a l -  

ternadamente um problema de d i s t r i b u i ç ã o  e de alocação em carni- 

nhos mhimos. 



CAPLTULO I11 - METODOS NUMERICOS DE RESOLUCÃO DO PROBLEMA DE 

DISTRIBUIÇÃO - DE VIAGENS: 



O interesse e a aplicação de técnicas iterativas 

le otimização têm sido consideráveis nas Últimas décadas, emvir - 

tude, principalmente, do desenvolvimento ocorrido na tecnologia 

dos computadores. 

Para resolver o problema de distribuição de via- 

gens, têm sido utilizados varios métodos numéricos, desde os 

bem conhecidos métodos de fatores de crescimento até os métodos 

mais atuais que consideram as causas das viagens e mesmo o equh 

librio da rede de transportes, através da aplicação de processos 

iterativos na resolução dos modelos de otimização. 

, 0s métodos de fatores de crescimento são hasea- 

dos numa extrapolação da distribuição existente, através da uti - 

lização de um fator de cresciinento correspondente 2s mudangas só 

cio-econÔmicqs do sistema. 

O objetivo geral dos métodos numéricos de resolu 

ção do problema de distribuição de viagens é o de encontrar mul - 
7 '-7 

tiplicadores que, a partir de uma matriz inicial forneçam 

os elementos da matriz de previsão de viagens 1 .  ~ste s  mul - 

tiplicadores são obtidos por meio de um processo iterativo, 

/ 

Uma matriz intermediária p!?l é obtida a partir - L J- 

de uma matriz anterior p:;-l)], multiplicando-se cada um dos 
- -1 

seus elementos por uma constante apropriada x (n)  . 
ij * 



Entre  e s t e s  métodos podemos c i t a r :  método do f a -  

t o r  uniforme, método do f a t o r  médio, método de D e t r o i t ,  método 

de F r a t a r  e método de Furness.  

' 1  

0s métodos diferem e n t r e  s i  na maneira de encon- 

t r a r  x e t ê m ,  como r e s u l t a d o ,  d i f e r e n t e s  sequências  de m a t r i  
i j 

zes .  

Considerando-se a mat r iz  o r i g i n a l  byJ - : 

onde : 

O 

Ti j é o número de viagens da zona i p a r a  a zona j; 
. , 

C é o número de viagens produzidas na zona i; 
i 

D é o número de viagens a t r a í d a s  pa ra  a zona j ; e 
j 

T 6 o número t o t a l  de viagens.  

O s  métodos c i t a d o s  acima t ê m  s i d o  usados na p r á  - 



t i c a  e mostraram 

...., convergem, 

l i m i t e  são  iguais 

tado  o es tudo da 

( O  . -  -. (1 
que, geralmente, a s  mat r izes  ( pi - 9 I - T~ 2 I;T:; - 9 
e que a soma das l i n h a s  e das colunas da matriz 

aos O ' S  e D ' s  regueridos, (neste capítulo será apresen  - 

convergência do método de Furness)  . A mat r i z  

l i m i t e  é en tão  tomada como sendo a matr iz  de p rev i são  piJ e o 

n l A ~ & l . ~ f ~  x!k))  como sendo o f a t o r  de mul t ip l i caçáo  pa ra  
J-I 

Es te  f a t o r  de mul t ip l i cação  pa ra  TYj é tomado , 

muitas vezes,  ;Ia forma r s (por  r e f e r ê n c i a  ao modelo g r a v i t a -  
i j  

c i o n a l )  e então:  

O problema transforma-se en tão  em encon t ra r  o s  

r ' s  e ç f s :  f a t o r e s  de balanceamento, devendo s a t i s f a z e r  as  cor, 

dições de conservação: 

< 

- r L s j  Ti - oi , para  cada 
i 

j 

s j  1 ri T i j  = D , para  cada 
j 

Es tas  equações não podem ser 

tamente, mas a e x i s t ê n c i a  e a unicidade das 

31 vadas por  M U R C H L A N D ~ ~  e EVANS . 

111.1.1. Unicidade da Matr iz  pi j]: 

r e s o l v i d a s  e x p l i c i -  

soluções foram pro- 

sendo dados: 



- uma matr iz  , (MxN) , cujos  elementos são  todos  não 

negat ivos;  

, 

- um conjunto de numelos O 1~ (3, . . - - r  ON todos pos i t ivos ,  

e c u j a  soma é 
M 
L O i = T  ; 

i=l 

- um conjunto de números D1, D2 
' .  

t a i s  que: 
N 
C D = T  

j  =i j  

r todos p o s i t i v o s ,  

Então, pode-se provar  que, e x i s t i n d o  uma mat r i z  

y. -1, e l a  é Única, com os  T sa t i s fazendo :  
-lJ- i j  

O onde ri e  s são  números p o s i t i v o s ,  s e  Ti é p o s i t i v o .  
j 

PROVA : ----- 
, 

Qualquer dos r i ' s  e  s ' S  da equação (111.1) pode 
j 

s e r  mul t ip l icado por uma cons tante  a r b i t r á r i a ,  sem a l t e r a r  o s  

T i j l s ,  desde que todos os  ou t ros  r ' s  e  s ' s  sejam modificados pa - 

r a  compensar. Pode-se assumir que sl = 1, se os T? não são nulos. 
l j  



Supondo que exis tam duas matr izes  na forma de 

(111.1) , sa t i s fazendo  ( 1 1 2 - 2 )  e (111.3) , mas d i f e r i n d o  em p e l o  

menos um elemento, mostra-se que i s t o  l eva  a uma con t rad ição .  

Considerando o s  i j -ésimos elementos supos tos  e s  - 

o t r i t a m e n t e  p o s i t i v o s  das duas matr izes  como r i s j  Ti j  e  Ri S j  
u T i j ,  e  supondo que : 

a )  o elemento em que e l a s  diferem é o do canto  esquerdo su  - 

p e r i o r ;  

en tão ,  a d i fe rença  e n t r e  e s t a s  duas matr izes  é uma mat r i z  M X N, 

cu jas  somas de l i n h a s  e de colunas são  nu las  (por(III .4)  e (111.5)): 

Para todo T i j  > 0 . 

a 

Desde que rl > R e a soma da pr imeira  l i n h a  e 
1 

zero,  en tão  e x i s t e  algum j para  o q u a l  r s R S . Se ja ,  por  
1 j I. j 



exemplo, j = 2 . ~ n t ã o :  

Como a soma da  segunda coluna é ze ro ,  e n t ã o  deve 

haver  algum ri p a r a  o  q u a l  r . s  > R i s 2 ,  p o r  exemplo r : 
i 2 2 

M a s  o s  d o i s  p r i m e i r o s  termos da  segunda l i n h a  são 

agora  p o s i t i v o s ,  e n t ã o  deve e x i s t i r  um s 3 t a l ,  que:  

: E s t e  r a c i o c l n i o  pode c o n t i n u a r  ate que t o d o s  o s  

r ' s  sejam i n c í u í d o s  na desigua1dad.e: 

P o r t a n t o  ri > Ri, p a r a  t o d o  i, e en tão :  

o  que c o n t r a d i z  o  f a t o  de que a  soma da  p r i m e i r a  co luna  é z e r o .  

~ o n s e ~ t l e n t é m e n t e  não e x i s t e  mais do que uma m a t r i z  pi j] 

1 1 1 . 1 . 2 .  ~ n á l i s e  da Forma Func iona l  Propos ta :  - 

Qualquer  so lução  = pi jl que tem a  forma 



p a r a  todo  i e j é chamada " so lução  i n t e r i o r ' ' .  A s  s o l u ç õ e s  não 

exp res sa s  nes sa  forma s ã o  chamadas " so luções  de  contorno" .  

Pode se mos t r a r  que,  seu é uma s o l u c ã o  do pro-  

blema: 

T > O p a r a  t o d o  i e j 
i j  - 

M  
C T = D p a r a  todo  j 

i=l i j  j 

e n t ã o  . e x i s t e  lima so lução  de contorno  s e ,  e  somente s e ,  p a r a  a1- 

gum (k, i) 

Se e x i s t e  uma s o l u ç ã o  e se TO k l  > O ,  e n t ã o  u- 

ma condição n e c e s s á r i a  e s u f i c i e n t e  p a r a  que T kl s e j a  ze ro  6 que 

ex is tam conjuntos  M' e N f  de i n t e i r o s  p o s i t i v o s  t a i s  que M f  es- 

t e j a  c o n t i d o  no con jun to  ZM = { I ,  2, ..., M} e N '  e s t e j a  c o n t i -  

do no con jun to  Z = ( 1 ,  2, ..., N }  e t a i s  que:  
N 

O a )  T i j  = O p a r a  todo  (i, j )  c o n t i d o  em M f  2 N f  



onde 

A soma destas  l inhas  

é i g u a l a  C oi 
i € M '  

Estas somas são iguais 

A soma destas colunas é igua l  a C D 
j  E ( Z ~ - - N ' )  j 

Qualquer solução pode s e r  expressa sob a forma 

- 
i j T i j  Tij = r * s  

para todo i e j  

= pid é a matriz M x N obtida fazendo: 

Ti = O para todo (i, j )  t a l  que T = O 
ij 

T i j  = T 
para todo (i, j )  t a l  q u e T  > o 

i j  i j  

,.. 

é uma solução i n t e r i o r  se ,  e somente se ,  =I-o . Este re-  

sultado permitirá eliminar imediatamente, da anál ise  de d i s t r i -  

buição, as ligações (i, j )  t a i s  que: 



p a r a  as q u a i s  a  so lução  s e r á  
T i j  = O 

S e  a  d i s t r i b u i ç ã o  P ~ J  é o  r e s u l t a d o  da  u t i l i z a  - 

ç ã o  p r é v i a  d e  um modelo g r a v i t a c i o n a l  exponenc ia l ,  e s t a  situação 

não poderá  o c o r r e r ,  a  não s e r  que algum dos Oi ou D j s e j a  nu lo .  

Neste  caso ,  e x c l u i r - s e - i a ,  da a n á l i s e  de  d i s t r i b u i ç ã o ,  a s  l i g a -  

ções  o r i g i n a d a s  na  zona i ou d e s t i n a d a s  p a r a  a zona j. 

1 1 1 . 2 .  METODOS - DE FATORES DE' CRESCIMENTO. 

111.2.1.  ~ é t o d o  do F a t o r  Uniforme: 

O f a t o r  de  c resc imento  Fc é s u p o s t o  uniforme pg 

r a  t o d a  a á r e a  de e s tudo ;  

Matematicamente, e s t e  método pode ser formulado 

por:  - 

onde : 

- - - =  ' f a t o r  de c resc imento ;  
,o 

Ti j 
= número f u t u r o  de  v iagens  de i p a r a  j; 

TO = número a t u a l  de  v iagens  de  i p a r a  j; 
i j 

T = número t o t a l  no f u t u r o  de  v i agens  na  á r e a  e m  e s t u d o ;  

TO = número t o t a l  a t u a l  de v i agens  na  á r e a  em e s t u d o .  



Trata-se de um método b a s t a n t e  s imples  mas que não 

pode ser apl icado em reg iões  e m  f a s e  de desenvolvimento ráp ido ,  

onde o crescimento não tem comportamento uniforme. 

111.2.2.' ~ & t ' ~ d o '  'do' Pat 'or ~ é ' d i o :  
.- 

-- 

Es te  método u t i l i z a  um f a t o r  de crescimento p a r a  
4 

cada. z'ona da á rea  em estudo e a sua formulação matemática e a 

seguin te :  

onde 

são os f a t o r e s  de crescimento das zonas i 

representam a s  viagens f u t u r a s  com origem 

d e s t i n o  em j; 

representam a s  viagens a t u a i s  com origem em i ou 

d e s t i n o  em j . 

E s t e  método determina um novo f a t o r  de crescimen - 

t o ,  por  um processo i t e r a t i v o ,  sempre que o t o t a l  de viagens c a l  - 

culadas  f o r  d i f e r e n t e  do v a l o r  estimado: 

onde 11 é o número da i t e r a ç ã o .  



Es te  processo cont inua a t é  que o s  novos v a l o r e s  

dos f a t o r e s  de correção s e  aproximem de 1 . 

E s t e  método f o i  desenvolvido por FRATAR~~ (1954) e 

6 considerado como o mais desenvolvido e n t r e  os  métodos de f a t o  - 

r e s  de crescimento mas não 6 usado, normalmente, p a r a  estimar i n  - 

tercâmbios de viagens in t ra-urbanas  , exceto  p a r a  pequenas cida-  

des ,  porque e l e  não é s e n s f ~ < e l  a mudançds nas propriedades da - 

rede  de t r a n s p o r t e .  A sua  u t i l i z a ç ã o  é grande, no e n t a n t o ,  pa- 

\ 
r a  e s t i m a r  a d is t r ibuição  de viagens - in ter -urbanas  . 

O modelo Qode s e r  fosmulado como: 

onde 

Se a matr iz  ca lcu lada  por  (111.9) c o n t r a r i a r  a s  

o c á l c u l o  deve s e r  r e f e i t o  empregando-se a segu in te  expressão:  

- 
o (n+l) CT. .r. 

i "J 7. 



onde 

E s t e  procedimento deve cont inuar  a t é  que o s  v a l o  - 

r e s  dos f a t o r e s  de correção  s e  aproximem de 1. 

, 111.3..  TODO DE NEWTON: 

O problema de d i s t r i b u i ç ã o  de viagens pode ser 

considerado equiva lente  à r e so lução  do s i s tema de  equações (111. 

1 1 1 1 . 2  e  111.3) e  en tão  podem s e r  u t i l i z a d o s  os  metodos ge- 

r a i s  de resolução  de um s is tema de equações. 

O método de Newton, que é quadraticamente conver - 

gente na  vizinhança da so lução  ( i s t o  é, s e  o método é i n i c i a d o  

-1 com-v-alores com um e r r o  de 10 , a p r ime i ra  i t e r a ç ã o  p roduz i rá  

- 2  - 4  va lo res  com um e r r o  de 10 , a segunda de 1 0  e  a  t e r c e i r a  de 

- 1 0 - ~ )  é um dos mais u t i l i z a d o s .  

. Sendo f uma função v e t o r i a l ,  de d imensão(n+l) ,da  

v a r i á v e l  y também de dimensão(n+l) , e supondo que: 



o  método de Newton, pa ra  r e s o l v e r  o  problema, cons idera  a  i t e r a  - 
- 

çao: 

onde ayn é def in ido  por: 

e  n r ep resen ta  os  í n d i c e s  i n d i c a t i v o s  das i t e r a ç õ e s  do método. 

Colocando a s  equações ( 1 1 1 . 2 )  e  (111.3) na forma 

( 1 1 1 . 1 4 )  e  considerando - 1  = (M-l-N) , tem-se: 

O problema c o n s i s t e  em encon t ra r  os  v a l o r e s  p o s i  - 

t i v o s  rlI r2, ....., r sl, ....., s t a i s  que f k  s e j a  zera-  M' N 

do, k  = 1, ..., M + N .  



A matr iz  [g] correspondente ao conjunto de equa - 

ções ( 1 1 1 . 1 4 )  é s i n g u l a r ,  o que s i g n i f i c a  que e l a s  não e s t ã o  na 

forma dese jáve l  para  a ap l i cação  do método de Newton. 

Desdeque  C f = 
f N + l  

é c l a r o  que uma r a  - 
j=1 j i=1 

i z  d e  qualquer  Cas M + N - 1 equações de ( 1 1 1 . 1 4 )  é também r a i z  

da equação r e s t a n t e .  Conseqüentemente, pode-se r e t i r a r  uma das 

equações de  ( 1 1 1 . 1 4 )  para  achar  

A escolha  da equação a s e r  removida obedece a de  - 

terminados c r i t é r i o s .  Uma r e g r a  para  e s t a  escolha  é dada por  

88 ROBILLARD e STEWART . 

O método de Newton é loc-almente convergente mas 

não é necessariamente globalmente convergente,  i s t o  é, e l e  pode 

d i v e r g i r  s e  fok i n i c i a d o  muito longe da solução.  Es te  f a t o  con - 

duziu à pesquisa de métodos de resolução  numérica especializados 

. para  e s t e  proeblema. 

1 1 1 . 4 .  M ~ T O D O  - DE FURNESS: 

Es te  algori tmo é empregado p a r a  r e s o l v e r  o s i s t e  - 

ma de equações 111  1 ( 1 1 1 . 2 )  e (111.3) , computando uma sequên - 
( 2 )  ín> c i a  de  matr izes  T ( I ) ,  T , . . . . . , T , da segu in te  forma: 

i j i j i j  



(m)  tendendo a  um l i m i t e  quando m -t m . com , Ti 

O p r i n c i p i o  d e s t e  proce-so i t e r a t i v o  é quer  a  ca  - 

da e s t á g i o  a l t e rnado ,  a s  somas das l i n h a s  devem s e r  i g u a i s  aos 

O ' s  e a s  somas das colunas i g u a i s  aos D ' s  . 

'Por tanto ,  a  soma das l i n h a s  de T ( m )  s e r ã o  i g u a i s  i J  
aos 0''s s e  m é impar e as somas das colunas se rão  i g u a i s  aos 

D i s  s e  m é par:  
I 

I - 

Depois de cada i t e r a ç ã o ,  exceto a  p r ime i ra ,  a  s o  - 

ma de todos os  elementos permanece i n a l t e r s v e l :  

Nas i t e r a ç õ e s  ímpares a  concordância e n t r e  a  so- 

ma de qualquer  l i n h a  i e o correspondente Oi é o b t i d a  p e l a  mul- 

t i p l i c a ç ã o  de cada elemento da l i n h a  por C .  d iv id ido  p e l a  soma 
1 



da linha. 

Designando estes fatores de multiplicação por r, 

define-se: 

u 
(n+l) - i r r Vi e n > l  
i 2n - 

C T, ,  

de forma que: 

(1) = ,o 
j 

, Vi, j 
i i j 

Os fatores de multiplicação correspondentes nas 

iterações pares são designados por S. e define-se: 

tal que 

por (111.20) e (III.22), chega-se a: 



Outra t e n t a t i v a  de in t rodução de processos i t e r a  - 

t i v o s  su rg iu  como resu l t ado  do es tudo "Detroi t  Area Traffic Study", 

14 em 1956 (CATANESE ) .  

Este  método, no en tan to ,  parece s e r  menos e f i c i -  

e n t e  que o  método de Furness,  além de requerer  o  dobro de t r a b a  - 

l ho  a  cada i t e r a ç ã o ,  sendo a  sua formulaqão matemática: 

- -  111.5. CONVERGÊNCIA DO  TODO DE FURNESS: 

Como e s t e  método tem s i d o  amplamente utilizado na 

p r á t i c a ,  torna-se i n t e r e s s a n t e  cons ide ra r  t a n t o  a s  ques tões  de 

convergência t e ó r i c a  como p r á t i c a .  

A questão de convergência p r a t i c a  do método ( l e -  

vando em conta  os  e r r o s  de arredondamento do computador) f o i  am - 

plqnente  pesquisada por E V A N S ~ '  e ROBILLARD-STEWART~~ e deve 

s e r  considerada em re lação  ao grau de p rec i são  requer ido  pa ra  a  

solução.  



Em re lação  convergência t e ó r i c a ,  E V ~ N S ~ ~  u t i l i  - 
r- 1 

zou t rês  lemas (considerando o caso de LT.. . I p o s i t i v a )  da seguin - 
J- 

t e  maneira: o  primeiro provando çue e x i s t e  um l i m i t e  inferior pa - 

( m )  , o segundo que T r a  T i j  (m) tende para um l i m i t e  quando m + 
i j  

i- 1 

e o t e r c e i r o  mostrando que a  matr iz  l i m i t e  é a matr iz  prj] p r g  

curada, 

' .  
LEMA ---e-- 1 - Exis te  um número y > 0 , t a l  que T ( m )  > Y para  t o  i j  - - 

d o i ,  j e m .  

Seja:  
n  

- R : ~ )  - n r (k )  para  cada i e n - , 1' (I11 25) 
k = l  i 

S ( O )  = 1 para  cada j . 
j 

( 2 n ) =  R ( n ) S ( n ) T O  v i ,  j e  n > 1 
Ti j i j  ij' - 

Para,provar e s t e  lema, é s u f i c i e n t e  mostrar que 

e x i s t e  um número Y > O t a l  que: 



Pode-se f a z e r  en tão :  

Como p o r  (111.16) e p o r  (111.28) :  

e n t ã o  

e ,  eonsequentenente:  

Subs t i t u indo 'n  po r  (n-1) pode se r e e s c r e v e r  (111.31) como: 

Analogamente, po r  (111.17) e ( 1 1 1 . 2 7 ) ~  tem-se: 

e p o r t a n t o :  



e o de (111.31) p o r  (111.33) é : 

P e l a  equação ( 1 1 ~ 1 8 )  : 

(2n) = T p a r a  n > I. - 
i j 

p o r t a n t o  

e p o r  (111.27)'  : 

e n t ã o ,  

1 

("'1 max.{s max . ("'1 min {TO} < T 
I j ij 1 7  - 

consequentemente : 

. . 
1 > - 1 min   ara n.> 1 

- T ij i] - 

rnax i{~ ln )  Imax . { S  h)  
J j 

D a  mesma forma, pela equação (111.18.) : 



e com r a c i o c í n i o  análogo ao  de (111 .36 )  : 

. . . .  . . . . .  '1""""' - > ' - 1 min {T? .) para ri > 1 
- T i j  1J 

. ( n - i )  max; {R(") 1 m a x . 1 ~  1 
1 i J j 

e p o r  (111 .36)  

S u b s t i t u i n d o  (111 .37 )  e m  (111 .34 )  , obtém-se: 

para cada i, j e n > 1 - 

Escrevendo: 

e sendo 

yV = min i j ' { Y ' ~ ~ }  

e n t ã o  ( 1 1 1 . 3 8 )  e (111 .39 )  levam imediatamente a ( 1 1 1 . 2 9 )  e (111. 

3O) ,  e como , 

o Y = min (1) } { Y ' T ~ ~  , Tkl 
i , j , k , l  

en t ão :  



( m )  tende ao l i m i t e  T i j  quando m + m . LEMA-2 - Tij 

A s  equações (111-27)  e (111.28) do Lema 1 mstram 

que, se existem o s  l i m i t e s  l i m  R!") e  l i m  S pa ra  t o -  n+m 1 n+O0 j 

,do  i e j, então:  
' ,  

l i m  T (m)  = ( l i m  R ! ~ )  ) ( i i m  s!") )r0 , W , j .  
m+m i j n+03 I n+w J i j 

S e j a  

r = 1 + 5 para  cada i e n > 1 
i i - 

( n )  = + (n)  pa ra  cada j  e n - > 1 
S; . 'j 

i Sabe-se que Ri (.n) - - " (k)  
T ri converge p a r a  n+a, 

k = l  ri 
(k) 1 5 i 1 converge e analogamente, s ( n )  = n. 

j  
converqe 

R - 1  j 

Demonstra--se ( E V A N S ~ ~ )  que a s  somas dos 5 ' s  e 

n ' s  s ã o  absolutamente convergentes e ,  po r t an to :  

6 convergente pa ra  cada i ,  quando n + co . 

Se ja  

l i m  , p i )  = , para  todo i n - t ~  i i 



è n t ã o  po r  (111.27) e (111.28) chega-se a: 

T i j  = limm+-Ti ( m )  = Ri S j  Tij O p a r a  t odo  i e j . 

LEMA-3 - plj] = [Ilirn Ti:)] s a t i s f a z  as condições  (111 .4 )  
' ,  i- -1 

e (111.5) que definem uma Única m a t r i z  k~ A . por - 

. t a n t o  [ I  sempre e x i s t e .  
i 7  

P e l o  Lema 2, tem-se que = E ] e ,  por-  i J i j  

t a n t o ,  f a l t a  apenas mos t r a r  que  a s  somas das  l i n h a s  de  T i j  s ã o  

i g u a i s  a o s . o l s  e das  co lunas  i g u a i s  aos  D ' s  . 

I T ~  j = x l i n ~  m-tm T i (I!) J =1limn,~:;") = l i m  n + m  IT::n) =limnL,Oi p a r a  
j j i j j 

todo  i . 

D e  maneira aná loga ,  chega-se a 

C T '  = D  
i .  i j j 

e p o r t a n t o  pijJ s a t i s f a z  as condições  ( 1 1 1 . 4 )  e e n t ã o  

bij] = p* i j  ] p a r a  todo  i e j . 
, 
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,- Como o problema de alocação de t r á f e g o  em uma r e  - 

de pode s e r  r e so lv ido  por  meio do a lgor i tmo de " o u t - a f - k i l t e r " ,  

que um algori tmo primal-dual da programação l i n e a r ,  pergunta-  

s e  se o problema da d i s t r i b u i ç ã o  pode s e r  r e s o l v i d o  por  meio de  

métodos primais-duais de programação não l i n e a r  ou a té  de pro- 

gramação geométrica. 

Um problema qualquer  da programação l i n e a r  pode 

s e r  formulado em sua forma primal ,  ou en tão ,  na sua  forma d u a l  

correspondente:  

PRIMAL 
i min cx 

DUAL 

Na t e o r i a  da dual idade,  u t i l i z a - s e  frequentemen- 

t e  a  noção de r e s t r i ç õ e s  dua i s ,  que são  os  pa res  : 

ou s e j a ,  pode-se d i z e r  que yi é a v a r i á v e l  dual  da r e s t r i ç ã o  de 

Zndice i e f q u e  x é a v a r i á v e l  dua l  da r e s t r i ç ã o  de í n d i c e  j . 
j 

Se são  encontrados x* e  y* v i á v e i s  p a r a  o s  pro- 

blemas primal e  dua l ,  respect ivamente,  e  além d i s s o  cx* = y*b , 

en tão  x* e y* são soluções ótimas dos seus  r e s p e c t i v o s  proble-  



mas e: 

2% solução do problema é caracter izada simultariea - 

mente a t ravés  de condições sobre a s  var iáve i s  primais e duais  
. 

do mesmo. 

O problema de d i s t r i bu i ção  de viagens com a f o r  - 

mulação entrópica:  

Max (-LLTi log  Ti ) -> MaxT 
i j i j *o 

s u j e i t o  a 

pode ser modificado para 

r&o = -T(L L tij log t i j 
i j 



O problema pode en tão  s e r  r e e s c r i t o  como: 

Max 
ti j O 

s u j e i t o  a 

onde 

e 'kR é o &erador de Kronecker . 

Es ta  formulação corresponde ao problema dua l  da 

geométrica do problema prima1 ( v e r  c a p í t u l o  I V  e A- 
. . 

nexo 1): 

s u j e i t o  a : ,  



onde 

A s  relações de dualidade da programação geométri - 
- 

ca e n t r e  as  soluâões dos dois  problemas sao: 

. Estas re lações  de dualidade mostram que a solução 

dual do problema é da forma: 

O 
onde ri, s j ,  tij são dados pe las  expressões: 

com 

Ou s e j a ,  a solução dual geométrica do problema tem que se r (con-  

diqão necessár ia)  da forma (111.55) para s a t i s f a z e r  a s  condi- 



ções de dual idade.  

Agora, os  métodos i t e r a t i v o s  de re so lução  (Fur- 

ness ,  Krui thof ,  e t c , )  podem s e r  i n t e r p r e t a d o s  como métodos de 

resolução  "duais-primais '  em programação geométrica. E s t e s  m é  - 

todos tentam fo rnece r  uma solução v i á v e l  do problema ( d u a l )  i n i  - 

c i a l  compativel com a s  condições de o t imal idade  do problema p r i  - 

mal g é o m ~ t r i c o .  S e r i a  i n t e r e s s a n t e  " r e a v a l i a r  a convergência des - 

t e s  métodos 5 l uz  d e s t a  consideração. 



. ;PICO - RESTRITO: 



Neste c a p i t u l o ,  é apresentada uma abordagem do 

problema de previsão  da d i s t r i b u i ç ã o  de viagens con'siderando, 

além das previsões  de produção e a t r a ç ã o  de v iagens ,  t a n t o  in -  

. forrna@es a p r l c r i  sobre  e s t a  d i s t r i b u i q ã o ,  como também determi  - 

nadas condições impostas pe lo  p lane jador .  
. '  . 

A s  informações sobre  as. a t i v i d a d e s  sócio-econÔmi - 

tas das a reas  i n t e r l i g a d a s  pe lo  s i s tema de t r a n s p o r t e  e sobre  

a s  ,condições de deslocamento conduzem 5 formulação de p r o b a b i l i  - 

dades a p r i o r i  para  a d i s t r i b u i ç ã o  de viagens.  

O modelo aqui  proposto conduzirá  5 determinação, 

em termos des tas  probabi l idades ,  da d i s t r i b u i ç ã o  de viagens mais 

prov,ável que s i t i s f a ç a  a s  condições impostas.  Mostrar-se-á,  en- 

t ã o ,  como a d i s t r i b u i ç ã o  proposta  pode l e v a r  e m  cons ideração ,  

de forma impl ' íci ta,  a e f i c i ê n c i a  do s i s tema de t r a n s p o r t e .  

A abordagem p r o b a b i l i s t i c a  do problema da  d i s t r i  - 

buição,  já apresentada em v á r i a s  publ icações ( N I J K A M P ~ ~ ,  CHOU- 

KRouJ318 e M O R A - C A M I N O ~ ~ )  , é baseada na procura da d i s t r i b u i ç ã o  

de  viagens 'mais  provavel ,  onde a s  probabi l idades  a p r i o r i  de  

viagens são determinadas a p a r t i r  de indicadores  sócio-econÔmicos 

das á r e a s  i n t e r l i g a d a s  pe lo  s i s tema de t r a n s p o r t e .  

O modelo é c a r a c t e r i z a d o  pe los  segu in tes  ~ a r ã m e -  



tros : 

Ti j = numero de Viagens previstas entre as zonas i e j 

'i 
= coeficiente de geração da zona i 

-Qi 
= coeficiente de atração da zona i 

O = número previsto de viagens saindo de i durante o pe- i 

riodo considerado 

Di = número previsto de chegadas na zona i durante o prio - 

do considerado 

Estes parâmetros são ligados por relações de com - 

patibilidade: 

Tomando por exemplo (ver anexo 11) : 

(IV. 1) 

N 
P = P / C P , como a probabilidade a priori 
i i k=l k 

de se ter uma viagem partindo 



N .  
S = Q / C Q  I como a probabilid-ade a  priori  
i i k = l  k 

de s e  t e r  uma viagem chegan- 

Pode-se cons iderar  que quantidade P .q (=F ) I 

i j i j  

é a probabi l idade  a  p r i o r i  de s e  t e r  uma viagem e n t r e  a s  zonas 

i e j .  A probabi l idade  de  t e r  a  d i s t r i b u i ç ã o  {T 1 6 dada por  
i j 

( C H O U K R O U N ~ ~  : 

, (Obter-se-ia mesma r e l a ç ã o  pa r t indo  de  umâ d i s  - 

---i t r i b u i ~ ã o  de probabi l idade  a p r i o r i  LF 1 qualquer)  
i j 

A d i s t r i b u i ç ã o  mais provgvel poderá s e r ,  por tan-  

- t o ,  solução do problema (P ) : 
1 

A 

Max P ({T 1 )  
T i j 
i j 

s u j e i t o  a:  
( I V .  3 )  



Tomando o logaritmo da probabilidade da distri- 

buição temos: 

Supondo que c. volume de transporte entre cada 

centro ou é nulo ou bastante elevado, pode-se utilizar com uma 

boa aproximação a fórmula de STIRLING~O: 

- 
log x! - (x log x) - x 

. tem-se: 

- - - Z Z T log T /fij+ TlogT 
i j ij ij 

com 

sendo tomado xlogx = O para x=O. 

Chega-se finalmente ao problema (PI): 

N N 
max H = - L I: T log T /rij 

i j ij i j 
Tij 

(IV. 7 )  



obedecendo as relações (IV. 3) e (IV. 4), para o qual se pode fazer 

várias observações: 

- se existe uma repartição equiprovãvel das probabilidades 

a priori F , ou seja, se elas são iguais a 1/T tem-se 
ij . 

O problema (P ) é então equivalen-te ao da. maximização da entro- 2 

pia do sistema, utilizado de forma clássica em planejamento ur- 

30  bano (ERLANDER ) (ver capítulo 11). 

Neste tipo de modelo, SE puderam ser consideradas 

as ligaçoes para as quais as probabilidades a priori de viagem 

não são nulas.: 

*. A forma de estabelecer estas probabilidades será 

muito importante para a determinação da distribuição solução 

do problema. Seria também desejável que estas probabilidades a 

priori levassem em conta os custos de deslocamento Cij entre ca - 

da par. Geralmente é dificil juntar este fator com os demais fa - 

tores sócio-econÔmicos de cada área (população, nível de empre- 

go, etc.). 

Numa situação de planejamento a curto prazo, po- 

der-se-á tomar como distribuição a priori a distribuição atual, 

resultante atual destes fatores e custos. A solução aceita para 

uma situação de mais longo prazo, e que resolva esta dificulda- 



de, 6 a de considerar que estas probabilidades a priori F i j são 

fundamentadas exclusivamente nos fatores sõcio-econômicos carac - 

terzsticos de cada área (uma distribuição a priori considerando 

estes fatores sócio-econômicos previstos para cada zona poderá 
I- - 

ser simplesmente com ;jl = O . D / T), e que os custos 
i j i j  

de deslocamento são levados em consideração de forma explícita 

através da formulação, pelo planejador,de restrições para cada 

tipo de custo (cujo nível poderá ser indicado por ele). Conside - 

rando-se unic~xente um custo generalizado de viagem C entre i j 

i e j ter-se-á a restrição global: 

, O nível de custo total C poderá ser estabelecido 

pelo planejador, utilizando-se por exemplo, da noção de sensibi - 

lidade da população urbana ao custo de transporte, ou seja,esse 

nível C podera ser determinado pela equação (11.27). .. 

Finalmente, a distribuição mais provável, dentro 

do quadro de .hipóteses consideradas pelo planejador, será solu- 

ção do problema (P3) (modelo entrópico restrito) 

max H 
T 
i j 

sob as restrições IV.3, IV.4 e IV.9. 



IV.3. REFORT~JLACÃO E SOLUCÃO DO PRORLEPm PELA PROGRAXACÃO GEO- 

Definindo as variáveis normalizadas 

H póde ser escrito como: 

com 

N N 
H = -  T C C t l0g (t /f ) 

i=l -j=l ij ij ij 

e o problema ( P j )  será equivalente ao problema ( P 4 )  : 

sujeito a 
< 



- 
onde: O =Oi /T ,  i = 1 ,  ... .N i 

e 6kl  6 O operador  de  Kroneclcer. 

A ve r são  con t ínua  do problema (P  ) c o n s t i t u i  o 4 

problema dua l  da programação geométr ica  ( D U F F I N ~ ' )  do problema 

(P5) : 

min K (u,x,w) - 

onde : 

com - - - 
N - O  N -D C 

m = r ( ~  h ) n  ( V  5 W  
h = l  h k = l  k 

A t e o r i a  d a  dua l idade  da programação geomét r ica  
. ,  

conduz en t ão  5s r e l a ç õ e s  e n t r e  a s  soluçÕes de  ( p 4 )  e ( P ~ )  : 



Para analisar a questão da unicidade da solução 

de (P5) , pode-se reescrever a função K como: 

coin 

OU seja, 

e o problema (P5) se reescreve (P6) : 

- - e  

min K.(u,v,w) - - 

- 
Definindo as variáveis auxiliares Ã p .  e q como: i'. 1 

Ãi = log ííi i = 1, ;..,N 

- 
= log V 

j 
j = 1, ..., N 

I = log w 

este Último problema 6 equivalente, considerando que a função 10 - 



C 

garitmica (que aparece na expressão do critério de (P~), e uma 

funFãb monótona crescente, ao problema P seguinte: 

Este Último proh1m.a é convexo, ja que seu conjunto de 

soluções viáveis é definido através de restrições lineares, e 

que a sua função objetivo é estritamente convexa. Prova-se esta 

Última propriedade de convexidade considerando que esta função 
- 

é a soma de funções compostas convexas, Ai + + (C - .C, . )  
j 11 

sendo convexa por ser linear e a função exponencial sendo uma 

função estritamente convexa monotonamente crescente. 

~ntão, pode-se deduzir que o problema inicial 

(P5) admite no máximo uma Única solução, ainda que ele não se- 

ja necessariamente um problema convexo. 

As condiçÕes de otimalidade de primeira ordem 

(aqui condiçÕes necessárias) do problema (P5) são: 



onde: O ( u , v , w ) =  - C C f u v w  i j i j ij 

- 

?le ( I V . 1 7 )  e ( I V . 1 8 )  temos: 

ou ( n o  caso em que F = P. q. ) : 
i j 1 I 

S u b s t i t u i n d o  ( I V . 2 0 )  e ( I V . 2 1 )  em ( I V . 1 6 )  v e m :  



onde Ai e B são coeficientes de ponderação. 
j 

A solução do problema conduz novamente a uma dis - 
' .  

tribuição gravitacional de tipo exponencial. 

Iv.4. COMPARAÇAO COM OUTPSs. ABORDAGEM 

vários autores (CHARNES~~) consideraram que a 

simples aplicação da teoria da dualidade da programação geomé- 

trica ao problema (P ) era insuficiente para conduzir a urna so- 4 

lução. Pode-se ver pela relação (IV.22) que este não 6 o caso. 

Estes autores ~prosuseran utilizar o que chamaram d.e "Programação 

~eométrica Estendida" (baseada na desigualdade geométrica: 

com 

x i E L Y i  E R' e yilog yi = O quando yi=O). 

No entanto, mostra-se aqui que essa abordagem di - 

ferente da~solução (P4) conduz aos mesmos resultados através da 

resolução de um problema dual (PE4) . 

Nessa abordagem, o problema (P4) 6 substituído 

pelo problema (PE4) equivalente (ZMETEK lo3) : 



m x  H (t. . )  - T 
z,tij 1 J 

sujeito a 

(IV. 2 6 )  

além das restrições (IV.11). ao qual corresponde o problema pri - 

mal (PE5) da. programação geométrica estendida: 

min T +(~,yIW1X) - T 
U,V.W.X 

onde : 
N N - C .  . 

y x = ( L L f ui v. w l?x) O(U,V,W) + log x-1 
J - - (IV. 29) j=l ij 

Tem-se então a relação 

. , 

y @.y,x,w) = x. e (U,V,W) + 109 x-I - - 

com 6 (U,V,W) = exp K(U,V,W)/T, - - - - 

e portanto 

min il (~,~,w,x) = minimin x 6 (u,v,w)+ 104 x-'1 (m.31) - - 
u,v,x,w - - x - U,V,W - 



As duas abordagens conduzem, então, à mesma solu - 

ção e são equivalentes. 

IV.5. INTERPRETAÇÃO Dfi SOLUCÃO DO PROBLEMA 

. No ~arãgrafo anterior, foi mostrado como a solu- 

ção do problema ãe distribuição está intimamente ligada à função 

0 das variáveis - u, - v, e w, que pode ser interpretada de duas 

formas : 

- em termos da ut.ilidade do sistema de transporte, 

- em termos da acessibilidade das áreas interligadas. 

Pode-se escrever K (u,v,w) como: - - 

Esta expressão é verificada, imediatamente, ao 

se fazer as transformaçÕes abaixo indicadas: - 



Tomando o logaritmo da equação (IV.14) vem: 

- Fazendo 

Ai = log ui , i ... , N 

pj = log v 
j 

, j=l, ... , N 

rl = log w (IV.37) 

e 
N N (Ai + P - Kij) 

j 
(IV. 38) 

a = C  C f  e 
i=l j=l ij 

- E substituindo (IV.36), (IV.37) e (IV.38) em (IV.13) ob- 
teremos a relação (IV. 35) . 

, Elimina-se o caso em que é nulo na solu@o de 

(P5) , já que, .segundo IV.19 pode corresponder ao caço onde 
- 

Cij = C, i . . . ,N e j=l, . . . N ou ao caso em que os cus- 

tos generalizados não são levados em conta. 

As variáveis Ai , p .  q correspondem às variáveis 
I 

de Lagrange associadas às restrições (.IV. 11) do problema (P4) 

(ZANGWILL 1 0 2 )  

1 representa um custo marginal devido a uma me- - 
rl 

lhoria d e H ,  
, 

Ai ( p. ) representa uma melhoria de H ,  devido 
7 

a 

uma modificação marginal de Õ.(Da)r 
1 1  

X 
= i 

Li - ( M ~  = ? - / q )  representa o valor (de uso) 
rl J 



de uma variação marginal de 5, ( 5 . )  . 
L -  I 

O valor de uma vizgem suplementar entre i e j se - 

A variação marginal de H será: 

Definindo 

. e tendo 

vê-se que T /  - 1 representa uma média generalizada das variações 
Q 

marginais de H em tomo do seu valor ótimo. 

, T representa então, uma média generalizada dos 

custos marginais em torno da solução de (P4) e pode ser inter- 

pretada como um preço uniforme de transportes (LESOURNE~~). 



Finalmente tem-se: 

N 
1 (T log 0 -  T log  T )  = - i- C (oiLi 4- DiMi)-C - 
0 i=l 1 

Considerando a i n t e r p r e t a ç ã o  de T ,  Li e M i ,  r e  - 

presen ta  um excedente p r e v i s t o  para  o s i s tema de  t r a n s p o r t e  e o 

problema (P5)  pode s e r  i n t e r p r e t a d o  como a procura do máximo 

d e s t e  .excedente (LEÇOURNE'~ )  . 

I 

' Su.pondo que a u t i l i d a d e  do s is tema de t r a n s p o r t e  

em r e l a ç ã o  à c o l e t i v i d a d e  s e j a  i g u a l  a zero  quando s e  tem equi-  

r e p a r t i ç ã o  de viagens (sem cons iderar  a s  r e s t r i ç ó e s  ( I ~ . l l ) , t e m  

-se :  

com 

- 
, Se a solução de ( P 4 )  é t a l  que T = T ,  conside- 

i j  

rando ( I V . 2 2 )  obtem-se: 



Finalmente, a relação (IV.41) pode ser escrita 

como : 

de onde pode se deduzir a relação entre a utilidade coletiva e 

8 : 

u ( J T ~ ~ I )  = - T log B({T i j 1) +constante (IV.44) 
rl 

Comparando esta relação com a relação 

Si = h log Gi 

obtida de (11.48) e (11.49) do capitulo 11, e que liga utilida- 

des locais e acessibilidades locais, a funcional 8 pode ser in- 

terpretada como sendo um índice de acessibilidade global do sis- 

tema de transporte. 

Finalmente, na solução do problema de distribui- 

ção de viagefis, têm-se as relações ligando Entropia condicional, 

Utilidade e Acessibilidade do sistema de transporte: 

Considerando-se a interpretação feita para 8,ela 

pode ser escrita na forma: 

N N - C i j  
8 = C c ií. V. w 

i=l j=l 1 J 

onde 



- 
u sendo uma media geométrica dos uk, k=1, ...,N 

- 
v sendo uma média geométrica dos vh, h=1, ..., N 

- 
-C 

. W  /sendo uma média geométrica dos..fatores de resistência nas 

ligações, 

obtem-se então: 

com 
N - Cij . N - Cij 

'i = C V. w e e 3 = z  ú i w  
j=l 3 i=l 

onde: 0 .  representa a acessibilidade do sistema de transporte 
1 

I 

a partir da zona i; 

j 0 reyresenta a acessibilidade da zona j a partir do sis - 

tema de transporte; 

' ú.(V.) representa a variação marginal de acessibilidade glo- 
1 3  

bal devida a uma variação da acessibilidade local 

0. (0 ' )  de uma unidade em torno da solução ótima do 
1 

problema de distribuição de viagens. 

, Estes coeficientes ~ermitirão ao planejador ava- 

liar, em termos de acessibilidade global, modificações projeta- 

das para a rede de transportes ou as consequências da reestrutu - 

ração geográfica das atividades econômicas. 



A resolução numerica do problema prima1 geomstri - 

co (Ps) ou dos problemas equivalentes (P6) e (P7) será necessá- 

ria, para se ter uma quantificação dessas acessibilidades. 

137.6, ESTUDO DOS CASOS LIMITES DO MODELO 
-. 

O problema inicial ( P 4 )  é parametrado pelo nível 
. '  . 

C do custo total Este custo é ligado 2 variável w pela relação 

a) Se w tende para + na solução de (P,-1, pode-se mostrar 

+ 
que definindo E como: 

onde . lim 
w-tm 

tem-se: 
2 

então 
=. 

lim .r = O 
w-t O0 

Neste caso (P4) é equivalente, no limite, ao pro - 
blema: 

N N 
max C 0 . L .  i- C D.M 

1. 1 L, ,M. i=l j=1 J j 
1 3  

que constitui o dual da programação linear (DANTZIG~')~~ ~roble - 

ma de Hitchcock: 



A s i t u a ç ã o  de w++a corresponde, en tão ,  ao caso  

em que a d i s t r i b u i ç ã o  de viagens é o r e s u l t a d o  da minimizaçãodo 

c u s t o  t o t a l  de viagens (correspondente para  a população conside - 

rada  a uma s e n s i b i l i d a d e  ao cus to  de t r a n s p o r t e  i g u a l  a 1).  

b )  No caso em que w = 1 a solução do problema (P5 )  é i g u a l  

à solução do problema (111.50) do c a p í t u l o  111. Ou s e j a ,  e s s a  

solução não depende do n í v e l  do c u s t o  t o t a l  de t . ranspor te  C e 

- corresponde a uma s e n s i b i l i d a d e  ao cus to  de t r a n s p o r t e  da popu- 

l ação  i g u a l  a zero ,  quando s e  reformula o í n d i c e  de  s e n s i b i l i d a  - 

de ao c u s t o  como sendo: 

com 

- c* - C 
min 

* onde p* .I é solução do problema (PZ) ou a inda ,  onde o s  t 
"JJ i j  = 

m * 
L 

= .  ij - são  dados por:  
ryi 



* 
onde os vetores - u* e - v são soluaões do sistema de equações: 

C) NO caso em que w tende a zero na solução de (P5 )  Pode-se 

mostrar (utilizando a teoria da dualic'.~de da programação linear) 

que este problema é equivalente a: 

N N - 
Max E C cijxij = T. C 

i j max 

Esta situação corresponde ao caso em que a dis- 

tribuição de viagens é o resultado de uma maximizaç~o do custo 

total de viagens. 

, Pode também ser definido, aqui, um índice de sen 
- 

sibilidade ao custo caracterizando as dituações onde O<w<l tal 

que : 



CAP~T~LO V - MÉTODOS DE RESOLUÇÃO E ANZLISE DA SOLU~ÃO DO MODE- 



Neste capitulo é abordado inicialmente o problema 

da existência de soluções para o modelo estrõpico restrito anali - 

sado no capítulo anterior. A seguir será desenvolvida uma análi - 

se dos problemas da resolução numérica e finalmente abordado o 

da análise de sensibilidade da solução do problema do 

modelo entrõpico restrito. 

- Como foi visto no capltulo anterior, o problema 

(Pj) poderá ser tratado ou utilizando-se da sua forma dual geomé - 

trica equivalente (probl.ema (P4) ) , OU então utilizando-se da sua 

forma prima1 equivalente (problema (P~)). Segundo o aspecto par - 

titular considerado, uma ou outra forma ser2 a mais adequada pa- 

ra ser utilizada. 

V.2 - SOLVABILIDADE - 

O estudo da solvabilidade do problema foi ampla- 

mente pesquisado (DINXEL e KOCHENBERGER~~) , partinão-se da consi - 

deração do seguinte problema inicial relaxado: 

com 



- 

para o qual existe sempre uma solução evidente: 

com 

Considerando -0. problema de distribuição de 

viagens com a formula$ão èntrópica, ou seja, o problema: 

jmax - 1 1 tij 104 tij 



com 

No capitulo IV, foi mostrado que, quando a solução deste proble 

ma existe, ela é finica e da forma: 

com 

Supondo que a matriz kYj] satisfaz as condi~ões de positividade 

apresentadas no parágrafo 111.1.2, poder-se-á aplicar o método 

de Purness para resolver o sistema de equações (V.T>), com uma so- 

$50 da forma i 

e obter-se-á, sempre, uma solução estritamente positiva 

Utilizando-se o resultado de unicidade, apresentado no pais-gra- 

£o 111.1.1, ter-se-á: 



Ou s e j a ,  s e  p!j] s a t i s f a z  a s  cond ições  de p o s i t i v i d a d e ,  o pro-  

blema e n t ~ ? ó p i c o  a d m i t i r á  uma so lução  ( e s t r i t a m e n t e  p o s i t i v a ) .  

Desenvolvendo o mesmo r a c i o c í n i o  pa ra  o modelo en - 

t r ó p i c o  condicional-: 

s u j e i t o  5s mesmas r e s t r i ç õ e s ,  e  considerando a  matr iz  

' J  t a l  que: 

o r i g i n a l  

( V . 9 )  

chegar-se--5 ao! mesmo resu l t ado :  

Resultado 1 

Se a  m a t r i z  s a t i s f i z e r  a s  c o n d i ç õ e s  de po- 

s i t i v i d a d e  ( C N S ) ,  o  modelo e n t r ó p i c o  c o n d i c i o n a l  a d m i t i r a  um a  

s o l u ç ã o  Única  e  e s t r i t a m ' e n t e  p o s i t i v a .  

Se a  matr iz  FP ,] não s a t i s f i z e r  e s t a s  condições,  
N 

como o conjunto v i á v e l  d e s t e  problema não é vazio  
N -. - 

D . )  e  a  sua função o b j e t i v o  é e s t r i t a m e n t e  côncava s o b r e  
j = l  7 

, então  o modelo e s t r ó p i c o  admi t i r á  uma solução  Única não 

e s t r i t a m e n t e  p o s i t i v a .  



Considerando, final mente,'^ modelo en t róp ico  r e s -  

t . r i t o ,  do c a p í t u l o  I V ,  e s t e  admi t i r a  uma solução s e ,  e somente 

se:  

- c  min 5 C L 'max (V. 10)  

Cmin ( kmid ) é solução do problema de  Hitchcock 

e m a x  ( (tmax ( ) é solução do problema de  maximiza- 

dos cus tos  de viagens,  s u j e i t o  2s r e s t r i ç õ e s  de  conservação 

e p o s i t i v i d a d e .  

' s e  C não s a t i s f i z e r  a condição (TT.LO), o conjunto 

v i á v e l  do probfema ( P j )  s e r á  vaz io .  
: 

Se C s a t i s f a z  a condição (V.  10)  , pode-se definir o 
% 

- parâmetro a:  

C - 
a = 

'min com O < a < l  - - 
- 

'max 'min 

(V. 11) 

e considerando que Smin e S são  os  conjuntos ,de so luções  dos max 

problemas de minimização e de maximização de  cus tos  de  t r anspor -  

t e ;  pode-se c o n s t r u i r  o subconjunto de  so luções  admiss íve is  Sa 

do problema (P3) : 



* 
s e j a  t a l  que Z > O 

En t re tan to ,  a e x i s t ê n c i a  de  soluções v i á v e i s  

t r i t a m e n t e  p o s i t i v a s  p a r a  o  problema ( P 3 )  não g a r a n t i r á  que 

solução. ótima também s e r ã  e s t r i t a m e n t e  p o s i t i v a .  A t e o r i a  

dual idade  da programação geomgtrica (DUFFIN e  PETERSON 2 9 )  

es -  

sua 

da 

per-  

mi te '  e s p e c i f i c a r  a s  condicões para  que . i s t o  aconteça.  

Podem-se deduzi r ,  como apl icação  d i r e t a  d e s t a  t e o r i a ,  os  seguin - 
t e s  r e su l t ados :  

Resultado 2 

O modelo e n i r ó p i c o  ( P 4 )  é c o n s i s t e n t e  e  admi t e  

uma s o l u ç ã o  e s t r i t a m e n t e  p o s i t i v a  s e ,  e  somente s e ,  o  problema 

prima2 í P s )  é c o n s i s t e n t e  e  a d m i t e  uma so2ução f i n i t a  e  e s t r i t a -  

men te -  p o s i t i v a .  

S e  o  modelo e n t r ó p i c o  r e s t r i t o  í P 4 )  e  o  probZema 

prima2 ( P 5 )  são c a n e n i c o s ,  e n t ã o :  

2) O problema ( P 4 )  é c o n s i s t e n t e  

2 )  A soZução de I P 4 )  é e s t r i t a m e n t e  p o s i t i v a  s e  ( P 5 )  

admi te  uma so lução  p o s i t i v a .  

Pode-se observar que o  problema ( P 5 ) ,  sendo funcionalmente i r r e s  - 



t r i t o ,  s e r á  sempre supercons i s t en te  e  a  ap l i cação  do seqund-o re-  

s u l t a d o  depender2 somente da  sua  solução.  

Por o u t r o  l ado ,  a s  condições de  dual idade  d a  pro- 

gramação geométrica mostram, no c a p í t u l o  V ,  que s e  ( P ~ )  OU ( P j )  

admite uma s o l u ç ~ o ,  e s t a  é d a  forma: 

com 

S e  [tij] é p o s i t i v a  e  w G f i n i t o ,  a  mat r iz  Eij] t a l  que 

(V. 15)  

(V.  1 6 )  

s e r á  também p o s i t i v a  (condição s u f i c i e n t e  pa ra  s a t i s f a z e r  a s  con 

d ições  de  posi t ividad-e do c a p í t u l o  111). Valendo-se do r a c i o c í -  

n i o  anter iormente exposto,  mostra-se que a  solução do problema 

6 e s t r i t a m e n t e  p o s i t i v a .  

A s i t u a ç ã o  em que s e  ap resen ta  uma solução com 

w + +w foi i d e n t i f i c a d a  no c a p i t u l o  a n t e r i o r  como sendo aquela  

e  a  que apresen ta  uma solução com w i g u a l  a  ze- em que C = Cmin, 

r o  também f o i  i d e n t i f i c a d a  no c a p i t u l o  a n t e r i o r  como sendo aque 



l a  em que C = Cmax. 

Finalmente,  obtém-se o  segu in te  resul-tado: 

Resultado 4 

Uma condição n e c e s s á r i a  e  s u f i c i e n t e  para que s e  

t e n h a  uma so lução  do modelo e n t r ó p i c o  r e s t r i t o ,  e s t r i t a m e n t e  p o -  

s i t i v a  é que ,  com m a t r i z  sendo p o s i t i v a ,  o n i v e l  de c u s -  

t o  t o t a l  C s e j a  e scoZh ido  t a l  que:  

( V .  2 7 )  

V . 3  - ALGORITMOS DE K E S O L U Ç ~ O  DO MODELO ENTRÕPICO I E S T R I T O  ---- ..-.-. 

V. 3 .1  - - ~ o n s i d e r a ç õ e s  --- Gerais Sobre - a  ~esolu&o - Nurn&ica ----- do 1";- 

Como j a  f o i  v i s t o ,  a  função K(u, - - v ,  w) admite ,  no 

máximo, um s ó  mhimo. ~ n t ã o  é i n t e r e s s a n t e  t e n t a r ,  a inda  que a  

função K não s e j a  e s t r i t a m e n t e  convexa, a  resolução  d i r e t a  do 

problema (P5)  , a t r a v é s  do uso de algori tmos c l á s s i c o s  de  minimi- 

zação de f u n ~ õ e s  i r r e s t r i t a s  do t i p o ,  por exemplo, dos a l g o r i t -  

mos que u t i l i z a m  o  g r a d i e n t e  da  função p a r a  determinar  d i r e ç õ e s  

de busca do mínimo. 

O g r a d i e n t e  V K  da função K ( R  2N+I,R) s e r á :  



(v. 18) 

(V.  19) 

Neste caso passar-se-á de  uma soluqão i n t e r m e d i á r i a  S a ou-- - (]<) 

t r a ,  a t r a v é s  db -um processo da forma: 

com 

- 
onde é uma matr iz  de c o e f i c i e n t e s ,  cu jos  au tova lo res  sao  

(]c 

p o s i t i v o s ,  determinada de  forma v a r i á v e l  conforme o a lgor i tmo.  

I 

A apl icação  d e s t e s  métodos ap resen ta  v á r i a s  d i f i  - 

culdades:  

- a e x i s t ê n c i a  de r e s t r i ç õ e s  d e - e s t r i t a .  p o s i t i v i d a d e  sobre  



a s  v a r i h e i s  impõe uma adaptação d e s t e s  a lgor i tmos .  

- .a convergência t e ó r i c a  d e s t e s  metodos s e r 5  r e a l i z a d a  icorn 

um número i n f i n i t o  de i t e r a ç õ e s .  

- a não convexidade da  função o b j e t i v o  (e a  p o s s i v e l  e x i s -  

t ê n c i a  de pontos de  i n f l e x ã o )  poderá t a n t o  r e t a r d a r  O 

' .  
processo da  procura da solução,  como conduzir  a  soluçÕes 

p a r a s i t a s .  

- f ina lmente ,  s e r á  n e c e s s z r i a  uma solução da p a r t i d a  pa ra  

a i n i c i a l i z a r  o  processo de procura ,  formulada em termos 

dos L ,  V e  w. Normalmente, e s t a  solução não poderá le- 
-3 

var  em conta  informações i n i c i a i s  possuídas p e l o  p lane ja -  

A gcmde vantagem desta-abor2agern d i r e t a  d o  pro- 

blema (P5)  é a  de requerer  um es fo rço  de programação b a s t a n t e  
< 

reduzido. 

V.3.2 - Aplicabi l idade  do Método Simplex-Convexo à ~ e s o l u ç ã o  do 

Problema D.ual ~ e o m ê t r i c o  

Pode-se observar  que o  problema i n i c i a l  ( P 3 )  apre  

s e n t a  uma função o b j e t i v o  e s t r i t a m e n t e  cÔnclava a  s e r  maximizada, 

s u j e i t a  a e lenco de  r e s t r i ç õ e s  l i n e a r e s .  E s t a  c l a s s e  de  pro- 

blemas de programação matematica tem s i d o  amplamente pesquisada 

e exis tem, na l i t e r a t u r a ,  v á r i o s  métodos de  resolução  d i spon í -  

v e i s  (Método da  ~ p r o x i m a ~ ã o  Linear ,  ~ l g o r í t m o  de Frank e  Wolfe, 



~ é t o d o  do Simplex-Convexo (ZANGWILL ' O 2 ) ,  e t c . ) .  

4 v á r i o s  a u t o r e s  (BECK e  ECKER ) desenvolveram um 

t r a b a l h o  de  adaptação do ~ é t o d o  do Simplex-Convexo pa ra  a  r e s o l u  - 

ção dõ problema dua l  g e r a l  da  programação geométrica.  E s t e  es -  

fo rço  é j u s t i f i c a d o  pe lo  f a t o  d e ,  no caso  de um problema pr imal  

geral  da  programacão geométrica,  a  resolução  de  seu d u a l  apresen  

t a r  aspectos  mais abordáveis  (o  problema primal  geométrico é ge- 

ralmente não l i n e a r ,  não convexo, com v a r i a s  r e s t r i ç õ ~ s  d e  des i -  

gualdade não l i n e a r e s ,  e t c . ) .  A d i f i c u l d a d e  maior dessa  adapta- 

ção c o n s i s t e  nas  condições de  anulação das  v a r i á v e i s  d u a i s  asso- 

c i adas  a  uma mesma r e s t r i ç ã o  (desigualdade)  do problema primal  

( e s t a  anulação, se o c o r r e r ,  deve s e r  simultânea para  todas  e s t a s  

v a r i ~ v e i s ,  o que o método Simplex-Convexo não permi te ,  j á  que 

e l e  examina a s f v a r i á v e i s  de  forma i n d i v i d u a l ) .  

No caso do problema d u a l  ( P 4 ) ,  considerado n e s t e  

t r a b a l h o ,  e s t a  d i f i c u l d a d e  não e s t a r á  p r e s e n t e ,  j á  que o seu  p ro  

biema primal geométrico (P5 )  é funcionalmente i r r e s t r i t o .  

A d i f icu l .dade  aparente  da  ap l i cação  do ~ 6 t o d o  do 

Simplex-Convexo ao problema ( P 4 )  c o n s i s t e  na não d e f i n i ç ã o  do 

N2 
g r a d i e n t e  da função o b j e t i v o  ( V H E R  ) em pontos t a i s  que algumas 

das v a r i á v e i s  d u a i s  sejam nu las  (o  que se espera  acontecer  natu- 

ralmente para  a s  v a r i á v e i s  não b á s i c a s )  já que e l e  tem a expres- 

- 
sao: 



V H i j  = - 1 - log ( t .  ./f. . )  , 11 11 

A s e g u i r ,  s e r á  apresentada a  l ó g i c a  d e s t e  método 

e  mostrado o  segu in te  r e s u l t a d o  importante  p a r a  a  r e so lução  do 

problema i n i c i a l  (P3)  : . 

Resultado 5 

P a r t i n d o  de uma s o l u ç ã o  inicial v i á v e l ,  s s t p i t a -  

mente p o s i t i u a ,  o  ~ é t o d o - d o  Simples-Convexo g é r a i á ,  ao l o n g o '  de  

s u a s  i t e r a ç Õ e s ,  soZuçÕes v i á v i i s  e s t i i t a m e n t e  p o s i t i v a s .  
1 

Este  r e s u l t a d o  e l iminará  t a n t o  a  preocupaqão a n t e r i o r  como a  pos - 

s i b i l i d a d e  do'método não convergi r  pa ra  e s t e  problema. 

O problema (P3)  pode s e r  pos to  na forma cons ide ra  - 

da pe lo  ~ é t o d o  do Simplex-Convexo, ou s e j a :  

max H(t) 



2 
onde A é uma matr iz  (nxN ) c u j a s  l i n h a s  são l inearmente indepen- 

dentes  e  n  é i g u a l  a 2N ( r e t i r ando-se  uma das r e s t r i ç õ e s  de  con- 

s e r v a ç ã o ) ,  quando a  r e s t r i ç ã o  de c u s t o  é l inearmente independen- 

t e  das  r e s t r i ç õ e s  de conservação r e s t a n t e s  <em caso c o n t r á r i o ,  

Seja  - to uma solução b á s i c a  admiss íve l ,  d e  uma so- 

lução in te rmediá r i a  - t ,  e s t r i t a m e n t e  p o s i t i v a ,  e  sejam 2 o  seu 

quadro e - b" o  seu segundo membro. Tem-se: 

O s  cus tos  r e l a t i v o s  associados a e s t e  quadro são: 

onde 

OU s e j a :  



onde q 
(kR) ( i j )  

é o elemento da  l i n h a  (ICE) e coluna (i j )  do qua- 

d r o  Q(por  exemplo, ( I < ,  R )  e (i, j )  corresponderão respectivamen- 

t e  5s N (k-1) +L e N (i-1) +j do v e t o r  L) . 

A s  componentes do v e t o r  d e  cus tos  r e l a t i v o s  são  

da forma: 

(V.  2 7 )  

Supondo que a base é não degenerada, o segundo e também o t e r -  

c e i r o  termos são f i n i t o s .  

O s  cus tos  r e l a t i v o s  permitem, como no caso do S i m  - 

plex d a  programação l i n e a r ,  d e f i n i r  a s  mudanças a serem r e a l i z a -  

das  nas  v a r i á v e i s  não b á s i c a s  para  maximizar a função o b j e t i v o  



(uma descr ição  detalhada e  completa do algorltmo do Simplex-Con - 

vexo pode s e r  encontrada em Z A N G Y ; ' I L L ~ ~ ~ )  : 

- Procuram-se aumentar a s  va r i áve i s  não bás icas  que apresen - 

tem, in ic ia lmente ,  um cus to  re la t i -vo  pos i t i vo  ( a t é  z e r a r  

o cus to  r e l a t i v o  de alguma va r i áve l  b á s i c a ) .  
, . 

tem, - in ic ia lmente ,  um cus to  relat . ivo negat ivo ( a t é ,  s e  

pos s íve l ,  ze ra r  e s t e  c u s t o ) .  

Es ta  Última s i tuação  parece apresentar  a poss ib i -  

l idade  de ge ra r  va r i áve i s  não b k i c a s  nu las .  A modificação de  

uma v a r i h e l  não bás ica ,  no ~ é t o d o  do Simplex-Convexo, deve ser 

acompanhada de uma modificação das va r i áve i s  bás icas  de forma a 

manter a  v iab i l ida2e  da solução,  ou s e j a ,  sz k é o í n d i c e  da va 

r i á v e l  náo bás ica  considerada, a  d i r eção  de procura da solução 
< 

. - d s e r á  t a l  que: 

d = O  s e  j  não é í nd i ce  de uma va r i áve l  
j 

bás ica ,  com j  f k 

(V.  2 8 )  

d = - q j k  
j 

se  j  é i nd i ce  de uma va r i áve l  

bás ica  



- 
E s t e  passo  do Simplex-Convexo é equ iva len te  à maximizaçao d a  

função de uma v a r i á v e l  

com a s  segu in tes  r e s t r i ç õ e s :  

0 >. O 

t - 8d - - v i á v e l  

Pode-se mostrar  que: 

Tendo C k ( t )  - i O e supondo que e x i s t a  s a t i s f a z e n d o  a s  r e s t r i -  
< 

coes (V.29) de mcdo que tk = 0, então:  

Como a função h ( 0 )  é cont ínua ,  bem como a sua de r ivada ,  pode-se 
* 

conc lu i r  que e x i s t e  0 t a l  que: 

* * 
c, (2 - e d ) = O  - com O < 6  < e 1  

ou a inda ,  e s t e  passo do Simplex-Convexo v a i  conduzir a  um v a l o r  



e s t r i t a m e n t e  p o s i t i v o .  

- 
No caso de e1 não e x i s t i r ,  cons idera-se ,  d i r e t a -  

mente, o  v a l o r  poss lve l  s u p e r i o r  ( t a l  que t - 0d - s e j a  v i á v e l )  
' .  

para  8. 

~ n t ã o ,  tendo uma solução i n i c i a l  e s t r i t a m e n t e  po- 

s i t i v a ,  o  método do Simplex-Convexo poderá s e r  u t i l i z a d o  d i r e t a -  

mente p a r a  r e s o l v e r  o  problema ( P 3 ) .  

A convergência d e s t e  método f o i  demonstrada em 

v s r  i o s  t r aba lhos  (ZANGWILL ' O 2 )  , sendo a  solução do problema a t i n  

g i d a ,  teoricamente,  com um número i n f i n i t o  de  i t e r a ç õ e s  d e s t e  

algori tmo (o  método Simplex da  programação Linear  converge em uni 

número f  i n i t o ,  de i t e r a ç õ e s )  . 

v .3 .3  - ~ r o p o s i ç ã o  de  Uma ~ s t r a t é g i a  de ~ e s o l u ~ ã o  

Neste ;tem s e r á  apresentada uma e s t r a t é g i a  de re-  

solução do problema, fundamentada nos v á r i o s  r e s u l t a d o s  apresen- 

tados  anter iormente n e s t e  capitulo. 

Considerando novamente o modelo en t róp ico  r e s t r i -  



N N 

(com 1 o i =  1 D = T )  
j 

i=l j =l 

( V *  3 4 )  

a pr imeira  operação a r e a l i z a r  é a de v e r i f i c a r  s e  o conjunto 

viave1 não é vazio.  Para i s t o ,  resolve-se o problema de  t r ans -  

por tes  

s u j e i t o  a (V.331, sendo pi miJ uma solução do problema e 'min 



o custo t o t a l  mínimo; 

e o problema de maximização do custo t o t a l :  

s u j e i t o  a ( ~ $ 3 3 ) ~  sendo [Tij max] uma solução do problema e 'max 

o custo t o t a l  r-sximo. 

Se a seguinte condição não fo r  s a t i s f e i t a :  

C < C < Cmax min - - 
(V. 35) 

o problema (P3)  não admitirá solução. 

Se a condição (V.35) é satisfeita, devem se r  consi- 

derados os seguintes casos: 

C = C  min e kij min] é solução Única. Neste caso 

ki min] é a 'solução do problema ( P j )  e 

C = C  min e kij  mid não é S O ~ U Ç ~ O  única. Neste ca- 

so, o problema (P3 )  admite a mesma solução que o pro- 

blema (P8)  : 



A s  condições de  ot imalidade de  p i m e i r a  ordem s e r ã o ,  a q u i ,  con- 

diqões s u f i c i e n t e s  de  o t imal idade ,  já que s e  pode mostrar  que 
r- -7 

H ( Ti ( A )  ) é e s t r i t a m e n t e  contava para  h ,  s a t i s f a z e n d o  (V.  37) e L -1 - 
(V.38). Es tas  condições são: 

a L 
= o k = 1, ... , k (V. 40) 

a l k  

Escrevendo as condições (V. 4 0 )  : 

k 
mul t ip l icando cada uma-&essas equações por h e somando-as, ob- 

tem-se a re lação:  

N N K  

k k  
h k  t k .  i1 = v  . 1 h k +  1 h v (V.  4 4 )  

k = l  k = l  



ou a inda ,  levando-se em con ta  a s  r e l ações  (V. 3 6 )  , (V .  4 1 )  ou s e j a .  

(V,37)  e ( V . . 4 2 ) ,  obtém-se: 

. . 

ou s e j a ,  a  solução d e s t e  problema não l i n e a r  de 2k + 1 v a r i á v e i s  

k 
' ( h k ,  k  = i, ... , k, v , k = i ,  ... , k e  v )  s e r á  a  soluqão 

do s i s tema d e  equações t ~ . 4 2 ) ,  (V.43) e  ( v . 4 5 ) .  

C = 'max e  ki maxJ é .  S O I U Ç ~ O  r l única .  Aqui t ambéin , 

como no pr imeiro  caso ,  kij ,maJ s e r á  a  so lução  do p r o  - 

C - Cnia& e  kij iax] não é solução  Única. Neste caso  

resolver-se-á  o problema (P8)  com OS [Tk. i] max ] no lu-  

gar:. dos [T: min) ( P , ~ )  . 

Neste caso ,  sabendo-se que e x i s t e  para  o problema (P3 )  uma so lu -  

ção Única e  e s t r i t amente  p o s i t i v a  (Resultado 4 ) ,  mostra-se (Re- 

su l t ado  5 )  que o método do Simplex-Convexo é a p l i c á v e l  p a r a  re-  

s o l v e r  o  problema considerado. Para o b t e r  uma solução i n i c i a l  

v i á v e l ,  e s t r i t amente  p o s i t i v a ,  sugere-se o seguin te  procedimen- 

t o :  



a') Resolve-se o modelo en t róp ico  ~ ~ n d i c i o n a l ,  u t i l i z a n d o ,  

por exemplo, o metodo de  Purness apl icado à mat r i z  i n i -  

c i a l  d e  d i s t r i b u i ç ã o  de viagens [TYj] = Lij .  oi .D . / T  . 
* I 

s e j a  bij] a solução d e s t e  problema ( T i j  > O ,  i = 
1 
1, 

b) Calcula-se o c u s t o  t r a z i d o  por e s t a  soluqão,  ou s e j a :  

S e ,  por acaso,  

procedimento, j á 

A 

C = C ,  i n ú t i l  p rossegu i r  com e s t e  

que pijj é a solução do problema ( P j )  : 

c )  ' Calcula-se o c o e f i c i e n t e  .s (um I n d i c e  de s e n s i h i l i d a d e  
A 

ao c u s t o ,  i inp l i c i to  a q u i ,  s e  C f o r  s u p e r i o r  a C )  como: 

- d) Calcula-se a solução i n i c i a l  v i á v e l ,  . e s t r i t a m e n t e  , posi -  

t i v a  para  o problema ( P 3 )  : 



Esta estratégia de resolução pode ser representada através do se - 

guinte esquema: 

. . . . . . .  

C ' <C<C Sim 
. . .min- .- max - 

solu~ao 

Calcular 

* 
1 0btenião da solu~ão inicial 
viável estritamente positi- 



' O p lane jador ,  geralmente,  e s t á  t ã o  i n t e r e s s a d o  

não só e m  encont rar  a  solução do problema ( P ~ ) ,  como em o b t e r  i n  - 

formações r e l a t i v a s  à s  conseqüências sobre  e s t a  so lução ,  t r a z i -  

das por  uma var iação  dos v a l o r e s  dos parâmetros que definem o 

modelo. A f i n a l i d a d e  d e s t a  a n a l i s e  é a de fo rnece r  e s t a s  i n f o r -  

mações. 

- - O s  parâmetros do modelo são: 

- o s  f luxos  gerados e  a t r a í d o s  p e l a s  zonas (oi, D . )  s a t i s f a  
7 - 

N N 
. zendo sempre a  condição de  c o n s i s t ê n c i a  ( 1 o .  - 1 D . = T )  , 

1 i=l j = l  3 

- o s  cus tos  u n i t á r i o s  de deslocamentos e n t r e  a s  zonas (Cij) r 

. . 

- o cus to  t o t a l  p r e v i s t o  ( C ) ,  

- a s  probabi l idades  a  p r i o r i  F i j f  i = 1, . , N j = l  . .N 
( sa t i s fazendo ,  evidentemente, a s  condições 1 1 Fi j  = 1 e 

i j  

> O i = 1, ... r N l  j  = 1, . - e  , N ) .  F i j  - 

V . 4 . 1  - ~ r a n s f o r m a ç õ e s  I n v a r i a n t e s  

In ic i a lmen te ,  a  um n í v e l  e lementar ,  pode-se mos- 

t r a r  que v a r i a s  transformaçÕes sobre o s  parâmetros de  c u s t o  d e i -  

xam a solução de  ( P ~ )  i n a l t e r a d a .  



Considerando, por exemplo, a transformação: 

(V.  4 7 )  

a solução do problema não é mudada; assim como tomando a t r a n s -  

f omação:  

j = 1, ... , N (V.  4 8 )  

hiotar-se-5 qub e s t a s  duas transformações sobre cus tos  t ê m  uma i n  - 

t e r p r e t a ç ã o  econõmica i n t e r e s s a n t e :  

- uma elevação pe rcen tua l  uniforme dos cus tos  de  t r a n s p o r t e  

(por  exemplo a t r a v é s  do aumento do preço da g a s o l i n a ) ,  

sem que h a j a  modificação da  s e n s i b i l i d a d e  ao cus to  de 

t r a n s p o r t e  dos u s u ~ r i o s ,  r e s u l t a r á  numa mesma p r e v i  sao  

de d i s t r i b u i ç ã o  d e  v iagens ;  

- a ins tauração  de t a x a s  ou subvenções l i g a d a s  a deslocamen - 

t o s  de (ou pa ra )  cada zona, r e s u l t a r a  numa mesma previ -  



são de d i s t r i . bu ição  de viagens s e  a  s e n s i b i l i d a d e  dos u- 

s u á r i o s  aos cus tos  de t ra-nsporte  não f o r  modificada (es-  

t a s  t a x a s  e  subvenções i n f l u i r ã o ,  de modo i n d i r e t o ,  a  

mais longo prazo,  sobre  e s s a  d i s t r i b u i ç ã o  at.ra-vés de  uma 

va r i ação  Pas gerações e a t r a ç õ e s  de  cada zona) .  

. ., 

V . 4 . 2  - ~ o d i f i c a ~ ã o  da ~ i s t r i b u i ç ã o  de  Probabi l idade  a  P r i o r i  

Para a n a l i s a r  a  s e n s i b i l i d a d e  da soluçuo do pro- 

blema ( P j )  em re lação  à d i s t r i b u i ç ã o  de  p robab i l idade  a  p r i o r i ,  

6 mais conveniente cons ide ra r  o  problema prima1 geométrico equi- 

v a l e n t e  (P5)  , para  o  q u a l  e s t a s  probabi l idades  aparecem como coe - 

f i c e n t e s  den t ro  da sua função ob je t ivo :  

como 

Para  e s t e  problema ( P 5 ) ,  de  programação geométri- 

c a  i r r e s t r i t a ,  podem-se u t i l i z a r ,  d i re tamente ,  os  r e s u l t a d o s  de- 

senvolvidos p o r .  T I I E I L ~ ~  e de  ampla aplicação ( C O L I G N Y ,  ACHAIBOU 

2 0  
e ~JORA-CJQIINO ) r para  a  a n á l i s e ,  de s e n s i b i l i d a d e .  



Considerando a matr iz  A dos expoentes ,  como d e f i -  

n ida  em ( ~ . 2 3 ) ,  em torno da solução F2 j] do problema (P3 )  , supos- 

t a  e s t r i t a m e n t e  p o s i t i v a ,  tem-se (com df i = T . dF. : )  a s  se- 
11 

g u i n t e s  re lações :  

' *  
dTij = T i j  d ( l 0 g  f i j )  - 1 1 SkX d ( l o g  fk1) 

R 
(V.  4 9 )  

onde 

onde 
* 

Y = d iag(T  i j '  i = ' l ,  o . .  , N  , j = l ,  ... , N )  
(V .  51) 

Na r e l a ç ã o  (V.49) , o primeiro termo pode s e r  in.- 
I 

t e r p r e t a d o  como represen tan te  do e f e i t o  d i r e t o  da  va r i ação  da  

probabi l idade  a p r i o r i  F i j  sobre  o f l u x o  I i j e o segundo termo 

como c ~ r r e s ~ o h d e n d o  aos e f e i t o s  i n d i r e t o s  c r i ados  p e l a s  v a r i a -  

ções induzidas sobre a s  o u t r a s  probabi l idades :  

V . 4 . 3  - ~ n á l i s e  Ill-*Ill-*L-----lIll-*L-----l de  Sens ib i l idade  em ~ e l a ~ ã o  aos Outros parâme- 

t r o s  

Em r e l ação  aos o u t r o s  parâmetros não exis tem re -  



s u l t a d o s  da geométrica que sejam de  i n t e r e s s e '  aqui .  

~ n t ã o  vol ta r -se-á  à formuiação (v.23) do probl- (p3)  p a r a  e fe-  

t u a r  e s s a  a n a l i s e  de s e n s i b i l i d a d e .  

A s  condições n e c e s s á r i a s  ( e  s u f i c i e n t e s )  de otima - 
. l i dade  são: 

onde - X é o v e t o r  de  parâmetros de  Lagrange associado às restri- 
* 

@es de igualdade na r e l a ç ã o  (V-23). supor-se-5 que a s o l u ç o  - t 

e es t r i t amente ;  p o s i t i v a .  

Definindo o v e t o r  P de parâmetros: 

* * - 
t e r - se -á ,  em to rno  da solução (L , - X ) do s i s tema de  equaçoes 

07253) e (V.54): 



(v. 57) 

ou s é j a :  

- 
onde o sh l so lo  ' i n d i c ~  derivação d i r e t u  em re laçao  ao ve- 

t o r  dos parAmetros.  

- aL' é de f in ida  Como H ( t )  é uma função es t r i t amente  p o s i t i v a ,  ---. 
9 

a t "  
e a s  seguintes  re lações  podem s e r  ded-uzidas: 

(V.  6 1 )  



v á r i o s  casos podem s e r  considerados.  Por exemplo, considerando 

a s e n s i b i l i d a d e  da solução e m  r e l a ç ã o  ao cus to  t o t a l  C ,  tem-se: 

A '  = O ,  P '  = ( O ,  1, c ) ,  b '  = (2 ,  1) - - (V .  6 2 )  

A s  r e l a ç õ e s  ( V . 6 0 )  e ( V . 6 1 )  tornam-se: 

com 

e tem-se a r e l a ç ã o  l i n e a r :  

( V .  G5) 

com 

Como e s s a  matr iz  M tem uma formulação a n a l í t i c a  complexa, não 

- 
s e r á  possí;el da r  uma aval iaçóo d i r e t a  das var iaçoes  na so lução .  

DeVer-se-5 desenvolver uma ava l i ação  numérica d e s t a  s e n s i b i l i d a -  

de.  



Considerando a s e n s i b i l i d a d e  da solução do  p rob le  - 

ma (P3)  em re lação  às  o u t r a s  combinações p o s s í v e i s ,  obter-se-ão 

conclusões s i m i l a r e s .  

b i l i d a d e  da  solução em 

. se- ia :  

Por exemplo, no caso do e s t u d o - d a  s e n s i -  

r e l a ç ã o  a um determinado cus to  C i j  t e r -  

Nota-se que o eseudo da s e n s i b i l i d a d e  da solução de (P3)  , e m  r e -  
* 

lação  ao cus to  t o t a l ,  não p r e c i s a  de  <ma ava l i ação  do v e t o r  - h , 
enquanto que p es tudo de s e n s i b i l i d a d e  em r e l a ç ã o  ao c u s t o  de  

t r a n s p o r t e  de  uma l igação  p r e c i s a r á  de t a l  ava l i ação .  Poder-se- 

i a  o b t e r  e s s e  v a l o r ,  resolvendo o problema (P3)  apl icando a es-  

t r a t é g i a  proposta  no parágrafo  1V.3.3) e  utilizando a r e l a ç ã o  (V.53).  

Pode ser que s e j a  do i n t e r e s s e  do p lanejador  (ve ja-se  a i n t e r p r e  - 

t ação  apresentada no parágrafo  117.5) conhecer o v a l o r  desse  ve- 

t o r ,  j á  que s e  tem também: 





. Nos capZtulos a n t e r i o r e s  f o i  apresentado e  a n a l i -  

sado o  modelo en t róp ico  r e s t r i t o ,  para  o  q u a l  foram desenvolvi-  

das  v á r i a s  i n t e r p r e t a ç õ e s  e  r e s u l t a d o s  que in teressam ao  p l a n e j a  

dor ,  ou s e j a ,  i n t e r p r e t a ç ã o  p r o b a b i l % s t i c a  e  econômica, e  aspec- 

t o s  l i g a d o s  2 resolução numérica do modelo. Es te  modelo, a inda 

que  b a s t a n t e  s o f i s t i c a d o  na sua forrnulaqão a n a l i t i c a ,  aborda,  de 

forma bem simples ,  o  problerr'a compleso ( v e r  c a p í t u l o  11) d a  pre-  

v i são  de d i s t r i b u i ç ã o  de f luxos  de  viagens d e n t r o  de uma á r e a .  

Neste c a p í t u l o ,  será avalia-da a  p o s s i b i l i d a d e  de  
- .  

s e  l e v a r  em cnnsi-deraqao, den t ro  do enfoque seguido (desenvolvi-  

mento de um modelo de  oti inização baseado e m  d i s t r i b u i ç ã o  a  prio-- 

r i  de f requências  e em r e s t r i ç õ e s  e x p l í c i t a s )  ou t ros  f a t o r e s  

que,  apesar  de compLicãr o problema, o  tornam mais operac iona l ,  

t a i s  como: 

- e x i s t ê n c i a  de v á r i a s  modalidades (em p r i n c í p i o  duas ,  

t r a n s p o r t e  públ ico  e t r a n s p o r t e  i n d i v i d u a l ) ;  

- e s t r a t i f i c a ç ã o  da população; 

- e x i s t ê n c i a  de v á r i o s  operadores  do s i s tema de t r a n s p o r t e  

com ,tamanhos de  f r o t a  l imi tados .  



VI.2 -' MODELOS ENTR~PICOS MULTIMODAIS 

Considera-se, aqui, que os deslocanientos dentro 

da área pesquisada serão efetuados por diferentes modalidades 

(k = 1, ... , K ,  K > 1 Neste caso, o planejador estará inte- 

ressado em prever diretamente os fluxos entre cada par origem- 

.destino, por modalidade: 

com 

0s custos de deslocamento, entre cada par origem- 

destino por modalidade, serão caracterizado por um custo unitá- 

k rio C i j  ~ár$as situações poderao ser apresentadas, segundo o 

tipo de informações complementares fornecidas ao planejador: 

.. a) em relação. às distribuições de prcbabilidade a priori. 

(I?) 

P o  : a única distribuição a priori disponivel é a distri - 

buição (Fi j) dos (Ti ) ; 
I 

P1 : O planejador dispõe de uma distribuição a priori 

k ( F  1 3  . ) dos ( ~ 5 ~ )  e 



b) em re lação  ao cus to  t o t a l  de  deslocamento ( C )  

C O  : a ava l i ação  do c u s t o  t o t a l  não é discr iminada  por  

modalidade (os  ck são desconhecidos,  

C1 : O p lanejador  d ispõe  de p rev i sões  de cus tos  t o t a i s  

k 
C por modalidade. 

C )  em r e l a ç ã o  às gerações e a t r a ç õ e s  ( S )  

So : a s  informações sobre  a t r a ç ã o  e geração em cada zo- 

na ,  são g l o b a i s  ( O i r  Di, i = 1, e . e  r N); 

S1 : a s  informações sobre  a t r ação  e geração em cada zo- 
i ' k  k 

na ,  são d iscr iminadas  por modalidade (oi,  Di , 

Deve-se observar  aqu i ,  que alguns desses  casos  po - 

derão s e r  re lac ionados  com o u t r o s ,  se observadas a s  r e l a ç õ e s  de  

compatibi l idade,  que s e  espera  sejam s a t i s f e i t a s  para a s  d i s t r i  - 

buiç6es a p r i o r i  de v iagens  e para os  v a l o r e s  p r e v i s t o s  de gera-  

ção e a t r a ç ã o .  

Espera-se que a s  segu in tes  r e l a ç õ e s  sejam o b t i d a s  

(embora não necessar iamente) :  



Assim, completando as informações a priori dos ca - 

sos (P1, Ci I SO) , (i = 0, 1) , pelas seguintes estimativas compa - 

tíveis : 

(VI. 4) 

I 

tem-se que estes problemas corresponderão, respectivamente, aos 

casos (P1, C SI)  , com i -  O, 1. 
i ,. 

Da mesma forma, considerando os casos (po I Ci, 

sl) I i = 0, li e, escolhendo as distribuições de viagem compa- 

tíveis com as relações (VI. 2) ..e (VI. 3) : 

(VI . 5 )  

estes problemas corresponderão respectivamente aos casos (P1, 



- 
Finalmente,  parece que qua t ro  casos sao  indepen- 

0s doi-s pr imeiros  casos  também poderão s e r  ex- 
7- - 

c l u i d o s ,  por  representarem casos em que o modelo e n t r ó p i c o  cor- 

respondente é incapaz de i n d i c a r  a d i s t r i b u i ç ã o  modal dos f l u -  

xos e n t r e  o s  pa res  origem-destino. 

Por exemplo, para o caso ( P o ,  C1, S o )  cor respondi  

o segu in te  modelo (PlO) : 
I 

s u j e i t o  a: 

( V I .  8 )  

( V I .  9 )  



k 1 1 c k T~ =C , k = 1, ... , K 
11 ij 

(VI. 11) 

i=l j=.1 

Pelo Lagrangeano: 

(VI. 12) 

< 

- são ohtidtas as condições necessárias e suficientes ( j á  que 
L, H (Ti ) é cÔncava) de otimalidade : 

(VI. 13) 



OU s e j a ,  

( V I .  1 4 )  

E s t a  Última r e l a ç ã o  pode s e r  s a t i s f e i t a  em d o i s  

casos:  

A 
19) quando k - Ck = -k 

'i j mr-1 - C  ( V I .  15)  

( V I .  1 6  ) 

Nestes d o i s  casos ,  a solução de  (P lO)  em ptj] ' é 

i n d e f i n i d a ,  O s  f luxos  g l o b a i s  p r e v i s t o s  não dependem dos cus- 

t o s  d e  t r a n s p o r t e  e  são solução do modelo en t róp ico  condicio-  



Qualquer so lução  do s i s t e m a  de inequaçóes  ( P Z ) ,  

( V I .  1 8 )  

será so lução  do problema ( P l O ) .  

Neste ca so ,  como no caso  ( P o ,  Co, S O )  , as i n f o r -  

mações i n i c i a i s  s e r ã o  i n s u F i c i e n t e s  p a r a  que o modelo e n t r ó p i c o  

cor respondente  forneça  uma p r e v i s ã o  de d i s t r i b u i ç n o  de v i agens  

por  noda l idade ,  

V I .  2 . 1  - Caso em Que o P l a n e j a d o r  ~ i s p õ e  -. da ~ n f o r m a ç ã o  (P1, 

Retomando a demonstração ap re sen tada  no i n í c i o  do 

c a p í t u l o  I V  p a r a  o desenvolvimento do modelo e n t r ó p i c o ,  pode-se 

mos t ra r  que a d i s t r i b u i ç ã o  p], i j  k = 1, . . . , K mais 

é so lução  do problema : 

K N N  



(VI. 20) 

(VI. 2 1 )  

(VI. 22) 

Definindo como sendo a função 

tem-se a re lação 

(VI. 2 3 )  

(VI. 2 4 )  

(VI. 25) 

Essa re laGão mostra que  a função en t rop ia  condicional ,  conside- 

rada em (PZ) r tem a importante propriedade de separabi-  



l idade '  ( G E O F F R I O N ~ ~ )  , assim como o (P com a s  r e ç t r i -  11 
e qões (V1..20), V 1 2  ( V I . 2 2 )  e (VI.23) .  O problema (Pll), então, e 

equivalente a  una série de k problemas independentes r e l a t i v o s ,  cada,  

um, a  uma modalidade d i s t i n t a :  

Problema (Pll - k)  

( V I .  20-k) 

( V I .  21-k) 

( V I ,  22-]C) 

( V I .  23-k) 

Sendo e s t e s  problemas da forma de ( P 3 ) ,  a s  consideraçÕes e r e s u l  - 

tados apresentados para  e s t a  forma são  a p l i c á v e i s  aqu i .  i3 de 

i n t e r e s s e  no ta r  que o desenvolvimento apresentado no c a p í t u l o  

I V ,  para  o caso de uma p rev i são  agregada, é também v á l i d o  quando 



s e  cons idera  o caso desagregado por  modalidade (P 
1' C I I  S I ) .  Nes - 

t e  caso,  a s  informações r e l a t i v a s  a  cada modalidade são  auto- 

s u f i c i e n t e s  para e f e t u a r  a  sua  r e s p e c t i v a  p rev i são  d e . d i s t r i b u i -  

ção de viagens. A s  p o s s i v e i s  i n t e r a ç õ e s  e n t r e  a s  v á r i a s  modali- 

dades- e s t ã o  totalmente c o n t i d a s ,  de forma i m p l ~ c i t a ,  den t ro  das 

informações complementares fornec idas  pe lo  p lanejador .  
. . 

Nos . casos  em que a  informação sobre a  d i s t r i b u i -  

ção a  p r i o r i  das viagens s e j a  do t i p o  P a  função o b j e t i v o  não o ' 
s e r 5  separáve l  e  o  modelo correspondente p a r t i c i p a r a  diretamen- 

t e  da arbi t ragem e n t r e  a s  v á r i a s  modalidades de cada p a r  origem- 

des t ino .  Nesses casos,  assim como em o u t r o s ,  onde o modelo de 

ot imização correspondente não é separáve l ,  i n t e r e s s a r á  ao plane- 

jador  t e n t a r  moi~tar  um esquema que permi ta ,  não só t r a t a r ,  de 

forma ind iv idua l ,  a  d i s t r i b u i ç ã o  segundo cada modalidade, mas 

também v i s u a l i z a r  o  processo de arb i t ragem ent.re a s  várkas moda -. 

l i d a d e s .  

V I .  2 . 2  - Caso e m  Que o p lanejador  ~ i s p õ e  da rnformação (P  1 ' 

Neste caso,  dent ro  da abordagem desenvolvida no 

c a p í t u l o  TV, obter-se-á  o modelo en t rop ico  segu in te  ( P  1 2 )  : 

k IC k ; max - 1 T~~ log  ( T .  . / f .  . i )= H 
1- 1- 7 1 1  1 3 ,  



k = 1, e . .  K 

(VI. 27) 

(VI , 281  

(VI .29) 

(VI. 30) 

Este caso poderá corresponder 2 situação em que o planejador dis - 

põe de uma informação sobre um índice global de sensibilidade 

+ 
da população local ao custo de deslocamento. Este problema e 

estritamente convexo e admite uma solução da forma: 

(VI. 31) 

I 



correspondendo ao modelo gravitacional, onde a impedância 

custos é comum a todas as modalidades. 

V1.2.3 - Resumo dos ~odelos ~ntrópicos considerados 

dos 

Resume-se aqui, o tipo de solução obtida em cada 
. . 

caso : 

CASO TIPO DE SOLUÇÃO 

solução global Tij 

solução assimilada à de (P1, Cor S1) 

solução assimilada à de (P1, Cor S1) 

solução por modalidade T k 
ij 

solução global Tij 

solução assimilada à de (P i r  c1f si) 

solução assimilada à de (P1 , Cl, SI) 

solujão por modalidade T k 
i j 

- 



várias observações podem s e r  efe tuadas  sobre  O 

problema (P1, C. r SI)  : 

' .  

- s e  não fosse  a r e s t r i ç ã o  (VI.30), este problema s e r i a  separá  - 

v e l  e ,  poder-se-ia f aze r  uma a n á l i s e  de d i s t r i b u i ç ã o  de  

£luxos para cada modalidade de forma independente (ver  o 

- a resolução numérica do caso (P1, C. S1) a t r avés  de méto - 

dos como os  anal isados  ou propostos nos cap í t u lo s  III e 

V ,  poderá apresentar  d i f i cu ldades  devido ao grande número 

2 de va r i áve i s  ( K . N  ) e de r e s t r i ç õ e s  de igualoade (2HN- l -1 ) .  

Es tas  observações conduzem naturalmente 5 conçi- 

deraçãp da apl icação das  tgcn icas  de descen t ra l i zaqão  da  

~rogramação ~ a t e m á t i c a  para s is temas de grande por- 

t e  ( L A s D O N ~ ~ )  , (GEQFFRIoN~~)  e  ( G E O F F R I O N ~ ~ )  Duas t e c  - 

nicas  de descen t ra l i zação  são de i n t e r e s s e  aqui:  

- ~ u a l i z a ç ã o  com re lação  2s r e s t r i ç õ e s  de  acoplagem dos sub 

- sistemas (aqui ,  a  r e lação  (VI.30) es& amplando as v á r i a s  

modalidades de t r anspo r t e  na mesma r e s t r i ç ã o  de c u s t o s ) .  

- ~ r o j e q ã o  nos subsistemas dos recursos  g loba i s  (aqui  do 

custo t o t a l ,  segundo a s  d i s t i n t a s  modalidades).  



VI.3.1 - ~ e c o m p o s i ~ ã o  por Modalidade Através da Dualiza<;ão 

do Problema de Otimização 

Neste caso, considera-se o problema (P12) com r e  - 
lação- à r e s t r i ç ã o  de cus to  (VI .  30) (P .  ) : 

13 

m i n l  max 
. . 

su j -e i to  5s r e s t r i ç õ e s  inodais (VI.27). ( ~ 1 . 2 8 )  e ('iTI.29), m 

Sendo e s t e  problema convexo, os resul tados  da Teoria da Duali- 

dade da ~rogramação N ~ O  Linear (dualidade f o r t e )  são ap l i cáve i s .  

Em p a r t i c u l a r ,  a s  soluções em [TE j] . k = 1. . . . . K . dos prohle - 

mas (P12) e (P13) s e r ão .  idên t icas .  

Com re lação aos [Tg, I < =  1, ... , K, pode-se 

escrever o/Lagrangeano na forma separável seguinte:  



' ,  

ou ainda 

com 

definindo os Ek como sendo: 
i j 

(VI .33) 

(VI. 35) 

. Ou seja, as ponderações dentro da função entro- 

pia condicional serão modificadas, levando-se em conta os custos 

modais . 

 traves de um índice global de sensibilidade ao 

custo s, tal como definido no capítulo IV, pode-se mostrar que, 

se ao nível C, considerado em (p12) , corresponde um índice s tal 



( V I .  3 7 )  

a solução dos problemas (P12) e (P13) é: 

Y < O  (VI. 3 8 )  

E s t e  resul tad-o mostra que a s  novas 

dos f l u x o s  discr iminados por  modalidade penalizam a s  modalidades 

de c u s t o  mais elevado. 

Tomando-=se por base a sepa rab i l idade  do problema 

(P  ) ,  pode-se propor um esquema para  sua resolução ,  13 composto 

de  d0i.s n fve i s :  

- ao n i v e l  i n f e r i o r ,  são t r a t a d o s  de forma independente,  os  

problemas de previsão  de f luxos  de d i s t r i b u i q ã o  por moda- 

lidade'. (P13 - k )  : 

-k max H ( V I .  3 9 )  

S.  a .  ( V I .  27-k) , (VI .  28-lc) e ( V I .  29-lc) 

e considera-se que os y s e  jnm soluções d e s t e s  suh- 
4 

problemas, de forma i d ê n t i c a  ao modelo en t rõp ico  condic io  - 

- ao n l v e l  s u p e r i o r ,  r e a l i z a - s e  uma "coordenação pe los  pre- 

ços" e n t r e  a s  v á r i a s  modalidades, de forma a determinar  



a d i s t r i b u i ç ã o  mais provável ,  resolvendo-se o "problema- 

mestre" : 

- 
min 1. H]' ( F X k ( y ) l )  i j - y . C (VI. 40)  

Para r e s o l v e r  e s t e  problema, e x i s t e  uma grande 

var iedade  de  algori tmos p o s s i v e i s ,  re lac ionados  em LASDON~' , 

GEOPFRPON 
4 3  62 ' e LUNA . 

A consideração do "problema-mestre" conduzirá  a - 
uma melhor previsão  da v a r i á v e l  dua l  y e das  ponderações 

IC 
f i j '  

que se rão  aprovei tadas  d e n t r o  dos subproblemas pa ra  fo rnece r  so- 

luções modais in te rmediá r i a s .  Es te  processo s e r á  r e p e t i d o  a t é  

que s e j a  s a t i s f e i t o  u.m c r i t é r i o  de término. O esquema de  r e s o l u  - 

ção pode s e r  apresentado da segu in te  forma: 



I' problema-mestre" 
e cãlculo das ponderações 

I com a relação ( V I . 3 6 )  

-1 max H 

~istribuição 

de fluxos pa - 

ra a modali- 

dade 1 

-k max H 

s.a, 

V1.27-k 

VI. 28-k 

VI.29-k 

~istribuição 

de fluxos pa - 

ra a modali- 

dade lc 

~otar-se-á que os algoritmos do tipo "gradientef' poderão 

lizados, facilmente, para resolver o "problema-mestre". 

problemas admitem uma solução estritamente positiva se a 

ser uti - 

Os sub- 

condi- 



ç h  V - 3  f o r  s a t i s f e i t a .  Na solução do subproblema (Plj-k) t e m -  

se :  

onde 

- - *k "k ) - (i + log ( T .  . / f i j  
L . 11 

e ,  a p a r t i r  do conhecimento dos r e s u l t a d o s  da a n á l i s e  de  s e n s i -  

b i l i d a d e  desenvolvida no parágrafo  V . 4 . 2 :  

onde sk é a matr iz  d e f i n i d a  em V. 50  pa ra  a modalidade k .  

O s  k subproblemas poderão s e r  r e so lv idos  simples I - 

mente a t r a v é s  do uso do algori tmo de Furness.  

Percebe-se,  a q u i ,  que embora a convergência de 



muitos desses  algoritmos já tenha s i do  pyovada, e s t a  abordagem 

da resolução do problema por decomposiç~o matemática poderá con- 

d u z i r ,  normalmente, a  soluçÕes in te rmediá r ias  não v i á v e i s ,  e  sua 

v iab i l idade  s6 s e r á  ga ran t ida  na solução global  do problema. 

V I .  3.2 - - ~ecomposição por M.odalidade  través d.a  locação dos 

Recursos 

Neste caso,  o problema (F 1 2  ) é r e e s c r i t o  na forma 

Max 

s u j e i t o  5s res t r i .çoes  l o c a i s  (VI.27-k) , (V1.28-k) e  (V1.29-k) 

e  à r e s t r i ç ã o  global :  

A s s i m ,  f ixando o  va lo r  dos ck (montante d a a l o c a ç ã o  de recursos  

ã modalidade k) , podem-se d e f i n i r  o s  k subproblemas (P14 - k) : 



su  j e i t o  a (1'1.27-k) , (VI. 28-k) , ( V I  .29-k) e (VI. 45-k) 

Consibera-se o s  FI~ (Ck)] como so luções  d e s t e s  subprobleinas e 
L -C 

H f k ( c k )  como o s  v a l o r e s  da função o b j e t i v o  na so lução  d e  cada 

Ao n2ve.l s u p e r i o r ,  reso lver -se-á  o "problema-mes- 

t r e "  coordenando estes subproblemas, ou s e j a :  

max H * ~ ( c ~ )  

ck 

. . 

S u j e i t o  a . (vf .46)  . 

(VI. 48) 

Para r e s o l v e r  e s t e  problema, e x i s t e ,  também a q u i ,  
4 4  

cons ide ráve l  var iedade  de  a lgor i tmos  ( G E O F F R I O N ~ ~ )  , (GEOFEUm . 
O esquema de r e so lução  pode ser rep resen tado  da s e g u i n t e  forma: 



"problema-mestre" 

sub- 

problemas 

Novamente, os  algorí tmos do t i p o  "g rad ien te"  poderão s e r  u t i l i -  

k zados, escolhendo o s  ck t a l  que: < ck < Cmax. Na solução 

do subproblema (P14-k) , obter-se-5: 

( V I .  4 9 )  



onde 

a ~ * ~  - - *k 
) )  - (1 e log  ( T ,  . / f i  

J-I 

dTk 
2 é dado p e l a  r e l a ç ã o  V.65, desenvolvida pa- 

dck 

r a  a n a l i s a r  a  s e n s i b i l i d a d e  da solução do modelo e n t r õ p i c o  res- 

t r i t o  em r e l a ç ã o  ao cus to  t o t a l  de viagem C ,  ou s e j a :  

- k 
( i j  ) 2 N  . 

é o elemento da matr iz  Mk (ve r  r e l a ç ã o  V.66) na li - 

nha N (i-1) c j  '. e  na coluna 2N. 

Definindo a  d i r e ç ã o  - d ,  por exemplo, como: 

( V I  .52) 

na i t e r a ç ã o  ( n c l )  do n í v e l  s u p e r i o r ,  uma nova r e p a r t i ç ã o  dos cus - 

t o s  e n t r e  a s  v á r i a s  modalidades poderg s e r  dada por: 



onde - D ("I é a  projeqão de - d  sobre o  hiperplano or togonal  ao (n  

ve to r  (1, 1, ... , 1) E R' e 0 (11 6 escolhido de t a l  forma que 

sejam s a t i s f e i t a s .  E importante subl inhar  que qualquer soluçã-o 

in te rmediá r ia  dos I< subproblemas se rão  globalmente v i á v e l ,  a  e- 

quaqão (VI,54) será sempre s a t i s f  eitca. O plane jador , por tan to ,  po- 

dera f aze r  uso desses resu l t ados  a  qualquer i n s t a n t e .  

VI.4 - MODELOS ENTRÓPICOS COM VÁRIAS CLASSES DE POPULAÇÃO 

 te agora, considerou-se a população da Zrea e s i u  

dada bas tan te  homegênea em termos sócio-econ6micos. E bem sabido 

que, no B r a s i l ,  e s sa  h ip6 t sse  é pouco r e a l i s t a ,  pr incipalmente 

- em re lação  5s..modalidades de  t r anspo r t e  públ ico ,  cada vez mais 

u t i l i z a d a s  pe las  c l a s s e s  de maior poder a q u i s i t i v o ,  depois das 

v á r i a s  c r i s e s  energé t i cas ,  que conduziram a  aumentos r e a i s  do 

custo do combus t~ve l  para o t r anspo r t e  ind iv idua l .  

Supondo que a  população da á rea  s e j a  composta de 

R c l a s s e s  d i s t i n t a s ,  os  cus tos  tm i t á r i o s  de t r anspo r t e  se rão  os 

mesmos para todas a s  c lasses :  

(VI. 55) 



Tomando-se por base a s  v a r i a s  s i t u a ç õ e s  p o s s ~ v e i s  pa ra  o p l a n e j a  - 

d o r ,  em re lacão  5s d i s p o n l v e i s ,  poder-se-á montar 

uma dicotomia s i m i l a r  5 a n t e r i o r  pa ra  os  modelos e n t r ó p i c o s  cor- 

respondentes.  A s i t u a ç ã o  que parece  s e r  a mais r e l e v a n t e ,  a q u i ,  

corresponde ao caso em que p lanejador  disponha de informações 

do t i p o  (Po ,  Cl ,  SI )  , OU s e j a :  
' ,  

- o s  r e s u l t a d o s  de  um es tudo  de  geração-atração por c l a s s e s  

de  p o p u l a ~ ã o  são  d i spon lve i s ;  

- o p lanejador  - dispõe  de ava l i ações  da s e n s i b i l i d a d e  de  ca- 

da e s t r a t o  de população da á r e a  ao c u s t o  de  t r a n s p o r t e s .  

Como f o i  v i s t o  anter iormente ,  a p a r t i r  da i n f o r -  

mação S1 o p lanejador  pode u t i l i z a r  uma d i s t r i b u i ç ã o  de  probabi- 
# 

l i d a d e  a p r i o r i  c c n p a t i v e l  para cada c l a s s c  d a  populaç%o: 

(VI - 5 6 )  

obtém-se, en tão ,  u m  modelo en t róp ico  da c l a s s e  (P1, C1, S1) to-  

ta lmente separável  por  c l a s s e  de população (ve ja-se  : parágra fo  

V I .  2 . 1 ) .  

A a n á l i s e  de  d i s t r i b u i ç ã o  de viagens pode s e r  de- 

senvolvida de  forma independente pa ra  cada c l a s s e  de população. 

O s  r e s u l t a d o s  e considerações e s t a b e l e c i d o s  pa ra  o es tudo da 

d i s t r i b u i ç ã o  de viagens por modalidade podem s e r  f ac i lmen te  



adaptados a e s t e  caso quando s ã o  consideradas a s  ou-tras s i tu-a-  

çÕes (Pi ,  C j ,  S k )  Considerando-se a p o s s i b i l i d a d e  de  prever  a 

d i s t r i b u i ç ã o  das  viagens den t ro  de uma á r e a  por c l a s s e  de popula - 

ção e por t i p o  de modalidade de t r a n s p o r t e ,  pode-se e v i d e n c i a r  

3 que existem 6 4  ( z 3  x 2 ) formulaçÕes e n t r i p i c a s  d i s t i n t a s ,  pos- 
- 

s í v e i s .  Dentre e l a s ,  poucas sao i r r e d u t z v e i s  ou de  r e a l  i n t e r e s  - 

s e  para  o p lanejador .  Por exemplo, a s i t u a ç ã o  onde s e  t ê m  a s  

segu in tes  informações: 

< 

. pode  ser reduzida a um problema separáve l  por c l a s s e  de  popula- 

@o, com cada subproblema correspondendo ao caso  (P l ,  C o ,  SI)  em 

r e l a ç ã o  às modalidades de  t r a n s p o r t e .  

v1.5 - ANALISE DA DISTRIBUICÃO DE VIAGENS COM RESTRIÇÃO DE FROTA 

Se considerarmos um s is tema de  t r a n s p o r t e  públ i -  

co ,  c u j a  demanda de  viagens s e j a  c a t i v a  e r ep resen tada  p e l o s  vo- 

lumes de  geração e de a t r a ç ã o  de  cada zona, e p e l a  d i s t r i b u i ç ã o  

a p r i o r i  de viagens pa ra  e s t a  modalidade, com a capacidade de  

f r o t a  (Hm x v e í c u l o s )  de  um Único operador ,  l i m i t a d a  a C ,  a d i s -  



t r i b u i ~ ã o  de viagens mais provável  s e r á  solução do problema en- 

t r ó p i c o  r e s t r i t o  ( P ~ )  onde: 

( V I .  5 8 )  

com . , 

Li j representando o comprimento médio d a s  l i n h a s  que ligam 

a s  zonas i e j ;  

n . K ,  uma capacidade p r á t i c a  média na r ede .  

Se exis tem K empresas t r a n s p o r t a d o r a s ,  d e  capaci-  

dade t o t a l  de f r o t a  ck, a d i s t r i b u i ç ã o  mais provável s e r á  so lu-  

ção de  um modelo ei i t rópico cori:espondendo ao caso  ( p o r  C l ,  S O )  , 
para  o qual  f o i  mostrado em V I . 2  que e x i s t e  uma solução 

i 

- j a  discr iminação e n t r e  t r anspor tadoras  não é determinável .  

V I .  6 - COMENT&RIOS F I N A I S  ---- - 

Neste c a p ~ t u l o ,  f o i  ava l i ada  a  capacidade dos mo- 

de los  de  previsão ,  maximizando funções e n t r ó p i c a s  c o n d i c i o n a i s ,  

para  a tender  a v á r i a s  s i t u a ç õ e s  de  i n t e r e s s e  do p l a n e j a d o r ,  t a i s  

como: múl t ip las  modalidades, e s t r a t i f i c a ç ã o  d a  população da á r e a  

e r e s t r i ç õ e s  de f r o t a .  Mostrou-se que e x i s t e  uma grande v a r i e -  

dade de  modelos en t róp icos  p o s s i v e i s ,  dos q u a i s  somente um núme- 

r o  reduzido permite r e a l i z a r  a s  previsões  dese jadas .  ~ambem mos - 



trou-se como, a partir das propriedades de separabilidade e da 

utilização de técnicas de decomposição-coordenação da programa- 

Ç ~ O  matemática, pode-se transformar estes modelos em uma sgrie 

de modelos entrópicos condicionais ou de modelos entr6picos res- 

tritos, cujas propriedades já foram analisadas, com profundi- 

dade, nos cap$tulos anteriores. 



CONCLUS'O ' GERAL 

Es te  t r a b a l h o  é o r e s u l t a d o  de uma pesquisa  t e &  

r i c a  sobre  os  modelos en t róp icos  de d i s t r i b u i ç ã o  de v iagens ,  a- 

branaendo seus  aspectos  p r i n c i p a i s ,  a  saber :  

& ~ g g & ~ f i ~ a ~ ~ ~ - ~ a s - s & g g g ~ ~ g ~  em que t a i s  modelos podem ser  
' .  

u t i l i z a d o s ,  valendo-se, pr inc ipa lmente ,  da importante  no - 

ção de s e n s i b i l i d a d e  da população ao cus to  de t r anspor te ;  

. ~ g g ~ ~ g e r i z a ~ ~ g - ~ ~ - ç ~ & g g ~ ~  d e s t e s  modelos(com modelo en- 

t r ó p i c o  r e s t r i t o  recebendo cuidado e s p e c i a l ,  em f a c e  a 

sua  re l evãnc ia  evidenciada n e s t e  t r a b a l h o ) ,  valendo-se 

dos r e s u l t a d o s  da Teoria  da Dualidade da programacão Geo - - 

métr ica  e  da Anál ise  de Convexidade; 

-. ~ n t e r p r e t a ~ ã o  da s o l u ~ ã o  em termos de u t i l i d a d e  g loba l  e  ---------- ---------- .-- 

de a c q s s i b i l i d a d e  g l o b a l  da rede de t r a n s p o r t e ;  

. Resolugão _ _ _ _ _ _  _ _ _ _ - _ _ _ _ _ _  numérica, inc lu indo  uma a n á l i s e  da s o l v a b i l i c k  - 

de e  da s e n s i b i l i d a d e ,  assim como a proposição de uma e 2  

t r a t é g i a  de resolução,  conduzindo ao aprovei tamento .  de 

um algori tmo c l á s s i c o  de programação convexa - o método 

.   vali ação _____I das goss?-veis extensões d e s t e s  modelos conside - 

rando-se, pr incipalmente,  o  caso  de uma a n á l i s e  de d i s -  

t r i b u i ç ã o  multimodal, para  o q u a l  f o i  demonstrada a ade- 

quação d e s t e  t i p o  de modelos, o r a  condu~zindo a  uma s é r i e  



de modelos indepkndentes unimodais de d i s t r i b u i ç ã o ,  o r a  

. a um esquema de resolução  descentka l izado por  modalidade. 

Em conclusão, parece l i c i t o  esperar -se  que a p r e  

s e n t e  pesquisa possa conduzir ,  t a n t o  sob o aspec to  t e ó r i c o  yuan - 

t o  o - p r á t i c o ,  à r e s u l t a d o s  de r e a l  i n t e r e s s e  pa ra  o e s tudo  de i m  - 

p o r t a n t e s  problemas do planejamento de t r a n s p o r t e s ,  Ainda que 

o desenvolvimento computacional dos r e s u l t a d o s  decor ren tes  des- 

t e  t r a b a l h o  e s t e j a  numa f a s e  i n i c i a l ,  pode-se e s p e r a r  uma gran- 

de u t i l i z a ç ã o  d e s t e s  modelos e métodos de resoi.ução em ~ T ~ X ~ O S  

campos do planejamento de t r a n s p o r t e  (planejamento de t r anspor -  

t e  púb l i co  urbano e in te ru rbano ,  planejamento de t ranspor- te  de 

carga,  planejamento de t r a n s p o r t e  aéreo ,  e t c , ) .  



ANEXO 1: --- 

A programação geométrica é uma técnj-ca  r e l a t i v a -  

mente nova, desenvolvida pa ra  r e s o l v e r  c e r t o s  problemas de pro- 

gramação não l i n e a r  com r e s t r i ç õ e s  l i n e a r e s  ou não l i n e a r e s .  

Es ta  t é c n i c a  f o i  desenvolvida,  i n i c i a l m e n t e ,  por  

DUFFIN, ZENER e PETERSON 29 que publicaram o s  p r ime i ros  t r a b a -  

lhos, abrangendo a t e o r i a  e algumas ap l i cações  n a  á r e a  de enge- 

nhar i a .  

A p a r t i r  dos pr imeiros  r e s u l t a d o s  t e ó r i c u s  o b t i -  

dos, varias au to res  s e  dedicaram a extensões e general izaç&s da 

t e o r i a  bem coio  a ap l icações  p r á t i c a s  (AGGAPWAL~,  BEIGHTLER 
3 

e 

O i n t e r e s s e  d e s t a  t é c n i c a  r e s i d e  na t ransforma- 

ção de um problema de programação não l i n e a r  e não convexo em 

um problema de programação com c r i t é r i o  convexo e r e s t r i ç õ e s  li - 

neares  : o problema " dual  geométrico". 

PROBLEMA BÁSICO : 

O problema bás ico  da programação geométrica pode 

s e r  formulado da seguin te  maneira: 

min cy ( t )  
O 



t i  > 0 tmrn ( r e s t r i ç õ e s  n a t u r a i s )  

i=l,. m 

g i ( l ) <  1, k = 1, . . . . , p ( r e s t r i ç õ e s  fo rçadas )  

com 

e 

a i1 a a 
O s  termos da forma u 

= ci tl 
i 2  i 3  

i . ts . t3 ... 
a 

i m  . são  chamados termos posinomiais ou posinomios . m 

I 

Para f a c i l i t a r  â notação,  os í n d i c e s  m e n são  
k k 

geralmente escolh idos  da segu in te  forma: 
< 

A matr iz  dos expoentes do problema bás ico  é 

e define-se o grau de d i f i cu ldade  do problema bás ico  como sendo 

o número i n t e i r o  d ,  t a l  que: 

d = número de termos posinorniais - nfimero de va - 

r i á v e i s  - 1 , ou s e j a ,  



3. - PROBLEMA DUAL: 

Ao problema b á s i c o  de programação geométrica e s  - 

ta associado um problema D u a l  geométrico: 

n 
- 1 a i j  Yi = o ,  j . -  1, .. . . . m condição de ortogonalidade 

i=l 

> O , i = l . . . . , n  ccndição de p o s i t i v i d a d e  Y i  - . 

com 

log (ci  zk / yi)  = O s e  Y i = O 
'i 

Pode-se mostrar  que v ( y )  é côncava e cont inua-  

mente d i f e r e n c i á v e l  em Rn' - {O} e também que e s t e  problema du - 

a 1  corresponde, pe la  dual idade de Lagrange (ZANGWILL ' O 2 )  , a o  p r g  

blema primal:  



com 

que é equivalente ao problema básico,  

I 

' O ~ rob lema  básico can5nico quando cada solução 

do sis tema de desigualdade 

6 uma solução do sistema de equações: 

e o problema dual 6 canonico s e  e x i s t e  um ve tor  sa t is fazendo 

as  .condições de ortogonal-idade e t a l  que 



Um problema, b s s i c o  ou dua l ,  6 degenerado quando 

e l e  k o  é canonico (MORA-CAMINO'/~) . 

' Considerando: 

J = { h /  L ak j  yj = O , p a r a  todo y que s a t i s f a -  
j =1 

~ ~ 

ça  a s  r e s t r i ç õ e s :  C a < O }  
j = l  kj 'j - 

o problema bãsico s e r á  sirnplemente degenerado s e  J n J # 6 e 
o 

to ta lmente  degenerado s e  Jo J = $ 

5. FORMAS REDUZIDAS: 

Se  o problema bás ico  não to ta lmente  degenerado, 

sua  forma reduzida s e r s :  



com 

- 
A forma r e d u z i d a  p a r a  o problema d u a l ,  se ele nao 

é t o t a l m e n t e  degenerado,  será: 

com 

e 

L = I ~  I J ~ O J ~ ~ ,  k = o ,  ..... p}  

6 .  CORRESPOND~?NCIA ENTRE OS PROBLEMAS - BASICO E DUAL: 

U t i l i z a n d o  a d e s i g u a l d a d e  geomét r i ca  cl-ássica, mos - 



t r a - s e  que s e  - t s a t i s f a z  a s  r e s t r i ~ õ e s  do problema b á s i c o  e que 

s e  2 s a t i s f a z  a s  r e s t r i ç õ e s  do problema dua l ,  e n t ã o  
' 

com 

Pode-se mostrar  também que uma condição necessá-  

r i a  e s u f i c i e n t e  p a r a  que o problema bcisico s e j a  canonico é que 

o problema dua' também s e j a  canÔnico e que, en tão ,  uma condição 

necessá r i a  e s u f i c i e n t e  pa ra  que o problema b a s i c o  s e j a  cons is -  

t en te (con jun to  de soluç&s v i á v e i s  não vaz io )  6 que V ( y * )  - < , 

ou s e j a ,  que o v a l o r  de V(y) - para  a so lução  do problema dua l  y*, 

s e j a  f i n i t o .  Tem-se entzo:  go (t*) = V ( y * )  - . 
I 

: 

Se o s  problemas, bás ico  e dual ,  não são  totalmen - 

t e  degenerados, suas formas reduzidas  são  problemas canônicos 
< 

Se a s  soluções d e s t e s  Últimos problemas correspondem a v a l o r e s  

f i n i t o s  de míni.mo e de máximo, (L*) e f? ( L * )  , e n t ã o  - t *  e y* 

são  solu$Ões dos problemas i n i c i a i s  e tem-se: 

Quando os problemas, bas ico  e duaL, s ã o  completa -- 

mente degenerados, o problema dual  é i n c o n s i s t e n t e .  

Finalmente, se o problema bãs ico  6 superconsis-ten -- 

t e  e s e  - t *  é a solução ótima, então:  



o problema dual  admite um máximo de va lo r  f i n i t o ;  

. o mhimo do problema bás ico  é i g u a l  ao máximo do proble- 

ma dual ;  

a s  soluções bás icas  e duais  sa t i s fazem a s  re lações :  

7. - CONSIDERAÇ~ES SOBKE: A RESOLUÇÃO DO PROBLEMA D ~ L -  - 

A resolução do problema dual  t r a z  a s  seguintes van - 

tagens:  

. o problema dual. 6 convexo enquanto que o prima1 não é; 

. a s  r e s t r i ç õ e s  do dual  são l i n e a r e s ;  

. a dimensão do problema dual  pode s e r  reduzida ao grau de 

d i f i cu ldade  do problema bás ico  pe la  eliminação de m+l va - 

r i á v e i s  nas r e s t r i ç õ e s  de normalidade e ortogonalidade.  

. sob determinadas condições, pod-e-se c a l c u l a r  diretamente 

a solução Ótima - t *  a p a r t i r  da solução yR do problema du - 

a l ;  , 

no problema dual,  os coe f i c i en t e  c i aparecem apenas na 

função ob je t ivo ,  o que f a c i l i t a  o estudo da s e n s i b i l i d a -  

de em re lação  a esses  parâmetros. 



O inconveni.ente p r i n c i p a l  do problema d u a l  consis - 

t e  na não de r ivab i l idade  de V ( x )  quando 

o que a c a r r e t a  d i f i cu ldades  na sua  reso1:~ção por métodos de ti- 

po "gradien-te" , 

s e r ã o  apresentadas,  a s e g u i r ,  algumas observaç&s 

em r e l a ç ã o  5s condições de ap l i cação  dos v á r i o s  métodos numéri- 

cos de resolução:  

. s e  o grau de d i f i cu ldade  do problema bás ico  é neqa t ivo  , 

en tão  e l e ,  geralmente,  não s e r á  c o n s i s t e n t e  (há m a i s  r e s  - 

t r i ç õ e s  do que v a r i á v e i s )  e deve-=se r e s o l v e r  d i re tamente  

o problema b s s i c o  por  qualquer  método d e  programacão não 

l i n e a r  como, por exemplo, o método do y rad ien le  p r o j e t a -  

do ou um método de plano de c o r t e  ( D I N K E L ~ ~ )  . E s t e s  m& 

todos podem s e  r e v e l a r  e f i c a z e s  mesmo quando o grau de 

d i f i c u l d a d e  6 e s t r i t a m e n t e  p o s i t i v o ;  

. se a r e l a ç ã o  e n t r e  o número de v a r i á v e i s  indepedentes do 

problema e seu grau de d i f i c u l d a d e  (suposto e s t r i t a m e n t e  

p o s i t i v o )  é muito pequena, pode s e r  van ta joso  r e s o l v e r  o 

problema bás ico  sem passa r  p e l a  resolução  do problema du - 

a l ,  

no caso em que o grau de d i f i c u l d a d e  é nulo,  duas proprL 



edades do problema dua l  são  i n t e r e s s a n t e s  : 

19) o domhio  admissivel do problema d u a l  é, ge- 

ralmente,  reduzido a apenas um ponto,  solução 

d-e um s is tema de equaqões l i n e a r e s ,  

- 

2 9 )  a solução do problema dua l  depende apenas dos 

c o e f i c i e n t e s  c i da função o b j e t i v o  do p r o b l e  - 

m a  bás ico;  

s e  o g r  -u  de d2ficuldade d do problema b á s i c o  é p o s i t i v o  

e se m/d não é muito pequeno, resolve-se  um problema du- 

a 1  não t r i v i a l .  Es te  problema poderá ser r e s o l v i d o  por  

meio de d ive r sas  t é c n i c a s  de programação convexa: 

i) método de aproximação l i n e a r ,  

ii) método do simplex em programação côncava, 

iii) metodo modificado do çimplex em prograrnaçã-o 

côncava (MORA-CAMINO~') . 



Em problemas r e a i s  de dec isão  ou i n f e r ê n c i a ,  têm 

-se ,  frequentemente,  informações a  p r i o r i  que são  a l tamente  re-  

l evan tes  p a r a  sua a n á l i s e .  No en tan to ,  a  txansf  ormação dessas  

inf&mações a  p r i o r i  em probabi l idades  a p r i o r i ,  a inõa  é motivo 

de grandes discussÕes . A determinação de p r i o r i d a d e s  é fundamen -- 

t a l  p a r a  a  t e o r i a  da dec isãc .  Existem casos em que a infomação 

a  p r i o r i  6 a Única d i spon lve l  e  as dec isões  precisam s e r  i n t e i -  

ramente baseadas na mesma, 

Pode-se mostrar  que, pa ra  c e r t a s  c l a s s e s  de pxo- 

blemss, a  prcbahi l ldade  a p r i o r i  pode s e r  t50 o b j e t i v a  quanto a  

" 
O estabelecimento das probabi l idades  a  p s i o x i  e  

aparentemente s u b j e t i v o ,  porém s e  f o r  baseado nos dados e s p e c í -  

f i c o s  concre tos  que levam alguém a uma tomada de dec i são  ( e  não 
- 

nas opin ioes  pessoa i s )  pode, en tão ,  s e r  considerado como- o b j e t i  - 

YO. 

Um p r i n c í p i o  bás ico  pa ra  um es ' tabelecimento oh je  - 

t i v o  de probabi l idades  a  p r i o r i  é a segu in te :  "em d o i s  proble-  

mas com a mesma informação a  p r i o r i ,  devem s e r  propos tas  as mes - 

mas probabi l idades  a  p r i o r i "  ( J A Y N E S , ~ ~ )  . 

Alguns t i p o s  de informações a  p r i o r i  parecem mui 



t o  vagos pa ra  serem i n t e r p r e t a d o s  em termos matemáticos. 

A informação a  p r i o r i  deve s a t i s f a z e r  um conjun- 

t o  mínimo de  ex igências  an-tes de poder ser usada p e l o s  métodos 

conhecidos atualmente.  Uma das exigências  para  que uma informa 

ção possa s e r  convert ida numa e s p e c i f i c a ç ã o  Única de p r o b a b i l i -  

dade a p r i o r i  é a de que e l a  s e j a  t e s t á v e l .  

5 2  Segundo JAYNES : 

"Uma p a r t e  de informação I ,  r e l a t i v a  um parâme - 

t r o  0,  s e r á  ' t e s t á v e l '  s e ,  dada qualquer  proposição de d i s t r i b u  - 

i ~ ã o  de probabi l idade  a  p r i o r i  f ( f3 ) ,  e x i s t e  um procedimento que 

determinará,  de forma não ambrgua, se f ( 8 )  e s t á  ou não de a c o r  - 

do com a informação I", 

O p r i n c í p i o  da e n t r o p i a  máxima é u t i l i z a d o  t a n t o  

para  ca lcu la% probabi l idades  a  p r i o r i  como também p a r a  probabi- 

l i d a d e s  d i r e t a s ,  

2 .  - PRINCÍPIO DA ENTROPIA MÁXIMA: 

a 

Uma objeção comum em r e l a ç ã o  à e s t e  p ~ i n c í p i o  e 

de que as  probabi l idades ,  assim o b t i d a s ,  não t ê m  i n t e r p r e t a q ã o  

em termos de frequências  e não há razão pa ra  a c r e d i t a r  que a s  

d i s t r i b u i ç õ e s  observadas experimentalmente deveriam concordar 

com aquelas  ob t idas  por e s t e  método. No en tan to ,  pode-se mos- 

t r a r  que: 

.. em um c e r t o  s e n t i d o ,  a s  d i s t r i b u i ç õ e s  de máxima e n t r o p i a  



t ê m  correspondência p r e c i s a  com f requência ;  

. na maioria  dos problemas r e a i s ,  e n t r e t a n t o ,  a relaçãocom 

a f requência  6 desnecessár ia  p a r a  a u t i l i d a d e  do p r i n c i -  

p io ;  

_. de f a t o ,  o p r i n c í p i o  6 mais ú t i l  nos casos onde a d i s t r i  - 

buição empir ica é d i f e r e n t e  da p r e v i s t a  p e l o  mêtodo da 

i ' e n t r o p i a  máxima. 

Para a ap l i cação  do pr i r ic ip io  da e n t r o p i a  máxima, 

não há necessidade de que a d i s t r i b u i ç ã o  procurada s e j a  o r e s u l  - 

tado de qualquer  exper iência  a l e a t õ r i a .  Es te  método correspon- 

de a uma extensão do campo de ap l i cação  dos métodos Bayesianos 

aos probl-emas onde a s  probabi l idades  a p r i o r i  - - não t ê m  nenhum in  -. 

terpreta($o razoável  em termos de f requência .  No e n t a n t o ,  não 

há nada que impeça a sua apl icação  nos casos em que a d i s t r i b u i  -- 

ção a - p r i o r i  r e s u l t a  de algumas exper iênc ias  a l e a t o r i a s .  Deve- 

s e  e s p e r a r  que e x i s t a  uma cor re lação  b a s t a n t e  pr6xima e n t r e  a 

- d i s t r i b u i c ã o  de máxima e n t r o p i a  e a s  f requências  observáveis  e m  

t a i s  casos ,  De f a t o ,  qualquer  p r i n c í p i o  de d e f i n i ç ã o  de proba- 

b i l i d a d e s  que não tenha e s t a  propriedade de co r re lãção  deve, c e r  - 

tamente , conter  i n c o n s i s t ê n c i a s  lóg icas .  

Supondo o caso d i s c r e t o ,  pode s e r  dada a seguin-  

t e  i l u s t r a ç ã o  dos argumentos expostos .  

A quantidade - x pode t e r  os  va lo res  (xl,..,xn) 

onde - n pode s e r  f i n i t o  ou contavelmente i n f i n i t o  e xi pode s e r  

e spec i f i cado  a rb i t r a r i amente .  A informação d i spon íve l  a r e s p e i  - 



t o  de x coloca ce r t a s  r e s t r i ç õ e s  na d i s t r i bu i ção  de probabi l ida  - 

de p : p ( x j - )  Assume-se por conveniência, embora não s e j a  in-  

dispensável para o caso, que e s t a s  probabilidades tomem a forma 

de valores  médios de vá r i a s  funções ( f l  (x )  , . . . . ., f  m ( x )  ) onde 

rn < n . A d i s t r i b u i ~ ã o  de probabilidade p i que incorpora e s t a  

informação, mas que é l i v r e  de qualquer outra  suposição, é en- 

t ão  aquela que maximiza: 

onde Fk são os: valores médios  réf fixa dos. 

com 

na qual  as  constantes r e a i s  são determinadas a p a r t i r  das 

t r i qões  (A.. 3 )  , que levam ã r e l a ~ ã o  

( A .  4) 

. res -  



A d i s t r i b u i ç ã o  ( H )  aquela  que,  de um c e s t o  mo- 

do, sè espalha  t ã o  uni£ ormemente quanto p o s s í v e l  sem contradizer 

a informação dada a p r i o r i ,  i s t o  é, e l a  dá t o t a l  l i b e r d a d e  a t o  - 

da v a r i a b i l i d a d e  p o s s i v e l  de x permi t ida  p e l a s  r e s t r i ç ã e s .  En- 

t ã o ,  e l a  consegue, pe lo  menos de um modo, a f ina l idad-e  i n t u i t i -  

va de propor uma d i s t r i b u i ç ã o  a p r i o r i :  e l a  concorda com o que 

é conhecido, mas expressa uma " i n c e r t e z a  m5ximat1 com r e l a ç ã o  à s  

o u t r a s  c o i s a s ,  A s s i m  de ixa  a maior l ibe rdade  p o s s i v e l  p a r a  que 

a s  dec isões  f i n a i s  sejam in f luenc iadas  por- informações  subse- 

Se o v a l o r  de X 6 determinado por  alguma exper i -  

ê n c i a  a l e a t ó r i a ,  em cada r e p e t i ç ã o  da exper iênc ia  o resul tado  f i  - 

na1 & um dos va lo res  X Repetindo a exper i ênc ia  M vezes(M++ a), 
i 

cada t e n t a t i v a  pode d a r ,  independentemente, qualquer  um dos r e -  

m s u l t a d o s  {X1, i ...., Xm} e ,  en tão ,  exis tem a p r io r i . ,  n r e s u l t a -  

dos p o s s í v e i s ,  sendo que e n t r e  e l e s  muitos s e r a o  incompatlveis  

com a informitção dada a r e s p e i t o  dos va lo res  médios de f k  (X) . 
Assume-se que o r e s u l t a d o  da exper iênc ia  a l e a t ó r i a  concorda com 

e s t a  informação. 

Nas M r e p e t i ç õ e s  da exper iênc ia ,  o r e s u l t a d o  
X~ 

ser; o b t i d o  m2 vezes, e t c . .  Por t an to ,  

(A.  7 )  

e s e  o s  va lo res  médios e spec i f i cados . fo rem de f a t o  v e r i f i c a d o s ,  

têm-se ainda as  re laqões :  



n 
C m f  ( X . )  = M F ] ~  , (k = 1, ...., m )  

i lc 1 
(A.  8 )  

i=1 

Se m < n - 1, a s  r e s t r i ç õ e s  (A .7 )  e  (A.8) são  il 

s u f i c i e n t e s  pa ra  determinarem a s  f requências  r e l a t i v a s  f =  i 

= m .  jM Contudo, e x i s t e  uma f o r t e  base p a r a  p r e f e r i r  algumas 
1 

m esco lhas  de f i  a  o u t r a s  . Quantos dos n  r e s u l t a d o s  o r i g i n a i s  

p o s s í v e i s  levam a  um dado conjunto'de números a l e a t ó r i o s  ( ml , 

. . . . , m )  ? A r e s p o s t a  é o c o e f i c i e n t e  multinomial : 

e ,  en tão ,  o  conjunto de f requências  I f  1 
, ...., f 11 ) que pode s e r  

ob t ido  o  maior número de vezes é aquele  que maximixa ( A , 9 ) ,  su- 

j e i t a  a(A.7) e  (A.8).  Pode-se, da mesma forma, maximiiar qual-  

-1 
quer  função c rescen te  e  monótona de W, em p a r t i c u l a r  M log  w, 

mas como M -t + tem-se imediatamente, p e l a  aproximação de S t i r  - 

l i n g :  

(A.  10)  

I? agora ev iden te  que, em (A. 7 )  - (A.10) e s t á  f o r  - 

mulado exatamente o  mesmo problema matemático que e m  ( A . 1 )  - 

(A.3) e  que e s t a  iden t idade  p e r s i s t i r á  mesmo s e  a s  restrições não 

tomarem a  forma de va lo res  médios. Dada qualquer  informação a  

p r i o r i  que s e j a  t e s t á v e l ,  a  d i s t r i b u i ç ã o  de probabi l idades  que 

maximiza a e n t r o p i a  é numericamente i d ê n t i c a  5 d i s t r i b u i ç ã o  de 

f requência  que pode s e r  o b t i d a  na maioria  das vezes.  



Se ja ,  agora,  { f i}  O conjunto de f r equênc ias  que 

maxirniza W e  tem e n t r o p i a  H ,  e  { f f i }  o u t r o  conjunto  de frequên- 

c i a s  s u j e i t o  5s r e s t r i ç õ e s  (A. 7 )  e  (A.  8 )  e  que tem e n t r o p i a  H f  . 
A r e l a ç ã o  { (número de vezes que { f i ]  pode s e r  ob t ido)  / (número 

de vezes que { f i }  pode s e r  ob t ido)  1 c r e s c e  assintomaticamente,  

como : 

e  u l t r a p a s s a  todas a s  f r o n t e i r a s  quando M -+ + a . 

A s s i m ,  a  d i s t r i b u i c ã o  p r e v i s t a  pe lo  p r i n c í p i o  da 

e n t r o p i a  mãxima pode s e r  obtida experimentalmente em número de 

vezes muito s u p e r i o r  ao de qualquer  o u t r o  processo ,  

i E s t a  propriedade não j u s t i f i c a ,  porém, a  pxevi- 

são  de que a  d i s t r i b u i ç ã o  de e n t r o p i a  mãxima s e r á  de f a t o  ohse r  - 

vada em uma exper iência  r e a l ,  p o i s  pessoas d i f e r e n t e s  podem t e r  

quant idades d i f e r e n t e s  de informação, sendo levadas 5 diferentes 

d i s t r i b u i ç õ e s  de e n t r o p i a  máxima. Pode s e r  mostrado, no entan-  

t o ,  que pa ra  o  caso de informação a d i c i o n a l  redundante,  a  d i s -  

t r i b u i ç ã o  não é a l t e r a d a .  No caso de informações c o n t r a d i t ó r i -  

a s ,  a  r e l a ç ã o  ( A . 6 )  não tem solução e ,  p o r t a n t o ,  não haverá d i s  - 

t r i b u i ç g o  de e n t r o p i a  máxima. Se a s  informações e x t r a s  não são  

nem redundantes e  nem c o n t r a d i t ó r i a s ,  a e n t r o p i a  s e r á  menor pa- 

r a  quem possu i r  maior número de informações. 

Quando a  informação incorporada na a n á l i s e  de en - 

t r o p i a  máxima i n c l u i  todas a s  r e s t r i ç õ e s  o p e r a t i v a s  na expexiên .- 



ê n c i a  a l e a t G r i a ,  a  d i s t r i b u i ç a o  p r e v i s t a  p e l o  p r i n c í p i o  da  en-  

t r o p i a  máxima 6 surpreendentemente  s u p e r i o r  à observada  e x p e r i -  

mentalmente. 
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