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RESUMO 

A p a r t i r  de u m  d e t e r m i n a d o  c o n c e i t o  de e s t r u t u r a ,  

n e s t e  t r a b a l  ho,  e x p l o r a - s e  a s  p r o p r i e d a d e s  e s t r u t u r a i s  de uma 

c l a s s e  de  s i s t e m a s  d inâmicos  n ã o - l i n e a r e s  com o  i n t u i t o  de e s t a  - 

b e l e c e r  c r i t é r i o s  a l g é b r i c o s  de e s t a b i l i d a d e  a b s o l u t a .  l , l o s t r a -  

s e  que ,  uma vez que sejam i d e n t i f i c a d a s  c a r a c t e r y s t i c a s  e s t r u t u  - 

r a i s  f a v o r á v e i s ,  a  e ç ' t a b i l i d a d e  pode s e r  d e t e r m i n a d a ,  com b a s e  

na e s t r u t u r a ,  de uma manei ra  r e l a t i v a m e n t e  simpl e s  quando com- 

parada  a  o u t r o s  métodos,  

Dado que na m a i o r i a  dos c a s o s ,  o s  s i s t e m a s  n ão 

ap resen tam e s t r u t u r a s  f a v o r á v e i s  s o b  uma forma e x p l y c i t a ,  f o -  

ram d e s e n v o l v i d o s  métodos s i s t e m á t i c o s  chamados " a l g o r i t m o s  de 

r e a l  i z a ç ã o "  para i n v e s t i g a r  a  p o s s i b i l  i d a d e  de o b t e r - s e  r e p r e -  

s e n t a ç õ e s  matemát icas  e q u i v a l e n t e s  d e s t e s  s i s t e m a s  e  que a p r e -  

sentem e s t r u t u r a  f a v o r á v e l .  Nos c a s o s  em que i s t o  é p o s s ? v e f ,  a  

e s t a b i l i d a d e  a b s o l u t a  do s i s t e m a  f i c a  a s s e g u r a d a  de  uma forma 

i n d i r e t a .  Como consequênc ia  d e s t e  p roced imen to  foram d e s e n v o l v i  - 

dos  c r i t é r i o s  a l g é b r i c o s  de e s t a b i l i d a d e  a b s o l u t a  q u e ,  a  Par  

de sua  u t i l i d a d e  no problema da anã1 i s e ,  mostraram s e r  de u t i l  i  - 

dade e m  problemas de  s y n t e s e  de r e g u l a d o r e s  n ã o - l i n e a r e s .  

Como exemplos de  a p l i c a ç ã o  do método p r o p o s t o ,  

foram t r a t a d o s  d o i s  t i p o s  d e  p rob lemas :  o  problema de e s t a b i l  i -  

dade  t r a n s i t õ r i a  de s i s t e m a s  de e n e r g i a  e l é t r i c a  de g r a n d e  p o r -  

t e  c o n s t i t u ? d o s  de n máquinas s y n c r o n a s  com c o n t r o l e  p o t ê n c i a -  

P requênc ia  d e s c e n t r a l  i z a d o  e  o  problema d e  sTn tede  de r e d e s  pas  - 



s í v a s  a p a r t i r  d a  u t i l i z a ç ã o  d o s  " a l g o r i t m o s  d e  r e a l i z a ç ã o " , m o s  
. - .  . . - 

t r a n d o ,  n o s  d o i s  c a s o s ,  a s  v a n t a g e n s  d a  a b o r d a g e m  e s t r u t u r a l  

p r o p o s t a .  

As f e r r a m e n t a s  b á s i c a s  u t i l i z a d a s  no d e s e n v o l v i -  

m e n t o  d e s t e  t r a b a l h o  f o r a m :  o  m é t o d o  d i r e t o  d e  L y a p u n o v ,  r e s u l -  

t a d o s  de  e s t a b i l i d a d e  a b s o l u t a ,  e s t a b i l i d a d e  q u a l i t a t i v a ,  t e o -  

r i a  de  g r a f o s  e  t e o r i a  d e  m a t r i z e s .  



ABSTRACT 

Given a  s p e c i a l  c o n c e p t  of  s t r u c t u r e ,  t h i s  t h e s i s  

i n v e s t i g a t e s  s t r u c t u r a l  p r o p e r t i e s  o f  a  c l a s s  of n o n l i n e a r  dyna - 

mical sys tems wi th  t h e  aim of d e t e r m i n l n g  a l g e b r a i c  c r i t e r i a  

f o r  a b s o l u t e  s t a b i l i t y .  I t  i s  shown t h a t ,  whenever f a v o r a b l  e  

s t r u c t u r a l  p r o p e r t i e s  a r e  i d e n t i f  i e d ,  s t a b i l  i t y  can be de ter in i  - 

ned i n  a  r a t h e r  s i m p l e  manner when compared t o  o t h e r  me thods .  

S i n c e  in  most c a s e s  s y s t e m s  do n o t  p r e s e n t  f a v o r i  - 

b l e  s t r u c t u r e s  i n  an e x p l i c i t  fo rm,  s y ç t e m a t i c  methods were d e -  

ve loped t o  i n v e s t i g a t e  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  g i v i n g  e q u i v a l e n t  ma- 

t h e m a t i c a l  r e p r e s e n t a t i o n  f o r  t h e s e  s y s t e m s ,  p r e s e n t i n g  f a v o r a -  

b l e  s t r u c t u r e .  I h e s e  methods a r e  t h e  so  c a l l e d  r e a l i z a t i o n  a l -  

go r i thms  and f o r  t h o s e  c a s e s  i n  which a f a v o r a b l e  r e a l i z a t i o n  

can be o b t a i n e d ,  a b s o l u t e  s t a b i l  i t y  can be r e a d i l y  a s s u r e d .  As 

a  consequence  o f  t . h i s  p r o c e d u r e ,  a l g e b r a i c  c r i t e r i a  f o r  a b s o l u -  

t e  s t a b i l  i t y  were deve loped  t h a t ,  b e s i d e s  o f  t h e i r  u t i l i t y  i n  

a n a l y s i s  problems,  showed g r e a t  adequacy in  probl  ems of non-1 - i  

n e a r  r e g u l a t o r  s y n t h e s i s .  

The proposed method was a p p l i e d  t o  two d i f f e r e n t  

problems:  t h e  problem o f  t r a n s i e n t  s t a b i l i t y  of l a r g e  s c a l  e  

power sys t ems  w i t h  d e c e n t r a l i z e d  power- f requency c o n t r o l ,  and 

3 h e  probl  em of  p a s s i v e  network s y n t h e s i s ,  showing i n  b o t h  . c a s e s ,  

t h e  a d v a n t a g e s  o f  t h e  proposed a p p r o a c h .  

The main t o o l s  u t i l i z e d  i n  th - i s  t h e s i s  w e r e ;  t h e  

Lyapunov's  d i r e c t  method, a b s o l u t e  and q u a l i t a t i v e  s t a b i l  i t y  

r e s u l  t s ,  m a t r i x ,  and graph t h e o r i e s .  
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I N T R O D U C Ã O  

Pode-se a f i r m a r  que e s &  t r a b a l h o  t e v e  or igem e  

f o i  motivado por :  " a l g o  que i n t r i g a v a . . . " .  

Es tudava- se  o  comportamento d inâmico  de s i s t e m a s  

n ã o - l i n e a r e s  de dimensão e l e v a d a .  Dado a  complex idade ,  d imensão  

e  c a r a c t e r f s t i c a s  n ã o - l i n e a r e s  dos s i s t e m a s  t r a t a d o s ,  t a l  e s t u d o  

e r a  f e i t o  u t i l i z a n d o - s e  s i m u l a ç õ e s  em computador  d i g i t a l  I 3 O 1 ,  

1 5 4 1 .  A s egu ida  s i m u l a ç ã o  de uma c l a s s e  d e  s i s t e m a s  nos q u a i s  

eram a1 t e r a d o s  os  v a l o r e s  n u m ~ r i c o s  dos p a r ã m e t r o s ,  a s  c a r a c t e -  

r f s t i c a s  da's n ã o - l i n e a r i d a d e s  e  a s  c o n d i ç o e s  i n i c i a i s ,  m o s t r a v a  

que embora a s  s o l u ç õ e s  d e s t e s  s i s t e m a s  a p r e s e n t a s s e m  c a r a c t e r 7 s -  

t i c a s  d i s t i n t a s ,  a l g o  permanecia  i n a l t e r a d o :  a e s t a b i l i d a d e .  Mes - 

mo v a r i a ç õ e s  c o n s i d e r ã v e i s , t a n t o  em p a r ã m e t r o s ,  n ã o - l i n e a r i d a d e s  

e  cond ições  i n i c i a i s , n ã o  a l t e r a v a m  a c a r a c t e r 7 s t i c a  e s t i v e 1  d e s -  

t e s  s i s t e m a s .  

Aparentemente hav ia  a l g o  que d e t e r m i n a v a  e s t a  i n -  

s e n s i b i l i d a d e  ou r o b u s t e z .  V e r i f i c o u - s e  p o s t e r i o r m e n t e  que em 

, t o d a s  e s t a s  s i m u l a ç õ e s  a  c a r a c t e r i s t i c a  que f i c a v a  i n a l  t e r a d a  

e r a  o que p o s t e r i o r m e n t e  passou a  s e r ' c h a m a d o  de " e s t r u t u r a  qua-  

l i t a t i v a  do s i s t e m a " ,  d a i  t e r  s u r g i d o  a  q u e s t ã o  que i n t r i g a v a :  

" P o d e r i a  a  e s t r u t u r a ,  por s i  s 6 ,  d e t e r m i n a r  a  e s t a b i l i d a d e  do 

e q u i l y b r i o  de u m  s i s t e m a  n ã o - l i n e a r  ? " .  



V e r i f i c o u - s e  no d e . c o r r e r  da p e s q u i s a  que de  c e r t a  

manei ra  e s t e  problema t i n h a  e s t r e i t a  r e 1  ação  com problemas  formu - 

l a d o s  em Economia Matemática por  Paul Samuelson.  T a i s  problemas  

estavam r e l a c i o n a d o s  ao e s t u d o  da e s t a b i l  i d a d e  qual  i t a t i v a  d e  

s i s t e m a s  econÔmicos I g 5 1 ,  / 8 8 1 ,  1 3 4 1  da s e g u i n t e  m a n e i r a :  Nos 

s i s t e m a s  econÔmicos a  d i f i c u l d a d e  da formul  ação  de  modelos em 

termos q u a n t i t a t i v o s  o b r i g a , n a  m a i o r i a  d a s  v e z e s , a o  e s t u d o  de 

seu comportamento d inâmico  em termos  puramente qual  i t a t i v o s .  

Mais e s p e c i f i c a m e n t e ,  embora se jam d e s c o n h e c i d o s  o s  v a l o r e s  num6 - 

r i c o s  dos  ganhos de d e t e r m i n a d o s  l a ç o s  d e  r e a l i m e n t a ç ã o ,  s a b e - s e  

no e n t a n t o  que e s t e s  l a ç o s  e x i s t e m  e  que d e t e r m i n a d o s  s ã o  p o s i t i  - 

vos e  o u t r o s  s ã o  n e g a t i v o s .  De posse  apenas  d e s t e  t i p o  de  i n f o r -  

mações q u a l i t a t i v a s  d e s e j a - s e  s a b e r  s e  o  s i s t e m a  a p r e s e n t a r á  c a -  

r a c t e r y s t i c a s  e s t ã v e i s  ou não .  

Nes te s  t e r m o s ,  no e s t u d o  de  e s t a b i l i d a d e  de  s i s t e -  

mas econÔmicos t o r n a - s e  i m p o r t a n t e  o  c o n c e i t o  de  e s t a b i l i d a d e  

q u a l i t a t i v a  e  no p r e s e n t e  t r a b a l h o  6 most rada  a  i n t i m a  1  i g a ç ã o  

e n t r e  o  c o n c e i t o  de  "modelo q u a l i t a t i v o "  e  o  c o n c e i t o  de " e s t r u -  

t u r a  qual  i t a t i v a "  do s i s t e m a .  

Alguns r e s u l t a d o s  d e  e s t a b i l i d a d e  q u a l i t a t i v a  de  

s i s t e m a s  l i n e a r e s  o b t i d o s  por  Q u i r k  e  Rupper t  1 8 8 1  embora incom - 

p i e t o s ,  1 4 4 1 ,  1 5 5 1 ,  j un tamen te  com a  t e o r i a  de Lyapunov e  r e s u l -  

t a d o s  de e s t a b i l i d a d e  a b s o l u t a  de  S .  K .  P e r s i d s k i i  1 8 l 1  p o s s i b i -  

1  i t a r a m  a  der . ivação  dos r e s u l  ta'dos e s t r u t u r a i s  , p a r a  o  c a s o  d e  

s i s t e m a s  não-1 i n e a r e s , , c o n t i d o s  no p r e s e n t e  t r a b a l h o .  Mos t rando ,  

d e s t a  fo rma ,  que para c e r t a s  c l a s s e s  de s i s t e m a s  n ã o - l i n e a r e s  ,a 



r o n j e c t u r a  r e l a t i v a  e s t r u t u r a  v e r i f i c a d a .  

F o i  m o s t r a d o  q u e  r e a l m e n t e ,  p a r a  c e r t a s  c l a s s e s  d e  

s i s t e m a s  n ã o - l i n e a r e s ,  a 6 s t a b i l i d a d e  d o  e q u i l y b r i o  p o d e  s e r  d e -  

t e r m i n a d a  a p e n a s  em f u n g ã o  d a  " e s t r u t u r a "  d o  s i s t e m a .  E s t a  e s t r u  - 

t u r a  s e n d o  b a s i c a m e n t e  d e t e r m i n a d a  p e l o  " g r a f o  a s s o c i a d o "  a o  s i s  - 

tema não -1  i n e a r .  

No c a p 7 t u l o  I1  é i n t r o d u z i d o  o  c o n c e i t o  d e  e s t r u t u  - 

ra u t í l  i z a d o  p a r a  a  c1 a s s e  d e  s i s t e m a s  não -1  i n e a r e s  e s t u d a d a ,  bem 

como 5 m o s t r a d a  s u a  r e l a ç ã o  com a  e s t a b i l i d a d e  a b s o l u t a  d o  s i s t e  - 

ma. São  d a d o s  r e s u l t a d o s  d e  e s t a b i l i d a d e  a b s o l u t a  d e v i d o s  a  S .  

K. P e r s i d s k i i  I8l1 a s s i m  como s u a s  e x t e n s õ e s .  A p a r t i r  d e s t e s  r e  - 

s u l t a d o s  c a r a c t e r i z a - s e  o  q u e  se  e n t e n d e  p o r  " e s t r u t u r a  favor : -  

v e l "  d o  p o n t o  d e  v i s t a  d e  e s t a b i l i d a d e .  

No c a p y t u l  o  I 1 1  d e t e r m i n a - s e  a s  p r o p r i e d a d e s  d e  

c l a s s e s  d e  e s t r u t u r a s  ( m a t r i z e s )  q u e  a s  c a r a c t e r i z a m  como s e n d o  

" f a v o r á v e i s " ,  i s t o  é f e i t o  p a r a  o  c a s o  d e  m a t r i z e s  c h a m a d a s  " a c ?  - 

c l i c a s - 3 "  " D - a n t i - s i m é t r i c a s "  e  " s i g n - s t a b l e " .  

0 s  r e s u l t a d o s ,  p a r a  s i s t e m a s  não -1  i n e a r e s ,  em t e r  - 

mos p u r a m e n t e  e s t r u t u r a i s  s ã o  a p r e s e n t a d o s  n o  c a p y t u l o  IV. N e s t e  

mesmo c a p 7 t u l o  c h a m a - s e  a  a t e n ç ã o  p a r a  o  f a t o  d e  como a u t i l i z a -  

ç ã o  d e  p r o p r i e d a d e s  e s t r u t u r a i s  em s i s t e m a s  d e  g r a n d e  p o r t e  p o d e  

c o n d u z i r  a  r e s u l t a d o s  menos  c o n s e r v a t i v o s  d o  q u e  a q u e l e s  o b t i d o s  

p o r  m é t o d o s  d e  " s i s t e m a s  i n t e r c o n e c t a d o s "  1 6 1 ,  1 9 6 1 ,  q u e  g e r a l -  

m e n t e  u t i l i z a m  f u n ç õ e s  d e  Lyapunov  v e t o r i a i s .  E x e m p l o s  c l ã s s i c o s  



da 1 i t e r a t u r a  p e r t i n e n t e ,  1 7 2 1 ,  1 8 2  1 ,  foram u t i l  i z a d o s  pa ra  mos- 

t r a r  van tagens  na u t i l i z a ç ã o  da abordagem e s t r u t u r a l  p r o p o s t a .  

Todavia,como na m a i o r i a  dos  c a s o s  os  s i s t e m a s  não 

n e c e s s a r i a m e n t e  ap resen tam o  que s e  c h a m ~ u  de uma " e s t r u t u r a  f a -  

v o r ã v e l "  (do  ponto de  v i s t a  de  e s t a b i l i d a d e ) ,  os  r e s u l t a d o s  e s -  

t r u t u r a i s  somente poderiam s e r  a p l  i c a d o s  a  uma c1 a s s e  r e s t r i t a  

de s i s t e m a s .  M o s t r a - s e ,  no e n t a n t o ,  que por  meio de uma r e d e f i n i  - 

ção d a s  v a r i ã v e i s  de e s t a d o  pode-se t e n t a r  o b t e r  unia r e p r e s e n t a -  

ção matemãt ica  e q u i v a l e n t e  do s i s t e m a  t r a t a d o  e  que possua c a r a c  - 

t e r i s t i c a s  e s t r u t u r a i s  " f a v o r ã v e i s ' .  E s t a  nova r e p r e s e n t a ç ã o  po- 

de s e r  o b t i d a  i n d i r e t a m e n t e  por  meio de " a l g o r i t m o s  de r e a l i z a -  

ção'  de e s t r u t u r a s  f a v o r ã v e i s  como é demonst rado  n o  c a p i t u l o  V .  

Como consequênc ia  d i r e t a  dos a l g o r i t m o s  de r e a l i z a  - 

ção s ã o  e s t a b e l e c i d o s  novos c r i t e r i o s  a l g é b r i c o s ,  r e l a t i v a m e n t e  

s i m p l e s ,  para a  v e r i f i c a ç ã o  da e s t a b i l i d a d e  a b s o l u t a  d e  s i s t e -  

mas do t i p o  L u r ' e .  Out ra  consequi inc ia  i m p o r t a n t e  d e s t e s  r e s u l  t a -  

dos e s t r u t u r a i s  e  a l g o r i t m o s  de r e a l i z a ç ã o  é a  d e r i v a ç ã o  d e  métg 

dos s i s t e n i ~ t i c o s  de  s i n t e s e  d e  r e g u l a d o r e s  para  s i s t e m a s  de con-  

t r o l e  n ã o - l i n e a r e s  o  que l h e s  d ã  uma s e n s i v e l  vantagem s o b r e  o s  

métodos f r e q u e n c i a i s  I g 1  1 ,  I 4 O 1 ,  / l i 3 / .  

. No c a p i t u l o  VI s ã o  dados  r e s u l t a d o s  de a p l i c a ç õ e s  

da abordagem e s t r u t u r a l  d e s e n v o l v i d a  n e s t e  t r a b a l h o ,  a  d o i s  t i -  

pos de problemas:  



( a )  t r a t a - s e  o p r o b l e m a  d a  e s t a b i l  i d a d e  t r a n s i  t Õ r i a  d e  s i s t e m a s  

d e  e n e r g i a  e l é t r i c a  d e  g r a n d e  p o r t e  com c o n t r o l e  P . f .  d e s c e n  - 

t r a l i z a d o .  M o s t r a - s e  como,  u t i l i z a n d o  a  a b o r d a g e m  e s t r u t u -  

r a l ,  s ã o  o b t i d a s  c o n d i ç õ e s  d e  e s t a b i l i d a d e  a b s o l u t a  p a r a  o  

s i s t e m a  m u l t i - m á q u i n a s .  E s t a s  c o n d i ç õ e s  s ã o  e s t a b e l e c i d a s  em 

t e r m o s  d o s  g a n h o s  d e  r e a l i m e n t a ç ã o  d e  c a d a  m á q u i n a  d e  uma ma. - 

n e i r a  n ã o  i n t e r a t i v a .  M o s t r a - s e ,  o u t r o s s i m ,  q u e  a  e s t a b i l i z a  

ç ã o  l o c a l  d e  c a d a  m a q u i n a ,  u t i l i z a n d o  o  m e t o d o  d e  s I n t e s e  

p r o p o s t o ,  g a r a n t e  a e s t a b i l  i z a ç ã o  d o  s i s t e m a  g l o b a l .  

( b )  a  s e g u n d a  a p l i c a ç ã o  r e l a c i o n a - s e  d i r e t a m e n t e  a o s  a l g o r i t ~ o s  

d e  r e a l i z a ç ã o  d e  e s t r u t u r a s  f a v o r ã v e i s  ( " s i g n  s t a b l e "  no  c a -  

s o ) .  M o s t r a - s e  como p o s s ? v e l ,  a  p a r t i r  d o s  a l g o r i t m o s  d e  

r e a l i z a ç ã o , o b t e r  m é t o d o s  a l t e r n a t i v o s . d e  s f n t e s e  d e  r e d e s  

p a s s i v a s ,  i s t o  a  p a r t i r  d o  f a t o  d e  t e r '  s i d o  i d e n t i f i c a d a  a  

e x i s t ê n c i a  d e  uma f o r t e  r e l a ç ã o  e n t r e  e s t r u t u r a s  s i g n - s t a b l e  

e  r e d e s  p a s s i v a s  como m o s t r a d o  n a s  s e ç õ e s  V . 4  e  V I . 2 .  

D e s e j a - s e  r e s s a l t a r  q u e  uma s e r i e  d e  t r a b a l h o s  u t i  

l i z a n d o  p r o p r i e d a d e s  e s t r u t u r a i s  d e  s i s t e m a s  d i n â m i c o s  têm s i d o  

p u b l i c a d o s  n o s  Ü l t i m o s  a n o s ,  t a n t o  no  c a s o  d e  s i s t e m a s  l i n e a r e s  

1661, 1 9 9 1 ,  1331 , a b o r d a n d o  o  p r o b l e m a  d a  c o n t r o l a b i l  i d a d e  e s t r u  - 

t u r a l ,  bem como no  c a s o  d e  s i s t e m a s  n ã o - l i n e a r e s  1 1 9 1 ,  1 7 4 1 , 1 6 0 1 ,  
l l o O 1  v i s a n d o  a  e s t a b i l i d a d e ,  m o s t r a n d o  d e s t a  f o r m a  a  c r e s c e n t e  

i m p o r t â n c i a  q u e  a  v i s ã o  e s t r u t u r a l  t e m  t i d o  na  s o l u ç ã o  d e  p r o b l e  - 

mas r e l a c i o n a d o s  a  s i s t e m a s  d i n â m i c o s  d e  g r a n d e  p o r t e .  



A p a r t i r  de uma concepgão nova d e  e s t r u t u r a ,  c r e -  

mos t e r  c o n t r i b u i d o  n e s t e  t r a b a l h o ,  t a n t o  na s o l u ç ã o  bem como 

na i n d i c a ç ã o  de  possTve i s  caminhos p a r a  a  s o l u g ã o  de  p rob lemas  

r e l a c i o n a d o s  com a  e s t a b i l i d a d e  de  uma c l a s s e  de s i s t e m a s  d inãmi  - 

tos não-1 i n e a r e s .  

Cabe r e s s a l t a r  que em t e r m o s  d e  a p r e s e n t a ç ã o ,  quan - 

do a s  provas  de a l g u n s  r e s u l t a d o s  eram t e d i o s a s  e l a s  foram c o l o  - 

cadas  nos Apgndices  pa ra  não d e s e s t i m u l a r  o  l e i t o r  menus e n t u -  

siasmado.  



C A P I T U L O  I 1  

ESTRUTURA E ESTABILIDADE A B S O L U T A  

Nes t e  c a p l t u l o  s ã o  a p r e s e n t a d o s  os  c o n c e i t o s  e  r e -  

s u l t a d o s  b á s i c o s  u t i l i z a d o s  na abordagem e s t r u t u r a l  p r o p o s t a  n e s  - 

t e  t r a b a l h o .  E s t a b e l e c e - s e  o  c o n c e i t o  de  e s t r u t u r a  p a r a  a  c l a s s e  

de  s i s t e m a s  n ã o - l i n e a r e s  e s t u d a d a  e  m o s t r a - s e  como e s t e  c o n c e i t o  

f o i  r e l a c i o n a d o  a  r e s u l t a d o s  d e  e s t a b i l i d a d e  a b s o l u t a .  A p a r t i r  

d e s t a  r e l a ç ã o  d e f i n e - s e  o  c o n c e i t o  de  " e s t r u t u r a s  f a v o r á v e i s "  do 

ponto  de  v i s t a  d e  e s t a b i l i d a d e .  

Como f e r r a m e n t a  b ã s i c a  d e  t o d o  e s t e  t r a b a l h o  u t i l i  - 

z a - s e  o  método d i r e t o  d e  Lyapunov. Todav ia  o  r e s u l t a d o  no q u a l  

nos baseamos na m a i o r  p a r t e  d'o t r a b a i  ho é d e v i d o  a  S .  K. P e r -  

s i d s k i i  I 8 l 1 .  E s t e  r e s u l t a d o ,  n e s t e  c a p T t u l o ,  f o i  e s t e n d i d o  a  

uma c l a s s e  mais  ampla d e  s i s t e m a s  n ã o - l i n e a r e s  do que  a q u e l a  o r i  - 

g i n a l m e n t e  t r a t a d a  po r  P e r s i d s k i  i .  

11.1 - DEFINIÇÕES E RESULTADOS D A  TEORIA D E  L Y A P U N O V  

Com o  i n t u i t o  que  e s t e  t r a b a l h o  p u d e s s e  f i c a r  m a i s  

;prÕximo do que s e  c o n s i d e r a  u m  t r a b a l h o  a u t o - c o n t i d o ,  e s t a  s e -  

ção f o i  r e s e r v a d a  a  uma b r e v e  a p r e s e n t a ç ã o  d a s  d e f i n i ç õ e s  e r e -  

s u l  t a d o s  b ã s i c o s  da  T e o r i a  de  Lyapunov p a r a  s i s t e m a s  d i n â m i c o s  

au tonomos .  



As d e f i n i ç õ e s  e  t e o r e m a s  a q u i  a p r e s e n t a d o s  podem 

s e r  e n c o n t r a d o s  em uma v a s t a  1  i t e r a t u r a  s o b r e  o  a s s u n t o ,  a t i v e -  

mo-nos t o d a v i a  5s r e f e r ê n c i a s  1 3 5 1 ,  1 3 6 1 ,  I s 3 1  e  1 6 4 1  d a s  q u a i s  

o s  r e s u l t a d o s  a b a i x o  f o r a m  e x t r a í d o s .  

C o n s i d e r a n d o  o  s i s t e m a  d i n â m i c o  a u t o n o m o  d a d o  p e l a  

e q u a ç ã o  d i f e r e n c i a l  v e t o r i a l  a b a i x o :  

onde  x ( t )  E e  F :  + . - - 

D e n o t a n d o  x ( t ,  - x o )  a  s o l u ç ã o  d o  s i s t e m a  ( 1 1 . 1 )  p a r a  uma d a d a  c o n  - 

d i ç ã o  i n i c i a l  sO, ou s e j a ,  2 f u n ç ã o  Y e t o r i a l  q u e  s a t i s f a z  

a s s u m i m o s  o  s e g u i n t e :  

E m  uma v i z i n h a n ç a  R h  d e  = O d a d a  p o r  R h  = E IIdI h;  

h > 0 1  t e m o s  q u e :  

( a )  ( 1 1 . 1 )  a d m i t e  a  s o l u ç ã o  t r i v i a l  ( e q u i l í b r i o )  x ( t ,  O) = O ,  ou 

e q u i v a l e n t e m e n t e ,  F ( O )  = O 'V  t - > 0; 



(b) a cada condição inicial x0 existe uma Única solução - x(t, ? o )  

para (11.1) V t - > 0 .  

Sabendo que a condição suficiente para que (b) se- 

ja satisfeita é dada pela condição de Lipschitz 1 3 5 /  OU seja, a 

desigualdade 

- 
e satisfeita para todos x1 e 5 em R,,, onde k>O é uma constante i r i -  

dependente de x. - Assume-se porta.nto que a função w F ( . )  satisfaz 

esta condição em Rh. 

Considerando o sistema (II.l), sujeito 5s condi- 

ções acima, temos as seguintes definições de estabilidade do 

equil7brio 1351, 1361, 1 5 3 1 :  

Definição 11.1: Para o sistema (11.1) - x = O é um ponto de equil? - 

brio estável se para todo número real E > O dado, existe um núme - 

ro real 6 ( ~ )  > O tal que 

Definição I1'.2: Para o sistema (11.1) x ... = O e uni ponto de equil? - 

brio assintoticamente estável se: 



~ e f i n i ç ã o  11.3: Dizemos que x = O 5 um ponto de equilibrio glo- - - 
balmente assintoticamente estável de (11 .1 )  se: 

(i) x - = O e estãvel; 

( i i )  para V xo - E temos que: lim I l x ( t ,  - sO)ll = 0. 
t-fm 

Definição 11.4: Dizemos que x - = O é um ponto de equilybrio expo- 

nencialmente estável d e  (11.1 ) se existem duas constantes positi - 

vas M e m independentes da condição inicial x0 e se V t - > O e 

50 E IX - E Rn: 1 / 5 1  1 p ,  p > O constante} verifica-se a seguinte 

desigualdade: 

Basicamente os Teoremas de estabilidade de Lyapu- 

.nov utilizam o conceito de funções definidas, positivas e negati - 

vas, das variáveis de estado em uma determinada vizinhança da 

origem, ou mais precisamente: 

Definição 11.5: Uma função V ( . )  continua, onde V: Rn + R, é dita 

ser definida positiva (definida negativa) em uma vizinhança d e  



& i =  O' (dada por R h  = {x E Rn: 11x1 1 <h, h > O constante}) se sa- 
w 

- 
tisfaz ãs seguintes condições: 

! , 

( i )  V(0) = O  

( i i )  V(x) - > 0, 5 f O (V(?) < O, x - # 0) 

Caso a condição ( i i )  para x # O seja substituida - 
por V(5) - > O (V(?) - O), V(x) é dita ser uma função semidefinida 

positiva (semidefinida negativa). 

Obs: Em geral, ao inves de explicitar que V(x) uma funçzo posi - - 
tiva definida, permite-se escrever simplesmente V(x) > O ficando - 
subentendido que trata-se da definição II:5. 

, 0s resultados de estabilidade de Lyapunov relati- 

vos ao equilTbrio do sistema (11.1) podem ser sintetizados pelos 

seguintes Teoremas: 

Teorema 11.1: Para que x = O seja um ponto de equilfbrio estável 

do sistema (11.1) é suficiente que exista uma função real esca- 

lar V(.); V: Rn + R ta1 que: 

(i )  V(x). - > O (definida 'positiva) 

( i i )  V(x) - tem derivadas parciais (de 1: ordem) em relação a - x 
contynuas 



. . 
( i i i )  V ( x )  - = ( g r a d  V ( x ) ) '  - . E(:) - < O ( s e m i d e f i n i d a  n e g a t i v a )  

Teorema 1 1 . 2 :  P a r a  que x - = O s e j a  um p o n t o  d e  e q u i l i b r i o  a s s i n t o  - 

t i c a m e n t e  e s t ã v e l  do s i s t e m a  ( 1 1 . 1 )  é s u f i c i e n t e  que e x i s t a  uma 

f u n ç ã o  r e a l  e s c a l a r  V ( . ) ;  V :  + R t a 1  que :  

( i )  V ( x )  > O ( d e f i n i d a  p o s i t i v a )  

( i i )  V ( x )  tem d e r i v a d a s  p a r c i a i s  ( d e  1: o rdem)  em r e l a ç ã o  a  x - 
. c o n t i n u a s  

( i i i )  ~ ( x )  - = ( g r a d  V ( x ) ) '  - . - F ( 5 )  O ( d e f i n i d a  n e g a t i v a )  

Teorema 1 1 . 3 :  P a r a  que  x = O s e j a  u m  p c n t o  d e  e q u i l y b r i o  g l o b a l -  - 
mente a s s i n t o t i c a m e n t e  e s t ã v e l  do s i s t e m a  ( 1 1 . 1 )  é s u f i c i e n t e  que 

e x i s t a  uma f u n ç ã o  r e a l  e s c a l a r  V ( . ) ;  V :  R n  + R t a l  que V x  E R":  - 

( i )  V ( 5 )  > O ( d e f i n i d a  p o s i t i v a )  

( i i )  V ( x )  tem d e r i v a d a s  p a r c i a i s  ( d e  1: ordem)  em r e l a ç ã o  a  - x 

c o n t i n u a s  

, ( i i i )  i ( x )  = ( g r a d  V ( x ) ) '  - . 

( i v )  l i m  V ( x )  = - 
l 1x1 I- 



C o n s i d e r a n d o  o  Teorema 11 .1  que  somen te  a s s e g u r a  a  

e s t a b i l i d a d e  ( n ã o  a s s i n t Õ t i c a )  do e q u i l y b r i o  t r i v i a l  do s i s t e m a  

( 1 1 . 1 )  b a s t a n t e  i m p o r t a n t e  c o n s i d e r a r  uma e x t e n s ã o  d e s t e  r e s u l  - 

t a d o  f e i t a  po r  LaSal l e  1 6 4  1 , f r e q u e n t e m e n t e  u t i l  i z a d a  n e s t e  t r a b a  - 

l h o  e  c u j o  r e s u l t a d o  é dado  p e l o  s e g u i n t e :  

Teorema 11 .4 :  - ( L a S a l i e ) :  S e j a  V ( . )  uma f u n ç ã o  r e a l  e s c a l a r ,  V :  

+ R ,  com d e r i v a d a s  p a r c i a i s  c o n t i n u a s ,  t a l  que 'd x - E R ~ :  

( i )  V(:) > O ( d e f i n i d a  p o s i t i v a )  

( i i )  V ( x )  .- = ( g r a d  V ( x ) ) '  - . - F ( 5 )  < O ( s e m i d e f i n i d a  n e g a t i v a )  

( i i i )  lirn V ( x )  - = 

1151 1 -  

Se V ( x )  - não é i d e n t i c a m e n t e  n u l a  ao l o n g o  d e  uma 

s o l u ç ã o  de ( 1 1 . 1 )  que  não a  o r i g e m ,  e n t ã o  o  s i s t e m a  ( 1 1 . 1 )  e g l o  - 

ba lmen te  a s s i n t o t i c a m e n t e  e s t á v e l .  

Obs. 1 :  Cabe l e m b r a r  a  e x i s t ê n c i a  da  v e r s ã o  " l o c a l "  do Teorema 

11 .4  ( v i d e  1 3 5 1 ) .  

Obs. 2 :  As . funçÕes  V ( . )  r e l a t i v a s  a o s  Teoremas  11 .1  a  1 1 . 4  s ã o  

chamadas f u n ç õ e s  d e  Lyapunov.  



11.2 c C L A S S E  DE S I S T E M A S  E S T U D A D A  

São considerados neste trabalho os sistemas dinãmi - 

e o s  aut6nomos do tipo (11.1) que podem ser representados por u m  

s i s t ema  d e  e q u a ç s e s  diferenciais ordinárias da forma: 

o n d e  a i j  E R ,  V i, j .  

f i j :  R + R ;  continuas (II.3a) 

Assume-se t amben i  que as condições de existência e unicidade de 

solugães  (eondigõeç de tipschitz) são verificadas no domynio 

N(x, e t ) :  

H(:, t )  = { ( E ,  t): Ilxll - c t - > 0 1  

Ressalte-se que apesar do caráter particular das 

'aquaçQes ( I I . 2 ) ,  uma classe considerável de sistemas não-linea - 

ras p o d e  sér colocada sob esta forma, basicamente a partir de 

Umta ~edefiniçãs adequada das uariãveis de estada, como serã mos - 

h m d o  ao l o n g o  d e s t e  trabalho. 



B e f i n i ç ã o  I I . 6 a :  No c a s o  d a s  não-1 i n e a r i d a d e s  f i  ( . )  d o  s i s t e m a  

(11.2) s a t i s f a z e r e m  a s  c o n d i ç õ e s  ( I I . 3 a )  e  ( I I . 3 b )  d i r e m o s  q u e  

e l a s  per tencem c l a s s e  A,my ou s e j a ,  A _  = { f i j ( . ) :  i ,  j = 

1 ,  2 ,  ..., n ; ( I I . 3 a )  e  ( I I . 3 b )  s ã o  s a t i s f e i t a s ) .  

A p a r t i r  da  d e f i n i ç ã o  I I . 6 a  u t i l i z a r e m o s  a  s e g u i n -  

t e :  

D e f i n i ç ã o  I I . 6 b :  O e q u i l i b r i o  x - = O do s i s ' t e m a  ( 1 1 . 2 )  é " a b s o l u -  

t amen te  e s t á v e l  A _ "  ou s i m p l e s m e n t e  " a b s o l u t a m e n t e  e s t á v e l  " , s e  

f o r  g l o b a l m e n t e  a s s i n t o t i c a m e n t e  e s t á v e l  p a r a  t o d a s  a s  f u n ç õ e s  

f . . ( ' . ) ,  i ,  j = 1 ,  2 ,  ..., n ,  t a i s  q u e f i j ( , )  E A ~ .  
1 J  

Obs: Com a b u s o  de  l i n g u a g e m ,  po r  v e z e s  nos  p e r m i t i m o s  d i z e r  qu-e - 
o  " s i s t e m a  é a b s o l u t a m e n t e  e s t á v e l  ".  

O n o s s o  prob lema b á s i c o ,  a o  l o n g o  d e s t e  t r a b a l h o ,  

s e r á  o  problema da e s t a b i l i d a d e  a b s o l u t a  do e q u i l i b r i o  d e  s i s t e -  

mas do t i p o  ( 1 1 . 2 ) .  A e s t e  s i s t e m a  vamos a s s o c i a r  o  c o n c e i t o  d e  

e s t r u t u r a ,  como é v i s t o  m a i s  a d i a n t e ,  com a  f i n a l i d a d e  d e  e x p l o -  

r a r  r e s u l t a d o s  b a s e a d o s  em p r o p r i e d a d e s  e s t r u t u r a i s  d e  ( 1 1 . 2 ) .  

Podemos d i z e r  que a  i d é i a  d e  r e p r e s e n t a r  s i s t e m a s  

complexos  de  uma m a n e i r a  s i m p l i f i c a d a  e  em p a r t i c u l a r  d a n d o - l h e s  

uma r e p r e s e n t a ç ã o  po r  meio d e  g r a f o s  e s t á  i n t i m a m e n t e  l i g a d a  a o  

c o n c e i t o  de e s t r u t u r a  do s i s t e m a  1 9 0 1  , 1 3 9 1 .  Uma s é r i e  d e  t r a b a -  

l h o s  que  s e  u t i l i z a m ,  d e  uma ou d e  o u t r a  m a n e i r a ,  d e s t a  i d é i a  



têm s i d o  p u b l i c a d o s  nos u l t i m o s  anos  t r a t a n d o  d i f e r e n t e s  p r o b l e -  

mas r e l a c i o n a d o s  a  s i s t e m a s  d i n ã m i c o s .  Den t re  e s t e s  t r a b a l  hos 

podemos c i t a r  1 6 6 1 ,  I g 9 1  e  1 3 3 1  que t r a t a m  de  o b s e r v a b i l i d a d e  e  

c o n t r o l a b i l i d a d e ;  1 1 9 ) ,  ) 7 4 1 ,  l l u O 1  , abordam o  problema da e s t a -  

b i l i d a d e  e  I 6 O 1  que t r a t a  da s o l u ç ã o  de s i s t e m a s  de equações  d i -  

f e r e n c i a i s  v i a  decomposição .  

Dependendo da manei ra  como e d e f i n i d a  a  e s t r u t u r a  

do s i s t e m a  e  dependendo do problema em q u e s t ã o  ( e ~ t a b i l i d a d e ~ c o n  - 

t r ~ l a b i l i d a d e ~ e t c . )  pode-se  f a z e r  uso d e  u m  modo m a i s ,  ou menos, 

v a n t a j o s o  das  p r o p r i e d a d e s  e s t r u t u r a i s  d e s t e  s i s t e m a .  

Neste  t r a b a l h o  u m  c o n c e i t o  e s p e c i a l  de  e s t r u t u r a  

se r ;  ado tado .  Para a  c l a s s e  d e  s i s t e m a s  ( 1 1 . 2 )  a  e s t r u t u r a  s e r ã  

c a r a c t e r i z a d a  por  uma m a t r i z  ou d i g r a f o  a s s o c i a d o  a  e s t e s  s i s t e -  

mas. P a r a  i n t r o d u z i r i n o s  e s t e  c o n c e i t o  de e s t r u t u r a ,  vamos p r ime i  - 

ramente e s t a b e l e c e r  a s  s e g u i n t e s  d e f i n i ç õ e s :  

D e f i n i ç ã o  I I . 7 a :  Diremos que G s  é chamado d i g r a f o  ( g r a f o  o r i e n t a  - 

d o )  a s s o c i a d o  ao s i s t e m a  ( 1 1 . 2 )  s e  e  somente s e  G s  = G s  ( V ,  E S )  

onde: 

V = { x i l i  = 1 ,  2 ,  ..., n l  é o  c o n j u n t o  d e  v é r t i c e s ,  ou s e j a , a  ca - 

da v a r i á v e l  de e s t a d o  do s i s t e m a  ( 1 1 . 2 )  e s t á  a s s o c i a d o  u m  v é r t i -  

E s = f ( x j ,  x i ) l a i j  # 0 ;  i ,  j = 1 2 ,  ..., n )  é o  c o n j u n t o  d e  a r -  

c o s ,  ou s e j a ,  cada par  ( x  x i )  t a l  que a  # O d e f i n e  u m  a r c o  
j ' i j  



o r i e n t a d o  d o  v é r t i c e  x  p a r a  o v é r t i c e  x i  d e  G s .  
j 

D e f i n i ç ã o  I I . 7 b :  O d i g r a f o  f u n c i o n a l  a s s o c i a d o  a o  s i s t e m a  ( 1 1 . 2 )  

( G S f )  é o  d i g r a f o  o b t i d o  a  p a r t i r  d e  G, no  q u a l  o  a r c o  ( x j ,  x i )  

6 v a l o r a d o  p e l a  f u n ç ã o  a  , f  . . ( x  . ) .' i j 1J  J 

E x e m p l i f i c a n d o ,  a b a i x o  é d a d o  u m  s i s t e m a  d o  t i p o  

( 1 1 . 2 )  j u n t a m e n t e  com o  d i g r a f o  f u n c i o n a l  a  e l e  a s s o c i a d o .  

F i g u r a  1 1 . 1  - D i g r a f o  f u n c i o n a l  a s s o c i a d o  a o  s i s t e m a  ( 1 1 . 4 ) .  

A p a r t i r  d e  podemos a i n d a  e s t a b e l e c e r  a s  s e g u i n  - 
t e s  d e f i n i ç õ e s :  



~ e f i n i ç ã o  1 1 . 7 ~ :  O d i g r a f o  v a l o r a d o  a s s o c i a d o  a o  s i s t e m a  ( 1 1 . 2 )  

(%v é o  d i g r a f o  o b t i d o  a  p a r t i r  d e  G s  a t r i b u i n d o - s e  o  v a l o r  

ai # O a o  a r c o  ( x j ,  x i ) .  

~ e f i n i ç ã o  I I . 7 d :  O d i g r a f o  s i n a l  ( " s i g n e d  d i g r a p h " )  a s s o c i a d o  ao  

s i s t e m a  ( 1 1 . 2 )  ( G S S )  é O d i g r a f o  o b t i d o  a  p a r t i r  d e  G s  a t r i b u i n -  

d o - s e  o s i n a l  d e  a i j  ( a i j  # O) a o  a r c o  ( x j ,  x i ) .  

Desde q u e  podemos a s s o c i a r  g r a f o s  a  m a t r i z e s  e  

v i c e - v e r s a  1 1 0 6 1 ,  1161, 1 3 7 1 ,  1 3 8 1 ,  a  p a r t i r  d a s  d e f i n i ç õ e s  a c i -  

ma vamos i n t r o d u z i r  a  s e g u i n t e :  

D e f i n i ç ã o  1 1 . 8 :  D i z e m o s  q u e  a  " e s t r u t u r a  d o  s i s t e m a  ( 1 1 . 2 ) "  s a -  

t i s f a z e n d o  ( 1 1 . 3 )  é d e t e r m i n a d a  p e l o  d i g r a f o  G s v  o u  e q u i v a l e n t e -  

m e n t e  d i z e m o s  que  a  e s t r u t u r a  d o  s i s t e m a  ( 1 1 . 2 )  é d e t e r m i n a d a  p e  - 
, 

I a  m a t r i z  A = ( a i j )  ( m a t r i z  d e  a d j a c ê n c i a  a s s o c i a d a  a o  d i g r a f o  

G s v y  c f .  D e f i n i ç ã o  1 1 1 . 5 ) .  

I n t u i t i v a m e n t e  a  e s t r u t u r a  d o  s i s t e m a ,  como d e f i n i  - 

' d o  a c i m a ,  n o s  f o r n e c e  a  m a n e i r a  com q u e  o s  e s t a d o s  ( x i )  d o  s i s t e  - 

ma s ã o  i n t e r c o n e c t a d o s  e n t r e  s i  v i a  f u n ç õ e s  n ã o - l i n e a r e s .  P o r  ou  - 

t r o  l a d o ,  a  p a r t i r  d a  d e f i n i ç ã o  d e  e s t r u t u r a  a c i m a  d e c o r r e  uma 

, s z r i e  d e  d e f i n i ç õ e s  r e l a t i v a s  e s t r u t u r a  q u e  n ã o  s e r ã o  a q u i  

e x a u s t i v a m e n t e  e x p l i c i t a d a s e  n o  e n t a n t o ,  p o r  v e z e s  s e r ã o  u t i l i  - 

z a d a s  n o  d e c o r r e r  d e s t e  t r a b a l h o .  T a i s  c o n c e i t o s  e s t ã o  i n t i m a m e n  - 

t e  l i g a d o s  2 s  d e f i n i ç õ e s  u t i l i z a d a s  em t e o r i a  d e  g r a f o s :  a s s i m  

P o r  e x e m p l o  d i z e m o s  q u e :  o  " s i s t e m a  ( 1 1 . 2 )  é f o r t e m e n t e  c o n e x o "  
4 

s e  e  s o m e n t e  s e  G S  e  uni d i g r a f o  f o r t e m e n t e  c o n e x o  ou  e q u i v a l e n t e  



mente  s e  a  m a t r i z  A = ( a  ) f o r  não  decamponTve1 1 1 0 6 1 ,  i  j 1 3 7 1 ,  
1 1 6 1  e  que "o  s i s t e m a  ( 1 1 . 2 )  tem e s t r u t u r a  a c i c l i c a  s e  e  s o m e n t e  

s e  G S  f o r  u m  d i g r a f o  a c ~ c l i c o ' ( v i d e  s e ç ã o  1 1 1 . 1 ) .  

F r e q u e n t e m e n t e  a o  l o n g o  d e s t e  t r a b a l h o  r e f e r i r - s e -  

i n d i s t i n t a m e n t e  a  p r o p r i e d a d e s  do d i g r a f o  G s  como s e n d o  p r o -  

p r i e d a d e s  da  m a t r i z  A = ( a i j )  bem como s e n d o  p r o p r i e d a d e s  e s t r u -  

t u r a i s  do s i s t e m a  ( 1 1 . 2 ) .  

Dado que a s  D e f i n i ç õ e s  I I . 7 b  a  I I . 7 d  d e c o r r e m  da 

d e f i n i ç ã o  I I . 7 a ,  por  v e z e s  u t i l i z a r e m o s  d e f i n i ç õ e s  de  e s t r u t u r a s  

l i g a d a s  a  e l a s :  nos  r e f e r i r e m o s  à " e s t r u t u r a  q u a l i t a t i v a "  do s i s  - 

tema ( 1 1 . 2 )  s e  e s t a  f o r  d e t e r m i n a a a  p e l o  d i g r a f o  G S S  e  à ' e s t r u -  

t u r a  q u a n t i t a t i v a '  quando e s t a  f o r  d e t e r m i n a d a  p e l o  d i g r a f o  G S v .  

Todav i a  n e s t e s  c a s o s  i s t o  s e r á  e x p l i c i t a d o  no t e x t o .  

Embora na d e r i v a ç ã o  da  m a i o r i a  d o s  r e s u l t a d o s  d e s -  

t e  t r a b a l h o  não s e  u t i l i z e  d i r e t a m e n t e  a  t e o r i a  de  g r a f o s ,  o  s 

c o n c e i t o s  b á s i c o s  s ã o  c o n s t a n t e m e n t e  u t i l i z a d o s  e  em a l g u n s  c a -  

s o s ,  p r o v a s  ex t r emamen te  t r a b a l h o s a s  ( v . g .  C a p y t u l  o  1 1 1 )  podem 

s e r  s i g n i f i c a t i v a m e n t e  s i n i p l i f i c a d a s  l a n ç a n d o - s e  mão d e s t e s  c o n -  

c e i t o s .  

Não d i f y c i l  e s t a b e l e c e r  uma r e l a ç ã o  e n t r e  o  c o n -  

c e i t o  d e  e s t r u t u r a ,  como d e f i n i d o  a c i m a ,  com a q u e l e  u t i l i z a d o  por 

Kevork ian  1 6 . '  1 .  E s t e  u t i l  i z a  o  c o n c e i t o  de  e s t r u t u r a  b a s e a d o  

no g r a f o  a s s o c i a d o  " m a t r i z  de o c o r r ê n c i a "  do s i s t e m a ,  i s t o  P& 

r a  uma c l a s s e  mais  ampla d e  s i s t e m a s  n ã o - l i n e a r e s  que a q u e l a  d a -  



da por (11.2). No trabalho de Kevorkian, todavia, a preocupação 

estrutural está ligada partição do grafo associado ao sistema 

não-linear via matriz de ocorrencia,com a finalidade de uma solu - 

ção do sistema a partir dos sub-sistemas irredutiveis (corres- 

pondentes a sub-grafos fortemente conexos). Não há a preocupação 

nem como os valores numéricos nem com os sinais associados ao 

grafo do sistema não-linear. 

Com a definição de estrutura que aqui utilizamos, 

o particionamento do sistema (11.2) pode também ser facilmente 

efetuado a partir da matriz que define a estrutura ou a partir 

do'grafo a ela associado. Por outro lado, com a definição aqui 

utilizada é possyvel fazer uso de propriedades mais "valiosas" 

do ponto de vista do estudo da estabilidade do que aquelas rela- 

cionadas apenas ao particionamento do sistema em sub-sistemas ir - 

E verdade que o sistema (11.2) tratado neste traba v 

l h o  tem caracter?sticas particulares, cremos no entanto que a 

idéia de estrutura aqui utilizada poderá ser estendida a classes 

mais amplas de sistemas não-lineares, embora como j á  foi ressal- 

tado e será visto mais adiante, os sistemas do tipo (11.2) podem 

representar (por uma redefinição de variãveis de estado) uma 

classe bastante ampla de sistemas não-lineares. 



11.3 - TEOREMAS D E  ESTABILIDADE ABSOLUTA 

Most ra-se  a  s e g u i r  d e  que mane i ra  f o i  u t i l i z a d o  um 

r e s u l t a d o  de e s t a b i l i d a d e  a b s o l u t a  de  S .  K .  P e r s i d s k i i  1 8 1 1  e  

s u a s  e x t e n s õ e s  para a  d e t e r m i n a ç ã o  da e s t a b i l i d a d e  do e q u i l y b r i o  

em termos  e s t r u t u r a i s .  U t i l i z a n d o - s e  r e s u l t a d o s  de t e o r i a  de ma- 

. t r i z e s  ( e  g r a f o s )  do C a p i t u l o  111,  e s t a b i l i d a d e  qual  i  t a t i v a  

1 B 8 1 ,  1 6 8 1 ,  1 6 9 1 ,  e  r e s u l t a d o s  d e s t e  c a p y t u l o ,  f o i  p o s s ~ v e l  d e r i  - 

var  os r e s u l t a d o s  e s t r u t u r a i s  c o n t i d o s  nos c a p 7 t u l o s  subsequen-  

t e s .  

Cons iderando uma s u b - c l a s s e  dos s i s t e m a s  ( 1 1 . 2 )  da - 

da p e l a s  equações :  

onde r i j  E R ,  V i ,  j = 1 ,  2 ,  . . . ,  n e ( j  = I ,  2 ,  ..., n s a -  

t i s f a z e m  a s  mesmas c o n d i ç õ e s  d a s  f u n ç õ e s  do s i s t e m a  ( 1 1 . 2 )  e a s  - 

sumindo a i n d a  que 

temos o  s e g u i n t e :  



Teorema 11 .5 .  Para que exi'sta no domynio H(x, - t) uma fun- 

ção V(x) - definida positiva da forma: 

tal que: lim V(x) = a e que tenha V(x), devido a (II.4), ne- - - 

gativa definida em H(x, t) é necessário e suficiente que exista 

uma forma quadrãtica definida positiva U(x) - = x'Px, com P diago- - - 
nal, cuja derivada temporal Ü(x) - é uma função definida negativa 

U(x) = - x' Q x para o sistema - - . . 

Prova: 

Suficiência: Assumindo que existe uma forma quadrãtica definida 

positiva U(x) = x'Px, - - P = diag[pl, P p ,  ..., Pn] > O com 

U(x) - = - x' Q x definida negativa para o sistema (11.8). - - ou 

equivalentemente que 

PR t- P\'P = . -  Q < 0 

- 
e satisfeita com P > O diagonal'. 



Chamando D = d i a g ( a i )  e - ( ' ( x )  - = ( ~ l ( x l ) , ( 2 ( x 2 ) , . . .  

4 ( x  ) ) ;  a d e r i v a d a  V ( x )  d e v i d o  a o  s i s t e m a  ( 1 1 . 5 )  a  p a r t i r  . de  n n - 
~ ( x )  d a  f o r m a  ( 1 1 . 7 )  é d a d a  p o r :  

w 

F a z e n d o  a i  = 2 P i ;  i  = 1 ,  2 ,  ..., n ,  t e m o s  q u e :  

~ ( x )  = c l ( x )  [PR + R I P ]  ( ( x )  d e v i d o  a  ( 1 1 . 9 )  5 uma - - - - 
f u n ç ã o  d e f i n i d a  n e g a t i v a .  P o r t a n t o  e x i s t e  V ( x )  > O d a  - f o  rrna 

( 1 1 . 7 )  com V ( x )  d e f i n i d a  n e g a t i v a  em H ( x , . t ) .  - - 

N e c e s s i d a d e :  S e  e x i s t e  V ( x )  > O d a  f o r m a  ( 1 1 . 7 )  com Ü ( x ) ,  d e v i d o  - - 
a o  s i s t e m a  ( I I . 5 ) ,  d a d a  p o r  ( 1 1 . 1 0 )  e  n e g a t i v a  d e f i n i d a ,  i s t o  i m  - - 
p l i c a  q u e  D R  c R I D  - - Q c O e  p o r t a n t o  e x i s t e  D = d i a g ( a i )  , 

a > O i  = 1 ,  2 ,  ..., n q u e  d e t e r m i n a  uma f o r m a  i  q u a d r ã t i c a  

U 1 ( x )  - = x ' D x  d e f i n i d a  p o s i t i v a  p a r a  o  s i s t e m a  ( 1 1 . 8 )  c u j a  d e r i v a  - - - 

da  t e m p o r a l  Ú 1  = - x l q x  6 d e f i n i d a  n e g a t i v a .  - - 

O T e o r e m a  1 1 . 5  a c i m a  p o d e  s e r  e n u n c i a d o  d e  uma ma- 

n e i r a  e q u i v a l e n t e  ( m a i s  c o n c i s a )  como s e  s e g u e :  



Teorema  1 1 . 5  ( b i s ) ' :  P a r a  q u e  e x i s t a  uma f u n ç ã o  d e f i n i d a  p o s i t i -  

em H ( x ,  t ) ,  p a r a  o  s i s t e m a  ( I I . 5 ) ,  d a  f o r m a  v ( 5 )  = 

. a I x j + j ( í ) d r  com d e r i v a d a  C ( x )  - n e g a t i v a  d e f i n i t i v a  em 
j=1 j O 

H(:, t )  é n e c e s s á r i o  e  s u f i c i e n t e  que, e x i s t a  uma s o l u ç ã o  p a r a  a  

e q u a ç ã o  d e  Lyapunov P R  e R ' P  = - Q < O com P  > O d i a g o n a l  

 orolá lá rio 1 1 . 1 :  O e q u i l i b r i o  t r i v i a l  d o  s i s t e m a  ( 1 1 . 5 )  é a b s o l u -  
# 

t a m e n t e  e s t ã v e l  Am s e  a  e q u a ç ã o  d e  L y a ~ d n o v  PR + R ' P  = - Q e 

s a t i s f e i t a  p a r a  P > O ,  Q > 0 ,  com P d i a g o n a l  

U t i l i z a n d o - s e  f u n ç õ e s  do  t i p o  ( 1 1 . 7 )  o  T e o r e m a  

1 1 . 5  pode  s e r  e s t e n d i d o  a  s u b - c l a s s e s  d o s  s i s t e m a s  ( 1 1 . 2 )  m a i s  

. amplas  q u e  ( 1 1 . 5 )  d a d a s  p o r  e q u a ç õ e s  d o  t i p o :  

' o u  em n o t a ç ã o  m a t r i c i a l  

onde  A = ( a i j ) ;  D = d i a g ( d i )  - O 

P a r a  s i s t e m a s  d o  t i p o  ( 1 1 . 1 2 )  s e g u e m - s e  o s  T e o r e -  

p a s  a b a i x o :  



Teorema 1 1 . 6 :  S e j a  - $ ( . )  s a t i s f a z e n d o  a s  c o n d i ç õ e s  d o  T e o r e m a  

1 1 . 5 ;  f i ( . ) ,  i = 1 ,  2 ,  ... , n  s a t i s f a z e n d o  ( 1 1 . 3 )  com 

> 0 ,  e n t ã o  ( 1 1 . 1 1 )  t e r á  o  e q u i l i b r i o  t r i v i a l  a b s o l u t a -  i f l p ( ~ ' ~ )  x i  - 

m e n t e  e s t á v e l  A 03 s e ,  a n a l o g a m e n t e  a o  T e o r e m a  1 1 . 5 ,  a  e q u a ç ã o  

p~ + A ' P  = - Q f o r  s a t i s f e i t a  p a r a  P > O ,  Q > O com P d i a g o n a l .  

P r o v a :  U t i l i z a n d o  a  f u n ç ã o  ( 1 1 . 7 )  com a  = 2 P j ,  j.1 , 2  ,... , n  t e r e  - j - 

mos : 
oi 

= - + I ( x )  U [ P A  + A ' P ]  + ( x )  + 21$' ( x )  PD f ( x )  < O ( f u n ç ã o  d e f i n i  - - - - - - - 

d a  n e g a t i v a ) .  

c o r o l á r i o  1 1 . 2 :  O s i s t e m a  ( c a s o  p a r t i c u l a r  d e  ( 1 1 . 1 2 ) )  

com f ( . )  - s a t i s f a z e n d o  a s  c o n d i ~ õ e s  d o  T e o r e m a  1 1 . 6  (D < 0 )  é a b -  - 
s o l u t a m e n t e  e s t ã v e l  s e  a e q u a ç ã o  P A  + A I P  = - Q e s a t i s f e i t a  p a -  

!a P > o ,  Q > O ,  P  d i a g o n a l .  

P r o v a :  - U t i l i z a n d o  V ( x )  =. x 1  P . x  - - 



Teorema 1 1 . 7 :  S e j a  - $ ( . )  s a t i s f a z e n d o  a s  c o n d i ç õ e s  d o  T e o r e m a  

11.5; e f ( . )  E A _ .  S e n d o  A o  = A - d i a g ( a i i )  e n t ã o  t e m o s  q u e  x  = O 

do  s i s t e m a  

s e r á  a b s o l u t a m e n t e  e s t á v e l  A a s e  a  m a t r i z  C = [ A o  + D ]  é t a l  q u e  

a  e q u a ç ã o  P C  + C ' P  = - Q s e  v e r i f i c a  p a r a  P  e  Q m a t r i z e s  d i a g o -  

n a i s  d e f i n i d a s  p o s i t i v a s .  

P r o v a :  U t i l i z a n d o  a  f u n ç ã o  ( 1 1 . 7 )  com a  = 2 P j ,  j = 1 , 2 ,  ..., n  te 1 
j I 

mos : I 

como p a r a  q u e  t e n h a m o s  PAO + A ' P  + 2PD = - Q < O o com 

P  > O ,  Q > O ,  P ,  Q d i a g o n a i s ,  e n t ã o  P A O  + AOP = M é d i a g o n a l  com 

e l e m e n t o s  m i  = 2 a i i P i ,  p o r t a n t o  M = O e  D < 0 ,  d o n d e  s e g u e - s e  

q u e  ( 1 1 . 1 5 )  é uma f u n ç ã o  d e f i n i d a ' n e g a t i v a .  

Obs: A d i v e r g e n c i a  d a  f u n ç ã o  d e  L y a p u n o v  em t o d o s  o s  c a s o s  a c i m a  - 
d 

e  a s s e g u r a d a  p e l a  c o , n d i ç ã o  (11 - 6 ) .  

U m  a s p e c t o  i m p o r t a n t e  d o  T e o r e m a  ( 1 1 . 5 )  e  s u a s  e x -  

t e n s õ e s  r e s i d e  no f a t o  d e  q u e  a  e x i s t ê n c i a  d e  f u n ç õ e s  d e  L y a p u -  

nov " d i a g o n a i s "  p a r a  o s  s i s t e m a s  d e  c o m p a r a ç ã o  1  i n e a r e s  i 8 1  1 a s -  

s e g u r a  a  e s t a b i l i d a d e  a s s i n t ó t i c a  g l o b a l  p a r a  o s  s i s t e m a s  n ã o - 1 1  

n e a r e s  da  c l a s s e  ( 1 1 . 5 )  e  ( 1 1 . 1 2 ) .  



P o r t a n t o  a s  p r o p r i e d a d e s  d a s  m a t r i z e s  R ( T e o r e m a  
- 

1 1 . 5 ) ;  A e D ( T e o r e m a  1 1 . 6 ) ;  A o  e  D ( T e o r e m a  1 1 . 7 )  a s s o c i a d a s  a  

e s t r u t u r a  d o  s i s t e m a  , n ã o - l i n e a r  ( 1 1 . 2 )  s e g u n d o  a  D e f i n i ç ã o  1 1 . 8  

p o d e r ã o  s e r  u t i l i z a d a s  n a  s o l u ç ã o  d e  p r o b l e m a s  d e  e s t a b i l i d a d e  

como é m o s t r a d o  a  s e g u i r .  

1 1 . 3 . 1  - E s t r u t u r a  F a v o r á v e l  

C o n s i d e r a n d o  o s  r e s u l t a d o s  d a  s e ç ã o  a n t e r i o r  d e f i -  

n i r e m o s  o  q u e  s e  e n t e n d e  p o r  " e s t r u t u r a  f a v o r á v e l "  p a r a  s i s t e m a s  

d o  t i p o  ( 1 1 . 2 )  q u e  s a t + s f a z e m  ( 1 1 . 3 ) .  

D e f i n i ç ã o  1 1 . 9  : D'zenios q u e  u m  s i s t e m a  d o  t i p o  ( 1 1 . 2 )  s a t i s f a -  

z e n d o  ( 1 1 . 3 )  p o s s u i  " e s t r u t u r a  f a v o r á v e l " ;  s e  ü m a t r i z  A = 

( a i j )  s a t i s f a z  e q u a ç ã o  P A  t A ' P  = - Q p a r a  P  > O ,  Q > O com P 

d i a g o n a l .  (Em c e r t o s  c a s o s  a  c o n d i ç ã o  Q > O p o d e  s e r  r e l a x a d a  pa  - 

A p a r t i r  d a  d e f i n i ç ã o  a c i m a  podemos  e n u n c i a r  O 

C o r o l ã r i o  1 1 . 1  d a  s e g u i n t e  m a n e i r a :  

c o r o l ã r i o  1 1 . 1  ( b i s ) :  " T o d o  o s i s t e m a  d o  t i p o  ( 1 1 . 5 )  q u e  p o s s u i  

.uma e s t r u t u r a  f a v o r á v e l  é a b s o l  u t a m e n t e  e s t á v e l  A_ ' .  

A p a r t i r  d o s  r e s u l t a d o s  d e s t e  c a p T t u l o ,  c o n s i d e r a n  - 

d o  a  D e f i n i ç ã o  1 1 . 9  é n a t u r a l  q u e  s e j a m  i n v e s t i g a d a s  p r o p r i e d a  - 

d e s  d a s  " e s t r u t u r a s  f a v o r ~ v e i s " ,  ou em o u t r a s  p a l a v r a s ,  m a t r i z e s  

ou g r a f o s  q u e  p o s s u a m  p r o p r i e d a d e s  f a v o r á v e i s  d o  p o n t o  d e  v i s t a  



d e  e s t a b i l  i d a d e .  I s t o  s e r á  t r a t a d o  n o  p r õ x i n i o .  ' capT ' tu10 .  

Obs. 1 :  S o b r e  o  T e o r e m a  11 .5  q u e r e m o s  e n f a t i z a r  a  i n t e r p r e t a ç ã o  

d a s  c o n d i ç õ e s  p a r a  a  e x i s t e n c i a  d e  uma f u n ç ã o  d e  L y a p u n o v  d o  t i -  

po ( 1 1 . 7 )  com d e r i v a d a  t e m p o r a l  d e f i n i d a  n e g a t i v a .  E s t a s  c o n d i -  

ç õ e s  s ã o  n e c e s s á r i a s  e  s u f i c i e n t e s  p a r a  a  e x i s t e n c i a  d e  uma f u n -  

ç ã o  . d e  L y a p u n o v  d o  t i p o  1 1 . 7 .  Vemos p e l o  e x e m p l o  s i m p l e s  a b a i x o  

( s i s t e m a  d o  t i p o  ( 1 1 . 5 ) )  q u e ,  embora  o  s i s t e m a  de  c o m p a r a ç ã o  li- 

n e a r  n ã o  p o s s u a  f u n ç ã o  d e  L y a p u n o v  " d i a g o n a l " ,  o  s i s t e m a  a p r e s e n  - 

t a  e s t a b i l i d a d e  a b s o l u t a  A,. C l a r a m e n t e  e s t e  f a t o  d e c o r r e  d o  c a -  

r á t e r  de  s u f i c i ê n c i a  d o s  r e s u l t a d o s  d e  L y a p u n o v .  

E x e m p l o  1 1 . 1 :  S e j a  o  s i s t e m a  d i n â m i c o  d a d o  p e l a s  e q u a ç õ e s  

embora  o  s i s t e m a  s e j a  d o  t i p o  ( 1 1 . 5 )  o  s i s t e m a  d e  c o m p a r a ç ã o s l i -  

n e a r :  

n ã o  p o s s u i  f u n ç ã o  d e  L y a p u n o v  " d i a g o n a l "  i . e . ,  n ã o  t e m  e s t r u t u r a  

f a v o r â v e l  p o i s  p e l o  Lema 111.2 uma c o n d i ç ã o  n e c e s s ã r i a  p a r a  q u e  

uma m a t r i z  M = (m i j )  s e j a  t a l  q u e  a  e q u a ç ã o  DM + M ' D  = - Q < O 

s e j a  s a t i s f e i t a  com D d i a g o n a l  é q u e  t e n h a m o s  mii c O, i = 

7 ,  2 ,  .,., n .  P o r t a n t o  p e l o  Teo rema  1 1 . 5  a  f u n ç ã o  d e  L y a p u n o v  d o  

t i p o  ( 1 1 . 7 )  não e x i s t e .  
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e n e s t a  forma p o s s u i  e s t r u t u r a  f a v o r á v e l ,  e  p o r t a n t o  podemos 

a p l i c a r  o  Teorema 11 .7  m o s t r a n d o  que  6 a b s o l u t a m e n t e  e s t ã v e l  A 
m 

.I 

I com V ( x )  .., = X2 + - %'$,pois 
l 2  

Logo o  s i s t e m a  ( 1 1 . 1 6 )  é a b s o l u t a m e n t e  e s t á v e l  A m .  

Além da o b s e r v a ç ã o  r e l a t i v a  ao  Teorema 1 1 . 5  o  

exemplo acima e n f a t i z a  a  i m p o r t â n c i a  da  " r e p r e s e n t a ç ã o  m a t e m ã t i -  

c a "  d e  um d e t e r m i n a d o  s i s t e m a  p a r a  a  o b t e n ç z o  de  r e s u l t a d o s  s o -  

b r e  e s t a b i l i d a d e .  Por  c o n s e g u i n t e ,  t e r  ou não uma " e s t r u t u r a  f a -  

v o r á v e l "  não 6 uma p r o p r i e d a d e  " l i v r e  de  c o o r d e n a d a s " ,  e s t e s  f a -  

t o s  s ã o  e x t e n s i v a m e n t e  e x p l o r a d o s  no c a p i t u l o  V .  

Obs. 2 :  Cabe a i n d a  r e s s a l t a r  que  a  m a i o r i a  d o s  r e s u l t a d o s  d e s t e  

c a p l t u l o  pode s e r  e s t e n d i d a  p a r a  o s  c a s o s  em que a s  d e r i v a d a s  

Ü(x)  - s ã o  f u n ç õ e s  s e m i - d e f i n i d a s  n e g a t i v a s .  'Ta l  e x t e n s ã o ,  que  ba-  

s i c a m e n t e  r e c a i  no r e l a x a m e n t o  da c o n d i ç ã o  Q > O p a r a  Q - > O na 

equação  PA + A ' P  = - Q ,  pode s e r  f e i t a  u t i l i z a n d o - s e  o  Teorema 

de  L a S a l l e  (Teorema 1 1 . 4 )  t a l  como é f e i t o  em exemplos  d o s  c a p y -  

t u l o s  subsequen t . e s .  No e n t a n t o ,  v i a  de  r e g r a ,  o  t r \ a t a m e n t o  de  

t a i s  c a s o s  não f o i  n o s s a  p r e o c u p a ç ã o  p r i n c i p a l .  



E S T R U T U R A S  FAVORAVEIS 

A p a r t i r  dos  r e s u l t a d o s  e  dos  c o n c e i t o s  de e s t r u t u  - 

r a ,  i n t r o d u z i d o s  no c a p 7 t u l o  a n t e r i o r ,  t o r n a - s e  n a t u r a l  a  i n v e s -  

t i g a ç ã o  de p r o p r i e d a d e s  d a s  chamadas " e s t r u t u r a s  f a v o r á v e i s "  da - 

do a  i m p o r t ã n c i a  que tem na d e t e r m i n a ç ã o  da. e s t a b i l i d a d e  a b s o l u -  

t a  de s i s t e m a s  n ã o - l i n e a r e s  do t i p o  ( 1 1 . 2 ) .  

A c a r a c t e r i z a ç ã o  d e s t a s  e s t r u t u r a s  f a v o r á v e i s  pos-  

s i b i l i t a  a  de te rminação  da e s t a b i l i d a d e  com base  em c r i t e r i o s  a1 - 

g e b r i c o s  r e l a t i v a m e n t e  s i m p l e s  e  em c e r t o s  c a s o s  a  v e r i f i c a ç ã o  

da e s t a b i l  i dade  a b s o l u t a  e s t a r á  baseada  n a  s i m p l e s  i n s p e ç ã o  da 

e s t r u t u r a  do s i s t e m a ,  e l i m i n a n d o  d e s t a  f o r m a ,  a n á l i s e s  e  c á l c u -  

l o s  t r a b a l h o s o s  que f a t a l m e n t e  t e r i a m  de  s e r  f e i t o s  c a s o  c e r t o s  

r e s u l t a d o s  e s t r u t u r a i s  fossem d e s c o n h e c i d o s .  Exemplos dados  nos 

c a p f t u l o s  s u b s e q u e n t e s  a t e s t a m  e s t e  f a t o .  

Segundo o  c o n c e i t o  de e s t r u t u r a  f a v o r á v e l  dado no 

c a p y t u l  o  a n t e r i o r  u t i l  izarenios a  s e g u i n t e :  

, D e f i n i ç ã o  111.1:  Dizemos que V 5 a  c l a s s e  d e  m a t r i z e s  r e a i s  

(nxnr) que c a r a c t e r i z a  a s  e s t r u t u r a s  f a v o r á v e i s  onde D = ( A  = 

( a i j )  nxn": P P 0 e  Q Q O q u e  s a t i s f a z e m  A ' P  + P A  = - Q com P 

d i agona l  1 .  



Evidentemente  p e l o  Teorema d e  Lyapunov (Teorema 

1 1 1 . 2 )  D e um c o n j u n t o  de m a t r i z e s  e s t a v e i s .  

Embora r e c e n t e m e n t e  c o n d i ç õ e s  n e c e s s ã r i a s  e  s u f i -  

c i e n t e s  para que uma m a t r i z  A p e r t e n ~ a  à c l a s s e  U tenham s i d o  d e  - 

t e r m i n a d a s  1 1 ,  ou s e j a ,  c a r a c t e r i z a n d o  compl etainerlte a  c l a s s e  

V ,  e s t a s  c o n d i ç õ e s  não têm uma forma t a l  que possam s e r  f a c i l -  

mente v e r i f i c a d a s ;  o s  r e s u l t a d o s  a  s e g u i r  c a r a c t e k i z a m  novas 

s u b - c l a s s e s  de D com c r i t é r i o s  a1 g é b r i c o s  r e l a t i v a m e n t e  s i m p l e s .  

V á r i a s  s u b - c l a s s e s  da c l a s s e  U j á  s ã o  c o n h e c i d a s ,  

por exemplo,  a  s u b - c l a s s e  das  m a t r i z e s  d i a g o n a i s  n e g a t i v a s  u m  

exemplo t r i v i a l .  Outros  t i p o s  i m p o r t a n t e s  de  m a t r i z e s  per tencem 
- 
a  c l a s s e  Q :  m a t r i z e s  quase -dominan tes  1 7 6 1 ,  M-matr izes  com s i -  

nal i n v e r t i d o  I 6  / ,  m a t r i z e s  D - a n t i s i m é t r i c a s  ( d e f i n i d a s  a b a i x o )  

e  m a t r i z e s  " s i g n - s t a b l e "  1 " 1 ,  y41,  e s t a s  Úl t imas  do t i p o  d a s  

m a t r i z e s  chamadas " q u a l i t a t i v a s " .  

V e r i f i c a - s e  que a  p a r  da i m p o r t â n c i a  que tem no 

c o n t e x t o  d e s t e  t r a b a l h o ,  a c l a s s e  D é i g u a l m e n t e  i m p o r t a n t e  na 

de te rminação  dos c r i t e r i o s  de  e s t a b i l i d a d e  de  s i s t e m a s  de  g r a n -  

de  p o r t e  baseados  em p r o p r i e d a d e s  " e n t r a d a - s a 7 d a "  de  s u b - s i s t e  - 

mas d i s s i p a t i v o s  e  p a s s i v o s  p r o p o s t o s  por  Moylan e  H i l l  1 7 6 1 .  
$ 

Igua lmen te  i m p o r t a n t e  é a  c l a s s e  D no e s t u d o  da e s t a b i l i d a d e  d i  - 

nãniica -de s i s t e m a s  econÔmicos de vez q u e ,  p e r t e n c e r  à c l a s s e  D 
d 

e  uma cond ição  s u f i c i e n t e  pa ra  D - e s t a b i l i d a d e  1 " 1 ,  1 4 6  - 4 8 1 .  



N e s t e  c a b t u l o  s ã o  t r a t a d a s  s u b - c l a s s e s  da  c l a s s e  

V que m o s t r a r a m  s e r  d e  i m p o r t â n c i p  na d e r i v a ç ã o  d e  r e s u l t a d o s  e s  - 
t r u t u r a i s  p a r a  s i s t e m a s  não-1 i n e a r e s .  São  t r a t a d a s  m a i s  d e t i d a -  

men t e  a s  m a t r i z e s  d e  " e s t r u t u r a  a c y c l i c a - 3 "  ( d e f i n i d a s  a  s e -  

g u i r )  bem como a  s u b - c l a s s e  d e  D que  chamaremos de  D 2  o n d e :  

D e f i n i ç ã o  111.2:  D p  = { A  = ( a . . )  nxn :  3 P > O e  Q > O que  s a t i s -  
1 J  

fazem P A  + A ' P  = - Q com P e  Q d i a g o n a i s } .  

E s t a  c l a s s e  tem s u a  i m p o r t â n c i a  r e l a c f o n a d a  à s  con - 

d i ç õ e s  do Teorema 1 1 . 7 .  As m a t r i z e s  " s i g n  s t a b l e "  que  p e r t e n c e m  

a  e s t a  c l a s s e  bem como à c l a s s e  d a s  m a t r i z e s  d e  e s t r u t u r a  a c 7 c l - i  - 

c a - 3  s ã o  t r a t a d â s  com e n f a s e  e s p e c i a l ,  de  v e z  que  a  p a r t i r  d e -  

l a s  s ã o  d e r i v a d o s  r e s u l t a d o s  de  e s t a b i l i d a d e  a b s o l u t a  em t e r m o s  

e s t r u t u r a i s  puramente  q u a l  i  t a t i v o s  (TeoreWa I V .  l a  e  C o r o l ã r i o s  

O e s t u d o  d a s  p r o p r i e d a d e s  d e s t a s  c l a s s e s  d e  m a t r i -  

z e s  que  c a r a c t e r i z a m  a s  chamadas  e s t r u t u r a s  f a v o r á v e i s  v i s a  b a s i  - 

camen te  o s  s e g u i n t e s  p o n t o s :  

( a )  D e t e r m i n a r  a s  p r o p r i e d a d e s  que possam i d e n t i f i c a r  a  c l a s s e ,  

e s t a s  p r o p r i e d a d e s  podem e s t a r  r e l a c i o n a d a s  t a n t o  à s  c a r a c t e  - 

r y s t i c a s  da  m a t r i z  t a i s  como: s i m e t r i a  em z e r o s ,  i ndecompon i  - 

b i l i d a d e ,  s i n a i s  d o s  m e n o r e s  p r i n c i p a i s ,  e t c . ,  a s s i m  como po - 

dem e s t a r  r e l a c i o n a d a s  as p r o p r i e d a d e s  do d i g r a f o  a  e l a  a s s o  - 

c i a d o ,  ou s e j a ;  c o n e x i d a d e ,  e x i s t ê n c i a  d e  c i c l o s ,  compr imen-  

t o  d o s  c i c l o s ,  e t c .  D e s t a s  p r o p r i e d a d e s  que  chamaremos g e n e -  



r i c a m e n t e  de p r o p r i e d a d e s  e s t r u t u r a i s ,  p rocura r - se - :  d e t e r m i  - 

n a r  o  c o n j u n t o  mynimo, mais  s i m p l e s  de  s e r  v e r i f i c a d o  e  que 

c a r a c t e r i z a  a  m a t r i z  como p e r t e n c e n d o  2 c l a s s e  D. O e s t a b e l e  - 
c imento  d e s t a s  p r o p r i e d a d e s  v i s a  d a r  c o n d i ç õ e s  de uma r á p i d a  

i d e n t i f i c a ç ã o  de  e s t r u t u r a s  f a v o r ã v e i s  no c a s o  dos  s i s t e m a s  

n ã o - l i n e a r e s  do t i p o  ( 1 1 . 2 )  e  a  c o n s e q u e n t e  u t i l i z a ç ã o  d o s  

r e s u l t a d o s  do c a p y t u l o  11.  

( b )  D e t e r m i n a r ,  para  cada c l a s s e  de e s t r u t u r a s  f a v o r ã v e i s ,  a s  

m a t r i z e s  P c o r r e s p o n d e n t e s  a s  D e f i n i ç õ e s  ( 1 1 1 . 1 )  e  ( 1 1 1 . 2 )  , 

i s t o  p e l o  f a t o  de  que uma vez conhec ida  a  m a t r i z  P ,  a  d e t e r -  

minação da função  de  Lyapunov pa ra  o s i s t e m a  n ã o - l i n e a r  do 

t i p o  ( 1 1 . 2 )  é p r a t i c a m e n t e  i m e d i a t a .  A d e t e r m i n a ç ã o  da f u n -  

ção  de Lyapunov pa ra  o  c a s o  n ã o - l i n e a r  tem a  u t i l i d a d e ,  e n -  

t r e  o u t r a s ,  na d e t e r m i n a ç ã o  de  dbrninios de e s t a b i l i d a d e  nos 

c a s o s  em que o  s i s t e m a  tem e s t r u t u r a  f a v o r á v e l  porém a s  não- 

l i n e a r i d a d e s  não e s t ã o  i n t e i r a m e n t e  c o n t i d a s  no s e t o r  p o s i t i  

vo ( v i d e  Exemplo I V . 2 ) ,  a s s im como 5 i m p o r t a n t e  na d e t e r m i n a  - 

ção  de  cond ições  de  s e t o r  f i n i t o  para  o  c a s o  de s i s t e m a s  de 

e s t r u t u r a  f a v o r á v e l  ( v i d e  Exempl o  IV. 6 )  .,, 

Alguns r e s u l t a d o s  d e s t e  c a p y t u l o  s ã o  c o n h e c i d o s  na 

o l i t e r a t u r a  p e r t i n e n t e ,  o u t r o s  s ã o  novos e  h: a i n d a  a q u e l e s  d e -  

mons t rados ,  de  uma manei ra  nova,  em g e r a l  mais  s i m p l e s  que a q u e l a  

a t é  a q u i  conhec ida .  



A n t e s  d e  t r a t a r m o s  c a d a  uma d a s  c l a s s e s  d e  m a t r i -  

z e s  a  q u e  n o s  p r o p u s e m o s ,  c r e m o s  s e r  o p o r t u n o ,  p a r a  e f e i t o s  d e  

c l a r e z a ,  e s t a b e l e c e r  a l g u m a s  d e f i n i ç õ e s  m a i s  g e r a i s  q u e ,  e m b o r a  

c o n h e c i d a s ,  p o r  v e z e s  n ã o  s ã o  u n i f o r m e m e n t e  u t i l i z a d a s  na  l i t e r a  - 

t u r a ,  

D e f i n i ç ã o  1 1 1 . 3 :  Dizemos  q u e  a  uma m a t r i z  A = ( a i j )  r e a l  nxn  e s -  

t á  a s s o c i a d o  a o  d i g r a f o  G A ,  s e  G A  = G A ( V ,  E )  é uni d i g r a f o  t a l  

q u e :  

V = v ;  i  = 1 ,  2 ,  ..., n }  o  c o n j u n t o  d e  v é r t i c e s  e  

E = { ( v j ,  v i ) l a i j  # O ;  i ,  j = 1 ,  2 ,  ..., n )  6 o  c o n j u n t o  d e  a r -  

c o s .  O u  s e j a ,  a  c a d a  e l e m e n t o  a i j  # O d e  A c o r r e s p o n d e  u m  a r c o  

o r i e n t a d o  d o  v é r t i c e  V p a r a  o v é r t i c e  v i .  
j 

D e f i n i ç ã o  1 1 1 . 4 :  Dizemos  q u e  a  uma m a t r i z  A = ( a i j )  r e a l  nxn  e s -  

t á  a s s o c i a d o  o  d i g r a f o  v a l o r a d o  GAV s e  m a t r i z  A e s t i v e r  a s s o -  

c i a d o  o  d i g r a f o  G A  como a c i m a  e  a o s  a r c o s  ( V  v i )  f o r e m  a t r i b u í  
j' - 

d o s  o s  v a l o r e s  a i j  # O .  N e s t e  c a s o  p o d e m o s ,  d e  m a n e i r a  e q u i v a l e n  - 

t e ,  a s s o c i a r  a  u m  d i g r a f o  v a l o r a d o  uma m a t r i z  A = ( a i j ) ,  O U  s e -  

< j a ,  a  c a d a  a r c o  (v V i )  v a l o r a d o  d e  q i  a s s o c i a m o s  u m  e l e m e n t o  
j '  

a i j  t a l  q u e  q i j  = a  i j *  

D e f i n i ç ã o  1 1 1 . 5 :  A m a t r i z  A = ( a i j )  nxn à q u a l  a s s o c i a m o s  o  d i -  

g r a f o  G A V  como a c i m a ,  c h a m a r e m o s  d e  " m a t r i z  d e  a d j a c ê n c i a '  a s s o  - 

c i a d a  a o  d i g r a f o  GAV. 



Obs:  Chamamos a  a t e n ç ã o  p a r a  a  D e f i n i ç ã o  a c i m a  p o i s  n o r m a l m e n t e  - 
a  m a t r i z  d e  a d j a c g n c i a  A a s s o c i a d a  a  um d i g r a f o  é uma m a t r i z  b o o  - 

- 
l e a n a  d e f i n i d a  como s e g u e :  A = ( ã i j )  o n d e  ã i j  = 1  u- 3 ( x i ,  x . ) e  
- J 

a i  j = O * # ( x i s  x j )  1 1 0 6 1 ,  1 3 9 1 ,  1 1 6 1 .  

D e f i n i ç ã o  I I I . 6 a :  D i r e m o s  q u e  uma m a t r i z  r e a l  A = ( a i j )  ( n x n  1 
p e r t e n c e  c l a s s e  d a s  " m a t r i z e s  q u a l i t a t i v a s "  s e  a  ú n i c a  i n f o r m a  - 

ç ã o  r e l a t i v a  a  c a d a  u m  d e  s e u s  e l e m e n t o s  a i j  d i z  s e  e l e  é p o s i t i  - 

v o ,  n e g a t i v o  ou n u l o .  N e s t e  c a s o  o  d i g r a f o  a s s o c i a d o  5 m a t r i z  

A ( G A )  é chamado q u a l i t a t i v o  ( ' s i g n e d  d i g r a p h " )  ou a i n d a  d i z e m o s  

q u e  G A  tem uma ' e s t r u t u r a  q u a l i t a t i v a ' .  

D e f i n i ç ã o  I I I . 6 b :  No c a s o  u s u a l  em q u e  A = ( a i j )  t e m  a s s o c i a d o  a  

c a d a  u m  d e  ' s e u s  e l e m e n t o s  a  i j '  u m  número  r e a l ,  d i z e m o s  q u e  A 

p e r t e n c e  c l a s s e  d a s  " m a t r i z e s  q u a n t i t a t i v a s " .  N e s t e  c a s o ,  p o d e  - 

mos a s s o c i a r  a  m a t r i z  A a o  d i g r a f o  v a l o r a d o  ( G A y ) .  

Obs: H; a i n d a  a  p o s s i b i l i d a d e  d e  o c o r r e r  uma c o m b i n a ç ã o  d e s t e s  - 
d o i s  c a s o s ,  ou s e j a ,  p a r t e  da  m a t r i z  A é d a d a  q u a l i t a t i v a m e n t e  

s e n d o  a o u t r a  q u a n t i t a t i v a .  

C o n s i d e r a n d o  q u e  a  p a r t i r  d a s  d e f i n i ç õ e s  a c i m a  po -  

.demos a s s o c i a r  uma m a t r i z  nxn a  u m  d i g r a f o  d e  o rdem n e v i c e - v e r  - 

s a  ( v i a  m a t r i z  d e  a d j a c ê n c i a ) ,  p o r  v e z e s  n o s  r e f e r i r e m o s  i n d i s -  

t i n t a m e n t e  2 s  p r o p r i e d a d e s  d o  d i g r a f o  como s e n d o  p r o p r i e d a d e s  d a  

m a t r i z  d e  a d j a c ê n c i a  e  v i c e - v e r s a ,  Cabe  l e m b r a r  q u e  s e g u n d o  a  De- 

f i n i ç ã o  1 1 . 8  e s t a s  s e r ã o  p o r .  s u a  v e z  p r o p r i e d a d e s  d a  e s t r u t u r a  

d o  s i s t e m a  ( 1 1 . 2 ) .  



~ e f i n i ç ã o  1 1 1 . 7 :  A m a t r i z  A = ( a i j )  nxn  6 chamada  d e c o m p o n i v e l  

(ou  r e d u t i v e l )  s e  e  s o m e n t e  s e  e x i s t e  uma m a t r i z  d e  p e r m u t a ç ã o  P 

t a l  q u e  na  m a t r i z  PAP' = 
IA1 1  A12]  , A l l  e  A Z 2  s ã o  m a t r i z e s  q u a  - 

d r a d a s  e  A I 2  = C ( o u  A Z 1  = O ) .  C a s o  c o n t r á r i o  a  m a t r i z  A é chama - 

d a  i n d e c o m p o n i v e l  ( o u  i  r r e d u t - j v e l  ) . 

Teorema  1 1 1 . 1  1 1 ° 6 1 :  A m a t r i z  A = ( a i j )  nxn  n i r r e d u t i v e l  s e  E 

d 

s o m e n t e  s e  o  d i g r a f o  G A  ( o u  G A V )  e  f o r t e m e n t e  c o n e x o  ta 

Lema 1 1 1 . 1  1 1 2 1 :  Uma m a t r i z  A = ( a i j )  nxn  n ã o  d e c o m p o n i v e l  t e m  

a o  menos  u m  e l e m e n t o  n ã o  n u l o  em c a d a  l i n h a  e  c o l u n a  f o r a  d a  d i a  - 

g o n a l  p r i n c i p a l .  - Q 

+ 

D e f i n i ç ã o  1 1 1 . 8 :  A m a t r i z  A = ( a i j )  e  chamada  ' s i m é t r i c a  em z e -  

r o s '  s e  e  s o m e n t e  s e  a i j  = O i m p l i c a  em q u e  a j i  = O p a r a  t o d o  

p a r  i ,  j = 1 ,  2 ,  ..., n .  C l a r a m e n t e  o  d i g r a f o  GA a s s o c i a d o  à ma- 

t r i z  A n e s t e  c a s o  é um d i g r a f o  s i m é t r i c o .  

D e f i n i ç ã o  I I I . 9 : , C h a m a - s e  c a d e i a  d e  c o m p r i m e n t o  ( o u  o r d e m )  r d a  

m a t r i z  A = ( a i j )  nxn a o  p r o d u t o :  

... a i  i * 
, com i l ,  i 2 ,  ..., i r d i s t i n -  ? i l i 2  a i 2 i 3  r - 1  r a i r i r + l  

t o s  e  o s  a ;  não  n u l o s .  
1 j 

D e f i n i ç ã o  1 1 1 . 1 0 :  Chama-se  c i c l o  d e  c o m p r i m e n t o  ( o u  o r d e m )  r d a  

m a t r i z  A = ( a i  j ) ,  nxn a o  p r o d u t o :  ' 



a i l i *  z a i Z i 3 ,  - o O ,  a i  i . a i , i l  , com i l ,  i 2 ,  ..., i r d i s t i n  - 
r - 1  r 

t o s  e o s  a i j  não  n u l o s .  

c l a r a m e n t e ,  a s  d e f i n i ç a e s  111 .9  e  111 .10  podemos 

d a r  d e f i n i ç õ e s  e q u i v a l e n t e s  r e l a c i o n a d a s  a o s  d i g r a f o s  a s s o c i a d o s  
b 

a  m a t r i z  A e  que  d e n o t a r e m o s  " c a d e i a  d e  compr imento  r "  do d i g r a -  

i o  G A  ( O U  GAV) e  " c i c l o  de  compr imento  (ou  ordem)  r "  do d i g r a f o  

d 

D e f i n i ç ã o  111 .11 :  Dizemos que  a  m a t r i z  A = ( a i j )  e  " a c f c l  i c a  

- k 1 I  s e  não e x i s t i r e m  c i c l o s  d e  ordem r - > k na m a t r i z  A ,  ou e q u i  - A 

v a l e n t e m e n t e ,  s e  o  d i g r a f o  a s s o c i a d o  a  A ,  G A  (ou GAV)  nzo p o s s u i  

c i c l o s  d e  ordem r - > k ( 1  c r - n ) .  N e s t e  c a s o  o s  d i g r a f o s  G A  e  

AV s e r ã o  chamados " d i g r a f o s  a c ~ c l i c o s  - k " .  

N e s t e  pon to  cabe  u m  c o m e n t á r i o  r e l a t i v o  D e f i n i -  

ç ã o  a c i m a ,  v i s t o  que u s u a l m e n t e  é d e f i n i d a  uma  iat triz a c i c l  i c a  

( d i g r a f o  a c i c l i c o )  quando e s t a  não  p o s s u i  c i c l o s  de  ordem r > 2  

1 6 \ 1 ;  s egundo  a  D e f i n i ç ã o  111 .11 ,  e s t e  s e r i a  o  c a s o  da  m a t r i z  

a c i c l i c a - 2 .  N o t e - s e  que no c a s o  em que  temos d i g r a f o s  s i m é t r i -  

c o s ,  ( m a t r i z e s  de  a d j a c ê n c i a  s i m é t r i c a s  em z e r o s )  podemos a s s o -  

c i a r  a o  d i g r a f o  G A  u m  g r a f o  não  d i r e c i o n a d o  como a b a i x o :  
I 

D e f i n i ç ã o  111 .12 :  Chamamos de  GA ao  g r a f o  não d i r e c i o n a d o  a s s o -  

c i a d o  m a t r i z  A ( n x n )  s i m é t r i c a  em z e r o s ,  GA = ( V ,  r)  o n d e :  

V = { v i ;  i = 1 ,  2 ,  ..., n )  é o  c o n j u n t o  de v é r t i c e s  ( c f .  D e f i n i -  

. ç ã o  1 1 1 . 3 ) .  



c o n j u n t o  d e  a r e s t a s ,  ou s e j a ,  c ada  p a r  de  a r c o s  d e  s e n t i d o s  o p o s  
I 

- 
d 

t o s  do d i g r a f o  G A  e  s u b s t i t u i d o  p o r  uma a r e s t a  em GA. N e s t e  c a s o  

s e  G A  f o r  a c i c l i c o - 3  o  g r a f o  não d i r e c i o n a d o  a  e l e  a s s o c i a d o  

s e r ã  a c í c l i c o .  Por  v e z e s ,  quando nos  r e f e r i m o s  2 e s t r u t u r a  do 

s i s t e m a  ( I I . 2 ) ,  em t e r m o s  do g r a f o  n ã o - d i r e c i c n a d o ,  nos  p e r m i t i -  

mos d i z e r  que  e l a  tem c a r a c t e r T s t i c a s  a c T c l i c a s ,  t o d a v i a  n e s t e  

c a s o  i s t o  s e r á  e x p l i c i t a d o  no t e x t o .  

D e f i n i ç ã o  111 .13  1 6 " :  Uma m a t r i z  r e a l  n x n  A = ( a i j )  é d i t a  s e r  

J a c o b i  s e  a i j  = O p a r a  t o d o  p a r  ( i ,  j )  t a l  que 1 i - j 1 > 1 .  

E f á c i l  v e r  que  a s  m a t r i z e s  d e  J a c o b i  ( t r i d i a g o -  

n a i s )  s ã o  a c i c l i c a s - 3 .  

Como na ma io r  p a r t e  d e s t e  c a p í t u l o  nos  r e f e r i r e m o s  

a  m a t r i z e s  e s t á v e i s ,  convém c o l o c a r n o s  a i n d a  a  s e g u i n t e :  

~ e f i n i ç ã o  111 .14 :  Uma m a t r i z  r e a l  n x n ,  A = ( a . . )  5 d i t a  e s t á v e l  
1 J  

s e  t o d o s  o s  a u t o v a l o r e s  ( h i )  d e  A s ã o  t a i s  que  R e ( h i )  < O ,  i  = 

  te ore ma 111.2 (Teorema d e  Lyapunov 1 3 2 1 ) :  P a r a  o  s i s t e m a  x  = Ax 

a  o r i g e m  é g l o b a l m e n t e  a s s i n t o t i c a m e n t e  e s t ã v e l  (ou e q u i v a l e n t e -  

mente  A é e s t á v e l : )  s e  e  somen te  s e  e x i s t e  uma m a t r i z  s i m é t r i c a  

p o s i t i v a  d e f i n i d a  P que s a t i s f a z  a  e q u a ç ã o  

A ' P  + P A  = - Q ( 1 1 1 . 1 )  



p a r a  t o d a  m a t r i z  ( d a d a )  s i m e t r i c a  d e f i n i d a  p o s i t i v a  Q .  

D e f i n i ç ã o  111 .15  11°1:  Uma m a t r i z  r e a l  A = ( a i j )  nxn ê chamada 

d e l D - e s t ã v e l  s e  e  somente '  s e  D A  f o r  e s t á v e l  p a r a  t o d a  m a t r i z  D 

d i a g o n a l  t a l  que D > 0 .  

D e f i n i ç ã o  111.16 11°1:  Dizemos que  uma m a t r i z  i e a l  n x n  A = ( a i j )  

e " t o t a l m e n t e  e s t ã v e l "  s e  t o d a  s u b - m a t r i z  p r i n k i p a l  d e  A e D-es- 

t á v e l  . 

P a r a  uma m a t r i z  r e a l  n x n  A = ( a i j )  ~ o n v e n c i o n a m o s  
t 

chamar  d e t i ( A )  a o  i - é s i m o  menor p r i n c i p a l  s u p e r i o r  d e  A ;  ou s e -  

111.2  - MATRIZES,DE ESTRUTURA A,CICLICA-3 

Uma c l a s s e  de  m a t r i z e s  que  m o s t r a  s e r  i m p o r t a n t e  

pa ra  a  d e r i v a ç ã o  d e  r e s u l t a d o s  e s t r u t u r a i s  em s i s t e m a s  n ã o - l i n e a  - 
5 

' r e s  e a  c l a s s e  d a s  m a t r i z e s  a c y c l i c a s - 3  ( D e f i n i ç ã o  1 1 1 . 1 1 ) .  U m  

dos  a s p e c t o s  que t o r n a  e s t a  c l a s s e  i m p o r t a n t e  e o  f a t o  de  que  a  

e l a  pe r t encem a s  m a t r i z e s  " s i g n - s t a b l  e "  d e f i n i d a s  m a i s  a d i a n t e ,  

a  p a r t i r  da s  q u a i s  é p o s s i v e l  a  o b t e n ç ã o  de r e s u l t a d o s  e s t r u t u -  

r a i s  puramente  q u a l  i  t a t i v o ç  (Teoreina IV.1 e   orol lã rios IV.1 e  



IV .4 ) :  A p a r  d e s t e  f a t o ,  d e n t r o  d a - c l a s s e  d a s  m a t r i z e s  a c i c l i -  

c a s - 3 ,  a  c l a s s e  V pode s e r  c a r a c t e r i z a d a  p o r  u m  c r i t e r i o  b a s -  

t a n t e  s i m p l e s  (Teorema 1 1 1 . 4 )  f a t o  que  e e x p l o r a d o  nos  c a p y t u l o s  

IV e  V p a r a  a  d e t e r m i n a ç ã o  de  c r i t é r i o s  a l g e b r i c o s  de  e s t a b i l i d a  - 

d e  a b s o l u t a .  

E s t a  c l a s s e  d e  m a t r i z e s  f o i  i n i c i a l m e n t e  t r a t a d a  

po r  Maybee 1 6 8 1  que a s  chamou de m a t r i z e s  " Q u a ~ i - J a c o b i " ,  a  p a r -  

t i r  d e  uma d e f i n i ç ã o  d i s t i n t a  d a q u e l a  que  e dada  no c o n t e x t o  do 

p r e s e n t e  t r a b a l h o .  Alguns  dos  r e s u l t a d o s  r e l a t i v o s  a e s t a  c l a s s e  

de  m a t r i z e s  s ã o  j u s t a m e n t e  d e v i d o s  a  Maybee 1 6 8  1 .  

T r a t a r e m o s  n e s t a  s e ç ã o  b a s i c a m e h t e  o  c a s o  d a s  ma- 

t r i z e s  i n d e c o m p o n i v e i s .  

~ e o r e m a  111 .3 :  Uma m a t r i z  A = ( a i j ) ,  n x n  i ndecompon ive l  tem e s -  

t r u t u r a  a c f c l i c a - 3  s e  e  somen te  s e :  ( i )  é s i m é t r i c a -  em z e r o s  e  

( i i )  tem e x a t a m e n t e  n - 1 e l e m e n t o s  não  n u l o s  acima ( e  a b a i x o )  

da d i a g o n a l  p r i n c i p a l .  

P rova ;  

4 

S u f i c i ê n c i a :  a c o n d i ç ã o  ( i )  i m p l i c a  em que o  d i g r a f o  G A  e  s i m é -  
I 

t r i c o  e  p o r t a n t o  podemos d e t e r m i n a r  o  g r a f o  não  d i r e c i o n a d o  GA 
( c f .  D e f i n i ç ã o  1 1 1 . 1 2 ) .  Como A e i ndecompon ive l  GA é conexo .  

C o n s i d e r a n d o  a  c o n d i ç ã o  ( i )  e  dado  q u e  p e l a  c o n d i -  

ção ( i i )  G A  tem 2 ( n  - 1 )  a r c o s ,  i s t o  i m p l i c a  em que  GA tem n-1 



a r e s t a s .  Como GA é c o n e x o ,  tem n v é r t i c e s  e  n - 1  a r e s t a s  i s t o  

i m p l i c a  que  GA é a c i c l i c o - 2  e  p o r t a n t o  A tem e s t r u t u r a  a c i c l i -  

A p rova  da  n e c e s s i d a d e  6' a n a l o g a :  

- Se G A  é a c i c l i c o - 3  e  f o r t e m e n t e  conexo  e n t ã o  G A  

d 4 

e  s i m é t r i c o  e  FA e  a c i c l i c o - 2  e  p o r t a n t o  tem n - 1  a r e s t a s ,  

donde A tem n - 1  e l e m e n t o s  não n u l o s  ac ima  e  a b a i x o  da  d i a g o n a l  

p r i n c i p a l ,  

O Teorema a c i m a ,  c a r a c t e r i z a  a c l a s s e  d a s  m a t r i z e s  

de e s t r u t u r a  a c i c l i c a  em t e r m o s  que  chainaremos de  e s t r u t u r a i s .  A 

m a n e i r a  d e  ' s e  v e r i f i c a r  a  a c i c l i c i d a d e - 3  é b a s t a n t e  s i m p l e s ,  

p r a t i c a m e n t e  po r  i n s p e ç ã o  e  a  v e r i f i c a ç ã o  da  i n d e c o m p o n i b i l i d a d e  

pode s e r  f e i t a  u t i l i z a n d o  o  Lema 1 1 1 . 1 ,  Uma prova  d e s t e  r e s u l t a -  

d o ,  s e n s i v e l m e n t e  mais  complexa ,  b a s e a d a  nos  e l e m e n t o s  da m a t r i z  

A = ( a * . )  f o i  dada  por  Quirk & R u p p e r t  [ 8 8 1 .  
iJ 

A s e g u i r  s ã o  d a d o s  r e s u l t a d o s  r e l a t i v o s  à s  m a t r i -  

z e s  de  e s t r u t u r a  a c i c l i c a - 3  i n d e c o m p o n ~ v e i s , s e n d o  q u e  o  r e s u l -  

t a d o  ma i s  s i g n i f i c a t i v o  r e f e r e - s e  a o  Teorema 1 1 1 . 4 ,  a  n o s s o  co -  

, n h e c i m e n t o ,  i n g d i t o ,  que tem s u a  i m p o r t â n c i a  r e l a c i o n a d a  a o s  

c r i t e r i o s  d e  e s t a b i l i d a d e  a b s o l u t a  d e r i v a d o s  nos  capitulas s u b -  

s e q u e n t e s .  

São t r a t a d a s  m a t r i z e s  com d i a g o n a l  e s t r i t a m e n t e  ne - 

g a t i v a  d e v i d o  ao s e g u i n t e :  



Lema 1 1 1 . 2 :  Uma c o n d i ç ã o  n e c e s s á r i a  p a r a  q u e  uma m a t r i z  r e a l  

nxn A = ( a i j )  s e j a  t a l  q u e  A E P ,  é q u e  t e n h a m o s  a i i  < 0 ;  i = 

1 , 2  , . . . ,  n .  

P r o v a :  S e j a  a  e q u a ç ã o  d e  Lyapunov  ( 1 1 1 . 1 )  s a t i s f e i t a  p a r a  P > 0 ,  

Q > 0 ,  com P  = d i a g ( p i ) .  C l a r a m e n t e  o s  e l e m e n t o s  d i a g o n a i s  
- 

Q s ã o  d a d o s  p o r  q i i  = - 2 p i  . a i i ,  i = 1 .  2 ,  ..., n ,  como Q d e  e  1 
/' 

p o s i t i v a  d e f i n i d a  e n t ã o  t o d o s  o s  m e n o r e s  p r i n c i p a i s  s ã o  p o s i t i - [  

v o s ,  d e c o r r e  p o r t a n t o  q u e  n e c e s s a r i a m e n t e  a i i  < O ,  i = 1 ,  2 ,  1 
n. 

" ' 1  
7 

.4 

D e f i n i ç ã o  1 1 1 . 1 7 :  Uma m a t r i z  A = ( a i j )  nxn  h h a m a d a  s i m é t r i c a  

em módu lo  s e  l a i j l  = I a . . ]  p a r a  t o d o  i # j ,  i ,  j = 1 , 2  ,..., n .  
J -I 

4 

Lema 1 1 1 . 3 :  S e  A = ( a i j )  e  uma m a t r i z  i n d e c o m p o n i v e l  e  a c i c l i -  

c a - 3  e n t ã o  e x i s t e  uma t r a n s f o r m a ç ã o  d e  s i m i l a r i d a d e  D = 

d i a g ( d , ,  d 2 ,  . . . , d n )  (D n ã o  s i n g u l a r )  t a l  q u e  D A D - I  = Ã o n d e  
- 
A = (2. . )  é uma m a t r i z  s i m é t r i c a  em mÕdulo t a l  q u e :  a i j  . a j i  - - 

1 J 

P r o v a :  Chamando = { ( p ,  q ) :  p  # q  e  a  . a  f 0 1 ,  c l a r a m e n -  
P > q  95P 

t e  no c a s o  d a  m a t r i z  A ,  p e l o  Teorema  1 1 1 . 3  tem n-1  e l e m e n t o s .  

; P a r a  q u e  t e n h a m o s  A n a s  c o n d i ç õ e s  d e s e j a d a s ,  a o s  

2 ( n  - 1 )  e l e m e n t o s  n ã o  n u l o s  f o r a  d a  d i a g o n a l  p r i n c i p a l  d e  Ã e s  - 
t ã o  a s s o c i a d a s  n  - 1  i g u a l d a d e s  d o  t i p o :  
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Se arbitramos um valor positivo ao nÕ Z r  V r ,z , 
..., n), dado que o grafo definido acima é conexo e acYclico, pe 

- 
las relações (III.4), atingiremos sucessivamente, por um unico 

caminho, todos os outros nós, ou seja, determinaremos todos os 

valores obtendo 

A partir de - Z obtemos o conjunto solução S para 

(111.4) i.e., o conjunto de Zn matrizes diagonais b k  dado Por 

S = {D ' D k  = diag(d,, d2, ..., dn)k, k 
onde k = 1 ,  2, ..., Zn ; 

i = e  i 5 1 , 2 ,  ..., nl. 

De (III.3), claramente temos que a - - 
ij aji 

- - h 

aij . a ji' (i, j) € j i e a i i  = a  ii '  i = 1 , 2  , . . . ,  n. 

Portanto existem matriies Dr E S tais que D~AD;' = 

- 
A 5 mõdulo simétrica. e 

Lema 111.4 1 6 * 1 :  Sendo A = (aij) uma matriz real nxn indecomponx 

vel e acTclica-3, a relação entre os menores principais supe- 

riores é dada por: 

P-1 
det (A) = a . det (A) - apqaqp . det 

P PP P-1 q=l P-234 (A) 

onde 

det (A) = det A(1, 2 ,  ..,, p/l, 2, ..., p) 
P 

de t 
P - ~ J  

(A) = det A(1, 2, ..., q-1, q + l ,  ..., p-l/l, 2, ..., 
q - L  q+1, v . . ,  p-1). 



Obs: ~ o d e m o s  i n t e r p r e t a r  o  Lema acima d a  s e g u i n t e  fo rma :  p a r a  e s  - - 
t a  c l a s s e  de  m a t r i z e s  o s  menores  p r i n c i p a i s  r e s u l t a m  da soma de 

p a r c e l a s  que  s ã o  fo rmadas  a p e n a s  de  p r o d u t o s  de  e l e m e n t o s  d i a g o -  

n a i s  p o r  p r o d u t o s  ( a i  . a  ) t a i s  que ( i ,  j )  r R. j i 

D e f i n i ç ã o  111 .18  1 6 * 1 :  Sendo A = ( a i j )  e  B = ( b . . )  d d a s  m a t r i z e s  
1 J  

n x n  a c ~ c l i c a s - 3  i n d e c o m p o n y v e i s ,  d i z e m o s  que  A e  s ã o  " p r i n -  

c i p a l l y  e q u a l "  e  d e n o t a r e m o s  A = B s e  
P 

- ( i )  a i i  - b i i ,  i = 1 ,  2 ,  ..., n 

- ( i i )  a j k  . a k j  - b j k  . b k j ;  k # j 

i Lema 111 .5  1 6 8 1 :  Se A e  B s ã o  d u a s  m a t r i z e s  nxn a c ~ c l i c a s - 3  e  

indecomponyve is  e  A = B e n t ã o  Spec  A = Spec  B e  a i n d a  a s  s-ub-ma- 
. P 

t r i z e s  p r i n c i p a i s  c o r r e s p o n d e n t e s  também têm o  mesmo e s p e c t r o  

Lema 111 .6 :  Se A e  B s ã o  d u a s  m a t r i z e s  nxn a c y c l i c a s - 3  e i n d e -  

cornpon?veis t a i s  que A = B e n t ã o  temos que 
P 

d e t  ( A )  = d e t  ( B )  p a r a  t o d o  p  = 1 ,  2 ,  ..., n .  
P P 

,P rova :  I m e d i a t a  a  p a r t i r  d a  r e l a ç ã o  ( 1 1 1 . 5 )  

Lema 111 .7  11°1: Se uma m a t r i z  A = ( a i j )  n x n  é t a l  que  A E D en-  

tão A 5 D - e s t á v e l .  



P r o v a :  S e  A E P e n t ã o  e x i s t e  uma m a t r i z  P  > O d i a g o n a l  t a l  q u e  

PA + A ' P  = - Q com Q > 0. 

S e n d o  D uma m a t r i z  d i a g o n a l  D > 0 , d a  e q u a ç ã o  a c i m a  

t e m o s  q u e :  

P D - I  ( D A )  + ( D A ) I P D - '  = - Q < O e p e l o  T e o r e m a  

( 1 1 1 . 2 )  t e m o s  q u e  D A  é e s t á v e l .  p a r a  t o d a  m a t r i z  d i a g o n a l  D t a l  

q u e  D > 0 ;  e n t ã o  A é O - e s t á v e l  

Lema 1 1 1 . 8  1 7 0 1  Uma c o n d i ç ã o  n e c e s s á r i a  p a r a  q u e  u h a  m a t r i z  A 
- 

nxn s e j a  " t o t a l m e n t e  e s t ã v e l "  e  q u e  t o d o  m e n o r  p r i n c i p a l  d e  A 

d e  o r d e m  p a r  s e j a  p o s i t i v o  e  t o d o  m e n o r  p r i n c i p a l  d e  o r d e m  Ympar 

s e j a  n e g a t i v o .  Q 

A p a r t i r  d e  uma m a t r i z  a c y c l i c a - 3  e i n d e c o m p o n y -  

v e l  A = ( a . . )  nxn podemos  d e f i n i r  a s  s e g u i n t e s  m a t r i z e s :  
I J  

4- - 
D e f i n i ç ã o  1 1 1 . 1 9 :  Chamamos d e  A' = ( a i j )  a  m a t r i z  ( n x n )  t a l  q u e : o  



- - 
e chamamos de A -  = ( a i  j) a m a t r i z  t a l  que 

A- = A - A+ 

Neste ponto podemos e n u n c i a r  o  s e g u i n t e :  

Teorema 111.4:  Dada uma m a t r i z  r e a l  n x n  A = ( a i j )  indecomponivel  

e a c y c l i c a - 3 ,  com d i a g o n a l  e s t r i t a m e n t e  n e g a t i v a  temos qile 

A E P s e  e  somente s e  t i v e r m o s :  

e  a  m a t r i z  d i a g o n a l  c o r r e s p o n d e n t e  e dada a  p a r t i r  da s o l u ç ã o  de 

(111 .3 ) .  

Prova:  

S u f i c i ê n c i a :  Pe lo  Lema 111.3 e x i s t e  uma t r a n s f o r m a ç ã o  de s i m i l a -  

r i d a d e  dada por uma m a t r i z  D ( d i a g o n a l )  não s i n g u l a r  t a l  quz :  

D A D - I  = A s  onde A S  é s i m é t r i c a  em mõdulo e  A - A ,  n e s t e s  t e rmos  
s P 

podemos e s c r e v e r :  

+ f D ( A +  + A - ) D - "  = A S  + A;, onde A s  e  A; 

s ã o  s i m é t r i c a s  em mõdulo. Claramente  



1  1 4- - (As + A;) = - [(A:) + ( A ; )  + ( A S ) I  + ( A ; ) 1 ]  = A: ( 1 1 1 . 8 )  
2 2 

+ 4 

o n d e  A S  e  a  p a r t e  s i m é t r i c a  d e  A s .  Como A +  - A+,embora  A: p o s s a  
s P 

s e r  decomponTve1 (com d i a g o n a l  e s t r i  t i  t a m e n t e  n e g a t i v a )  e 1  a  s e r á  

s i m e t r i c a  em z e r o s  e  a c T c l i c a - 3  e  a i n d a  podemos u t i l i z a r  o  L e -  

ma 111 .6  ou s e j a :  

+ e e p o r t a n t o  A s  e n e g a t i v a  d e f i n i d a .  

Donde ,  a  p a r t i r  d e  ( I I I . 8 ) ,  podemos  d i z e r  q u e  e x i s  - 

1  t e  uma m a t r i z  d i a g o n a l  p o s i t i v a  d e f i n i d a  (- I n  no c a s o )  t a l  q u e :  
2 

1  ' f - ( IA ,  + A;I) = A s  O 
2 

e p o r t a n t o  A 5 e s t á v e l  (Lema 1 1 1 . 5 )  e  m a i s ,  a  r e l a ç ã o  ( 1 1 1 . 9 )  po - 

de ser  e s c r i t a  



Como D A ~ D  c O e n t ã o  A E D e  uma . m a t r i z  d i a g o n a l  c o r r e s p o n d e n t e  é 

dada  p o r  D 2 ,  onde D é o b t i d o  a  p a r t i r  do  Lema 111 .3  p e l a  r e l a ç ã o  

N e c e s s i d a d e :  Coi : s iderando  que  A E D ,  temos que  e x i s t e  uma m a t r i z  

T ;  T = d i a g ( t i )  > O t a l  que  

Nas c o n d i ç õ e s  ac ima  v e r i f i c a - s d  que  s e  A E D e n t ã o  

t o d a s  a s  s u b - m a t r i z e s  p r i n c i p a i s  d e  A pe r t endem a V .  P o r t a n t o ,  

p e l o  Lema 1 1 1 . 7 ,  t o d a s  a s  s u b ~ m a t r i z e s  p r i n c i p a i s  d e  A s ã o  D-es - 

t á v e i s ,  donde  d e c o r r e  que  A é " t o t a l m e n t e  e k d ã v e l "  ( D e f i n i ç ã o  

1 1 1 . 1 6 ) .  

A p a r t i r  do Lema 111 .8  t em-se  que t o d o s  o s  menore s  

p r i n c i p a i s  de  A d e  ordem p a r  s ã o  p o s i t i v o s  a s s i m  como o s  de  o r -  

dem rmpar  n e g a t i v o s .  

Dado N ( c f .  Lema 1 1 1 . 3 )  podemos d e f i n i r  o s  c o n j u n -  

t o s  

, = ( i ,  j ) :  i # j e  a i j  . a j i  > O ) C  N 

-a - = ( i ,  j ) :  i # j e  a i j  . a j i  < O l C  li 

C o n s i d e r a n d o  a  d e f i n i ç ã o  d e  A', o s  c a s o s  p o s s i v e i s  

pa r a  R', em te rmos  d e  1, e  8- ,  s ã o  d a d o s  p o r :  



i- 
( a )  c a s o  em que Ti - = A ci A = d i a g ( a i i )  

- t ( h )  c a s o  em que  A+ = N- A = A 

( C )  c a s o  em que A+ # 4 e  A - # 4 .  

Desde que  f o i  m o s t r a d o  que  s e  A E D e n t ã o  t o d o s  o s  

menores  d e  A d e  ordem p a r  s ã o  p o s i t i v o s  e  os d e  orderh i m p a r  n e g a -  

t i v o s , n o s  c a s o s  ( a )  e  ( b )  d e c o r r e  i m e d i a t h m e n t e  que  ( I I Z . 7 )  s e  

v e r i f i c a .  

Pa ra  demons t r a rmos  que no c a k o  ( c )  ( 1 1 1 . 7 )  tambem 

s e  v e r i f i c a ,  vamos nos  u t i l i z a r  do g r a f o  GA ( V ,  E)  a s s d c i a d o  a  

m a t r i z  A ( c f .  D e f i n i ç ã o  1 1 1 . 1 2 ) .  

C o n s i d e r a n d o  a  d e f i n i ç ã o  de  A', o b t e r  A-?- a  p a r t i r  

de  A c o r r e s p o n d e  a  s u p r i m i r  a s  a r e s t a s  [ v i ,  V . ]  de  GA t a i s  que  J 
,- 

a  
i j  a j i  

< O .  Por  o u t r o  l a d o ,  ao  s u p r i m i r m o s  uma a r e s t a  d e  G A ,  

p e l o  f a t o  d e  A s e r  a c 7 c l i c a - 3  e  i n d e c o m p o n i v e l ,  e s t a m o s  s e p a -  

r ando  o  g r a f o  GA em d o i s  s u b - g r a f o s  f o r t e m e n t e  conexos  de  GA . 
-?- P o r t a n t o  o  g r a f o ,  não conexo ,  G  ( a s s o c i a d o  à m a t r i z  A ) s e r á  

A' 
fo rmado  d e  s u b - g r a f o s  conexos  d e  GA. 

Como a  c a d a  s u b - g r a f o  de  GA c o r r e s p o n d e  uma s u b -  

m a t r i z  p r i n c i p a l  de  A 1 1 6 1 ,  P o r t a n t o  a  p a r t i r  d e  uma t r a n s f o r m a -  

ção  de s i m i l a r i d a d e  PA'P-' dada  p o r  uma m a t r i z  de  p e r m u t a ç ã o  P 

( que  não  a1 t e r a  o s  v a l o r e s  d o s  menores  p r i n c i p a i s  de  A' 1 3 8  1 ) , 

poderemos e s c r e v e r  A-?- ( m a t r i z  r e d u t i v e l  ) e o  fo rma  b l o c o  d i a g o -  



+ n a 1  com k b l o c o s  i r r e d u t i v e i s  ( k  > 1 )  A i  ; i = 1 ,  2 ,  ..., k o n d e  

c a d a  um d o s  b l o c o s  A; é uma s u b - m a t r i z  p r i n c i p a l  d e  A .  

D e s d e  q u e  f b i  m o s t r a d o  q u e  t o d o s  o s  m e n o r e s  p r i n c i  - 
p a i s - d e  A ,  d e  o rdem p a r  s ã o  p o s i t i v o s  e  o s  d e  o rdem Tmpar n e g a t i  - 

v o s ,  i s t o  tambem 6 v á l i d o  p a r a  c a d a  uma d a s  s u b - m a t r i z e s  p r i n c i -  

p a i s  r Af d e  A .  

-I- Dado q u e  o s  m e n o r e s  p r i n c i p a i s  d e  A s ã o  f o r m a d o s  

a  p a r t i r  d e  p r o d u t o s  d e  m e n o r e s .  p r i n c i p a i s  d a s  s u b - m a t r i z e s  A; 
-I- ( o u  s ã o  o s  p r õ p r i o s  m e n o r e s  d e  c a d a  s u b - m a t r i z  A i )  t e m - s e  q u e  

t o d o s  o s  m e n o r e s  p r i n c i p a i s  d e  A' d e  o r d e m  i m p a r  s ã o  n e g a t i v o s  e 
-I- o s  d e  o r d e m  p a r  p o s i t i v o s ,  p o r t a n t o  d e c o r r e  q u e  ( - l ) i d i  (A ) > 0 ;  

í = l , 2 ,  ..., n .  

S o b r e  o  r e s u l t a d o  a c i m a ,  podemos  d e s t a c a r  o s  s e -  

g u i n t e s  p o n t o s :  

( a )  S o b r e  a s  c o n d i ç õ e s  p a r a  q u e  uma m a t r i z  A = ( a i j )  i n d e c o m p o n ~  - 

v e l  a c T c l i c a - 3  p e r t e n ç a  c l a s s e  D ,  n o t a - s e  q u e  s ã o  d e  sim - 
p l e s  v e r i f i c a ç ã o :  b a s t a  s u p r i m i r  ( z e r i i r )  o s  e l e m e n t o s  a i  j 

-I- t a i s  q u e  a i j  . a j i  O d e t e r m i n a n d o  a s s i m  a  m a t r i z  A ( g e r a l  - 

m e n t e  d e c o m p o n f v e l )  q u a l  a p l i c a - s e  o  t e s t e  d o s  d e t e r m i n a n -  
I 

i t e s  i . e . ,  ( - 1 )  de ti(^') > 0 ,  o  q u e  g e r a l m e n t e  é f a c i l i t a d o  

p e l o  f a t o  d e  A' s e r  d e c o m p o n i v e l  p o i s  o  t e s t e  p o d e  s e r  f e i t o  

b l o c o  p o r  b l o c o ,  s e p a r a d a m e n t e .  



(b ) ,Uma  vez  v e r i f i c a d a  a  c o n d i ç ã o  a c i m a ,  uma m a t r i z  d i a g o n a l  que  

s a t i s f a z  a  e q u a ç ã o  de  Lyapunov (111 .1  ) é dada  p e l a  s o l u ç ã o  

do  s i s t e m a  ( 1 1 1 . 3 ) .  

O Teorema 111 .3  e v i d e n t e m e n t e  a p l i c a - s e  2 s  m a t r i -  

z e s  J a c o b i  com d i a g o n a l  e s t r i t a m e n t e  n e g a t i v a ,  ou s e j a :  

C o r o l ã r i o  111 .1 :  - - S e j a  A = ( a  ) uma m a t r i z  de  J a c o b i  não decompo 
i j  . - 

n i v e l ,  e n t ã o  A E D . s e  e  somen te  s e  ( - l ) j d e t i ( A + )  > 0; .  i = 

1 ,  2 ,  ..., n e  a  m a t r i z  D > O d i a g o n a l  c o r r e s p o n d e n t e ,  que  s a t i s  - 

f a z  a  equação  de  Lyapunov ( 1 1 1 . 1 )  é dada  p e l a  s o l u ç ã o  do s i s t e m a  

de n .  - 1  equações  a  n i n c ó g n i t a s  ( d i ,  i = 1 ,  2 ,  ..., n )  dado  p o r  

( q u e  pode s e r  r e s o l v i d o  de  uma m a n e i r a  r e c o r r e n t e  a r b i t r a n d o - s e  

po r  exemplo  d l  = 1 ) .  

Obs: O  orol lá rio 111.1 s e r ;  i m p o r t a n t e  n o s  c r i t é r i o s  d e  e s t a b i l i  - - 

d a d e  d e s e n v o l v i d o s  no c a p ? t u l o  V uma vez  que e s t e s  s e  ba se i am 

em r e a l  i z a ç õ e s  sob  e s t r u t u r a  J a c o b i  . 

. I I I . 3  - MATRIZES D - A N T I - S I M ~ T R I C A S  

As m a t r i z e s  D - a n t i - s i m e t r i c a s ,  d e f i n i d a s  a b a i x o ,  

s ã o  i m p o r t a n t e s  por  a p r e s e n t a r e m  e s t r u t u r a  f a v o r á v e l  ( c f .  D e f i n i  - 
ç ã o  1 1 . 1 0 )  e  m a i s ,  c a r a c t e r i z a m  a c l a s s e  D 2 ,  d e  i m p o r t ã n c i a  r e l a  - 
c i o n a d a  a o s  Teoremas 11 .7  e  IV.2c e  c u j a s  p r o p r i e d a d e s  f o r a m  u ~ L  



lizadas para determinar os resultados de estabilidade absoluta 

de sistemas de energia elétrica tratados no capitulo VI. 

4 

Definição 111.20: Dizemos que uma matriz A = (aij) real nxn e 

anti-simétrica se e somente se Ao = - A; , onde Ao = A-diag(aii). 

Obs: Chamamos a atenção para o fato de que esta não 5 a defini- - 
ção usual de mltriz anti-simétrica 1121. 

4 

Definicão 111.21: Dizemos que uma matriz A = (aij) real nxn e 

D-anti-simétrica se e somente se existe uma matriz D > O diago- 

na1 tsl que DA é anti-simétrica. 

Utilizando as definições acima podemos enunciar o 

seguinte: 

Teorema 111.5: As condições necessárias e suficientes para que 

uma matriz A = (aij) E D 2  são: 

(i) A tenha diabonal estritamente negativa 

( i i )  A seja D-anti-simétrica. 

Prova: 

Suficiência: Se existe D = diag(di) > O tal que DA = Á ,  Ã anti- 

simétrica e a i i  O, i = 1 ,  2, ..., n então temos que: 



onde Q = 2diag(- a i i  . di) > O 

(111.12) pode ser escrita 

- 1 - 
D(D A) + (Ã'D-I] D = DA + A'D = - Q O e portanto A E D 2  

Necessidade: Se A E D2 então existem matri.zes diagonais P > O e 

Q > O tais que a equação de Lyapunov (111.1) é satisfeita i.e. 

PA + A'P = - Q (111.13) 

(111.13) pode ser escrita na forma 

. 
PA + (PA)' = - Q 

e para que tenhamos Q = diag(qi) > O necessariamente PA é anti- 

simêtrica e portanto existe uma matriz dizgonal (P z O) tal que 

PA 6 anti-simétrica e como qi = - 2pi . a i i  > O então necessaria - 

mente a i i  c O, i = 1 ,  2, ..., n. 

g Ainda relativamente 2s matrizes D-anti-simétricas 

são Úteis o s  seguintes resultados: 

Lema 111.9: Se A = (a. . )  é uma matriz indecompon?vel nxn então 
1 J 

temos que A E D2 se e somente se B A C D2 (ou equivalentemente 

A B E íI2) para toda matriz B > O diagonal. 



Prova: 

Suficiência: Se A E D2 então existem matrizes P > O e Q > O dia - 
gonais tais que: 

PA i- A'P = - Q 

Seja B > O diagonal então: 

P B - ~ B A  + A I B B - ~ P  = (PB-~)(BA) + ( B A ) I ( P B - ~ )  = - Q 

como. PB-I é diagonal e (PB-' ) > O então B A E D2. 

Necessidade: Se B A E D 2  com B > O diagonal então existem matri- 

zes S > O, T > O diagonais tais que 

SBA + A'BS = (SB)A + A' (SB) = - T 

como SB é diagonal e (SB) > O então A E D 2  

Lema 111.10: Se a matriz A = (aij), nxn é D-anti-simétrica com 

diagonal estritamente negativa então existe uma transformação de 

similaridade dada por uma matriz T diagonal (não singular) tal 

que T-'AT é anti-simétrica e a matriz T dada a partir da rela - 



ção T2 = D - I .  

Prova: Como A 5 D-anti-simztrica então 3 D > O tal que: (DA) + 

(DA)' = - Q onde Q > O é diagonal. 

Da equação acima podemos escrever: 

DA + A'D = - Q (111.14) 

pré e pÕs-multiplicando (111.4) por T ,  T diagonal temos: 

TDAT + TA'DT = TDAT + TA'TD = - TQT 

(TDAT) + (TDAT)' = - TQT 

Fazendo TD = T-' (ou D = (T-')~) temos que: 

Como TQT c O é diagonal ,T-'AT é anti-simétrica e 

portanto existe a matriz de transformação T diagonal não singu- 

lar dada por T = (sD)-'. 

Considerando uma matriz A = (aij), nxn com diago- , 

na1 estritamente negativa temos: 

Lema 111.11: Se existe uma transformação de similaridade dada 

por uma matriz diagonal P tal que P-'AP uma matriz anti-simz - 



- 
trica (com diagonal negativa).então a matriz A = (aij) e D-anti: 

simetríca (com diagonal negativa). 

- I  - Prova: Se existe P diagonal tal que PAP e anti-simétrica com 

diagonal negativa então 

P-'AP + (P-'AP)' = - Q; Q > O diagonal 

e portanto A é O-anti-simétrica com D = (P")~ 

Como consequencia dos Lemas'III.10 e 111.11 decor- 

re o seguinte: 

Teoreina 111.6: Para que A  = (aij), uma matriz real nxn com diago - 

na1 negativa,,seja O-anti-simétrica é necessário e s u f i c i e ~ t e  

que exista uma transformação d e  similaridade dada por uma matriz 

T diagonal, não singular, tal que T - ~ A T  seja anti-simétrica com 

diagonal negativa. 

Analisando o Teorema acima depreende-se que: 

+ 
( a )  D e t e m i n a r  a matriz D > O tal que D A  seja anti-simétrica e 

equivalente a achar a matriz diagonal T ,  não singular, tal 

que T-IAT seja anti-simétrica, ou ainda, determinar a matriz 

0 s 0 que caracteriza o fato d e  que A E D2. ( D  > O diagonal 



que satisfaz a equação de Lyapunov D A  + A ' D  = - Q com Q > O 

diagonal ) .  

(b) A relação entre D e i é dada por D = (T-')~. 

Em termos estruturais, ou seja, em termos das ca- 

racterlsticas relacionadas ao digrafo associado 2 matriz A  = 

(aij) nxn indecomponivel, as condições necessárias e suficientes 
3 

para que A  E D 2  são dadas pelo seguinte: . 

Corolãrio 111.2: Condições necessárias e suficientes para que 

tenhamos A  = (aij) E D2 são: 

( i )  A  tenha todos os ciclos de ordem 1 negativos 

( i i )  A  seja anti-simétrica em sinais (sgnaij = - sgnaji, i # j ,  

i ,  1 2 ,  ..., n). 

( i i i )  Todos os ciclos de ordem k - > 2 de A  verifiquem a relação: 

a =(-I) k 
a i 2 i 3  . * *  a i k - l i k  a i k i l  a i l i k  

.a ... ai i .ai i i l i 2  ' 3 2  2 1  

( i l ,  i p ,  ..., i k  distintos). 

Prova: Basta mostrar que as condições (i), ( i i )  e ( i i i )  acima 

são equivalentes às condições do Teorema 111.5. Claramente a con - 

dição (i) é equivalente a a i i  < O, i = 1 ,  2, ..., n. Vamos mos- 

trar que as condições ( i i )  e ( i i i )  são equivalentes a A  ser 



D- anti-simétrica. 

- 
Definindo N = {(i, j) l i  # j, i, j = 1 ,  2, ..., n e a ijeaji # 01 

onde i tem no máximo e no mynimo (n-1 ) elementos (caso 
2 

que corresponde a uma matriz acFclica-3, indecomponTve1). 

Se A é D-anti-simétrica, i.e., DAo - - - AOD (cf. 

Definião 111.21) então existem números reais d i  > 0, i = 

1 ,  2, ..., n (D = diag(di)) tais que: 

- 
para todo par (i, j) E N ou equivalentemente 

para todo par (i, j) E e portanto A é anti-simétrica em sinais 

(condição (ii)). 

Tomando-se os ciclos de ordem k > 2 de DA podemos - 
escrevê-1 os genericamente na forma: . 

(dp a Pq ) (dg a qs (dSasm) * * *  (drqrP) (111.18) 

(p, q, r, s ,  m distintos) 



ou a  p a r t i r  d a s  i g u a l d a d e s  ( 1 1 1 . 1 6 )  podemos r e e s c r e v e r  ( 1 1 1 . 1 8 )  

' n a  for-ma: 

i g u a l a n d o - s e  ( 1 1 1 . 1 8 )  e  ( 1 1 1 . 1 9 )  t emos  que :  

a  
P4 

. a  
q s  

. a  sm " *  
a  

rP 
= ( - l l k  a q p  . a  

Pr * * *  a m s a s q  
. a  

9P 

p o r t a n t o  a c o n d i ç ã o  ( i i i )  s e  v e r i f i c a  p a r a  t o d b  c i c l o  d e  ordem 

Se ( i i )  e ( i i i ) +  A é i ) - a n t i - s i m é t r i c a :  

Como a  c o n d i ç ã o  s u f i c i e n t e  p a r a  que A s e j a  D - a n t i -  

s i m é t r i c a  é que e x i s t a m  números r e a i s  d  > O ,  i = 1 , 2 ,  ..., n t a i s  i 

que :  

- 
a  - i j  . d i  - - d j a j i ;  ( i ,  j )  E N ( 1 1 1 . 2 0 )  

vamos m o s t r a r  que s e  ( i i )  e ( i i i )  s e  v e r i f i c a m  e n t ã o  e x i s t e  

D = d i a g ( d i )  > O t a l  que  ( 1 1 1 . 2 0 )  s ã o  s a t i s f e i t a s .  

' Con's iderando o  c a s o  m a i s  g e r a l  em que  a m a t r i z  A 

não tem nenhum e l e m e n t o  n u l o ,  vamos e s t a b e l e c e r  n ( n - 1 ) / 2  e q u a -  

ç õ e s  do t i p o  ( 1 1 1 . 2 0 ) .  Podemos, po r  c o n v e n i ê n c i a ,  e s c r e v ê - l a s  na 

fo rma de  u m  s i s t e m a  homogêneo 



onde : 

1 i n h a s  

1 +- 1  l i n h a  

1  i n h a s  

1  i n h a s  

A c o n d i ç ã o  ( i i i )  a s s e g u r a  que  o  p o s t o  da  m a t r i z  A 

6 menor que n .  I s t o  p e l o  f a t o  de  q u e ,  quando  f azemos  a s  j u s t a  



p o s i ç õ e s  d e  n  l i n h a s  p a r a  t e s t a r m o s  o s  menores  de  ordem n  d e  Ã , 

v e r i f i c a - s e  que  a c o n d i ç ã o  ( i i i )  a s s e g u r a  que t o d a s  e s t a s  j u s t a -  

p o s i ç õ e s  d e  n l i n h a s  de  Ã produzem m a t r i z e s ,  de  ordem n ,  de  d e -  

t e r m i n a n t e  n u l o .  

Obse rve - se  que  a  c a d a  l i n h a  de  Ã c o r r e s p o n d e  u m  

p a r - d e  ramos ( d e  s e n t i d o s  o p o s t o s )  d e  G A ,  na r e a l i d a d e ,  quando  

fazemos  a  j u s t a p o s i ç ã o  d e  n l i n h a s , d a s  n ( n - 1 ) / 2  de  i, p a r a  f o r -  

marmos m a t r i z e s  d e  ordem n ;  a  c ada  uma d e s t a s  m a t r i z e s  c o r r e s p o n  - 

de u m  g r a f o  p a r c i a l  de  G A  com u m  ú n i c o  c i c l o  de  ordem K > 2 de  

A .  Com e s t e  p r o c e d i m e n t o ,  e s t a r e m o s ,  e q u i v a l e n t e m e n t e ,  v e r i f i c a n  - 

do a  c o n d i ç ã o  ( i i i ) .  

Como n e s t a s  c o n d i ç õ e s  o  p o s t o  de  Ã é menor que n 

e n t ã o  e x i s t e  uma s o l u ç ã o  não t r i v i a l  p a r a  ( 1 1 1 . 2 1 ) .  

P a r a  mos t r a rmos  que e x i s t e  uma s o l u ç ã o  t a l  q u e  

d  - = ( d l ,  d 2 ,  ..., d n ) '  com d i  > O ,  i = 1 ,  2 ,  ..., n usamos O 

mesmo a rgumen to  do Lema 1 1 1 . 3 ,  ou s e j a ,  do d i g r a f o  G A  tomamos 

um g r a f o  p a r c i a l  1 1 6 1  f o r t e m e n t e  conexo  e  a c ? c l i c o - 3 ,  o  que 

c o r r e s p o n d e  a  u m  s i s t e m a  do t i p o  ( 1 1 1 . 2 1 )  com ( n - 1 )  e q u a ç õ e s  e  

n i n c ó g n i t a s ,  como a i j  . a j i  O ( c o n d i ç ã o  ( i i ) )  d e c o r r e  p e l o s  

mesmos a rgumen tos  da  p rova  do Lema 1 1 1 . 3  que  e x i s t e  uma s o l u ç ã o  

d - com d  > . O  p a r a  o  s i s t e m a  de ( n - 1 )  e q u a ç õ e s  e  c o n s e q u e n t e m e n t e  - i  

p a r a  ( I I I . 2 l ) , l o g o  A é D - a n t i - s i m e t r i c a .  

Como c o n s e q u ê n c i a  do  r e s u l t a d o  a n t e r i o r  t emos  O 

s e g u i n t e :  



 orol lá rio 111.3: Dada uma matriz A = (aij) nxn indecomponivel, 

acrcl ica-3, A E D2 se e somente se A for anti-simétrica em si- 

nais com diagonal negativa. 

Prova: Como A 6 acicl ica-3, a condição ( i i i )  do Corolãrio 

111.2 é automaticamente satisfeita e a prova é imediata utilizan - 

do-se o referido Corolãrio. 

m: O resultado acima fornece condições puramente qual i tativas 

para que uma matriz aciclica-3 pertença à classe D2. Como de- 

corrência, estas são condições suficientes para que a matriz acy - 

c1 ica-3 seja "qual itativamente estãvel" (vide Definição 111.24 

e Teorema 111.7). 

Considerando o Teorema 111.6 e a prova do corolã- 

rio 111.2, dada uma matriz A = (a-. . ) ,  indecomponivel com diago- 
1 J  

na1 negativa, para determinarmos a matriz T diagonal tal que 

T-'AT é anti-simétrica ou equivalentemente a matriz D = 

diag(di) > O tal que DA é anti-simétrica, ou ainda, a matriz D 

que satisfaz a equação de Lyapunov (111.1) e que caracteriza o 

fato de A E D2, podemos proceder da seguinte forma: 

Passo 1: Verificamos se A = (aij) é anti-simétrica em sinais 

i.e. se sgn aij 
= - sgn aji; i # j ,  i ,  j = l , 2 ,  ..., n. 

Passo 2: A partir da matriz A tomamos n-1 pares de e1 emen tos 

aij e aji 
f O; i # j tal que estes n-l pares determinem uma ma- 

triz aciclica-3 indecompon?vel (correspondendo a um digrafo 



p a r c i a l  i ndecompon ive l  e  a c i c l  i c o - 3  d e  G A ) .  

P a s s o  3 :  A p a r t i r  d o s  n-1 p a r e s  d e t e r m i n a d o s  ac ima  e s t a b e l e c e m o s  

o  s i s t e m a  de ( n - 1 )  e q u a ç õ e s  a  n i n c ó g n i t a s  ( d i ,  i = 1 ,  2 ,  ..., n )  

do  t i p o  ( I I I . 1 6 ) ,  ou s e j a :  

P a s s o  4 :  Reso lvendo  o  s i s t e m a  ac ima  ( p e l o  C o r o l ã r i o  1 1 1 . 3  e s t a  

s o l u ç ã o  e x i s t e )  com d i  > O ,  i = 1 ,  2 ,  ..., n passamos  a o  

P a s s o  5 :  V e r i f i c a m o s  s e  a  p a r t i r  da  m a t r i z  D = d i d g ( d i )  a s s i m  

o b t i d a  D A  é a n t i - s i m é t r i c a .  Se f o r ,  e n t ã o  A e ~ ~ a n t i - s i m é t r i c a  , 

c a s o  c o n t r á r i o  A não s e r á  D - a n t i - s i m ê t r i c a .  

Ainda s o b r e  o  C o r o l á r i o  111 .2  podemos d i z e r  q u e ,  

e v i d e n t e m e n t e  p a r a  o  c a s o  d e  d imensão  e l e v a d a i a  v e r i f i c a ç ã o  da  

c o n d i ç ã o  ( i i i )  é ex t r emamen te  t r a b a l h o s a ,  t o d a v i a  em c a s o s  de  

d imensão  r e d u z i d a  i s t o  não o c o r r e ,  t a l  v e r i f i c a ç ã o  é r e l a t i v a m e n  - 

t e  s i m p l e s  como m o s t r a  o  exemplo a b a i x o .  

Exemplo 1 1 1 . 1 :  S e j a  



Ana1 isando-se a matriz indecomponfvel A temos: 

(a) A tem diagonal negativa 

( b )  A é anti-simztrica em sinais 

( c )  os Unicos ciclos de ordem k > 2 são a13a34a41 e a14a43a31 

3a34a41 = (+I) ( + 5 )  (+4) = 20 

Logo, pelo Corolãrio 111.2 existe uma matriz D > O 

diagonal tal que DA e anti-simétrica e podemos utilizar o proce- 
dimento acima para determinarmos a matriz D ,  senão vejamos: to- 

mando um grafo parcial de G A  indecomponivel e aciclico - 2 dado 

pela matriz de adj.acencia Ã, onde: 

e temos o seguinte sistema do tipo (111.16) associado ã matriz 

Ã: 



a r b i t r a n d o  ( p o r  e x e m p l o )  d l  = 1 o b t e m o s :  

L o g o  D  = diag[dl, d2, d g ,  d4] = diag[l, 1/3, 1 / 1 0  1 / 2 1  e  

C o n f i r m a n d o  q u e  A é D - a n t i - s i m é t r i c a  e  a  m a t r i z  d e  

t r a n s f o r m a ç ã o  T d i a g o n a l ,  tal q u e  T-'AT é-  a n t i - s i m é t r i c a  é d a d a  

por T  = (~3)~'. Don d e  u m a  s o l u ç ã o  s e r á  T = diag[l , r 3 , f l 0 , 4 > ]  



Outra observação pertinente às matrizes D-anti-si - 
d 

métricas é o fato de que a condição ( i i i )  do Corolãrio 111.2 e 

uma condição "não robusta" difycil de ocorrer no caso geral de 

matnizes com vários ciclos de ordem k > 3; todavia ela pode es- . - 
tar determinada pela natureza do problema como é, por exemplo, 

o caso do sistema de energia elétrica tratado na Seção VI.l. 

111.4 - MATRIZES SIGN STABLE 

Uma classe de matrizes inicialmente definida e es- 

tudada por Quirk e Ruppert e que teve sua origem no estudo 

da estabilidade qualitativa de sistemas econ6micos 1 9 3 1 ,  I 3 Y  
mostrou ser de importância no estudo estrutural de sistemas não- 

lineares propostos no presente trabalho, 

Esta classe de matrizes e chamada de "sign stable" 

(ou qualitativamente estável) e será tratada em seguida. A sua 

Iimportãncia relativamente a estabilidade de s7stemas não-linea- 

res reside no fato de que as matrizes sign stable têm caracterFs - 

ticas estruturais favorãveis (segundo a Def S~17ção 11.9) e mais, 

possibilitam a obtenção de resultados estrutu~ais puramente qua- 

litativos (Teorema IV.1 e Corolãria IV.4). 



Como f o i  mencionado a n t e r i o r m e n t e ,  o  e s t u d o  de ma- 

t r i z e s  " s i g n  s t a b l e "  o r i g i n o u - s e  do f a t o  de que em s i s t e m a s  e c o -  

nômicos os v a l o r e s  numEricos de c e r t o s  pa râmet ros  s ã o  d i f y c e i s  

de serem de te rminados  e  a  u n i c a  in fo rmação  d i s p o n ? v e l ,  na maio-  
- 

r i a  d a s  v e z e s ,  e  r e l a t i v a  aos  s i n a i s  d e  malhas d e r e a l i m e n t a ç ã o  d o  

d 

s i s t e m a  que e  s a b i d o  serem p o s j t i v o s  ou n e g a t i v o s  I q 3 1 .  

A p a r t i r  d e s t e  f a t o  Q u i r k  e  Rupper t  1 8 8 1  i n i c i a r a m  

o  e s t u d o  da e s t a b i l i d a d e  q u a l i t a t i v a  de  s i s t e m a s  l i n e a r e s  a u t õ n o  - 
4 

mos - x = Ax nos q u a i s  a  m a t r i z  A = ( a i j )  e  dada a p e n a s  p e l o  conhe - 7 

c imen to  dos s i n a i s  dos s e u s  e l emen tos  i . e . ,  s a b e - s k  a p e n a s  q u a i s  

s ã o  o s  p o s i t i v o s ,  n e g a t i v o s  ou n u l o s .  

D e f i n i ç ã o  111.22:  Para uma m a t r i z  r e a l  n x n  A = ( a i j )  d e f i n i m o s  

sgn A = ( sgn  a i  j ) ,  onde 

Obs: Dizemos que sgn A,como acima d e f i n i d a , d e t e r m i n a  uma " m a t r i z  - 

q u a l i t a t i v a "  ou e q u i v a l e n t e m e n t e ,  d e t e r m i n a  uma " e s t r u t u r a  qua-  

l i t a t i v a "  c f .  D e f i n i ç ã o  111 .6 .  

D e f i n i ç ã o  111.23: Sejam A = ( a i j ) ;  B = ( b . . )  duas  m a t r i z e s  r e a i s  
1 J  

n x n ;  dizemos que A e  B s ã o  s i m i l a r e s  em s i n a l  s e  sgn  A = sgn B Y  

ou s e j a  sgn a i j  = sgn b i j ;  i ,  j = 1 ,  2 ,  ..., n .  



Chamando Q(A)  = {Âlsgn  Ã = sgn AI,  que é uma c l a s -  

s e  d e  e q u i v a l ê n c i a  de m a t r i z e s  s i m i l a r e s  em s i n a l  a  uma dada ma- 

t r i z  r e a l  A = ( a i j )  n x n ,  temos:  

D e f i n i ç ã o  111.24:  A = ( a . . )  uma m a t r i z  r e a l  nxn é " s i g n  s t a b l e "  
1 J 

( q u a l i t a t i v a m e n t e  e s t á v e l )  s e  e  somente s e  V Ã E Q ( A )  - Â é e s t á  - 

vel  . 

Ou s e j a ,  a  ma t r i z .  A d i t a  s.ign s t a b l e  se e  somente 

s e  t o d a  a  c l a s s e  de m a t r i z e s  s i m i l a r e s  em s i n a l  a  A é e s t á v e l .  

&: Segundo a  d e f i n i ç ã o  de  e s t a b i l i d a d e  q u a l i t a t i v a  ac ima ,  pode - 
- _ .  - __. _ __________-. _. - 

mos c o n s i d e r a r  que os  r e s u l t a d o s  de P e r r o n - F r o b e n i u s  1 3 2 1  s ã o  r e  - 

s u l t a d o s  q u a l i t a t i v o s ,  d e  vez que r e f e r e m - s e  a  m a t r i z e s  " p o s i t i -  

v a s " , ~ ~  s e j a , m a t r i z e s  t a i s  qu'e a  > ' O ,  i ,  j = 1  2 ,  ..., n .  U m  i j 

a s p e c t o  i n t e r e s s a n t e  d e  s e  s a l i e n t a r  é o  de que r e s u l t a d o s  como 

os  de Pe r ron-Froben ius  a s s im como os  de  " s i g n  s t a b i l i t y "  ( d a d o s  

a b a i x o ) ,  a s s o c i a d o s  5 e s t a b i l i d a d e  do s i s t e m a  x - = A x ,  s ã o  r e s u l -  

. t a d o s  in t imamente  r e l a c i o n a d o s  ã r e p r e s e n t a ç ã o  que e dada a  e s t e  

s i s t e m a ,  ou s e j a 5  não s ã o  r e s u l t a d o s  " l i v r e s  de c o o r d e n a d a s " .  

0s  r e s u l t a d o s  i n i c i a i s  d e . Q u i r k  e  Rupper t  1 8 8  1 
(Teorema I I I . 8 ) ,  dando c o n d i ç õ e s  n e c e s s á r i a s  e  s u f i c i e n t e s  p a r a  

" s i g n  s t a b i l i t y " ,  f o i  most rado  independen temen te  por J e f f r i e s  

1 4 3  1 e  Kaszkurewicz e  Hsu 1 5 5 1  não e s t a r e m  completamente c o r r e t o s  

( v i d e  Apendice A l ) .  Dos r e s u l t a ' d o s  de Quirk  e  R u p p e r t ,  f o i  v e r i -  

f i c a d o ,  e s t a r e m  c o r r e t o s  apenas  a q u e l e s  r e f e r e n t e s  a  m a t r i z e s  

com d iagona l  e s t r i t a m e n t e  n e g a t i v a .  



Mais r e c e n t e m e n t e  J e f f r i e s , K l e e  e  D r i e s s c h e  1 4 4 1  

desenvolveram novas c o n d i ç õ e s  n e c e s s á r i a s  e  s u f i c i e n t e s  p a r a  

" s i g n  s t a b i l i t y "  baseadas  em t e o r i a  de g r a f o s  e  eni um c o n c e i t o  

de " c o l o r i n g " .  Uma manei ra  a l t e r n a t i v a  d e  s e  o b t e r  a s  c o n d i ç õ e s  

n e c e s s á r i a s  e  s u f i c i e n t e s  para  s i g n  s t a b i l i t y  demonst rada  n e s -  

t a  s e ç ã o  (Teorema 111.71) baseada  no c o n c e i t o  d e  o b s e r v a b i l i d a d e .  

Tomando o  c a s o  em que o s  r e s u l t a d o s  d e  Q u i r k  e  

Rupper t  s ã o  v ~ l i d o s , v a m o s  e n u n c i a r  o  Teorema c ~ r r e s p o n d e n t e ~ a p r e  - 

s e n t a n d o  uma prova a l t e r n a t i v a  no c a s o  da s u f i c i ê n c i a  d a s  c o n d i -  

ç õ e s  dadas em ] 8 8 1 .  

Teorema 1 1 1 . 7 :  S e j a  A = ( a i j )  uma m a t r i z  indecomponivel  t a l  que 

a i i  < O ,  i  = 1 ,  2 ,  ... , n ;  a s  c o n d i ç õ e s  n - e c e s s á r i a s  e  s u f i c i e n -  

t e s  pa ra  que A s e j a  " s i g n  s t a b l e "  s ã o :  

( i )  A tem e s t r u t u r a  a c y c l i c a - 3  

( i i )  sgn A o  = s g n ( -  A O ) '  ; ( A O  = A - d i a g ( a i i ) )  

O b s :  No caso  de  A s e r  d e c o m p o n ~ v e l  a  c o n d i ç ã o  ( i i )  é s u b s t i t u y d a  - 
por a i j  . a j i  - < O .  /I 

3 

Prova:  

S u f i c i e n c i a :  Se A s a t i s f a z  a s  c o n d i ç õ e s  ( i )  e  ( i i )  p e l o  c o r o l á -  

r i o  1 1 1 . 3  A E D 2  e  p o r t a n t o  p e l o  Teorema 1 1 1 . 2  (Lyapunov) A é e? 

t ã v e l .  Dado que q u a l q u e r  que s e j a  Á t a l  que sgn Ã = sgn A a s  con - 



d i ~ õ e s  ( i )  e  ( i i )  impl icam em que Ã é e s t á v e l ,  p o r t a n t o  p e l a  De- 

f i n i ç ã o  111.24 A é " s i g n  s t a b l e " .  

N e c e s s i d a d e :  C u r i o s a m e n t e  a  n e c e s s i d a d e  d a s  c o n d i ç õ e s  ( i )  e  

( i i )  a p a r e n t e m e n t e  não é Õbvia  a  p a r t i r  do Teorema de  Lyapunov 

(Teorema 1 1 1 . 2 ) .  A n e c e s s i d a d e  f o i  d e m o n s t r a d a  em 1 8 8 1  b a s e a d a  

n a s  c o n d i ç õ e s  de Hurwi tz  1 3 2 1 .  A s e g u i r  e dada  uma s i n t e s e  d e s t a  

Condição  ( i i ) :  Se A 6 s i g n  s t a b l e ,  p e l a s  c o n d i ç õ e s  de  Hurwi t z  

1 3 2 1  t o d o s  O S  c o e f i c i e n t e s  a i ,  i -= 0 ,  1 ,  2 ,  ..., n ( a o  = 1 )  do 

p o l i n õ m i o  c a r a c t e r ~ s t i c o  de  A dado p o r  

tem d e  s e r  p o s i t i v o s  independenten1,ente  d o s  v a l o r e s  n u m é r i c o s  d o s  
n 

e l e m e n t o s  de  A .  Como a 2  = -1.. ( a i i a j j  - a i j a j i )  e  a  i i < 0, 
i = l  J < I  

i = 1 ,  2 ,  ..., n ,  devemos t e r  a i j  . a  < 0 ,  c a s o  c o n t r á r i o  p o d e  j i  - 

rã h a v e r  v a l o r e s  de a i j  
e a j i  

t a i s  que a 2  s e j a  n e g a t i v o .  

Obs: P e l o  f a t o  de A = ' ( a i j )  s e r  i ndecompon ive l  a  - c o n d i ç ã o  

< O em p r e s e n ç a  da  c o n d i ç ã o  ( i )  5 e q u i v a l e n t e  - a  
, a i j  a j i  

sgn A o  = s.gn ( -  A o ) ' .  

Condição  ( i ) :  Se A 6 s i g n  s t a b l e  e n t ã o  t o d o s  o s  c o e f i c i e n t e s  a i  

i = 0 ,  1 ,  2 ,  ..., n s ã o  p o s i t i v o s ,  e  m a i s ,  o s  d e t e r m i n a n t e s  de  

Hurwi t z ,  tambein s ã o  p o s i t i v o s  i n d e p e n d e n t e m e n t e  d o s  v a l o r e s  numé - 



r i c o s  d o s  e l e m e n t o s  de  A = ( a i j ) .  N e s t e s  t e r m o s  a  d e m o n s t r a ç ã o  

da n e c e s s i d a d e  da  c o n d i ç ã o  ( i )  é d a d a  em 1 8 * 1  e  u m  exemplo  d e  

3: ordem i l u s t r a  o  p r o c e d i m e n t o :  

S e j a  

A c o n d i ç ã o  d e  Hurwi tz  a3  > O pode s e r  s a t i s f e i t a ,  b a s e a d a  a p e -  

na s  nos  s i n a i s  dos  e l e m e n t o s  de  A ,  s e  t i v e r m o s  a 1 2 a 2 3 a 3 1  < O e  - 
< O .  Todav i a  .a c o n d i ç ã o  do d e t e r m i n a n t e  d e  H u r w i t z  a13a32a21  - 

I 

i m p l i c a  que devemos t e r  a12a23a31  O e  a 1 3 a 3 2 a 2 1  - > 0 ,  p o r t a n t o  

uma c o n d i ç ã o  n e c e s s ã r i a  p a r a  que A s e j a  e s t ã v e l  i n d e p e n d e n t e m e n -  

t e  d o s  v a l o r e s  numér i cos  de  a i j  ( n o  c a s o  3 x 3 )  e  q u e  a o  menos 

um d o s  e l e m e n t o s  a 1 2 ,  a Z 3 ,  a3]  e  a o  menos u m  d o s  e l e m e n t o s  a 1 3 ,  



a 3 2 '  a21  s e j a  n u l o ,  ou e q u i v a l e n t e m e n t e  que na m a t r i z  A  não  h a j a  

c i c l o s  de ordem 3 .  

M o s t r a - s e  que t a l  f a t o  s e  v e r i f i c a  p a r a  m a t r i z e s  

de  ordem s u p e r i a r  a  3 I a 8 1 .  

Obs: A d e t e r m i n a ç ã o  da n e c e s s i d a d e  d a s  c o n d i ç õ e s  ( i )  e  ( i i )  p a r a  

" s i g n  s t a b i l i t y "  d e  A  a  p a r t i r  da  u t i l i z a ç ã o  do Teorema d e  Lyapu - 

nov (Teorema 1 1 1 . 2 )  não p a r e c e  s e r  i m e d i a t a .  

A  p a r t i r  do Teorema ac ima  podemos e s t a b e l e c e r  o  

s e g u i n t e  C o r o l á r i o :  

C o r o l á r i o  111 .4 :  S e j a  A = ( a i j )  uma mat r i . z  nxn i  ndecomponive l  

com d i a g o n a l  n e g a t i v a  ( a i i  O ,  i = 1 ,  2 ,  ..., n ) , e n t ã o  temos 

que :  s e  A 5 s i g n  s t a b l e  e n t ã c  A E D 2  e  a  m a t r i z  d i a g o n a l  D  = 

d i a g ( d i )  c o r r e s p o n d e n t e  é dada  p e l a  s o l u ç ã o  d a s  n-1 e q u a ç õ e s  do 

t i p o  ( 1 1 1 . 1 6 ) :  

d iT  a i j i- d j  a j i  = O ; ( i ,  j )  E , N  

Prova :  Pelo Teorema 111 .7  s e  A é s i g n  s t a b l e  e n t a o  s e  v e r i f i c a m  

a s  c o n d i ç õ e s  ( i )  e ( i i )  o  que  po r  s u a  v e z a p e l o  C o r o l ã r i o  1 1 1 . 3  

i m p l i c a  em que A  E V 2 .  

Como A  E D2,pe10' Teorema 111 .5  A  6 D - a n t i - s i m é t r i -  

c a , e n t ã o  e x i s t e m  n - n h n e r o s  r e a i s  d i  > O ,  i = 1 ,  2 ,  . . . , n t a i s  

que  (111 .23 )  é s a t i s f e i t a ,  ou e q u i v a l e n t e m e n t e  D A  + A ' D  = - Q OE 



de D '= d i a g ( d i  > O e  Q = d i a g ( q i )  > 0 .  P e l o  f a t o  d e  A s e r  a c i c l i  - 
- 

c a - 3  N tem ( n - 1 )  e l e m e n t o s .  

N o t e - s e  que  a  i d e n t i f i c a ç ã o  d e  uma m a t r i z  ou e s t r u  - 

t u r a  s i g n  s t a b l e  (com d i a g o n a l  n e g a t i v a )  pode s e r  f e i t a  quas t :  

que p o r  s i m p l e s  i n s p e ç ã o ,  b a s i c a m e n t e  u t i l i z a n d o  o  Teorema 1 1 1 . 3  

p a r a  v e r i f i c a r  a  c o n d i ç ã o  ( i )  do Teorema 111.7  ( s e r  a c y c l i c a - 3 )  

v i s t o  que a  v e r i f i c a ç ã o  da  c o n d i ç ã o  ( i i )  é i m e d i a t a .  

S a b e - s e  que  a c o n d i ç ã o  a i i  c O p a r a  t o d o  i = 

1 ,  2 ,  ..., n não 5 uma c o n d i ç ã o  n e c e s s ã r i a  p a r a  " s i g n  s t a b i l i t y " ,  
n 

d e  vez  que  pa r a  que  t enhamos  a l  = ( - 1 )  a i i  > O i n d e p e n d e n t e -  
1=1  

# 

mente  d o s  v a l o r e s  n u m é r i c o s  d e  A = ( a i j )  e  n e c e s s ã r i o  que  t e n h a -  

mos a i i  - < O p a r a  t o d o  i = 1 ,  2 ,  ..., n e  que a k k  < O p a r a  a lgum 

1  - k - < n .  (Se  a lgum a i i  f o r  p o s i t i v o  h a v e r á  v a l o r e s  t a i s  que  

a ,  s e r ã  n e g a t i v o )  e  p o r t a n t o  em t e r m o s  d o s  e l e m e n t o s  d i a g o n a i s  

e s t a  é a  c o n d i ç ã o  n e c e s s ã r i a .  

P a r a  o  c a s o  em que  a  d i a g o n a l  não é e s t r i t a m e n t e  

n e g a t i v a  Q u i r k  e  R u p p e r t  1 8 8 1  a p r e s e n t a r a m  o  s e g u i n t e :  

Teorema 111.8 1 6 9 1 ,  I I U I :  S e j a  A = ( a i j )  uma m a t r i z  r e a l  

. n x n  i n d e c o m p o n i v e l ,  e n t ã o  A é s i g n  s t a b l e  s e  e  somen te  s e :  

( i )  A é a c y c l i c a - 3  

(ii) a i j .  a j i  - < 0 ;  i # j ;  i ,  j 1 2 ,  ..., n 



( i i i )  a i i  - < O p a r a  t o d o  i ,  a k k  < O p a r a  a o  menos um k 

1 < k < n  - - 

( i v )  e x i s t e  u m  t e rmo  não  n u l o  na e x p a n s ã o  d e  ] A I .  

C l a r a m e n t e  o  exemplo a b a i x o  1 4 3 1 ,  1 5 5 1 ,  c o n s t i t u i -  

s e  .em u m  c o n t r a - e x e m p l o  a o  Teorema d e  Q u i r k  e  R u p p e r t  1 8 8 1  ( T e 2  

rema 1 1 1 . 8 ) .  

Exemplo 111 .2 :  S e j a  a  m a t r i z  B = ( b .  . )  dada  po r :  
1 J 

V e r i f i c a - s e  que a  m a t r i z  ac ima  s a t i s f a z  a s  c o n d i ç õ e s  do Teorema 

111 .8  e  tem L- j e n t r e  s e u s  a u t o - v a l o r e s  e  não  é " s i g n  s t a b l e " ,  

p o r t a n t o  a s  c o n d i ç õ e s  do Teorema 1 1 1 . 8  não  são s u f i c i e n t e s .  C u -  

r i o s a m e n t e  o  exemplo ac ima  f o i  a c h a d o  . i n d e p e n d e n t e m e n t e  Por  

J e f f r i e s  1 4 3 1  e  p o s t e r i o r m e n t e  p o r  Kaszku rewicz  e Hsu s e n -  

do que o s  Ú l t imos  a u t o r e s  d e t e r m i n a r a m  e x a t a m e n t e  o  p o n t o  em q u e  

Q u i r k  e  Ruppe r t  f a l h a r a m  na p rova  do s e u  Teorema.  ( E s t e  p o n t o  e s  - 

t a  e x p l  i c i t a d o  em 1 5 5 1  e  no Apêndice  A l ) .  



A r a z ã o  c r u c i a l  p e l a  q u a l  o  Teorema 111 .8  não a s -  

s e g u r a  " s i g n  s t a b i l i t y "  d e  uma m a t r i z  A e s t á  l i g a d o  ao  f a t o  de 

que a e q u a ç ã o  d e  Lyapunov P A  t A ' P  = - Q com P  > O e  Q > O ( s e -  - 
m i - d e f i n i d a  p o s i t i v a )  não a s s e g u r a  a  e s t a b i l i d a d e  da  m a t r i z  A ,  

c o n d i ç õ e s  a d i c i o n a i s  s ã o  e x i g i d a s  n e s t e  c a s o .  

Como no c a s o  em que a  m a t r i z  A = ( a i j )  (com d i a g o  - 

na1 não e s t r i t a m e n t e  n e g a t i v a )  s a t i s f a z  a s  c o n d i ç õ e s  do Teorema 

111 .8  1 8 8 1 , a  equação  de  Lyapunov 5 s a t i s f e i t a  com P > 0 ;  d i a g o -  

na1 dada p e l a  s o l u ç ã o  do s i s t e m a  ( 1 1 1 . 2 3 )  e  Q - > O ( d i a g o n a l ) ,  i s  - 

t o  em c e r t o s  c a s o s  não e s u f i c i e n t e  p a r a  a s s e g u r a r  e s t a b i l i d a d e  

a s s i n t z t i c a  como é o  c a s o  do exemplo ( 1 1 1 . 2 ) .  

Baseando- se  no Teorema d e  L.aSal le  1 6 4 1  (Teorema 

1 1 . 4 )  e  n o c o n c e i t o  d e  o b s e r v a b i l i d a d e , d ã - s e  a  s e g u i r  uma m a n e i r a  

de  d e t e r m i n a r  a s  c o n d i ç õ e s  n e c e s s á r i a s  e  s u f i c i e n t e s  p a r a  s i g n  

s t a b i l i t y  no c a s o  em que a  m a t r i z  não  tem d i a g o n a l  e s t r i t a m e n t e  

n e g a t i v a .  

C o n s i d e r a n d o - s e  o  s i s t e m a  l i n e a r  a b a i x o :  

y = Cx - 

com - x E R n ;  ; E R'; rn - < n ;  A e  C m a t r i z e s  r e a i s  c o n s t a n t e s  ( n x n )  

e  ( m x n )  r e s p e c t i v a m e n t e ,  t emos  o s e g u i n t e :  



Lema 111.12: No s i s tema (111.24) y ( t )  = 0, V t > O i m p l i c a  - - em 

que x ( t )  - = O V t - > O s e  e  somente s e  o p a r  ( A ,  C )  6 obse rvãve l .  

Prova: Tomando  y ( t )  = C x ( t )  e  de r ivando  (n-7)  vezes  s u c e s s i v a s  - - 
temos : 

podemos e s c r e v e r  (111.25) na forma 

'Se  y ( t )  = 0 ,  V t > O impl ica  em x ( t )  = O b' t > O ;  de (111 .26)  i s  
& - ." - 

t o  oco r r e  .se e  somente se  o posto  de K é n ,  o que e q u i v a l e  ao 

par ( A ,  C )  s e r  observãve l .  

U t i l i z ando  o r e s u l t a d o  acima podemos enunc i a r  o  

s e g u i n t e :  



Teorema 111.9:  S e j a  o s i s t e m a  l i n e a r  a u t ô n o m o  x  - = Ax;  A  = ( a - . )  ... 1 J 
n x n  t a 1  q u e  a  e q u a ç ã o  de  L y a p u n o v  PA i A ' P  = - L L '  e s a t i s f e i t a  

p a r a  P > O s i m é t r i c a  e  L L '  . - > 0 , e n t ã o  A  é e s t ã v e l . s e  e s o m e n t e  se  

o p a r  (A ,  L ' )  é o b s e r v ã v e l .  

P r o v a :  

S u f i c i ê n c i a :  C o n s i d e r a n d o  a  f u n ç ã o  d e  L y a p u n o v  p a r a  o  s i s t e m a  

x  - = Ax - dada  p o r  V ( x )  - = x ' P x ,  - temos  que V ( x )  - > O e  V ( x ) = x 1 L L ' x < O .  - w -- 
Chamando Z = ( x ( t )  - E R n 1 i ( x )  - = 0,  V t > O }  t e m o s  o  s e g u i n t e :  

",. . 
Como V ( x )  = x ' L L 1 x  = O e  L L '  > 0, chamando L ' x  = y t e m c s  - - - - .... que  - 

I j! 2 = O se  e  somen te  se  y - = O l o g o  Z = { x ( t )  - E R n ] ~ ' x ( t ) = 0 , V  ... t > O }  - 

Dado q?ie (A,  L ' )  é o b s e r v ã v e l ,  p e l o  Lema 1 1 1 . 1 2  
D 

temos q u e y ( t )  - = O ,  V t  - > O i m p l i c a e m  que x ( t )  - = 0 ,  V t  - > O i, . 
e . ,  Z = ( O }  e  p e l o  Teorema 11.4 ,  x  - = A  x  é g l o b a l m e n t e  a s s i n t o t i  - - 
c a m e n t e  e s t á v e l  e " p o r t a n t o  A é e s t á v e l .  

N e c e s s i d a d e :  Sendo Ai, 
+ j  

a u t o - v a l o r e s  d e  A, s e  A é e s t ã v e l !  e n -  

t ã o  " i + # O ,  i, j = 1 ,  2, ..., n  e  a  s o l u ç ã o  de  PA + A ' P  = 
j 

- L L '  ( n o  c a s o  P > 0 )  p o d e  s e r  e s c r i t a  n a  f o r m a  I i 3 1  d a  i n t e -  

g r a l :  

Supondo que ( A ,  L ' )  n ã o  5 o b s e r v ã v e l ,  e n t ã o  . e x i s -  

t e  um v e t o r  - x ( 0 )  # O t a l  q u e  L '  . e A t . x ( 0 )  - = 0, V t - > O ,  e  p o r t a n -  



t o  d e  ( I I I . Z 7 ) , p a r a  e s t e  v e t o r  t e m o s  q u e :  

x '  ( O )  Px (O) = - - 1; ~ ~ ( 0 )  e A ' t  L L I .  e A t  X ( O )  - d t  = O 

o  q u e  c o n t r a r i a  ( 1 1 1 . 2 7 )  

N e s t e  p o n t o  i n t r o d u z i m o s  o  c o n c e i t o  d e  " o b s e r v a b i -  

l i d a d e  q u a l i t a t i v a "  q u e  e m b o r a  p o s s a  l e m b r a r  o  c o n c e i t o  d e  " o b -  

s e r v a b i l  i d a d e  ( c o n t r o l  a b i l  i d a d e )  e s t r u t u r a l  I ' ,  i n t r o d u z i d a  P o r  

C .  T .  L i n  1 6 6 1  e  u t i l i z a d a  p o r  o u t r o s  a u t o r e s  I Y 9 1 ,  1 3 3 1 , n a  r e a -  

l i d a d e  e d i s t i n t a  como e v i s t o  a  s e g u i r :  
-- 

C o n s i d e r a n d o  d o i s  s i s t e m a s  d o  t i p o  ( 1 1 1 . 2 4 )  d a d o s  

p e l o s  p a r e s  ( A l ,  C 1 )  e ( A 2 ,  C2)  d e  mesmas  d i m e n s õ e s ,  d i z e m o s  q u e  

e l e s  têm a  mesma e s t r u t u r a  q u a l i t a t i v a  s e  A 1  e A 2  bem como C 1  e 

C p  s ã o  r e s p e c t i v a m e n t e  ' s i m i l a r e s  em s i n a l  ". 

D e f i n i ç ã o  1 1 1 . 2 5 :  D i z e m o s  q u e  um p a r  ( A ,  C )  é " q u a l i t a t i v a m e n t e  

o b s e r v á v e l "  s e  s ã o  o b s e r v ã v e i s  ( n o  s e n t i d o  u s u a l )  t o d o s  o s  p a r e s  

s i m i l a r e s  em s i n a l  a  (A,  C ) ,  

Chamando d e  A o  m a t r i z  o b t i d a  a  p a r t i r  d e  uma ma- 

t r i z  A = ( a i j )  nxn  t a l  q u e  A o  = A - d i a g ( a i i )  e  c h a m a n d o  d e  L '  
- 
a  m a t r i z  ( r x n )  t a l  q u e  s u a s  r l i n h a s  s ã o  a s  r l i n h a s  d e  

diag(-ai.) t a i s  q u e  a i i  # 0 ,  podemos  e n u n c i a r  o  s e g u f n t e :  



Teorema 111.10:  Dada uma m a t r i z  A = ( a i j )  n x n  i n d e c o m p o n i v e l ,  a s  

c o n d i ç õ e s  n e c e s s á r i a s  e  s u f i c i e n t e s  p a r a  que  A s e j a  " s i g n  s t a -  

b l e "  s ã o :  

( i )  sgn  A o  = s g n ( - A o ) '  

( i i )  A é a c 7 c l i c a - 3  

( i i i )  a i i  ' O p a r a  i = 1 ,  2 ,  ..., n ,  e  e x i s t e  a o  menos - u m  

a k k  < O p a r a  1  - k c n .  - 

- 
( i v )  (A, L ' )  e  qua l  i t a t i v a n i e n t e  o b s e r v ã v e l .  

P r o v a :  

S u f i c i ê n c i a :  S e  ( i ) ,  ( i i )  e  ( i i i )  e n t ã o  a  p a r t i r  do C o r o l ã r i o  

111.4 m o s t r a - s e  que p a r a  t o d a  m a t r i z  Â s i m i l a r  em s i n a l  a  A e x i s  - 
A 

tem m a t r i z e s  P > O e  Q - > O d i a g o n a i s  ( o n d e  = L i '  e  i '  s i m i l a r  

em s i n a l  a  L ' )  t a i s  que 

-- e - - 
PA + A ' P  = - Q 

d 

e s a t i s f e i t a .  Se  a i n d a  o  p a r  ( A ,  L ' )  é q u a l i t a t i v a m e n t e  o b s e r v ã -  

' v e l  e n t ã o  t o d o  p a r  ( Ã ,  i ' )  s i m i l a r  em s i n a l  a  ( A ,  L ' )  é o b s e r v ã -  
+ 

v e l  e  p e l o  Teorema 1 1 1 . 9  t o d a  m a t r i z  Â s i m i l a r  em s i n a l  a  A e  

s i g n  s t a b l e .  



N e c e s s i d a d e :  A n e c e s s i d a d e  d a s  c o n d i ç õ e s  ( i ) ,  ( i i )  e  ( i i i )  
d 

e 

v i s t a  nos  Teoremas 111 .7  e  1 1 1 . 8 ,  mos t ramos  a  s e g u i r  a  n e c e s s i d a  - 

d e  d a  c o n d i ç ã o  ( i v ) .  S e n d o A 1 ' s i g n  s t a b l e "  e n t ã o  p a r a  t o d a s  a s  

m a t r i z e s  Ã s i m i l a r e s  em s i n a l  a  A t emos  que R ~ ( A ~ )  < 0 ,  i = 

Supondo po r  h i p ó t e s e  que  e x i s t e  u m  p a r  ( Ã ,  c ' )  s i  - 
- 

m i l a r  em s i n a l  a  ( A ,  L ' )  t a l  que  ( Ã ,  L ' )  não é o b s e r v á v e l ,  ou s e  - 
j a ,  ( A ,  L ' )  não é q u a l i t a t i v a m e n t e  o b s e r v ã v e l .  N e s t e  c a s o  ( p e l o  

Teorema 111:12) e x i s t e  uma s o l u ç ã o  x ( t )  - não  i d e n t i c a m e n t e  n u l a  

p a r a  o  s i s t e m a  x - = Ãx, dada  po r  
' 

- 

t a l  que 

A p a r t i r  da  d e f i n i ç ã o  d e  L ' ,  y ( t )  ... = O - +  x k ( t )  = O 

V t - > O ;  x k ( t )  c o r r e s p o n d e n t e s  a o s  í n d i c e s  k t a i s  que  a k k  < O . 
Chamando d e  x I I  ao v e t o r  f o rmado  p o r  e s t a s  v a r i á v e i s ,  r e i n d e x a n -  

.--. 
d o - a s  c o n v e n i e n t e m e n t e  podemos r e e s c r e v e r  o  s i s t e m a  x - = Ax - na-  

fo rma :  



Neste caso temos as seguintes implicações para todo t - > 0: 

. 
(y(t) = O +  zII(t) = O) e (zII(t) = O 4  -11 x (t) = O) e o sistema 

(111.30) fica reduzido a 

e como por hipótese existe uma solução (111.29.a),. satisfazendo 

(III.Zg.b),esta solução necessariamente será dada pelo sistema 

(111.31). Como todavia a matriz Ã l l  tem diagonal nula,isto impli 
k 

- 

cará que a solução (III.29.a) terá modos (hi) tais que h i =  O 
i = l  

(onde k é o número de elementos não nulos de A) o que contradiz 

o fato de Ã ser estável. Portanto se A é sign stable necessaria- 

mente o par (A, L' ) é qual itativamente observável . 

Sobre o Teorema acima podemos colocar os seguintes 

pontos: 

( a )  embora o Teorema 111.10 caracterize as matrizes sign stable 

no caso geral, recai-se no problema de caracterizar (para as 

matrizes ac~clicas-3) a observabilidade qualitativa. 

(b) recentemente Jeffries, Klee e Driessche I ' + ' + ]  deram as condi- 
ções necessárias e suficientes para sign stability (as condl . 

ções (i) a ( i i i )  são as mesmas). Destas.; as condições equi- 



v a l e n t e s  ( d u a s  ) à c o n d i ç ã o  ( i v )  do Teorema 111 .10  s ã o  d a d a s  

em t e r m o s  do g r a f o  G A  a s s o c i a d o  à m a t r i z  A ,  uma b a s e a d a  no 

c o n c e i t o  de  " c o l o r i n g "  do  r e f e r i d o  g r a f o  e  a  o u t r a  r e l a t i v a  

a o  c o n c e i t o  de  " c o m p l e t e  m a t c h i n g "  a s s o c i a d o  a o  g r a f o  
G~ 

- ( e s t a  co r r e spo r idendo  à c o n d i ç ã o  ' ( i v )  do Teorema 1 1 1 . 8 ) .  

( c ) .  no c a s o  da m a t r i z  A = ( a i j )  s e r  d e c o m p o n i v e l ,  i d e n t i f i c a - s e  

o s  b l o c o s  decompon7ve is  e  a p l i c a - s e  o  Teorema 111 .10  a  c a d a  

um d o s  b l o c o s .  

Embora p a r a  o  c a s o  de  m a t r i z e s  a c f c l i c a s - 3 , ( c o m e n -  

t ã r i o  ( a ) )  a  c a r a c t e r i z a ç ã o  da  o b s e r v a b i l i d a d e  q u a l i t a t i v a  a i n d a  

e s t e j a  em e s t u d o ,  a s s i m  como s u a  r e l a ç ã o  com a  o b s e r v a b i l i d a d e  

e s t r u t u r a l ,  p a r a  o  c a s o  de  m a t r i z e s  J a c o b i  podemos e s t a b e l e c e r  

a s  c o n d i ç õ e s  de  o b s e r v a b i l i d a d e  q u a l i t a t i v a  do p a r  ( A ,  L ' )  e  p o r  - 

t a n t o  p e l o  Teorema 111 .10  e s t a b e l e c e r  a s  c o n d i ç õ e s  d e  s i g n  s t a -  

b i l i t y  p a r a  o  c a s o  J a c o b i  a  p a r t i r  d o s  r e s u l t a d o s  s e g u i n t e s :  

D e f i n i ç ã o  111 .26 :  Dada uma m a t r i z  J a c o b i  A = ( a i j )  n x n ,  chamamos 

de  " b l o c o s  de  ordem ( p  + 1 )  da m a t r i z  A "  a t o d a  s u b - m a t r i z  p r i n -  
# 

c i p a l  de  A d e  ordem ( p  + 1 )  x ( p  + 1 )  c u j a  d i a g o n a l  p r i n c i p a l  e  

f o rmada  p o r  e l e m e n t o s  d i a g o n a i s  c o n s e c u t i v o s  d e  A i . e . ,  a  k , k '  

a k + l , k + l '  * e . 3  a k+p ,  k+p com 1  - < k < n e  1  p < n-1 s e n d o  que  o s  - - - 
e l e m e n t o s . f o r a  da d i a g o n a l  s ã o  o s  mesmos e l e m e n t o s  d a  m a t r i z  A 

que  r e s t a m  ao  s e  e l i m i n a r  t o d a s  a s  l i n h a s  e  c o l u n a s  c o r r e s p o n d e n  - 

t e s  a o s  T n d i c e s  j E 1 ,  2,  . n t a i s  q u e  j í k ,  k + l ,  ... , 



D e f i n i ç ã o  1 1 1 . 2 7 :  Chamamos d e  " b l o c o  z e r o  d e  o r d e m  p" d a  m a t r i z  

A = ( a i j )  a  t o d o  b l o c o  d e  o r d e m  p  q u e  tem p  e l e m e n t o s  d i a g o n a i s  

n u l o s  c o n s e c u t i v o s  d e  A c o m p r e e n d i d o s  e n t r e  d o i s  e l e m e n t o s  d i a g o  - 

n a i s  n ã o  n u l o s  d e  A .  C a s o  a l l  = O o  ' b l o c o  z e r o  i n i c i a l '  c o r r e s -  

- - ponde  a o s  e l e m e n t o s  d i a g o n a i s  a l l  = a p p  - ... - a k k  = O com 

a k + l  , k+l # O .  A n a l o g a m e n t e ,  s e  a  = O d e f i n i m o s  o  b l o c o  z e r o  
n , n  

f i n a l .  Caso  A = ( a i  j) t e n h a  d i a g o n a l  n u l a ,  A t e r á  u m  ú n i c o  " b l o -  

c o  z e r o "  q u e  c o i n c i d e  com a  m a t r i z  A .  

- 
Lema 1 1 1 . 1 3 :  S e j a m  o s  p a r e s  ( Ã ,  c )  e  ( Â ,  c )  t a i s  q u e  Â é uma ma- 

t r i z  J a c o b i  ( n x n )  i n d e c o m p o n ~ v e l  e  

- 
c  = [ C 1 ,  0 ,  o ,  e . . ,  o ] ;  C l  # o 

e n t ã o  ambos p a r e s  s ã o  q u a l i t a t i v a m e n t e  o b s e r v ã v e i s .  

P r o v a :  S e j a  o  s i s t e m a  

n a s  c o n d i ç õ e s  a ~ i m a ~ c o n s i d e r a n d o  o  p r i m e i r o  p a r , p o d e m o s  e s c r e v e r  

( 1 1 1 . 3 2 )  e x p l i c i t a m e n t e  na f o r m a :  



- 
Y = [ O ,  O ,  * a *  , C n l  5 

C l a r a m e n t e ,  p e l a s  e q u a ç õ e s  ( 1 1 1 . 3 3 )  ( y ( t )  = O t7' t - > O +  - x ( t )  = 

O V t - > 0 )  p o i s  s u c e s s i v a m e n t e  ( y ( t )  = c i x n ( t )  = 0 )  +- 

( x n ( t )  E 0 )  ( x ~ - ~  ('1 = O ) - *  ( x ~ - ~  ( t )  = O )  ... 4 ( x l  ( t )  = O )  y 

V t - > O e p o r t a n t o  p e l o  Lema 111 .12  ( Ã ,  c )  é o b s e r v á v e l .  Como t o  - 

d a v i a  i s t o  o c o r r e  i n d e p e n d e n t e m e n t e  d o s  v a l o r e s  n u m é r i c o s  de  
.-. 
'n e  ã i j '  ( Ã ,  C )  q u a l i t a t i v a m e n t e  o b s e r v á v e l .  O b s e r v e - s e  que  

i s t o  o c o r r e  i n d e p e n d e n t e m e n t e  de  Â t e r  d i a g o n a l  t o d a  n u l a  O U  

não  ( n o  c a s o  ( Ã ,  a  p rova  é i d ê n t i c a ) .  e 

Dada uma m a t r i z  de  J a c o b i  A = ( a i j )  n x n  indecompo-  

n i v e l  t a l  que a i i  - O (com a o  menos u m  e l e m e n t o  d i a g o n a l  n u l o )  

d e f i n i m o s ;  

b : n6mero de  " b l o c o s  z e r o "  de  A 

nd : número de  e l e m e n t o s  d . i a g o n a i s  náo  n u l o s  d e  A 

i ' :  c f .  d e f i n i ç ã o  u t i l i z a d a  no Teorema 111 .10 .  



A p a r t i r  d a s  d e f i n i ç õ e s  a c i m a  podemos e n u n c i a r :  

Lema 1 1 1 . 1 4 :  Dada uma m a t r i z  A = ( a i j )  J a c o b i  ( n x n )  i n d e c o m p o n i -  

v e l  t a l  que  a . .  c O ,  ( com a o  menos  um e l e m e n t o  d i a g o n a l  n ã o  n u -  
1 1  - 

1 0 )  s e  n d  = n b  e n t ã o  (A ,  L ' )  é q u a l i t a t i v a m e n t e  o b s e r v ã v e l .  

P r o v a :  S e j a  o  s i s t e m a  

Se n d  = n b  e n t z  n e c e s s a r i a m e n t e  uma d a s  s e g u i n t e s  

s i t u a ç õ e s  ( o u  ambas )  o c o r r e  n a  m a t r i z  A :  

( a )  e x i s t e  um e l e m e n t o  d i a g o n a l  n e g a t i v o  a k k 3  t a l  q u e  a k k  c O p; 

r a  k  = 1  ou k  = n .  

( b )  e x i s t e m  d o i s  T n d i c e s  c o n s e c u t i v o s ( k  'e k t l )  t a i s  q u e  a  
k . k  

e  

a  k t l  , k + l  s ã o  n e g a t i v o s .  

No c a s o  ( a )  p e l o  Lema 1 1 1 . 1 3  ( A , L 1 )  e q u a l i t a t i v a -  

m e n t e  o b s e r v ã v e l .  

No c a s o  ( b ) ,  s u p o n d o  q u e  o s  T n d i c e s  k  e k t l  s ã o  

d i s t i n t o s  d e  ( 1  e  2 )  e  ( n - 1  e n )  r e s p e c t i v a m e n t e  ( c a s o  c o n t r ã r i o  





+ '+ Se yk(t) = Yk+l(t) = O então y:'(t) = yII(t) = 0 (pois ~;(t)=~~(t) 
+ '+  e yII(t) = yk+,(t)) logo como os sistemas (III.35.a) e 

(111.35. b) são qualitativamente observãveis (pelo Lema 111.13) 
+ + então (y - (t) = O ) ,  ( 5  (t) = O) e portanto pelo Lema 111.12 

(A, L') é observãvel. Como todavia a observabilidade se verifi- 

ca independentemente dos valores numéricos de (A, L') entãg 

qual itativamente observável . Q 

Obs: I? fácil ver que se nd > nb, utilizando o mesmo raciocinio 

mostra-se que (A, L') também será qualitativamente observável. 

Lema 111.15: Dada uma matriz A = (aij) Jacobi tal que 

ai,i+l a ai+l,i O, i = 1 ,  2 ,  . - 1  e a < O; j = 1,2 ,..., n 
jj - 

(com ao menos um elemento diagonal não nulo) então temos que: 

se não existem blocos zero de ordem r (r > 2) em presença de blo - - 
# 

tos zero de ordem 1 então nd = nb e uma condição necessária pa- 

ra que o par (A, L') seja qualitativamente observãvel. 

Prova: Supondo que nd < nb((nd)min = nb-1), neste caso não pode- 

rão ocorrer os casos em que a < O para k = 1 ou k = n. k k 

Vamos utilizar o Lema 111.12 para mostrar que nes- 

te caso o sistema (111.34) apresenta valores numéricos para o 

par (A, L'.) tais que (y+(t) - = O+ xf(t) = O), ou seja, que o par - 
(A, L') não e qualitativamente observãvel. 

Impondo y+(t) - = O o sistema (111.34) pode ser es- 

crito na forma de nb sistemas Jacobi (blocos zero) acoplados 



.... d o i s  a  d o i s  p e l a s  s a i d a s  e s c a l a r e s  Y i ,  i = 1 ,  2 ,  n b - 1 ,  como 

a b a i x o :  

- ... ...... y,  = [ o ,  o ,  *, *, o ,  o ,  O 1  5 

- ... .............................. 
y ( n b - l  1 = [o ,  o ,  * ,  *, o ,  o]: -- 

Se  mos t r a rmos  que n e s t a s  c o n d i ç õ e s ,  com n d  < n b ,  

e x i s t e m  v a l o r e s  numér i cos  p a r a  A t a i s  q u e  ( ~ i ( t )  = O ;  i = 

1 ,  2 ,  S.., b - I ) - - %  X'(t) = O e n t ã o  ( A ,  L ' )  não s e r á  q u a l i t a t i v a -  

mente  o b s e r v á v e l  . 



Vamos c o n s i d e r a r  s e p a r a d a m e n t e  o s  c a s o s  em que:  

( a )  t o d o s  o s  b l o c o s  z e r o  ( A i )  i  = I ,  1 1 ,  . . . , n = n b  s ã o  de  o r -  

dem r  t a l  que r  > 2.  - 

( b )  e x i s t e  um b l o c o  z e r o  A k  de ordem 1  e  t o d o s  o s  A i ,  i  = I ,  11 ,  

, . ..., n = n b  s ã o  d e  ordem i m p a r .  

Caso ( a ) :  Anal isemos p r ime i ramen te  o  c a s o  em que há apenas  d o i s  

b locos  z e r o  de  ordem n > 2 ,  i ,  e , ,  - a k k 4 O 6 ú n i c o .  Se em 

( 1 1 1 . 3 4 )  ( y + ( t )  - = 0 )  e n t ã o  podemos e s c r e v e r  o  s i s t e m a  na forma 

( I I I . 3 6 ) ,  ou s e j a ,  

= [ O ,  . . . ,  a  a k , k - l '  k ,k+ l  ,*O] E 

+ Temos que ( y  ( t )  = O ) +  ( ~ ' ( t )  = O )  
P 

Most ra - se  a  s e g u i r  que é poss?vel  d e t e r m i n a r  v a l o -  

r e s  numéricos em A t a i s  que ( 1 1 1 . 3 7 )  e  (111 .38)  podem s e r  s a t i s -  



feitas V t - > O para x' ( t )  e  xi (t) não iden t icamente  nu los .  k-1 k+7 

Os s i s t emas  ( I I I . 3 7 ) ,  acima,  formados pe lo s  blocos  

z e r o  A I  e A I I  têm as  so luções  dadas respek t ivamente  por: 

onde: C I  , C I I  : são c o n s t a n t e s  que dependem das  condições  i n i -  
i i  

c i a i s  x 1  ( 0 )  e  z I I  ( O )  r e spec t ivamen te .  - 

!I !11 : são os a u t o - v e t o r e s  corFespondentes  aos a u t o -  
i i  

v a l o r e s  A . e  h I  r e spec t ivamen te  de A I  e  A I I .  
I  i  

Como a s  ma t r i ze s  A I  e A I I  são  blocos zero  de ordem 

n - > 2 pelo  Lema A 2 . 1  (Apsndice A 2 )  é sempre poss?vel  a r b i t r a r  

v a l o r e s  numéricos a seuselementos de modo que ambas ( A I  e  A I * )  t e  - 

nham os  mesmos a u t o - v a l o r e s  imag iná r io s  puros ( h o  e  - h o )  d i s t i n  - 

t o s  dos demais. 

Sejam x I  e  V i  - (!II e  !TI) O S  a u t o - v e t o r e s  ( p a r e s  

complexos conjugados) de A I  ( A I I )  r e l a t i v o s  aos a u t o - v a l o r e s  h. 

e - h. respec t ivamente .  

Desde que: 





e a o  invés de  ( 1 1 1 . 3 8 )  c o n s i d e r a n d o  y + ( t )  = O t e r e m o s  ( n b - 1 )  r e  - - 
1 a ç õ e s  

p a r a  ( j  = k l ,  k 2 ,  . .., k ) onde  k l ,  k 2 ,  . . . ,  k 
( n b - l  1 s ã o  

("-1 
o s  Yndi c e s  c o r r e s p o n d e n t e s  a o s  e1 emen tos  d i  a g o n a i  s  n e g a t i  v o s .  

A c a d a  u m  dos  b l o c o s  A J  podem s e r  a t r i b u i d o s  v a l o  - 

r e s  numér i cos  t a i s  que  t o d o s  b l o c o s  tenham o s  a u t o - v a l o r e s  A O  e 

- A o  em comum. Por p r o c e d i m e n t o  a n á l o g o  a o  c a s o  d e  d o i s  b l o c o s  

é p o s s í v e l  s a t i s f a z e r  t o d a s  a s  ( n b - 1 )  r e l a ç õ e s  ( I I I . 4 1 ) ,  mos- 

t r a n d o  d e s t a  forma que n e s t e  c a s o  ( A ,  L ' ) ,  não é q u a l i t a t i v a m e n -  

t e  o b s e r v á v e l ,  p o r t a n t o  n d  = n b  é uma c o n d i ç ã o  n e c e s s á r i a  p a r a  

o b s e r v a b i l  i d a d e  q u a l  i t a t i v a  de  ( A ,  L ' ) .  

Caso ( b ) :  A p rova  é a n á l o g a  ao  c a s o  ( a )  somen te  q u e  n e s t a  s i t u a  - 
- 

ç ã o  a  s o l u ç ã o  x ' ( t )  - # O que e x i s t e  p a r a  y ' ( t )  - = O ,  e  d a d a  p o r  

um v a l o r  c o n s t a n t e  ( x + ( t )  - = C + O ) .  P e l o  f a t o  de  t o d o s  o s  b l o -  

tos A J  em ( 1 1 1 . 3 6 )  s e r em de ordem i m p a r ,  e l e s  possuem o  a u t o -  

v a l o r  ( A  = O )  em comum. Por  p r o c e d i m e n t o  a n á l o g o  a o  c a s o  ( a  > 
m o s t r a - s e  que  a s  r e l a ç õ e s  do t i p o  ( 1 1 1 . 4 1 )  podem s e r  s a t i s f e i -  

I 

t a s  e  p o r t a n t o  o  p a r  (A,  L ' )  não  s e r á  q u a l i t a t i v a m e n t e  o b s e r v á -  

v e l .  

Lema 1 1 1 . 1 6 :  Dada uma m a t r i z  A = ( a i j )  J a c o b i  t a l  q u e  

a i , i + l  . a i + l  , i  < O ;  i = 1 ,  2 ,  . 1  e a . .  < O ,  j = 1 , 2  ,..., n ,  
J J  - 



(com a o  menos u m  e1 emento d i a g o n a l  não  nu1 o ) .  Se  e x i s t e m  b l  o c o s  

z e r o  d e  ordem p a r  em p r e s e n ç a  d e  b l o c o s  z e r o  d e  ordem 1  e n t ã o  

( A ,  L ' )  é q u a l i t a t i v a m e n t e  o b s e r v á v e l  . 

P r o v a :  C o n s i d e r a n d o  n d  < n b  ( c a s o  c o n t r a r i o  de  i m e d i a t o  p e l o  Le - 

ma 1 1 1 . 1 4  (A, L ' )  s e r i a  q u a l i t a t i v a m e n t e  o b s e r v á v e l ) .  Novamente 

u t i l i z a r e m o s  o  Lema 111 .12  ou s e j a  vamos m o s t r a r  que  n e s t e  c a s o  

t no s i s t e m a  ( 1 1 1 . 3 4 )  ( y t ( t )  = 0  ( x  - ( t )  = O )  p a r a  q u a i s q u e r  va - 

lares numêr i cos  do p a r  (A, L ' ) .  

Assumindo y ' ( t )  = O em ( 1 1 1 . 3 4 )  r e c a i m o s  no s i s t e  - 

ma ( 1 1 1 . 3 6 )  com n b l o c o s  z e r o  ( n  = n b )  Supondo p r i m e i r a m e n t e  

como na p rova  do Lema a n t e r i o r  que  temos  a p e n a s  d o i s  b l o c o s  z e -  

r o ,  um de  ordem p a r  e  u m  b l o c o  z e r o  d e  ortiem 1 ,. ou s e j a ,  

onde x - = [ x l ,  :iI] ' ; x I I  = [ x 3 ,  x 4 ,  . . . , x n I  ' 

t n e s t e  c a s o  ( i t ( t )  = 0)- a,, x l  ( t )  = - a Z 3  x ; ( t )  ( 1 1 1 . 4 3 )  

t Veremos que s e  y ( t )  = O, ,nes t a s  .., c o n d i  ç õ e s  

( 1 1 1 . 4 3 )  não pode s e r  s a t i s f e i t a  kf t - > O .  C l a r a m e n t e  o  b l o c o  z e  

r o  de  ordem 1  tem um Ünico a u t o - v a l o r  h = O e  p o r t a n t o  x t ( t ) # 0  



-I- s o m e n t e  pode rá  s e r  t a l  que  x l ( t )  = c t e  = x l ( 0 ) .  Como o  b l o c o  z e  - 

r o  A I I  é d e  ordem p a r , e s t e  somen te  p o d e r á  t e r  r a i z e s  em p a r e s  

complexos  c o n j u g a d o s ,  l o g o  ( 1 1 1 . 4 3 )  s o m e n t e  p o d e r á  s e r  v e r i f i c a  - 
-I- + da s e  x l ( t )  = x i ( t )  = O .  P e l o  Lema 1 1 1 . 1 3  ( x p ( t )  = 0 )  3 

i- + 
( x I I ( t )  = O )  e  p o r t a n t o  ( y +  - = O ) +  ( E  ( t )  = O ) ,  l o g o  no c a s o  d e  

u m  b l o c o  z e r o  de  ordem 1, em p r e s e n ç a  de  um b l o c o  z e r o  de  ordem 

par ,  ( A ,  L ' )  é q u a l i t a t i v a m e n t e  o b s e r v á v e l .  P e l o  f a t o  d e  que  o  
+ b l o c o  z e r o  de  .lrdem 1  somente  a d m i t e  x + ( t )  # O s e  x ( t )  = c t e ,  

w ,- 

i m p l i c a  em que no c a s o  g e r a l ,  o s  b l o c o s  de  ordem í m p a r  podem s a  - 

t i s f a z e r  às c o n d i ç õ e s  do t i p o  ( I I I . 4 3 ) . T o d a v i a  é f á c i l  v e r i f i -  

c a r  q u e  a  p r e s e n ç a  de  u m  b l o c o  p a r ,  p e l o  e x p o s t o  a c i m a ,  impede 

que  - a s  ( n b - 1 )  r e l a ç õ e s  do t i p o  ( 1 1 1 . 4 )  s e  v e r i f i q u e m  p a r a  s o l u -  

ç õ e s  não  i  d e n t i c a m e n t e  nu1 a s  , q u a i s q u e r  que  s e j a m  o s  v a l o r e s  n u -  

m é r i c o s  a t r i b u í d o s  ao  p a r  (A,  L ' ) ,  p o r t a n t o  ( y i ( t )  = 0 )  + 

( x + ( t )  = O) e  (A, L ' )  é q u a l i t a t i v a m e n t e  o b s e r v á v e l  a 

A p a r t i r  dos  Lemas ( I I I . 1 4 ) ,  ( 1 1 1 . 1 5 )  e  ( 1 1 1 . 1 6 )  

podemos e n u n c i a r  o  s e g u i n t e :  

Teorema 111 .11  : S e j a  A = ( a i  j )  uma m a t r i z  J a c o b i  n x n  indecompo-  

n T v e l ,  A e s i g n  s t a b l e  s e  e  s o m e n t e  s e :  

( i i )  a i i  5 O p a r a  i = 1 ,  2 ,  ..., n e  e x i s t e  a o  menos um a k k < O  

p a r a  1  k n .  - - 

( i i i )  a o  menos uma das  c o n d i ç õ e s  a b a i x o  s e  v e r i f i c a :  



( S B S ]  e x i s t e  a o  menos u m  b l o c o  z e r o  de  ordem 1  em p r e -  b 
sença de um b l o c o  z e r o  de  ordem p a r .  

B r ~ v a :  A s u f l c l $ n c i a  e dada  a  p a r t i r  do Teorema 1 1 1 . 1 0  j un t amen  
_L___ - 

t s  'com gs Lemas f 1 1 , 1 4  e 1 1 1 . 1 6 .  

A n e c e s s i d a d e  d a d a  g e l o  Teorema 1 1 1 . 1 0  j u n t a m e n t e  com o  Lema 

C o n s i d e r a n d o  o  Exemplo 1 1 1 . 2  v ê - s e  c l a r a m e n t e  q u e  

Q = l e = 2 e n h  e x i s t i n d o  b l o c o s  z e r o  d e  ordem 1  em p r e -  

r e n e a  de  b l o c o s  de  o r d e m  p a r  a m a t r i z  B $0 é s- ign s t a b l e .  

N O  T e o r e m a  111 .11  ac ima  a s  c o n d i ç õ e s  ( i i i )  a e  

( i l i ) b  a z o  e q u i v a l e n t e s  à o b s e r v a b i l  i d a d e  q u a l  i  t a t i v a  do P a r  
- 

( A ,  L ' ) ,  e r 6 - s e  que p a r a  o c a s o  m a i s  g e r a l  em que  a m a t r i z  A e  

ac?kl  f e a - 3 ,  ç s n d i $ 6 e s  semel h a n t e s  possam s e r  o b t i d a s  a  p a r t i  r 

d a  v t f ' l i n a e a a  do  Lema 1 1 1 . 1 2 ,  como f o i  f e i t o  no c a s o  J a c o b i ,  ou 

d e  a l g u m a  outra m a n e i r a  e q u i v a l e n t e  que  s e j a  menos t r a b a l h o s a .  

3 C o n s i d e r a n d o  que  a  p a r t i r  do Teorema 111 .11  é pos 
- 

sTvel i d e n t i f i c a r  as m a t r i z e s  J a c o b i  s i g n  s t a b l  e ,  podemos e s t a b e  - 

l e e e p  a s e g u f n t e  c a n j e e t u r a  p a r a  o  c a s o  n ã o - l i n e a r .  



" O  s i . s t ema  - = A f ( - x )  cf(..). t a l  como no Teorema 
S .  C. 

1 1 . 5 )  onde A ê J a c o b i  s i g n  s t a b l e  (-com di 'agonal  não  e s t r i t a m e n -  

t e  n e g a t i v a )  ê a b s o l u t a m e n t e  e s t á v e l  A,'. 

A p a r t i r  da u t i l i z a ç ã o  de  uma f u n ç ã o  de  Lyapunov 

do t i p o  ( 1 1 . 7 )  onde o s  c o e f i c i e n t e s  a i  s ã o  o b t i d o s  d e  ( 1 1 1 . 1 1 )  

r e c a i - s e  em uma f u n ç ã o  v ( x )  - < O ( s e m i - d e f i n i d a  n e g a t i v a ) .  Toda- 

v i a  c r ê - s e  q u e ,  com a  u t i l i z a ç ã o  do Teorema de L a S a l l e  e  do Teo - 

rema 111 .11 ,  s e r á  p o s s i v e l  p r o v a r  a  c o n j e c t u r a  a c i m a .  

A c l a s s e  d a s  m a t r i z e s  Q no c o n t e x t o  d e s t e  t r a b a -  

l h o  c a r a c t e r i z a  a s  e s t r u t u r a s  f a v o r ã v e i s  e  c6mo f o i  menc ionado  

no i n ? c i o  d e s t e  c a p i t u l o ,  e s t a  c1 a s s e  f o i  r e c e n t e m e n t e  c a r a c t e -  

r i z a d a  1 1 ' porém po r  c o n d i ç õ e s  de  d i f 7 c i l -  v & r i f i . c a ç ã o ,  da?  a  r a  - 

zão  do d e s e n v o l v i m e n t o  d o s  r e s u l t a d o s  d e s t e  c a p ? t u l o  v i s a n d o  a  

o b t e n ç ã o  de c o n d i ç õ e s  r e l a t i v a m e n t e  s i m p l e s  em t e r m o s  a l g g b r i -  

c o s  e /ou  e s t r u t u r a i s  que c a r a c t e r i z a s s e m  s u b - c l a s s e s  d e  D. A t i  - 

vemo-nos ao c a s o  d a s  m a t r i z e s  a c y c l i c a s - 3 ,  D - a n t i - s i m é t r i c a s  e  

s i g n - s t a b l e .  A p a r t i r  da c a r a c t e r i z a ç z o  de  s u a s  p r o p r i e d a d e s  

s ã o  d e t e r m i n a d o s  o s  r e s u l t a d o s  c o n t i d o s  nos  c a p 7 t u l o s  IV, V e  

V I .  

C o n s i d e r a n d o - s e  que  à c l a s s e  Q p e r t e n c e m  o u t r o s  

t i p o s  de  m a t r i z e s  com p r o p r i e d a d e s  c o n h e c i d a s ,  como é o  c a s o  

d a s  m a t r i z e s  q u a s e - d o m i n a n t e s  1 l 2  1 ,  o s  r e s u l t a d o s  d o s  capitulas 

s u b s e q u e n t e s  podem s e r  p e r f e i t a m e n t e  e s t e n d i d o s  p a r a  e s t e s  t i -  

pos d e  m a t r i z e s .  



A p a r t i r  dos  r e s u l t a d o s  d o s  c a p i t u l o s  I 1  e  I 1  I ,  

n e s t e  c a p í t u l o  s ã o  d a d o s  o s  r e s u l t a d o s  de  e s t a b i l i d a d e  a b s o l u t a  

d o s  s i s t e m a s  do t i p o  ( 1 1 . 2 )  em t e r m o s  e s t r u t u r a i s ,  s egundo  a  d e  - 

f i n i ç ã o  de  e s t r u t u r a .  u t i l i z a d a  no â m b i t o  d e s t e  t r a b a 1 h o . N a  su;l 

m a i o r  p a r t e , o s  r e s u l t a d o s  a p r e s e n t a d o s  n e s t e  c a p i t u l o  s ã o  c o n s e  

q u ê n c i a  d i r e t a  d o s  r e s u l t a d o s  dos  c a p i t u l o s  I 1  e 1 1 1 .  

Do p o n t o  d e  v i s t a  e s t r u t u r a l  s ã o  c o n s i d e r a d o s  com 

ma io r  e n f a s e  os  s i s t e m a s  do t i p o  L u r ' e - P o s t n i k o v ,  d a d o  a  impor -  

t â n c i a  que a p r e s e n t a m  no e s t u d o  d e  s i s t e m a s  de  c o n t r o l e  n ã o - l i  - 

Na p a r t e  f i n a l  do c a p i t u l o ,  u t i l i z a n d o  a  a b o r d a -  

gem e s t r u t u r a l  p r o p o s t a ,  s ã o  a n a l i s a d o s  exemplos  c l a s s i c a m e n t e  

a b o r d a d o s  pe l  o  método de  " s i  s t e m a s  i n t e r c o n e c t a d o s "  que  g e r a l  - 

mente  u t i l i z a  f u n ç o e s  de  Lyapunov v e t o r i a i s  p a r a  a n á l i s e  de  e s -  

t a b i l i d a d e  l 6  1 ,  I ' ' + ] ,  1 7 3 ] ,  J q 6  1 .  M o s t r a - s e  que  no c a s o  d e  s i s -  

t emas  i n t e r c o n e c t a d o s  também e i m p o r t a n t e  a  c o n s i d e r a ç ã o  d a s  

p r o p r i e d a d e s  e s t r u t u r a i s  do s í s t e m a ,  p o s t o  q u e , a  p a r t i r  de  c o n -  

s i d e r a ç õ e s  s o b r e  a  e s t r u t u r a  dos  s i s t e m a s , c o n s e g u e - s e  o b t e r  con  - 

d i ç õ e s  de e s t a b i l i d a d e  s e n s i v e l m e n t e  menos c o n s e r v a t i v a s  do 

que  a q u e l a s  o b t i d a s  p e l o s  métodos  u s u a l m e n t e  c o n h e c i d o s .  



IV.l - RESULTADOS ESTRUTURAIS RELATIVOS AOS SISTEMAS D O  T I P O  

Nesta s e ç ã o  s ã o  a p r e s e n t a d o s  a l g u n s  r e s u l t a d o s  de 

e s t a b i l i d a d e  a b s o l u t a  c o n s i d e r a d o s  i m p o r t a n t e s  em termos  e s t r u  - 

t u r a i s  e  também p e l o  f a t o  de c a r a c t e r i z a r e m  a  f i l o s o f i a  que nor  - 

t e i a  a  a n á l i s e  de e s t a b i l i d a d e  de s i s t e m a s  n ã o - l i n e a r e s  em t e r  

mos e s t r u t u r a i s ,  a  qua l  bas i camen te  busca a  o b t e n ç ã o  d e  c o n d i -  

ções  a l g é b r i c a s  l i g a d a s  ã e s t r u t u r a  e  r e l a t i v a m e n t e  s i m p l e s  de 

serem t e s t a d a s .  

Combinando os r e s u l t a d o s  dos c a p í t u l o s  I 1  e  111 

podemos e n u n c i a r  uma Ç é r i e  d e  r e s u l t a d o s  e s t r u t u r a i s  d e l e s  de -  

c o r r e n t e ,  t o d a v i a  cremos que u m  e s t u d o  e x a u s t i v o  n e s t e  s e n t i d o  

e s t a r i a  f o r a  dos 1 , imi t e s  d e s t e  t r a b a l h o .  ?!os a t e remos  com maio r  

d e t a l h e  aos r e s u l t a d o s  e s t r u t u r a i s  r e l a t i v o s  aos  s i s t e m a s  t i p o  

L u r ' e  que s ã o  t r a t a d a s  na s e ç ã o  s e g u i n t e .  

Cons iderando os  s i s t e m a s  de e s t r u t u r a  f o r t e m e n t e  

conexa ,  o u  s e j a ,  s i  s temas  não decomponívei s  ( v i  de s e ç ã o  I I I .  1  ) 

e  em p a r t i c u l a r  s i s t e m a s  com e s t r u t u r a  a c í c l  i c a - 3  ( c f .  D e f i n i -  

ção I I 1 . 1 1 ) ,  podemos e n u n c i a r  os  r e s u l t a d o s  a b a i x o :  

Teorema 1 v . l a :  Se o s i s t e m a  ( 1 1 . 5 )  tem " e s t r u t u r a  s i g n  s t a b l e "  
. . 

+ 
( R  = ( r i j )  e  s i g n  s t a b l e  com d i a g o n a l  e s t r i t a m e n t e  n e g a t i v a )  

e n t ã o  o  e q u i l í b r i o  x - = O é a b s o l u t a m e n t e  estável1 A_ .  



P r o v a :  D e c o r r ê n c i a  do Coro1 á r i  o I  I .  1  e  c o r 0 1  ã r i  o  I  I  I . 4 , p o i  s  n e s  - 

t e  c a s o  R E V2C V .  

Teorema I V . l b :  Se o  s i s t e m a  ( 1 1 . 1 2 )  tem e s t r u t u r a  " s i g n  s t a b l e "  

(A = ( a i j )  s i g n  s t a b l e  com d i a g o n a l  e s t r i t a m e n t e  n e g a t i v a )  e n -  

t ã o  o  e q u i l i b r i o  x = O é a b s o l u t a m e n t e  e s t á v e l  A _ .  

P rova :  ~ e c o r r ê n c i  a  do Teorema I  I .  6 e  Coro l  ;ri o  1 I  I .  4 ,  poi  s como 

no Teorema a n t e r i o r  A E V 2  C V 

Teorema 1 V . l ~ :  Se o  s i s t e m a  ( 1 1 . 1 4 )  tem e s t r u t u r a  " s i g n  s t a b l e "  

( C  = (Ao + D )  s i g n  s t a b l e  com d i a g o n a l  e s t r i t a m e n t e  n e g a t i v a )  

e n t ã o  o  e q u i l T b r i o  x  - = O é a b s o l u t a m e n t e  e s t á v e l  A _ .  

P r o v a :  ~ e c o r r ê n c i a  do Teorema 1 1 . 7  e   orol lã rio I I I . 4 , p o i s  n e s t e  

c a s o  C E D 2  

S o b r e  o s  r e s u l t a d o s  ac ima  c a b e  r e s s a l t a r  o s  s e -  

g u i n t e s  p o n t o s :  

( a )  a  c o n d i ç ã o  i m p o s t a  s o b r e  a s  e s t r u t u r a s  d o s  s i s t e m a s  ( 1 1 . 5 )  

( 1 1 . 1 2 )  e  ( 1 1 . 1 4 )  de  modo que  e s t a s  tenham d i a g o n a i s  e s t r i -  

f t a m e n t e  n e g a t i v a s ,  c o n j e c t u r a m o s  que  p o d e r á  s e r  r e l a x a d a  

u t i  1 i z a n d o - s e  o  Teorema d e  L a S a l l  e  (Teorema I I .  4 )  , v i s t o  

q u e  n e s t e  c a s o  a s  d e r i v a d a s  t e m p o r a i s  d a s  f u n ç õ e s  de  Lyapu- 

nov u t i l i z a d a s  p a s s a r i a m  a  s e r  a p e n a s  s e m i - d e f i n i d a s  n e g a t i  - 

v a s  ( i s t o  é f e i t o  no c a s o  do Exemplo I V . 2 ) .  



( b )  s o b r e  a  v e r i f i c a ç ã o  da  c o n d i ç ã o  d e  e s t r u t u r a  s i g n  s t a b l e ,  

como f o i  m o s t r a d o  na s e ç ã o  I t I . 3 ,  e l a  é r e l a t i v a m e n t e  s i m -  

p l e s  de  s e r  t e s t a d a  e  p o r t a n t o  é r e l a t i v a m e n t e  s i m p l e s  i d e n  - 

t i f i c a r  a s  c l a s s e s  de  s i s t e m a s  que  s a t i s f a z e m  a s  c o n d i ç õ e s  

d o s  Teoremas ac ima .  

( c )  n o t e - s e  que o s  r e s u l t a d o s  ac ima  têm a  c a r a c t e r y s t i c a  d e  

s e r e m  puramente  q u a l  i  t a t i  v o s ,  i .  e .  : a  e s t a b i  1 i d a d e  a b s o l u t a  
# 

e d e t e r m i n a d a  a  p a r t i r  da  " e s t r u t u r a  q u a l  i t a t i v a "  d e s t e s  

s i s t e m a s ,  ou s e j a ,  e d e t e r m i n a d a  s i m p l e s m e n t e  a  p a r t i r  do 
- 

d i g r a f o  " s i g n e d "  do s i s t e m a  ou a i n d a ,  e  d e t e r m i n a d a  s i m p l e s  - 

mente  a  p a r t i r  dos  s i n a i s  d a s  i n t e r c o n e x õ e s  e n t r e  o s  e s t a -  

d o s  do s i s t e m a  i n d e p e n d e n t e m e n t e  d o s  v a l o r e s  n u m é r i c o s  d o s  

p a r â m e t r o s ,  b a s t a n d o  que  a  e s t r u t u r a  ' s e j a  " s i g n  s t a b l e "  e  

a s  n ã o - l i n e a r i d a d e s  p e r t e n ç a m  a  Am. E i t e s  r e s u l t a d o s  vem 

m o s t r a r  que a  c o n ! j e c t u r a  f e i t a  no i n i c i o  d e s t e  t r a b a l h o ,  p: 

r a  uma c e r t a  c l a s s e  de  s i s t e m a s ,  mos t rou  s e r  v e r d a d e i  r a .  

R e a l m e n t e ,  p a r a  e s t a  c l a s s e  d e  s i s t e m a s ,  a  e s t r u t u r a  q u a l i -  

t a t i v a , p o r  s i  sÕ,pode  d e t e r m i n a r  a  e s t a b i l i d a d e  a b s o l i i t a  do. 

s i s t e m a  n ã o - l i n e a r .  

( d )  Q u i r k  e  Rupper t  1 8 8  1 em s e u  t r a b a l h o  i n i c i a l  s o b r e  " s i g n  

s t a b i l i t y "  chamaram a  a t e n ç ã o  p a r a  a  d i f i c u l d a d e  da  d e t e r m i  - 

nação  . da  e s t a b i l i d a d e  q u a l  i t a t i v a  d e  s i s t e m a s  d i n â m i c o s  em 

t e r m o s  g l o b a i s .  Destacamos que  o  Teorema IV.1 a c i m a ,  c o n s t i  - 

t u i - s e  em uma e x t e n s ã o  d o s  r e s u l t a d o s  de  " s i g n  s t a b i l i  t y "  

p a r a  o  c a s o  de  uma c l a s s e  de  s i s t e m a s  n ã o - l i n e a r e s  e  em t e r  - 

mos g l o b a i s .  



Com b a s e  nos  r e s u l t a d o s  d o s  c a p y t u l o s  11 e  I 1 1  

podemos a i n d a  e s t a b e l  e c e r  o s  s e g u i n t e s  r e s u l  t a d o s  r e f e r e n t e s  

a o s  s i s t e m a s  ( I I . 5 ) ,  ( 1 1 . 1 2 )  e  ( 1 1 . 1 4 ) .  Como f o i  e s t a b e l e c i d o  no 

i n t c i o  d e s t a  s e ç ã o  e s t a m o s  c o n s i d e r a n d o  s i s t e m a s  não-decompon7- 

v e i s  e  em p a r t i c u l a r  s i s t e m a s  com e s t r u t u r a  a c i c l  i c a - 3  ( c f .  De- 

f i n i ç ã o  1 1 1 . 1 1 ) .  

Teorema IV.2a :  Se o  s i s t e m a  ( 1 1 . 5 )  tem e s t r u t u r a  a c i c l i c a - 3  ( 9  

não p o s s u i  c i c l o s  de  ordem k p a r a  k - > 3 )  e  s a t i s f a z  

i 
( - 1 )  de ti(^') > O i  = 1 ,  2 ,  . . . , n ,  e n t ã o  x - = O é a b s o l u t a m e n -  

t e  e s t á v e l  A _ .  

P rova :  D e c o r r ê n c i a  do C o r o l á r i o  1 1 . 1  e  Teorema 1 1 1 . 4 ,  n e s t e  c a -  

. . 

Teorema IV.2b: Se o  s i s t e m a  ( 1 1 . 1 2 )  tem e s t r u t u r a  a c í c ' l i c a - 3  e  a  

m a t r i z  A s a t i s f a z  ( - l ) i  d e t i  (A') > 0 ,  i = 1 ,  2 ,  . . . , n e n t ã o  

x = O 6 a b s o l u t a m e n t e  e s t á v e l  A _ .  - 

Prova :  D e c o r r ê n c i a  dos  Teoremas 1 1 . 6  e  1 1 1 . 4  

Teorema IV.2c:  Se o  s i s t e m a  ( I 1  . l 4 )  tem e s t r u t u r a  D - a n t i  - s i m é -  

' t r i c a  ( C  -6 D - a n t i - s i m é t r i c a  c f .  ~ e f i n i ç ã o  1 1 1 . 2 1 )  x = O é a b s o -  

l u t a m e n t e  e s t á v e l  A _ .  

P r o v a :  ~ e c o r r ê n c i a  dos  Teoremas 1 1 . 7  e  1 1 1 . 1 5 .  



S o b r e  o s  r e s u l t a d o s  ac ima  r e s s a l t a m o s  o  s e g u i n t e :  

( i )  n o t e  que o  Teorema IV .2c  não r e q u e r  a  c a r a c t e r 7 s t i c a  a c i -  

c l i c a  do s i s t e m a  1 1 . 1 4 .  P e l o  c o r o l á r i o  111 .2  podemos c a r a c  - 

t e r i z a r  a s  c o n d i ç õ e s  n e c e s s á r i a s  e  s u f i c i e n t e s  (em t e r m o s  

d e  c i c l o s  de  C )  p a r a  c a r a c t e r i z a r  uma e s t r u t u r a  D - a n t i - s i  

m é t r i c a .  

( i i )  o s  r e s u l t a d o s  a c i m a , b a s e a d o s  na e s t r u t u r a  d o s  s i s t e m a s  não  

1 i n e a r e s  c o n s i d e r a d o s ,  embora q u a n t i t a t i v o s  s ã o  s i m p l e s  de  

s e r em v e r i f i c a d o s .  As c o n d i ç õ e s  de  e s t a b i  1 i d a d e  a b s o l u t a  

s ã o  puramente  a l g é b r i c a s  b a s e a d a s  na v e r i f i c a ç ã o  de  c a r a c -  

t e r r s t i c a s  de  m a t r i z e s  ( o u  g r a f o s ) .  

Exempl o s  de  u t i  1  i z a ç ã o  d e s t s s  r e s u l t a d o s  e n c o n -  

t r a m - s e  na s e ç ã o  IV.4 e  nos  c a p ? t u l o s  s u b s e q u e n t e s .  

IV.2 - SISTEMAS TIPO LUR'E-POSTNIKOV 

Nes t a  s e ç ã o ,  v i s a n d o  a  o b t e n ç ã o  d e  c o n d i ç õ e s  d e  

e s t a b i l  i d a d e  a b s o l u t a ,  s e r ã o  a b o r d a d a s  a s  c a r a c t e r y s t i  c a s  e s t r u  - 

t u r a i s  dos  s i s t e m a s  do t i p o  L u r ' e - P o s t n i k o v  1 2 1 ,  1 5 ' [  com uma 
I 

u n i c a  n ã o - l i n e a r i d a d e ,  d e s c r i t o s  p e l a s  e q u a ç õ e s  a b a i x o :  



o n d e  - .  x  R" é o  v e t o r  d e  e s t a d o s  A ( n x n ) ,  b ( n x l ) . ,  c ( 1 x n )  s ã o  ma- 

t r i z e s  c o n s t a n t e s  e  f ( . )  6 uma f u n ç ã o  r e a l  n ã o - l i n e a r ,  sem me- 

m ó r i  a ,  c o n t f n u a ,  s a t i s f a z e n d o :  

( c o n d i ç ã o  d e  s e t o r  p o s i t i v o  i n f i n i t o )  ( I V . 2 a )  

F i g .  ( I V . 1 )  - S i s t e m a  do  t i p o  L u r ' e  P o s t n i k o v :  d i a g r a m a  d e  b l o -  

c o s  

Como na D e f i n i ç ã o  I I . 7 a  c h a m a r e m o s  d e  A _  c l a s s e  

d e  f u n ç õ e s  f ( . )  r e a i s ,  c o n t i n u a s ,  sem m e ó r i a  q u e  s a t i s f a z e m  

( I V . 2 a )  e  ( I V . 2 b ) .  



Diremos,como na D e f i n i ç ã o  I I . 6 b , q u e  5 = O do  s i s -  

tema IV.1 * é  a b s o l u t a m e n t e  e s t á v e l  A_ s e  f o r  g l o b a l m e n t e  

a s s i n t o t i c a m e n t e  e s t á v e l  p a r a  t o d a  f ( . )  E A _ .  

Na a n a l i s e  da  e s t a b i l i d a d e  de  s i s t e m a s  do t i  po 

( I V .  1  ) p e l a  u t i l i z a ç ã o  d o s  r e s u l t a d o s  d o s  capitulas p r e c e d e n t e s  

e bis e s p e c i f i c a m e n t e  p e l a  u t i l i z a ç ã o  de  uma abordagem e s t r u t u  - 

r a l  é n e c e s s ~ r i o  que  o s i s t e m a  I V . l  pe ; - t ença  a  uma c l a s s e  s i m i -  

l a r  5 dos  s i s t e m a s  ( 1 1 . 2 ) .  T o d a v i a ,  como em g e r a 1 , e s t e  não é o  

c a s o ,  nos  r e s t r i n g i r e m o s  a o s  s i s t e m a s  do t i p o  ( I V . 1 )  com c a r a c  - 

t e r ? s t i c a s  p a r t i c u l a r e s ,  como é v i s t o  a  s e g u i r .  Po r  o u t r o  l a d o  

veremos no c a p i t u l o  s e g u i n t e  que  o  f a t o  de  s i s t e m a s  d o  t i p o  

( I V , 1 )  não p e r t e n c e r e m  à c l a s s e  ( 1 1 . 2 )  pode s e r  a p e n a s  uma q u e s  - 

t ã o  de  r e p r e s e n t a ç ã o  m a t e m ã t i c a .  

C o n s i d e r a n d o  o s  s i s t e m a s  do t i p o  ( I V . l )  vamos d e -  

t e r m i n a r  c o n d i ç õ e s ,  eni t e r m o s  e s t r u t u r a i s ,  que  a s s e g u r e m  e s t a b i  - 

1  i d a d e  a b s o l u t a  no s e t o r  p o s i t i v o  i n f i n i t o .  P a r a  podermos u t i l i  - 

z a r  f u n ç õ e s  de  Lyapunov do t i p o  ( 1 1 . 7 )  p a r a  o  s i s t e m a  ( 1 V . l ) c o n  - 

s i d e r a r e m o s  c a s o s  p a r t i c u l a r e s  em que  o  a rgumen to  da  f u n ç ã o  

f ( . )  é fo rmado  a  p a r t i r  de  uma Única  v a r i ã v e l  de  e s t a d o ,  ou s e -  

j a ,  a  m a t r i z  c  = [ c l ,  c 2 ,  . c  s e r á  s u p o s t a  t e r  uma ú n i c a  

? componente  não n u l a .  Tendo em mente  e s t a  h i p ó t e s e ,  n e c e s s i t a r e -  

mos a i n d a  . d a s  s e g u i n t e s  d e f i n i ç õ e s :  

D e f i n i ç ã o  IV.l  : Sejam M = ( m .  . )  e  N = ( n i  j )  d u a s  m a t r i z e s  r e a i s  
1.J 

n x n  t a i s  que  m i j  . n i j  - > O p a r a  t o d o  p a r  ( i ,  j ) .  ~ n t ã o  d e f i n i -  

mos a o p e r a ç ã o  ' I * "  e n t r e  a s  m a t r i z e s  M e  N dada  p o r  [M * N] = 

M 4- N .  



D e f i n i ç ã o  IV.2:  Dizemos que  o  s i s t e m a  IV. l  s a t i s f a z  a  " c o n d i ç ã o  

( * ) "  s e  e  somente  s e  a  m a t r i z  C = [A * bc] é d e f i n i d a .  

D e f i n i c ã o  IV .3 :  Diremos que  a  m a t r i z  C = [A * bc] d e t e r m i n a  a  

" e s t r u t u r a  do s i s t e m a  ( I V . 1 ) "  ou e q u i v a l e n t e m e n t e  o  d i g r a f o  a s -  

s o c i a d o  à m a t r i z  C ( c f .  D e f i n i ç ã o  1 1 1 . 4 )  d e t e r m i n a  a  e s t r u t u r a  

Obs: Note -se  que  a  c o n d i ç ã o  ( * )  é uma c o n d i ç ã o  que  a s s e g u r a  e s -  - 
t a r m o s  somando f u n ç õ e s  c o n t i d a s  no mesmo s e t o r  i n f i n i t o ,  p o s i t i  

vo ou n e g a t i v o .  R e s u l t a n d o  e s t a  o p e r a ç ã o  em uma nova f u n ç ã o  tam - 

bém c o n t i d a  no s e t o r  i n f i n i t o  p o s i t i v o  ou n e g a t i v o  r e s p e c t i v a -  

men te .  

S e r ã o  t r a t a d o s  s i s t e m a s  ( I V . 1 )  nos  q u a i s  a  m a t r i z  

[A * bc] tem c a r a c t e r ~ s t i c a s  e s t r u t u r a i s  p e c u l i a r e s .  Tal  q u a l  

na s e ç ã o  IV. l  não s e r á  f e i t o  u m  e s t u d o  e x a u s t i v o  d a s  e s t r u t u r a s  

que f avo recem a  e s t a b i l i d a d e  a b s o l u t a  d e  ( I V . 1 ) ;  a t e r - n o s - e m o s a  

a l g u n s  c a s o s  c o n s i d e r a d o s  mais  i m p o r t a n t e s  e  que mostram como a  

c o n s i d e r a ç ã o  da e s t r u t u r a  a u x i l i a  na o b t e n ~ ã o  de  r e s u l t a d o s  de  

e s t a b i l i d a d e  a b s o l u t a .  Novamente,  a s s i m  como na s e ç ã o  a n t e r i o r ,  

o s  c a s o s  mais i m p o r t a n t e s  e s t a r ã o  r e l a c i o n a d o s  a  s i s t e m a s  não 

decomponi 'veis e  com e s t r u t u r a  a c í c l i c a - 3  ( c f .  D e f i n i ç ã o  I 1  I  .1  ) .  

\ 

Cons ide ramos  a i n d a  (sem p e r d a  de  g e n e r a l  i d a d e )  

que a  m a t r i z  [A * bc] tem a mesma e s t r u t u r a  da  m a t r i z  A ,  ou em 

o u t r a s  p a l a v r a s ,  a  o p e r a ç ã o  ( * )  não i n t r o d u z  novos a r c o s  a o  d i -  

g r a f o  a s s o c i a d o  5 m a t r i z  A .  E s t a  c o n d i ç ã o  n a  e n t a n t o  não 6 a s -  



s e n c i a l  e  pode s e r  r e l a x a d a  na m a i o r i a  d o s  c a s o s  t r a t a d o s .  Dado 

e s t e  f a t o ,  por  v e z e s  no r e . f e r i r e m o s  i n d i s t i n t a m e n t e  às  p r o p r i e  

d a d e s  e s t r u t u r a i s  da m a t r i z  A ,  a s s i m  como às  p r o p r i e d a d e s  e s t r u  - 

t u r a i s  da  m a t r i z  C = [A  * bc ] .  Assumimos a i n d a  que  a  m a t r i z  

A = ( a i j )  tem d i a g o n a l  e s t r i t a m e n t e  n e g a t i v a .  

N e s t e s  t e r m o s ,  d e n t r e  a s  p o s s i b i l i d a d e s  q u e  s e  po - 

de  e n c o n t r a r  p a r a  a s  c a r a c t e r i s t i c a s  e s t r u t u r a i s  do  s i s t e m a  

( I V . l ) ,  fo ram t r a t a d o s  o s  s e g u i n t e s  c a s o s  r e f e r e n t e s  à s  m a t r i -  

z e s  A = ( a i j ) ,  b  = [ b l ,  b 2 ,  . . . ,  b n ] '  e  c  = [ c1 ,  C * ,  . .. , c n ] :  

Caso I :  bk  # O ,  c k  # O p a r a  um dado  k ,  1 - < k - n ;  b j  = c  = O 
j 

p a r a  t o d o  j # k .  N e s t e  c a s o  t emos :  

Teorema IV.3 :  No c a s o  I ,  x  = O é a b s o l u t a ~ e n t e  e s t á v e l  Am s e  o  

s i s t e m a  ( I V . 1 )  é t a l  q u e :  

( i )  s a t i s f a z  a  c o n d i ç ã o  ( * )  

( i i )  A tem e s t r u t u r a  f a v o r á v e l  ( A  E V ) .  

P r o v a :  U t i l i z a n d o  a  f u n ç ã o  de  Lyapunov q u a d r á t i c a  V ( x )  - = X ' P X  - - 

' onde  P A  + A'P = - Q c O com P = d i a g [ ~ , ,  P 2 ,  . . . ,  P n ]  > O(cond .  

V(?)  = P X ' P [ A X  - + b f ( c x ) ]  

V(?)  = - -I- 2 p k . b k . f ( c k x k ) . x k  < 0 ( d e f i n i -  

da n e g a t i v a )  



Obs: O r e s u l t a d o  acima pode s e r  g e n e r a l i z a d o  p a r a  o  c a s o  de  vã -  - 
r i a s  n ã o - l i n e a r i d a d e s  ( v i d e  Teorema I V . 7 ) .  

P a r a  os  c a s o s  em que  a  m a t r i z  A = ( a  ) é indecom i  j - 

p o n i v e l  e  tem t o d o s  e l e m e n t o s  d i a g o n a i s  n e g a t i v u s ,  podemos enun  - 

c i a r  o s  s e g u i n t e s  C o r o l ã r i o s  do Teorema a c i m a :  

C o r o l á r i o  IV.1 :  - No c a s o  I ,  x - = O é a b s o l u t a m e n t e  e s t á v e l  Am s e  

o  s i s t e m a  ( I V . l )  é t a l  q u e :  

( i )  s a t i s f a z  a  c o n d i ç ã o  ( * )  

( i i )  tem e s t r u t u r a  s i g n  s t a b l e  

P r o v a :  Se A é s i g n  s t a b l e ,  p e l o  C o r o l á r i c  1 1 1 . 4  A E D 2  e  a  e s t a  - 

b i l i d a d e  a b s o l u t a  pode s e r  d e m o n s t r a d a  a  p a r t i r  d a  f u n ç ã o  d e  

Lyapunov q u a d r á t i c a  como no Teorema IV .3 .  

Obs: No c a s o  e s p e c i f i c o  em que  a  m a t r i z  é J a c o b i  s i g n  s t a b l e ,  a  - 
f u n ç ã o  d e  Lyapunov que  n e s t e  c a s o  g a r a n t e  a  e s t a b i l i d a d e  a b s o l u  - 

t a  A 00 do s i s t e m a  ( I V . 1 )  é dada  p o r :  

onde :  P = d i a g  [pl , p 2 ,  . . . , pJ 



C o r o l á r i o  IV.2:  No c a s o  I ,  - x = O é a b s o l u t a m e n t e  e s t á v e l  A_ se 

o  s i s t e m a  ( I V . l )  é t a l  q u e :  

( i )  s a t i s f a z  a  c o n d i ç ã o  ( * )  

( i  i ) tem e s t r u t u r a  a c T c l  i c a - 3  

i 
( i i i )  ( - 1 )  de ti(^') > 0 ,  i = 1 ,  2 ,  ..., n .  

P r o v a :  Consequênc i a  do Teorema IV.2  e  Teorema 1 1 1 . 4  

I n t e r p r e t a n d o  o s  r e s u l t a d o s  do Caso I podemos con - 
c l u i r  q u e :  d e s d e  que  a  m a t r i z  A do s i s t e m a  ( 1 ~ ~ 1 )  t e n h a  " e s t r u t u -  

r a  f a v o r á v e l "  e a  r e a l i m e n t a ç ã o  da  n ã o - l i m e a r i d a d e  f ( . )  é f e i t a  

na " p o s i  ç ão  d i  a g o n a l  ", s a t i s f a z e n d o  a  c o n d i ç ã o  ( * )  , o  s i  s,tema 

s e r á  a b s o l u t a m e n t e  e s t á v e l  A_.  Veremos que  e s t e  f a t o  também s e  

v e r i  f i  c a  p a r a  o  c a s o  d e  v á r i  a s  não-1 i n e a r i  d a d e s  (Teorenia  1V. 7) ,  

m o s t r a - s e  que n e s t e s  c a s o s  é p o s s f v e l  e s t a b e l e c e r  a  c o n e x ã o  e n -  

t r e  o  c o n c e i t o  de  s i s t e m a  d e  e s t r u t u r a  f a v o r á v e l  com o s  c o n c e i -  

' t o s  d e  s i s t e m a s  p a s s i v o s  e h i p e r e s t á v e i s  ( v i d e  s e ç ã o  V . 4 ) .  

Caso 1 1 :  c k  # O e  a m a t r i z  b  tem e l e m e n t o s  bR # O . o n d e  

N e s t e  c a s o ,  em g e r a l ,  o  p r o c e d i m e n t o  b á s i c o  p a r a  

uma a n á l i s e  e s t r u t u r a l  6 o  s e g u i n t e :  

( i )  a  p a r t i r  do s i s t e m a  ( I V . 1 )  d e f i n e m - s e  a s  f u n ç õ e s  $ j ( x j )  = 



a L j x j  + bL f ( c . x . )  e  p r o c u r a - s e  r e c a i r  em s i s t e m a s  do t i p o  
J J 

( 1 1 . 5 ) ,  ( 1 1 . 1 2 ) y  ( 1 1 . 1 3 )  ou. ( 1 1 . 1 4 ) .  

( i i )  a  p a r t i r  d a s  c a r a c t e r i s t i c a s  da  m a t r i z  [A * bc] ou do d i -  

g r a f o  a  e l a  a s s o c i a d o ,  p r o c u r a - s e  d e t e r m i n a r  c o n d i ç õ e s  de 

e s t a b i l i d a d e  a b s o l u t a  u t i l i z a n d o  o s  r e s u l t a d o s  d o s  c a p i t u -  

1 0 s  I 1  e  111 .  

Tal  p r o c e d i m e n t o  é m o s t r a d o  a  s e g u i r  no c a s o  de  

s i s t e m a s  do t i p o  ( I V .  1  ) com e s t r u t u r a  não decomponive l  . 

O Caso I 1  c o n s i d e r a r e m o s  como s e n d o  s u b d i v i d i d o  

em d i f e r e n t ' e s  s u b - c a s o s :  

Caso I I a :  A m a t r i z  C = ( c i j )  = [A * bc] E t a l  q u e :  

I I . a l :  c  
LYk 

e  c  
k , &  

s ã o  o s  Ünicos  e l e m e n t o s  não  n u l o s  f o r a  da 

d i a g o n a l  p r i n c i p a l  na c o l u n a  e  1  i n h a  k r e s p e c t i v a m e n t e .  

I I . a 2 :  c  k ,L e c LYk s ã o  o s  Ünicos  e l e m e n t o s  não n u l o s  f o r a  da 

d i a g o n a l  p r i n c i p a l  na c o l u n a  e  1  i n h a - R  r e s p e c t i v a m e n t e .  

' Caso I I b :  Engloba o s  c a s o s  r e l a t i v o s  ao  Caso I 1  e - q u e  não s e  en - 

quadram no Caso I I a .  

Obs. 1 :  ao  i n d i c e  k c o r r e s p o n d e  a  componente  c k  de  c  t a l  que  

c k  Z O e  o s  í n d i c e s  i! c o r r e s p o n d e m  .. . à s  componen te s  be d e  b t a i s  

que  b X #  O .  



Obs.  2 :  n o t e  q u e  o  c a s o  I  é u m  c a s o  p a r t i c u l a r  d o  C a s o  1 1 .  

N e s t e  p o n t o  é c o n v e n i e n t e  i n t r o d u z i r m o s  a s  s e g u i n  - 

t e s  d e f i n i ç õ e s  . 

D e f i n i ç ã o  I V . 4 :  Dizemos  q u e  x r ,  r E 1 1 ,  2 ,  ..., n} ,  é u m  " e s t a  - 

d o  ' t e r m i n a l "  do  s i s t e m a  ( I V . 1 )  s e  e  s o m e n t e  s e  no d i g r a f o  ( f o r -  

t e m e n t e  c o n e x o )  a s s o c i a d o  à m a t r i z  A ( o u  [A * b c ] ) ,  c o n f o r m e  a s  

D e f i n i ç õ e s  1 1 . 8  e  1 1 1 . 4 ,  a  x r  c o r r e s p o n d e  u m  nó q u e  e s t á  c o n e c -  

t a d o  a  u m  G n i c o  e s t a d o  ( n ó )  xs  ( s  # r ) d e s t e  d i g r a f o .  

D e f i n i ~ ã o  I V . 5 :  D izemos  a  p a r t i r  d a  D e f i n i ç ã o  a c i m a  q u e  n e s t e  

c a s o  o s  a r c o s  ( x r ,  x s )  ou  ( x S ,  x r )  s ã o  a r c o s  t e r m i n a i s  d o  d i g r a  - 

f o  a s s o c i a d o  a o  s i s t e m a  ( I V . l ) .  

No c a s o  I I . a ,  a n a l i s a n d o  a  e s t r u t u r a  d o  s i s t e m a ,  
- 
a  m a t r i z  [A * bc] c o r r e s p o n d e  u m  d i g r a f o  t a l  q u e  o  e s t a d o  x k  

( o u  x,) é u m  e s t a d o  t e r m i n a l  e  a  n ã o - l i n e a r i d a d e  e s t á  a s s o c i a d a  

a u m  d o s  ramos  t e r m i n a i s  c o r r e s p o n d e n t e s  ,,como m o s t r a  a  f i g u r a  

F i g u r a  IV.2 . -  S i s t e m a s  d e  e s t r u t u r a  e q u i v a l e n t e  ( C a s o  I I a )  



E v i d e n t e m e n t e  o  s i s t e m a  ( I V . l )  pode t e r  uma e s t r u  - 
t u r a  t a l  que  não a p r e s e n t e  e s t a d o s  t e r m i n a i s .  T o d a v i a  no c a s o  

d e  s i s t e m a s  com e s t r u t u r a  a c i c l i c a  ( p a r a  n - > 2 )  a o  menos d o i s  

e s t a d o s  t e r m i n a i s  n e c e s s a r i a m e n t e  e x i s t e m .  

P a r a  c o n s i d e r a r m o s  o  p rob l ema  no Caso I I a ,  p r i m e i  - 

r a m e n t e  vamos m o s t r a r  que  o s  Casos  I I , a 1  e  I I . a 2  s ã o  e q u i v a l e n -  

t e s  do s e g u i n t e  p o n t o  d e  v i s t a :  s e  m o s t r a r m o s  a  e s t a b i l i d a d e  a b  - 

s o l u t a  no Caso I I . a l  i s t o  i m p l i c a  na e s t a b i l i d a d e  a b s o l u t a  no 

Caso I I . a 2  e  v i c e - v e r s a .  

C o n s i d e r a n d o  que e x i s t e  a o  menos um e s t a d o  t e r m i -  

n a l  x k  l i g a d o  a  u m  e s t a d o  x e  do s i s t e m a  ( I V . l ) ,  ( a o s  q u a i s  e s t á  

a s s o c i  ada  a  não-1 i n e a r i d a d e  f ( c k  x k ) ' )  Podemos a  p a r t i r  d e  

uma t r a n s f o r m a ç ã o  de  s i m i l a r i d a d e ,  dada  p o r  uma m a t r i z  d e  permu 

t a ç ã o  P ,  e n c o n t r a r  uma r e p r e s e n t a ç ã o  p a r a  o  s i s t e m a  ( I V . l )  t a l  
- - 

que  x - = P x ;  - A = PAP' ; b  = Pb ;  c = c P '  na q u a l ,  a o  e s t a d o  X k  

c o r r e s p o n d e  o  e s t a d o  F1 e  ao e s t a d o  x e  c o r r e s p o n d e  o  e s t a d o  x2; 
' o  que  c o r r e s p o n d e  a  r e n u m e r a r  a s  v a r i á v e i s  d e  e s t a d o  do s i s t e m a  

(ou r e i n d e x a r  os' nós  do d i g r a f o ) .  

A p a r t i r  d e s t a  t r a n s f o r m a ç ã o  chegamos a o  s i s t e m a  

x d = Ax .-, 4 bf ( y )  

- 
y = c x  - 

onde :  



- - 
A e  uma m a t r i z  i  nde.componíve1 e  b L ,  c k  # O ;  o  s i s  - 

tema ( I V . 3 )  co r re sponde  ao Caso I I . a l .  

O mesmo p roced imen to  nos l e v a r i a  ao Caso I I . a 2  ca  - 

s o  rei~uinerássemos a s  v a r i á v e i s  de modo que a x R e  x k  f i z e s s e m o s  
- 

c o r r e s p o n d e r  xl e x 2  r e s p e c t i v a m e n t e  obtendo o  s i s t e m a  ( I V . 3 )  
- 

com Ã, b ,  E dadas por :  



Computando a f u n ç ã o  d e  t r a n s f e r ê n c i a  d a  p a r t e  li- 

n e a r  do s i s t e m a ,  G ( s )  = ( c f .  V.3) t e r e m o s :  
U ( s >  

d e t ( s I n 4  
no Caso ( I I . a 2 ) :  G p ( s )  = ckbeaek A e r )  

d e t ( s I n  - A) 

- 
onde  Aek e  a  m a t r i z  o b t i d a  a  p a r t i r  da  m a t r i z  A s u p r i m i n d o - s e  as 

- 
l i n h a s  e  c o l u n a s  c o r r e s p o n d e n t e s  a o s  i n d i c e s  L  e  k .  P o r t a n t o  

G 1 ( s )  = G 2 ( s ) ,  donde  c o n c l u i - s e  que  o s  c a s o s  I I . a l  e  I I . a 2  s ã o  

e q u i v a l e n t e s  p a r a  e f e i t o  d e  e s t a b i l i d a d e , '  ou s e j a ,  s e  I 1  .a! f o r  

e s t á v e l  I I . a 2  também s e r á  e  v i c e - v e r s a .  

Tomemos ( sem p e r d a  d e  g e n e r a l i d a d e )  o c a s o  I I . a l  

em que  a r b i t r a m o s  k = 1  e  1 = 2 .  A p a r t i r  d i s t o  podemos demons-  

t r a r  o s  s e g u i n t e s  r e s u l t a d o s  : 

Teorema IV .4 :  No Caso I I . a ,  x - = O é a b s o l u t a m e n t e  e s t á v e l  A-se 

o  s i s t e m a  ( I V . 1 )  é t a l  q u e :  

( i )  s a t i s f a z  a  c o n d i ç ã o  ( * )  

( i i )  A E V com a 1 2  . a p l  c O 



P r o v a :  Tomando-se a  f u n ç ã o  d e  ~ ~ a ~ u n o v  

onde :  P > O ,  P = d i  ag [pl  , p 2 ,  . . . 3 P,] t a l  q u e  

p e l a  c o n d i ç ã o  ( * ) ,  s g n  b2c1 = s g n  a Z 1  e  como s y n  a 1 2  = - s g n  a*-, 

t e r e m o s  a > O .  Nes t e  c a s o :  

+ a c l f ( c l x l  ) a l l x l  + a c l f ( ~ , x l  ) a l  2 x 2  

- - - 1 x~ ( P A  + A I P ) x  + a . a l l f ( c l x l ) ( c l x l )  < 0 
2 - - 

Note - s e  que  c a s o  t i v e s s e m o s  a  m a t r i z  b  = 

[ b l ,  b 2 ,  O ,  . . . ] ;  b l ,  b2 # O ,  a  mesma f u n ç ã o  d e  Lyapunov pode -  

r i a  s e r  u t i l i z a d a  p a r a  d e m o n s t r a r  a  e s t a b i l i d a d e  a b s o l u t a  n e s t e  

c a s o .  

C o r o l ã r i o  IV.3 :  No Caso I I . a ,  - x = O é a b s o l u t a m e n t e  e s t á v e l  A, 

s e  o  s i s t e m a  ( I V . 1 )  é t a l  q u e :  

(i) s a t i s f a z  a  c o n d i ç ã o .  ( * )  



( i i )  tem e s t r u t u r a  a c i c l i c a - 3  . 

( i i i )  a 1 2 a 2 1  < O 

( i v )  ( - l ) i  de ti(^') > O ,  i  = 3 ,  4 ,  . . . , n .  

P r o v a :  Consequênc i a  do Teorema IV.4 e  Teorema 1 1 1 . 4  

C o r o l ã r i o  IV.4 :  No Caso I 1  . a ,  x = O é a b s o l u t a m e n t e  e s t ã v e l  A - c0 

s e  o  s i s t e m a  ( I V . l ) :  

( i )  . s a t i s f a z  a  c o n d i ç ã o  (J;)  

( i i )  tem e s t r u t u r a  " s i g n  s t a b l e "  

P r o v a :  Dado que o  s i s t e m a  tem e s t r u t u r a  s i g n  s t a b l e ,  i s t o  i m p l i  - 

c a  na s  c o n d i ç õ e s  ( i i ) ,  ( i i i )  e  ( i v )  do C o r o l á r i o  IV .3  e  a  p r o v a  

d e c o r r e  d i r e t a m e n t e  do co ro1  : r i o  IV .3 .  

Cáso o  s i s t e m a  a p r e s e n t e  uma e s t r u t u r a  J a c o b i  

s i g n  s l a b l e  a  s e g u i n t e  f u n ç ã o  de  Lyapunov pode s e r  u t i l i z a d a  pa - 

r a  d e m o n s t r a r  a  e s t a b i l  i d a d e  a b s o l u t a  A W :  

onde 



Obs: Obse rve - se  o  c a r á t e r  pu ramen te  q u a l i t a t i v o  do - Coro1 á r i  o  

I V . 4  a c i m a .  

I n t e r p r e t a n d o  i n t u i t i v a m e n t e  o s  r e s u l t a d o s  do c a -  

so I 1  . a  podemos r e s u m í - l o s  no s e g u i n t e :  "Desde que  a  m a t r i z  A 

( ou  ( A  * b c ) )  ou o  d i g r a f o  a  e l a  a s s o c i a d o  tem e s t r u t u r a  f avo r :  

ve l  e a n ã o - l i n e a r i d a d e  f ( . )  e s t a  l o c a l i z a d a  em u m  - " a r c o  t e r m i  
, 

n a l "  do d i g r a f o ,  o  s i s t e m a  ( I V . l )  s e r á  a b s o l u t a m e n t e  e s t á v e l  1 
-1 --/- --_ 1 

- 7-- -- 

A _ .  A n a 1  i  ~ a n d o - s e  uma s é r i e  de  exemplos  mais  g e r a i s  em que  a 
mesmo r e s u l t a d o  s e  v e r i f i c a  (Exemplo I V . 3 ) ,  podemos f a z e r  a  s e -  

g u i n t e  c o n j e c t u r a  p a r a  o  c a s o  de  v á r i a s  rião-1 i n e a r i d a d e s :  "Des-  

de que a m a t r i z  A ( ou  [A * B C ] )  t e m ' e s t r u t u r a  f a v o r á v e l  e  a s  

n ã o - l i n e a r i d a d e s  s e  l o c a l i z a m  nos  a r c o s  t e r m i n a i s  do d i g r a f o  a s  - 

â o c i a d s  podemos g e r a n t i r  a  e s t a b i l i d a d e  a b s o l u t a  Am do s i s t e m a " .  

No Caso I I . b ,  dado  que  a  e s t r u t u r a  da m a t r i z  

[A  * bc] t a l  que a  não-1 i n e a r i d a d e  não e s t a r á  n e c e s s a r i a m e n t e  

a s s o c i a d a  a  u m  ramo t e r m i n a l  do s i s t e m a ,  (como e x e m p l i f i c a  
O ?  

s i s t e m a  (EV.5 )  a b a i x o )  s e r á  n e c e s s á r i o  (em g e r a l  ) i n t r o d u z i r  uma 

, c o n d i q ã o  a d i c i o n a l  s o b r e  o  s i s t . ems  ( I V . l  ) p a r a  d e r i v a r m o s  r e s u l  

t a d o s  de  e s t a b i l i d a d e  a b s o l u t a  u t i l i z a n d o  f u n ç õ e s  d e  Lyapunov 

do t i p o  L u r ' e  " d i a g o n a i  s " .  E s t a  c o n d i ç ã o  chamamos de  " c o n d i ç ã o  

de p r o p o r c i o n a l  i d a d e "  d e f i n i d a  m a i s  a b a i x o :  



y = [ o ,  o ,  C33 0 ,  Y o ]  5 

F i g u r a  I V . 3  - U m  exemplo  r e l a t i v o  a o  Caso 1 I . b ;  s i s t e m a  do t i -  

C o n s i d e r a n d o  que  a  c o n d i ç ã o  ( * )  s e  v e r i f i c a ,  d e f i  

nimos a s  f u n ç õ e s  a j k  . $: ( . ) ,  p a r a  t o d o  p a r  ( j ,  k ) ,  t a l  q u e :  J k 



o n d e  a = s g n ( a j k ) ;  n e s t e s  t e r m o s  t e m o s  q u e  $ ( x k ) - x k  > O e 
j k j k 

podemos  c o l o c a r  o  s i s t e m a  n a  f o r m a  ( 1 1 . 2 )  s a t i s f a z e n d o  a s  c o n d i  - 

ç õ e s  ( I I . 3 a )  e  ( I I . 3 b ) .  

D e f i n i ç ã o  IV .6 :  D i r e m o s  que o  s i s t e m a  ( I V . 1 )  no  C a s o  I I b  s a t i s  - 

f a z  a  " c o n d i ç ã o  d e  p r o p o r c i o n a l i d a d e "  s e  p a r a  t o d o  x k  # O a s  

f u n ç õ e s  o ( . )  s a t i s f a z e m  
j k 

% k ( x k )  - 
- Bsr ( c o n s t a n t e s )  p a r a  t o d o  

% k ( x k )  
p a r  ( s , r ) ( r  # s )  . 

C o n s i d e r a n d o  um s i  s t e m a  ( I V . l )  q u e  v e r i f i c a  a  

" c o n d i ç ã o  d e  p r o p o r c i o n a l  i d a d e "  podemos  r e e s c r e v ê - 1  o  na  f o r m a  

o n d e  .k L 



N e s t e  c a s o  podemos e n u n c i  a r  o  ' s e g u i  n t e :  

T e o r e m a ' I V . 5 :  No c a s o  I I . b ,  - x = O é a b s o l u t a m e n t e  e s t á v e l  Am s e  

o s i s t e m a  ( I V . l )  é t a l  que :  

( i  s a t i s f a z  a c o n d i ç ã o  ( * )  

( i  i ) s a t i s f a z  a  cond i  ç a o  d e  p r o p o r c i o n a l  i d a d e  

( i i i )  ( L . +  o )  E D 2  

P r o v a :  U t i l i z a n d o  o  Teorema 1 1 . 7  e a  f u n ç ã o  de  Lyapunov:  -- 



onde: 

N e s t e  c a s o :  

onde  Q = O e  p o r t a n t o  V ( x )  < O 

Coro1 :ri o  I V .  5 : 1 ' 4 ~  c a s o  I I . b ,  x  - = O é a b s o l i i t a m e n t e  e s t á i e l  

A_ s e  o  s i s t e m a  ( 1 1 . 1 )  é t a l  q u e :  

( i )  s a t i s f a z  c o n d i ç ã o  ( * )  

( i  i ) s a t i s f a z  a  c o n d i ç ã o  d e  p r o p o r c i  ona l  i  d ade  

' ( i i i )  ( Ã  + Õ )  tem e s t r u t . u r a  s i g n  s t a b l e  

P r o v a :  Como p e l o  C o r o l á r i o  111.4 a  c o n d i ç ã o  ( i i i )  a c ima  i m p l i c a  -- 
na c o n d i ç ã o  ( i i i )  do Teorema IV .5 ,  a  p r o v a  d e c o r r e  d e s t e  f a t o . @  



No c a s o  p a r t i c u l a r  em que  a  m a t r i z  A do s i s t e m a  
# 

( I V . l )  e uma m a t r i z  J a c o b i  i r r e d u t i v e l ,  ( c a s o  t r a t a d o  no  c a p T t u  - 

1 0  s e g u i n t e  v i s a n d o  c o n d i ç õ e s  de  r e a l  i z a b i l  i d a d e  :nesta e s t r u t u r a )  

o  c a s o  1 I . b  pode s e r  c a r a c t e r i z a d o  p e l a s  s e g u i n t e s  c o n d i ç õ e s  s o  - 

b r e  a s  m a t r i z e s  b e  c  do s i s t e m a ;  i . e . ,  c k  # O e  bi = O p a r a  

t o d o  i  > k i- 1  ou i  < k - 1 ; p a r a  um dado  k ,  t a l  que  2 < k - < n - 1 .  

Def i n i  ndo 

onde  akc i  = ~ g n ( a ~ + ~ )  

Se a  c o n d i ç ã o  ( r )  é v e r i f i c a d a  t emos  que  f ( x k ) x k  > O p a r a  
k t i  , k 

x k  # O ;  i = - 1 ,  O ,  + I ,  e  a s s u m i n d o  que  a  c o n d i ç ã o  d e  p r o p o r c i o  - 

n a l i d a d e  s e  v e r i f i c a  t e m o s :  

... -.d 

( x  ) ,  com p k  > 0 ;  2 < k < n - 1 .  'k-1 , k ( X k )  = @ k s f k t l  , k  k - - 

A p a r t i r  d a i  podemos e n u n c i a r  o  s e g u i n t e :  

. C o r o l ã r i o  IV .6 :  No c a s o  I I . b ,  - x = O é a b s o l u t a m e n t e  e s t ã v e l  Am 

s e  o  s i s t e m a  ( I V . l )  é t a l  q u e :  

( i )  s a t i s f a z  a  c o n d i ç ã o  ( * )  

( i i )  s a t i s f a z  a  c o n d i ç ã o  d e  p r o p o r c i o n a l  i d a d e  



( i i i )  [A J; bc] é J a c o b i  s i g n  s t a b ' l e .  

P r o v a :  U t i l i z a n d o  a  f u n ç ã o  d e  Lyapunov 

onde  

6 i j  , =  - sgn  a j i  p a r a  i # j e  j # k ;  c a s o  c o n t r á r i o  6 = a  
i j  i j .  

A c o n d i ç ã o  a d i c i o n a l  i n t r o d u z i d a  p a r a  o b t e n ç ã o  d e  

r e s u l t a d o s  de  e s t a b i l i d a d e  a b s o l u t a  no c a s o  I I . b ,  ou s e j a ,  a  

" c o n d i ç ã o  de  p r o p o r c i o n a l  i d a d e "  p o d e r ã  a p r i  n c l p i  o  p a r e c e r  e x -  

t r emamen te  r e s t r i  t i v a ,  'codavi a  pe l  a s  c o n s i d e r a ç õ e s  q u e  s e  s e -  

guem mostramos que  na r e a l i d a d e  i s t o  não o c o r r e .  

T a n t o  a  " c o n j e c t u r a  d e  Kalman" 1 bem como a  

' c o n j e c t u r a  de Aizerman 1,' I r e l a t i  v a s  à e s t a b i l i d a d e  a s s i n t õ t i c a  

g l o b a l  do s i s t e m a  ( I V . l  ) podem s e r  r e f o r m u l  a d a s  p a r a  s - i s t e m a s  

com e s t r u t u r a  J a c o b i  s i  y n - s t a h l  e .  C o n s i d e r a n d o  a  p r i m e i r a  c o n -  

j e c t u r a ,  e s t a  pode s e r  r e f o r m u l a d a  nos s e g u i n t e s  t e r m o s :  



"Se a  m a t r i z  J a c o b i a n a  do s i s t e m a  ( I V . 1 )  que  s a -  

t i s f a z  a  c o n d i ç ã o  ( * )  d a d a  p o r  

- 
e  uma m a t r i z  J a c o b i  s i g n  s t a b l e  p a r a  t o d o  x - E e n t ã o  o  s s i s t e -  

ma ( I V . l  ) é g l o b a l m e n t e  a s s i  n t o t i c a r n e n t e  e s t á v e ' l  " .  

E s t a  c o n j e c t u r a  é m o s t r a d a  s e r  f a l s a  p e l o  c o n t r a -  

exemplo  a  s e g u i r :  

Exemplo I V . l :  C o n s i d e r a n d o  o  s i s t e m a  ( I V . 1 )  que  tem a  f u n ç ã o  d e  

t r a n s f e r ê n c i a  da  p a r t e  l - i n e a r  G(s )  = Y ( s ) / U ( s )  

dada  p o r :  

G ( s )  = --- k ( s + a ) ( s + c )  

[ (s i -b)  2 + ( 0 , 9 )  2]  [ ( s + b )  2 + ( 1  ,1 ) 2 ]  

- 5 com k = 1 0 ;  a  = ' 0 , 0 1 ;  b =  0 , O l ;  c  = 1 0  , e a  n ã o - l i n e a r i d a d e  

dada  p o r  f ( y )  = y 3 .  E s t e  s i s t e m a  é b a s i c a m e n t e  o  s i s t e m a  e o n s i -  

d e r a d o  p o r  Fi t t s  1 2 9  1 .  

V e r i f i c a - s e  que  o  s i s t e m a  dado  p e l a  f u n ç ã o  d e  

t r a n s f e r ê n c i a  e  n ã o - l i n e a r i d a d e  a c i m a , p o d e  s e r  r e p r e s e n t a d o  na 

fo rma  do s i s t e m a  a b a i x o :  



y = [ o ,  1 ,  o ,  01 - - x 

que  tem e s t r u t u r a  J a c o b i  s i g n  s t a b l e .  

- 
E s t e  s i  s teina no e n t a n t o  a p r e s e n t a  o ç c i  1  a ç õ e s  a u -  

t o - s u s t e n t a d a s  e  p o r t a n t o  não g l o b a l m e n t e  a s s i n t o t i c a m e n t e  e s  - 

t á v e l .  As h i p ó t e s e s  da c o n j e c t u r a  s ã o  v e r i f i c a i a s  a  menos da  

c o n d i ç ã o  d e  p r o p o r c i o n a l  i  d a d e  q ue  não é v e r i  f  i c a d a .  

No te - s e  q u e  em t o d o s  o s  c a s o s  c o n s i d e r a d o s  n e s t a  

s e ç ã o ,  a1 gumas cond i  ç õ e s  podem f a c i  l m e n t e  s e r  r e l  a x a d a s ,  t a i s  

como a  e x i g ê n c i a  d e  que  a  m a t r i z  A = ( a i j )  t e n h a  d i a g o n a l  e s t r i  - 

t a m e n t e  n e g a t i v a  e  a  e x i g ê n c i a  de  que  A s e j a  indecompon7ve l  .Nes  - 

t e s  c a s o s  os  mesmos t - i p o s  d e  f u n ç õ e s  d e  Lyapunov podem s e r  u t i -  

l i z a d o s .  No c a s o ,  p o r  e x e m p l o ,  em que  o  s i s t e m a  do t i p o  ( I V . l )  

é t a l  que  A e decomponive l  e não tem d i a g o n a i  e s t r i t a m e n t e  nega  - 

t i v a  podemos i l u s t r a r  a a f i r m a t i v a  ac ima  com o  exemplo  a s e -  

g u i r :  



Exemplo IV.2:  A e q u a ç ã o  a b a i x o  r e p r e s e n t a  u m  s i s t e m a  d e  pot.ên- 

c i a :  uma maquina com g o v e r n a d o r  de  v e l o c i d a d e  1 ' '  1 .  

onde :  D ,  g ,  a  s ã o  c o n s t a n t e s  p o s i t i v a s  e  f ( y )  = - P i ( l - c o s y )  + 

J 1  - P!' s e n  y :  P i  < 1  ( c o n s t a n t e ) .  

. P 0 r . i  n s p e ç ã o ,  i d e n t i f i c a m o s  que  o  s i s t e m a  a p r e s e n  - 

t a  e x p l  i c i  t a m e n t e  uma e s t r u t u r a  J a c o b i  s i g n  s t a b l e  i ndecomponí -  

v e l ,  ou s e j a ,  a  m a t r i z  [A * bc) é J a c o b i  s i g n  s t a b l e  ( C a s o  
/ 

1 V . a ) .  Nes t e  Caso A é decomponíve l  e  a l l  = O .  O u t r o  a s p e c t o  e  

o  f a t o  de  que  f ( . )  não e s t á  i n t e i r a m e n t e  c o n t i d a  no s e t o r  p o s i -  

t i v o  i n f i n i t o .  

C o n s i d e r a n d o  a p e n a s  o i n t e r v a l o  em que f ( . )  s a t i s  - 
i 

f a z  a  c o n d i ç ã o  de  s e t o r  p o s i t i v o  i n f i n i t o  podemos d e t e r m i n a r  

i m e d i a t a m e n t e  a  f u n ç ã o  de Lyapunov r e f e r e n t e  ao  C o r o l á r i o  I V . 4  

ou s e j a :  



- 1  onde P = d i a g ( 0 ,  1 ,  g ) , e  q u e  d e v i d o  a  ( I V . 9 )  d e t e r m i n a  

- 
Nota - se  que d e v i d o  ao  f a t o  de t e r m o s  a l l  = O a  d e r i v a d a  V ( x )  - e  

uma f u n ç ã o  s e m i - d e f i n i d a  n e g a t i v a ,  t o d a v i a  a p l i c a n d o - s e  o  T e o r e  - 

ma 1 1 . 4  1 6 4 1  a  e s t a b i l i d a d e  a s s i n t ó t i c a  do s i s t e m a  é a s s e g u r a -  

d a .  

E s t e  exemplo  i l u s t r a  o  f a t o  de  que  mesmo no c a s o  

em que  A é decompon?-vel e  com d i a g o n a l  não e s t r i t a m e n t e  n e g a t i -  

va podemos a p l i c a r  o s  r e s u l t a d o s  d a s  s e ç õ e s  p r e c e d e n t e s ,  d e s d e  

que  [A * bc j  t e n h a  e s t r u t u r a  f a v o r á v e l .  U m  o u t r o  a s p e c t o  impor -  

t a n t e  a  s e r  s u b l i n h a d o  n e s t e  exemplo  é o  ' f a t o  de  que  uma vez  

i d e n t i f i c a d a  a  e s t r u t u r a  do s i s t e m a  ( s i g n  s t a b l e  no c a s o )  a  d e -  

t e r m i n a ç ã o  da f u n ç ã o  de Lyapunov é p r a t i c a m e n t e  i m e d i a t a .  

Nes t e  c a s o  e s p e c í f i c o  a  mesma f u n ç ã o  de  Lyapunov 

( I V . l O )  f o i  o b t i d a  em I 8 O  1 a  p a r t i r  do método de Kalman p a r a  

d e t e r m i n a ç ã o  de  ' f u n ç õ e s  do t i p o  L u r ' e ,  a s s i m  como também f o i  d e -  

t e r m i n a d a  por  E1 Abiad e  Nagappan 1 2 5 1  a  p a r t i r  de  c o n s i d e r a -  

ç õ e s  da  e n e r g i a  do s i s t e m a .  

I A d e t e r m i n a ç ã o  da f u n ç ã o  de  Lyapunov,  n e s t e  c a s o ,  

e s t ã  l i g a d a  à d e t e r m i n a ç ã o  do domín io  de  e s t a b i l i d a d e  da  p o s i -  

ç ã o  d e - e q u i l l b r i o .  E s t e  domín io  pode s e r  d e t e r m i n a d o  a  p a r t i r  

da fu-nção de Lyapunov, j u n t a m e n t e  com o  c o n h e c i m e n t o  do i n t e r v a -  

l o  ( - y l ,  y 2 ) ,  y i  > O ,  i  = 1 ,  2 ,  no q u a l  a  f u n ç ã o  f ( . )  e s t á  i n -  



t e i r a m e n t e  c o n t i d a  no  s e t o r  p o s i t i v o .  E s t e  domTnio  é d o  t i  po  
* 

D = { x l V ( x )  - - < b l  o n d e  b  > O é uma c o n s t a n t e .  

P r o c e d e n d o - s e  a  uma c o m p a r a ç ã o  em t e r m o s  d a  r e -  
- 

g i ã o  O d e t e r m i n a d a  p e l a  f u n ç ã o  ( I V . 1 0 )  podemos  d i z e r  q u e  e l a  e  

m a i s  c o n s e r v a t i v a  do  q u e  a q u e l a s  d e t e r m i n a d a s  p a r a  o  mesmo s i s -  

t e m a  p o r  o u t r o s  m é t o d o s  1'121. 

T o d a v i  a  d e s e j a m o s  e n f a t i z a r  q u e  a  m a n e i r a  d i r e t a  

com q u e  f o i  o b t i d a  é i m p o r t a n t e  q u a n d o  c o n s i d e r a ç õ e s  b a s e a d a s  

n a  e n e r g i a  do s i s t e m a  s ã o  i n c a p a z e s  d e  c o n d u z i r  a  uma f u n ç ã o  d e  

L y a p u n o v ,  como é o  c a s o  d e  s i s t e m a s  d e  g e r a ç ã o  em q u e  g o v e r n a d o  - 

r e s  d e  ordem m a i s  e l e v a d a  s ã o  u t i l i z a d o s  I 1 l 2 1 .  

A s e g u i r  c o n s i d e r a r e m o s  s i s t e m a s  do  t i p o  ( I V . l )  

n o s  q u a i s  a s  m a t r i z e s  b e  c  n ã o  s ã o  n e c e s s a r i a m e n t e  m a t r i z e s  

c o l u n a s .  A lguns  r e s u l  t a d o s ,  p a r a  c a s o s  p a r t i c u l a r e s ,  podem s e r  

o b t i d o s  a  p a r t i r  d e  f u n ç õ e s  d e  Lyapunov  d o  t i p o  " d i a g o n a l  ", t o  
' 

d a v i a  c r e m o s  q u e  o  c a s o  mul t ' i - n ã o - 1  i n e a r i d a d e s  d e v e r á  s e r  i n v e s  - 

t i g a d o  com m a i ó r  p r o f u n d i d a d e , c o m  v i s t a s  a  o b t e n ç ã o  d e  r e s u l t a  - 
s 

d o s  m a i s  g e r a i s  em t e r m o s  d a  e s t r u t u r a  d o  s i s t e m a .  

S e j a  o  s i s t e m a  



2 = Cx - 

onde  A ,  B ,  C F Z Q  m a t r i z e s  r e a . i s  ( n x n )  ( C  sem nenhuma l i n h a  n u -  

l a ) .  

com a i  ( . ) ,  fi ( . ) .  s a t i s f a z e n d o  a s  c o n d i ç õ e s  ( I V . 2 a )  e  ( I V . 2 b )  

O s i s t e m a  ( I V . l l )  pode s e r  e s q u e m a t i z a d o  p e l o  d i a  - 

grama 

F i g u r a  1V,4 - S i s t e m a  ( I V . 1 1 ) :  Diagrama d e  b l o c o s  



P a r a  o  s i s t e m a  ( I V . l l )  c o n s i d e r a r e m o s ,  a  p a r t i r  

da s  c a r a c t e r 7 s t . i c a s  d a s  m a t r i z e s  A ,  B ,  C ,  D ,  o s  s e g u i n t e s  c a -  

s o s  p a r t i c u l a r e s :  

(Caso  ( a ) :  A  = D = 0 )  

a 

Teo'rema IV.6:O ponto de  e q u i l i b r i o  e x = O do s i s t e m a  ( I V . l l )  e  

a b s o l u t a m e n t e  e s t á v e l  A _  s e  a  m a t r i z  C ?  E D .  

P r o v a :  Análoga 5 prova  do  Teorema 1 1 . 5 ,  n e s t e  c a s o  u t i l i z a n d o  a  

f u n ç ã o  de Lyapunov: 

V(:) = - f l ( y )  e M C B  e f ( y ) ;  - M = d i a g ( m i )  

Se C B  E D e n t ã o  e x i s t e  M = d i a g ( m i )  > O t a l  q u e  M(CB) + (CB) 'M= 

- Q O e  p o r t a n t o  V ( x )  < O e  como l i m  - V ( x )  = m, o  p o n t o  de  - 
1151 1 -  

y e q u i l i b r i o  x = O do S i s t e m a  5 a b s o l u t a m e n t e  e s t á v e l  A  - m 

L 

( C a s o  ( b ) :  A  = O ;  C ,  D D i a g o n a i s )  ---- 

C o r o l ã r i o  1V.7:  - O p o n t o  de  e q u i l i b r i o  x -.. = O do s i s t e m a  ( I V . 1 1 )  

é a b s o l u t a m e n t e  e s t á v e l  A _  s e  C B  e D e  C D  - 0 .  



P r o v a :  U t i l i z a n d o  a mesma f u n ç ã o  d e  L y a p u n o v  d o  T e o r e m a  I V . 6  

n 
V ( X )  - = m i  ,:i fi ( T I  d T  

i  = I  

com o s  mesmos a r g u m e n t o s  d a  p r o v a  d o  T e o r e m a  I V . 6  V ( x )  - O 

( C a s o  ( c ) :  D = O ;  B ,  C d i a g o n a i s )  

T e o r e m a  I V . 7 :  O p o n t o  d e  e q u i l i b r i o  x  = O d o  s i s t e m a  ( I V . 1 1 )  e  -- e 

a b s o l u t a m e n t e  e s t á v e d ,  Am s e  A E D e  B C  - < 0 .  

P r o v a :  U t i l i z a n d o  V ( x )  e = x ' P x  

Como A E V e x i s t e  P > O ,  P d i a g o n a l  t a l  q u e  P A  +- A ' P  = - Q < O 

o  q u e  j u n t a m e n t e  com B C  - < O i m p l i c a  em q u e  V ( x )  - O ;  a  d i v e r g ê n  - 

tia d e  V ( x )  n e s t e  c a s o  é i m e d i a t a  

Obs .  1  : Note q u e  o  T e o r e m a  a c i m a  6 uma g e n e r a l i z a ç ã o  d o  C a s o  I  

( T e o r e n i a  I V . 3 )  r e f e r e n t e  a o  s i s t e m a  L u r ' e - P o s t n i k o v  ' ( I V . 1  ) , Ou 

s e j a ,  t o d a s  a s  n ã o - l i n e a r i d a d e s  r e a l i m e n t a d a s  n a  " p o s i ç ã o  d i a -  

g o n a l  " .  



Obs. 2 :  Nes t e  c a s o  a  p a r t e  l i n e a r  do s i s t e m a  ( I V . l l )  dada  p o r  

e  s e  t i v e r m o s  B C  < 0 ,  pode s e r  c o n j e c t u r a d o  que no c a s o , o : s i s t e  - 

ma ( I V . l l )  é u m  s i s t e m a  p a s s i v o  ( v i d e  s e ç ã o  V . 4 ) .  

Obs. 3 :  Ao s e  c o n s i d e r a r  s i s t e m a s  do t i p o  ( I V . l l )  o  c o n c e i t o  d e  

e s t r u t u r a  d e v e r á  s e r  r e f o r m u l a d o ,  d e v e r á  e s t a r  p r o v a v e i m e n t e  r e  - 

l a c i o n a d o  à s  m a t r i z e s  C A ,  C B  e  C D .  

9 b s .  4 :  No c a s o  do s i s t e m a  ( I V . l l )  com v á r i a s  n ã o - l i n e a r i d a d e s ,  -- 
e v i d e n t e m e n t e  não é n e c e s s á r i o  que  a s  . m a t r i z e s  B e  C s e j a m  q u a -  

d r a d a s  ( n x n ) ,  r e s u l t a d o s  coin B e  C r e t a n g u l a r e s  e s t ã o  s e n d o  i - n 

v e s t i g a d o s  do pont.0 d e  v i s t a  e s t r u t u r a l .  O exemp la  l V . 3  r e c a i  

n e s t e  c a s o  p o i s  pode s e r  c o l o c a d o  na fo rma  



onde. A  

O s i s t e m a  a c i m a ,  com a  k k 
i j '  bi  , C: t o d o s  p o s i t i v o s ,  a p r e s e n t a  um 

t i p o  d e  e s t r u t u r a  f a v o r á v e l  como é m o s t r a d o  na  s e ç ã o  s e g u i n t e .  

IV.3 - - COMPARAÇÃO D E  R E S U L - T A D O S  B A S E A D O S  N A  A B O R D A G E M  E S T R U T U -  - 

R A L  COM R E S U L T A D O S  DO M É T O D O  D E  S I S T E M A S  I N T E R C O N E C T A D O S :  

E X E M P L O S  

N e s t a  s e ç ã o ,  u t i l i z a n d o  a  a b o r d a g e m  e s t r u t u r a l  

p r o p o s t a  n e s t e  t r a b a l h o ,  s ã o  a n a l i s a d o s  a l g u n s  exempl  o s  q u e  c o -  

mumente s ã o  a b o r d a d o s  p e l o  " m é t o d o  d e  s i s t e m a s  i n t e r c o n e c t a d o s "  

1 1 ,  1 1 ,  1 7 4  1 v i s a n d o  m o s t r a r  q u e  a  c o n s i d e r a ç ã o  d a s  p r o p r i e d a  
i 

- 

d e s  e s t r u t u r a i s  d o s  s i s t e m a s  p o d e  c o n d u z i  r a  r e s u l t a d o s  menos  

r e s t r i t i v o s  do  q u e  a q u e l e s  o b t i d o s  a p a r t i r  d e  m é t o d o s  q u e  n ã o  

têm em c o n t a  a  e s t r u t u r a  d o  s i s t e m a .  



Ativemo-nos e s p e c i f i c a m e n t e  ao "método de s i s t e -  

mas i n t e r c o n e c t a d o s "  (Composi te  Systems Approach)  p a r a  f a z e r  e s  - 

t a  comparação: entendemos por  "método de  s i s t e m a s  i n t e r c o n e c t a -  

d o s "  a  abordagem que e s t u d a  a  e s t a b i l i d a d e  de  s i s t e m a s  d inâmi -  

cos  ( n ã o - l i n e a r e s )  de g rande  p o r t e  e  que b a s e i a - s e  na s e q u ê n c i a  

de procedimento sumar iada  a b a i x o  1 1 ,  1 7 2  1 ,  1 9 6  1 : 

( a )  o  s i s t e m a  de g rande  p o r t e  é p a r t i c i o n a d o  em v á r i o s  s u b - s i s -  

temas .  

( b )  a  cada s u b - s i s t e m a  d e t e r m i n a - s e  uma f u n ç ã o  de Lyapunov. 

( c )  a  p a r t i r  das  i n t e r c o n e x õ e s  e n t r e  os  s u b - s i s t e m a s  e  d a s  f u n -  

ções  de Lyapunov de cada  s u b - s i  stema ' e s t a b e l  e c e - s e  um s i  s t e  - 

ma de r e f e r ê n c i a  l i n e a r .  

( d )  a  p a r t i r  de c o n d i ç õ e s  de e s t a b i l i d a d e  do s i s t e m a  de r e f e r ê n  - 

c i a  determinam-se a s  c o n d i ç õ e s  s o b r e  a s  i  n t e r c o n e x õ e s ,  a s  

q u a i s  garantem a  e s t a b i l i d a d e  do s i s t e m a  i n t e r c o n e c t a d o .  

Embora e s t a  abordagem t e ~ h a  v a r i a ç õ e s  de a u t o r  pa - 

r a  a u t o r  1 6 1 ,  os pon tos  acima s ã o  os a s p e c t o s  f u n d a m e n t a i s  do 

método. 

Dado o  c a r á t e r  " u n i v e r s a l "  d e s t e s  mé todos ,  n o t a -  

s e  que a  sua a p l i c a ç ã o  a c e r t a s  c l a s s e s  de s i s t e m a s  não-1 i n e a -  

r e s  conduz a  c o n d i ç õ e s  mui to  c o n s e r v a t i v a s .  Por o u t r o  l a d o ,  ana  - 

l i s a n d o - s e  os mesmos s i s t e m a s  e tomando-se em c o n t a  s u a s  p r o -  



p r i e d a d e s  e s t r u t u r a i s  i n e r e n t e s ' ,  chega - se  a  r e s u l t a d o s  menos 

c o n s e r v a t i v o s ,  a  p a r  do f a t o  de que n e s t e s  c a s o s  a s  c o n d i ç õ e s  

de e s t a b i l i d a d e  s ã o  compara t ivamen te  mui to  mais s i m p l e s  de s e -  

rem o b t i d a s .  

I s t o  o c o r r e  b a s i c a m e n t e  em t r ê s  c a s o s  1  i  s t a d o s  

a b a i x o :  

(Caso A ) :  O s i s t e m a  a p r e s e n t a  e x p l i c i t a m e n t e  uma e s t r u t u r a  " f a -  -- 

v o r á v e l "  d o  ponto  de v i s t a  da e s t a b i l i d a d e .  

(Caso  B ) :  O s i s t e m a  é c o n s j d e r a d o  como t e n d o  uma e s t r u t u r a .  f a v o  - 

r á v e l  1  i g e i r a m e n t e  p e r t u r b a d a .  

(Caso  C ) :  O s i s t e ~ a  o r i g i n a l m e n t e  não a p r e s e n t a  uma e s t r u t u r a  

f a v o r á v e l ,  t o d a v i a  pode s e r  matemat icamente  r e p r e s e n t a d o  de ma- 

n e i r a  a  r e c a i r  no Caso A .  Neste  c a s o  dizemos que o  s i s t e m a  a p r e  

s e n t a  uma e s t r u t u r a  f a v o r a v e 1  i m p l y c i t a .  

Cons ide ra remos ,  nos c a s o s  t r a t a d o s ,  o  c o n c e i t o  de 

" e s t r u t u r a  f a v o r á v e l "  d e n t r o  do c o n t e x t o  d a s  d e - f i n i ç õ e s  do c a p ?  

t u 1 0  11 .  

E m o s t r a d o ,  nos exemplos que s e  seguem, que o  f a -  

t o  de não se c o n s i d e r a r  a r  c a r a c t e r T s t i c a s  e s t r u t u r a i s  de c e r -  

t o s  s i s t e m a s  n ã o - l i n e a r e s ,  a p l i c a n d o - s e  a  e l e s  o  metodo de s i s -  

temas i  n t e i c o n e c t a d o s  p a r a  e s t a b e l e c e r  c o n d i ç õ e s  de  e s t a b i  1 i da -  

d e  ,pode 1  evar  a  r e ç u l  t a d o s  n i u i t o  r e s t r i t i v o s ,  mormente no c a s o  



em que e s t e s  s i s t e m a s  têm e x p l i c i t a m e n t e  c a r a c t e r T s t i c a s  e s t r u -  

t u r a i s  f a v o r á v e i s .  

Nes tes  te r inos ,  para  e f e i t o  de c o i n p a r a ~ ã o ,  nos a t i  - 

vemos a  t r ê s  t i p o s  d e  s i s t e m a s ,  s ã o  os  t r ê s  t i p o s  c o n s i d e r a d o s  

por  Michel e P o r t e r  1 7 3  1 : 

S i s t e m a s  do t i p o  ( I L ) :  S i s t e m a s  n ã o - l i n e a r e s  com i 'n te rconexões  

1  i  n e a r e s  : 

.n n i  onde f : R i + i? , f i ( 0 )  = O ,  C .  . ( n i  x n ' . ) ;  o  . s i s t e m a  ( I V . 1 2 )  ,i 1 J  J 

m a t r i z e s  C i  j .  

S i s t e m a s  do t i p o  ( L P )  : Lur ' e -Pos t .n i  kov 

y  = B y  , + c f ( o ) ;  o = d ' y  

onde y '  ,.. = ( Y , ,  y 2 ,  . . . ,  Yn+1 ) ; B ,  c e c6 s ã o  m a t r i z e s  cons  t a n -  

t e s ,  B 6 e s t á v e l ;  o é u m  e s c a l a r ,  f ( . )  é uma funçzo  r e a l  não l i  C-- 

n e a r .  

Se R tem u m  a u t o  v a l o r  r e a l  ( - p n  O )  e  o  P a r  

( B ,  d )  é o b s e r v á v e l ,  e n t ã o  e x i s t e  uma t r a n s f o r m a ç ã o  não s i n g u -  

l a r  T t a l  que T y  = ( x ,  , x 2 ,  . . . ,  x n ,  o ) '  r e d u z  o  s i s t e m a  



( I V . 1 3 )  à forma 1 8 2 1 :  

com A e s t á v e l  e  x - E R ~ .  

, Neste c a s o  o  s i s t e m a  ( I V . 1 4 )  é c o n s i d e r a d o  como 

sendo a  i n t e r c o n e x ã o  de d o i s  s i s t e m a s  d inâmicos  autonômos 1 7 3 / ,  

S i s t e m a s  do t i p o  (INL) : S i s t e m a s  1  i  n e a r e s  com i  n t e r c o n e x õ e s  não- 

1  i  n e a r e s  

i  onde os s u h - s i  s temas d inâmicos  s ã o  1  i n e a r e s  -, x i  = x i &  - R ; 
n 

A i  ' B i  j - i  s ã o  m a t r i z e s  c o n s t a n t e s  e f i  j :  R j + R s ã o  a s  f u n ç õ e s  

não-1 i  n e a r e s .  

Para  os t i p o s  de  s i s t e m a s  acima s e r ã o  dados exem- 

p l o s  d e n t r o  da c l a s s i f i c a ç ã o  dos Casos A ,  B e C e x p l i c i t a d o s  no 



i n ? ' c i o  d e s t a  s e ç ã o .  

Exemplo IV .3 :  ( S i s t e m a  t i p o  11, Caso A ) :  

S e j a  o  s i s t e m a  i n t e r c o n e c t a d o  5 dado  p e l a  i n t e r c o  -- 

nexão  l i n e a r  de  d o i s  s i s t e m a s  S I  e Ç 2  n ã o - l i n e a r e s  d o  t i p o  

L u r - ' e - P o s t n i  kov: 

i i 5 ;  = [ x , ,  x 2 ] ,  i = 1 ,  2 ;  f . )  s ã o  f u n ç 5 e s  e s c a l a r e s  c o n t í n u a s , .  
1 

sem memõria s a t i s f a z e n d o :  

O < f i ( y i ) . y i  < k;yi p a r a  y .  # O ;  f ( 0 )  = O 
1 

Assume-se a i n d a  que  o s  ( A i ,  b i s  c i )  s ã o  c o m p l e t a -  

mente  c o n t r o l  S v e i s  e  o b s e r v á v e i  s ,  s e n d o  dados  p o r :  



o n d e  t o d o s  o s  a k 
i j '  

k b i 3  c! s ã o  p o s i t i v o s .  

D e f i n i n d o  a s  m a t r i z e s  d e  i n t e r c o n e x F o  p o r :  

V e r i f i c a - s e  q u e ,  em t e r m o s  e s t r u t u r a i s ,  n ã o  s o m e n t e  c a d a  u m  d o s  

s i s t e m a s  S i  mas também o  s i s t e m a  i n t e r c o n e c t a d o  S  a p r e s e n t a  uma 

e s t r u t u r a  f a v o r ã v e l  d o  t i p o  " s i g n  s t a b l e "  ( F i g .  I V . 5 ) .  

/ --  .- \ 

/ \ 
/ \ 

/ \ sub sistema SI 

\ 
\ s u b  sistema Çs 

\ 

\ 
I 
I 
I 

/ 
I 

/ 

F i g .  I V . 5  - E s t r u t u r a  q u a l i t a t i v a  d o  s i s t e m a  i n t e r c o n e c t a d o  S 



P e l o  C o r o l á r i o  I V . 4  cada um dos s ú b - s i s t e m a s  
'i 

a d m i t e  a  função  de Lyapunov: 

i  onde P i  = d i a g [ a p l ,  a i 2 ]  ; i  = 1 ,  2 .  

Cons iderando que f l  ( . )  e  f 2 ( . )  e s t ã o  c o n t i d a s  em 

s e t o r e s  p o s i t i v o s  f i n i t o s ,  os s u b - s i s t e m a s  S1 e  S2 s ã o  g l o b a l -  

mente exponenc ia lmen te  e s t á v e i s  1 ' O 0  1 .  

Tomando-se q u a l q u e r  u m  dos métodos de s i s t e m a s  i n  

t e r c o n e c t a d o s ,  embora uns levem a s  c o n d i ç õ e s  menos r e s t r i t i v a s  

do que o u t r o s ,  sempre s e r ã o  o b t i d o s  l i m i t a n t e s  f i n i t o s  p a r a  

os  pa rãmet ros  de i n t e r c o n e x ã o  k 1 2  e  k Z l .  l 6  1 .  I g 6  1 .  

A r a z ã o  b á s i c a  p a r a  e s t a  r e s t r i ç ã o  e s t a  no f a t o  

de que a  e s t r u t u r a  de s i n a i s  d a s  i n t e r c o n e x õ e s  não é c o n s i d e r a -  

da n e s t e  t i p o  de abordagem. Pa ra  e f e i t o s  i l u s t r a t i v o s , p e l o  mé- 

t o d o  p r o p o s t o  por  Michel e P o r t e r  1 7 3  1 ,  u t i l  jzando I I A H  = 

(max A ~ ~ A I , A ) ) ~ / ~  chegaremos a  s e g u i n t e  r e l a ç ã o :  

onde O i 3 ,  O i 4 '  i  = 1 ,  2 ,  s ã o  t a i s  que :  



e  o s  p a r â m e t r o s  O i  , 3  e  O i  , 4  s ã o  o b t i d o s  a  p a r t i r  d a s  c a r a @ t e r i s  - 

t i c a s  dos s u b - s i s t e m a s  Si  como é s u g e r i d o  p o r  S i l j a k  1 ' O o  1 .  

A r e l a ç ã o  ( I V . 1 8 )  a s s e g u r a  a e s t a b i l i d a d e  exponen  - 

c i a l  g l o b a l  p a r a  o  s i s t e m a  S ,  e  não  é d i f í c i l  c o n c l u i r  que  a  r e  - 

l a ç ã o  ( I V . 1 8 )  conduz  a  1  imi t e s  f i n i  t o s  p a r a  o  p r o d u t o ( k l  2 .  k Z 1  ) . 

T o d a v i a ,  d e s d e  que  o  s i s t e m a  S  v e r i f i c a  c o n d i ç õ e s  

de  e s t r u t u r a  r e l a t i v a s  ao  Teorema I V . l  e  C o r o l á r i o  I V . 4 ,  c o n -  

c l u i - s e  que a  e s t a b i l i d a d e  e x p o n e n c i a l  g l o b a l  s e  v e r i f i c a  p a r a  

q u a i s q u e r  v a l o r e s  p o s i t i v o s  d e  k 1 2  e  k Z 1 ,  ou s e j a ,  k l E .  k Z l  < ". 
I s t o  é m o s t r a d o  a  p a r t i r  da f u n ç ã o  d e  ~ ~ a p u n o v  ( do t i p o  u t i l i -  

z ado  no C o r o l á r i o  I V . 4 )  p a r a  o  s i s t e m a  i n t e r c o n e c t a d o  S ,  ou s e  - 

j a :  

k / a 2  onde  a l  = 1  ; a 2  = a 1 2 .  1 2  2 1 .  k Z 1  

E v i d e n t e m e n t e  o  s i s t e m a  S  f o i  c o n s t r u ~ d o  d e  manei - 

r a  a  a p r e s e n t a r  c a r a c t e r ~ s t i c a s  e s t r u t u r a i s  f a v o r ã v e i s ,  b a s i c a - .  
I 

mente  p a r a  que  pudessemos  a p l i c a r  o  Teorema IV.1 e  c o r o 1  á r i  o  

IV.4. O que d e s e j a m o s  r e s s a l t a r  é' que  s e  t i v e s s e m o s  a p l i c a d o  O S  

mé todos  de s i s t e m a s  i n t e r c o n e c t a d o s  a o  s i s t e m a  S ,  sem a n t e s  i n -  

v e s t i g a r m o s  s u a s  p r o p r i e d a d e s  e s t r u t u r a i s ,  t e r y a m o s  c h e g a d o  a  

c o n d i ç õ e s  s e n s i v e l m e n t e  m a i s  r e s t r i t i v a s  do que  a q u e l a s  q u e  s ã o  



o b t i d a s  quando s e  l e v a  em c o n t a  a  e s t r u t u r a  do s i s t e m a .  

Nos c a s o s  em que o s i s t e m a  não a p r e s e n t a  e x p l i c i -  

t amen te  urna e s t r u t u r a  f a v o r á v e l ,  s e r á  v i s t o  mais  a d i a n t e ,  pode- 

mos i n v e s t i g a r  a  p o s s i  bi 1 i d a d e  de r e p r e s e n t ã - 1  o  s o b  u m  o u t r o  

s i s t e m a  de coordenadas  c o n v e n i e n t e  que f a z  com que o  s i s t e m a  

a p r e s e n t e  uma e s t r u t u r a  f a v o r á v e l .  I s t o  c o r r e s p o n d e  a o  que nos 

r e f e r i m o s  como sendo o  c a s o  C do i n T c i o  d e s t a  s e ç ã o .  

Exemplo I V . 4  ( S i s t e m a  t i p o  IL;  Caso B )  

Ainda c o n s i d e r a n d o  o  s i s t e m a  do exemplo a n t e r i o r ,  

suponhamos que a s  m a t r i z e s  de i n t e r c o n e x ã o  C i j  se jam l i g e i r a m e n  - 

t e  d i f e r e n t e s  daquel  a s  d e f i n i  das  no ~ x e m p l  o  p r e c e d e n t e ,  n e s t e  

c a s o :  

onde 1 e1 1 ,  l eZ1 1 s ã o  s u f i c i e n t e m e n t e  pequenos em r e l a ç ã o  a  

k 1 2  e  k Z l  e  r e p r e s e n t a m  l i g a ç õ e s  f r a c a s  e n t r e  os  s u b - s i s t e m a s  

' S I  e  . S 2  Neste c a s o  a  mesma r e s t r i ç ã o  ( I V . 1 8 )  o b t i d a  a  p a r t i r  

do método p r o p o s t o  em 1 7 3 1  a s s e g u r a  a . e s t a b i l i d a d e  e x p o n e n c i a l  

g l o b a l  desde  que k l  > [ e l 2  1 e  k Z 1  > 1 1 .  

No e n t a n t o , .  u t i l i z a n d o  a  f u n ç ã o  de Lyapunov 



( I V . 1 9 )  o b t i d a  de uma manei ra  r e l a t i v a m e n t e  s i m p l e s  a  p a r t i r  d e  

c o n s i d e r a ç õ e s  e s t r u t u r a i s  pa ra  e l e  = e Z 1  = O I  v e r i f i c a - s e  que  

V ( x l .  x 2 )  é n e g a t i v a  d e f i n i d a  p a r a  / e ,  1 ,  [ e z 1  1 s u f i c i e n t e m e n t e  

pequenos .  A p a r  d i s t o ,  para  u m  dado c o n j u n t o  de p a r â m e t r o s  " k "  

e  'e '  mantendo-se a  r e l a ç ã o  k 1 2 / k Z 1  c o n s t a n t e 9  V ( x l ,  x 2 )  s e r ã  

n e g a t i v a  d e f i n i d a  i n d e p e n d e n t e  da magni tude  de k 1 2  e  k 2 , .  E s t e  

f a t o  a s s e g u r a  a  e s t a b i  1 i d a d e  e x p o n e n c i a l  g l o b a l  do s i s t e m a  i n -  

t e r c o n e c t a d o  S e  p o r t a n t o  novamente a  r e l a ç ã o  ( I V . 1 8 )  s e r á  mui- 

t o  r e s t r i t i v a  no c a s o  em que le121 e  [ e 2 ,  1 s ã o  s u f i c i e n t e m e n t e  

pequenos.  

Exemplo IV.5 ( S i s t e m a  t i p o  I L ,  Caso A )  

Cons iderando o  s i s t e m a :  

4 

X s  = - p  X + o ;  o  = @SXS+rp20-f  ( o )  ; S = 1 ,  2 ,  3 ,  4 s  s  ( I V . 2 0 )  
s = l  

onde p s  9 r 5 - ~ 2  > O ;  f ( 0 )  = 0 ,  o . f ( o )  > 0 .  

E s t e  s i s t e m a ,  abordado p e l o  método de s i s t e m a s  i n  - 

t e r c o n e c t a d o s  I e 2 1 ,  1 7 4 1  r e p r e s e n t a  a  d inâmica  l o n g i t u d i n a l  de  

u m  a e r p p l a n o .  E m  ambas a s  r e f e r ê n c i a s  acima o  s is te i i ia  ( I V . 2 0 )  é 

t r a t a d o  como sendo formado p e l a  i n t e r c o n e x ã o  ( 1  i n e a r )  de d o i s  

s u h - s i s t e m a s  ( S I )  e  ( S 2 )  onde:  



e C 1 2  = [ I ,  1, 1 ,  1 1 ' ;  C Z 1  = [el p 2 ,  p 3 '  p4 ]  s ã o  a s  m a t r i z e s  

d e  i n t e r c o n e x ã o .  

Uma c o n d i ç ã o  s u f i c i e n t e  p a r a  e s t a b i l i d a d e ,  u t i l i -  

z a n d o  f u n ç õ e s  d e  L y a p u n o v  v e t o r i a i  s  f o i  o b t i d a  p o r  P i o n k o v s k i  i 

e  R u t k o v s k a y a  l E 2 1  e  é d a d a  p o r :  

O u t r a  c o n d i ç ã o  s u f i c i e n t e ,  menos  r e s t r i t i v a ,  f o i  

o b t i d a  p o r  M i c h e l  e  M i l l e r  1 7 4 1  a  p a r t i r  d e  uin m é t o d o  d e  s i s t e -  

mas i n t e r c o n e c t a d o s  q u e  u t i  1  i e z a  f u n ç õ e s  d e  L y a p u n o v  e s c a l a r e s ,  

e s t a  c o n d i ç ã o  6 d a d a  p o r :  

- 
o n d e  ti e  como d e f i n i d o  em ( I V . 2 2 )  

I 

T o d a v i a ,  a n a l i s a n d o - s e  a  e s t r u t u r a  d o  s i s t e m a  i n -  

? t e r c o n e c t a d o ,  v e r i f i c a - s e  q u e  e l a  p o s s u i  uma c a r a c t e r T s t i c a  a c l  

c l i c a - 3  ( c f .  D e f i n i ç ã o  I I I . 7 1 )  p o i s  podemos e s c r e v ê - l o  n a  f o r m a  

o n d e :  



e  o  d i y r a f o  a s s o c i a d o  a o  s i s t e m a  é r e p r e s e n t a d o  p e l a  f i  g u  ila 

I V . 6  a b a i x o .  

F i g u r a  I V . 6  - E s t r u t u r a  d o  s i s t e m a  (IU.24) 

P o r t a n t o  o  s i s t e m a  (IV.20) r e c a i  no  C a s o  I d a  s e -  

ç ã o  IV.2. U t i l i z a n d o - s e  o  C o r o l á r i o  IV.2, v i s t o  que o  s i s t e m a  

t em e s t r u t u r a  a c T c l i c a  e  s a t i s f a z  a c o n d i c ã o  ( A ) ,  a  c o n d i ç ã o  s u  - 



f i c i e n t e  pa ra  e s t a b i l i d a d e  a b s o l u t a  é dada p o r :  

i  + 
( - 1  ) d e t i  ( A  ) > 0 ,  i  = 1 ,  2 ,  . . . , n .  Dado que p i  , i = 1  , 2 , 3 , 4  

s ã o  p o s i t i v o s ,  a  cond ição  acima f i c a  r e d u z i d a  a  d e t ( ~ + )  < O .  A 

e x p r e s s ã o  do d e t e r m i n a n t e  de A é :  

d e t  A = r p 2  + Bi /p2 I 
i =1  

Caso tenhamos os s i n a i s  das  i n t e r c o n e x õ e s  ( $ i ) .  

ou t o d o s  p o s i t i v o s  ou t o d o s  n e g a t i v o s ,  a c o n d i ç ã o  s u f i c i e n t e  pa-  

r a  a  e s t a b i l i d a d e  a b s o l u t a  s e r á  dada p o r :  

A função  de Lyapunov n e s t e s  c a s o s  é o b t i d a  a  p a r t i r  dos Teore -  

mas 111.4  e  IV.3: 

Ana1 i ç a n d o - s e  a  d e s i g u a l d a d e  ( I V . 2 6 )  v e r i f i c a - s e  
r. - 

que n e s t e s  c a s o s  e s t a  c o n d i ç ã o  não 6 apenas  s u f i c i e n t e  porém e  

também n e c e s s á r i a  pa ra  a  e s t a b i l i d a d e  a .bso iu ta  Am do s i s t e m a  
- 

( I V . 2 0 ) .  I s t o  p e l o  f a t o  de que ( I V . 2 6 )  5 e q u i v a l e n t e  a  c o n d i ç ã o  

d e t  A - < O que 6 uma c o n d i ç ã o  n e c e s s á r i a  p a r a  a  e s t a b i l i d a d e  a s -  

s i n t õ t i c a  do s i s t e m a  ( I V . 2 0 )  com f ( o )  = & o  p a r a  E + O + .  P o r t a n t o  



( I V . 2 6 )  é também n e c e s s á r i a  p a r a  a  e s t a b i l i d a d e  a b s o l u t a  A_ e  

e v i d e n t e m e n t e  n e s t e s  c a s o s  é menos  r e s t r i t i v a  q u e  ( V . 2 3 )  o b t i -  

da  p e l o  m é t o d o  d e  " s i s t e m a s  i n t e r c o n e c t a d o s " .  

Exemplo  IV.6  ( S i s t e m a  t i p o  L P ,  C a s o  A )  

C o n s i d e r a n d o  s i s t e m a s  d o  t i p o  L u r ' e - P o s t n i k o v  

( I V . 1 3 ) .  o  p r o b l e m a  d a  e s t a b i l i d a d e  a b s o l u t a  p o d e  s e r  r e l a c i o n a -  

do  a o  s i s t e m a  t r a n s f o r m a d o ,  c o l o c a d o  na  f o r m a  ( I V . l 4 ) , n e s t e  c a -  

s o ,  a n a l i s a m - s e  a s  p r o p r i e d a d e s  e s t r u t u r a i s  d a  m a t r i z  

C a s o  e s t a  m a t r i z  t e n h a  p r o p r i e d a d e s  e s t r u t u r a i s  

f a v o r á v e i s ,  p o d e - s e  a p l i c a r  o s  r e s u l t a d o s  d a s  s e ç õ e s  I V . l  e  

I V . 2 .  P a r a  e x e m p l i f i c a r ,  u m  c a s o  e s p e c i ' f i c o  é t r a t a d o  em s e g u i -  

d a .  E s t e  e x e m p l o  também f o i  t r a t a d o  em u t i l i z a n d o  o  m é t o d o  

d e  " s i s t e m a s  i n t e r c o n e c t a d o s " ;  

S u p o n d o  q u e  t o d o s  o s  a u t o - v a l o r e s  d a  m a t r i z  B do 
- 

s i s t e m a  ( I V . 1 3 )  s ã o  r e a i s  n e g a t i v o s  e  d i s t i n t o s ,  e  m o s t r a d o  em 
3 

I e 2 1  q u e  o  s i s t e m a  ( I V . 1 3 )  p o d e  s e r  c o l o c a d o  s o b  a f o r m a :  



A n a l i s a n d o  o  s i s t e m a  ( I V . 2 8 )  vemos  q u e  e l e  p e r t e n  .- 

c e  5 , c l a ç s e  ( 1 1 . 2 )  e a p r e s e n t a  uma e s t r u t u r a  a c ~ c l i c a - 3 .  P o d e -  

m a s ,  n e s t e  c a s o ,  u t i l i z a r  uma f u n ç ã o  d e  L y a p u n o v  d o  t i p o  ( 1 1 . 7 )  

s b t i , d a  a p a r t l r  do  T e o r e m a  1 1 1 . 4  d a d a  p o r :  

t-l ro 

1 i =  Nos c a s o s  em q u e  o s  s i n a i s  d e  [yi ( P , , , ~  -5 ), . 
1 2 . , . , n s e j a m  t o d o s  p o s i t i v o s ,  ou t o d o s  n e g a t i v o s ;  a  p a r -  

t i r  d a  f unqãa  ( I V . 2 9 )  e d o  T e ~ r e m a  1 1 1 . 4  o b t g m - s e  a s e g u i n t e  

c o n d i ç ã o  s u f i c i e n t e  p a r a  e s t a b i l i d a d e  a b s o l u t a  n o  s e t o r  [ O ,  k ] ,  

k > 0 :  

U t i l i z a n d o  o rnê todo  d e  f u n ç õ e s  d e  L y a p u n o v  v e t o r i a i s  P i o n t -  

k a v s k i i  e R u t k o v s k a y a  j a 2 1  o b t i v e r a m  a  s e g u i n t e  d e s i g u a l d a d e :  



onde f o i  assumido que p ,  = min p i ;  ( 1  - < i  < n )  
i  . 

Acontece no e n t a n t o  q u e ,  n e s t e s  c a s o s ,  a  r e l a ç ã o  

( E V . 3 0 )  é e q u . i v a l e n t e  à c o n d i ç ã o  n e c e s s ã r i a  p a r a  e s t a b i l i d a d e  

a s s i n t z t i c a  para  o c a s o  l i n e a r  no s e t o r  [ O ,  k ]  e  qi,te e dada 

p o r :  

P o r t a n t o ,  n e s t e s  c a s o s ,  a  d e s i g u a l d a d e  ( I V . 3 0 )  é n e c e s s á r i a  e 

s u f i c i e n t e  para  a e s t a b i l i d a d e  a b s o l u t a  no s e t o r  O ,  k ]  e  é por  - 

t a n t o  menos r e s t r i l i v a  que ( I V . 3 1 ) .  

Q b s :  Como exemplo de s . is te inas  do t i p o  INL; ( s i s t e m a s  com i n t e r -  
7 

conexões n ã o - l i n e a r e s )  é t r a t a d o  o  c a s o  de  s i s t e m a s  de enei-gia  

e l z t r i c a  ( s i s t e m a s  mul t i - m a q u i n a s )  na s e ç ã o  IV .1 .  

Fel os r e s u l t a d o s  e exemplos a t é  aqu i  ap.pesenta.-  

d o s ,  v e r i f i c a - s e  que o  m'étodo p r o p o s t o  n e s t e  t r a b a l h o  m o s t r a -  

s e  e f i c i e n t e  e de f ã c i l  a p l i c a ç ã o  quando s ã o  i d e n t i f i c a d o s  s i s -  

tenias c o ~ i  e s t r u t u r a  f a v o r á v e l  e x p l y c - i t a .  Poderá ,  rio e n t a n t o  a, 

p a r e c e r  que e s t e s  r e s u l t a d o s  e s t ã o  r e s t r i t o s  a  c a s o s  b a s t a n t e  

p a r t i c u l a r e s  de e s t r u t u r a s  f a v o r ã v e i s  e  q u e ,  em g e r a l ,  d i f  i c i l  .- 



mente s e r ã o  e n c o n t r a d o s  s i s t e m a s  que r eca iam nos c a s o s  t r a t a -  

d o s .  Os exemplos .abordados  n e s t e  c a p 7 t u l o  mostra111 que e s t a  im- 

p r e s s ã o  não e i n t e i r a m e n t e  v e r d a d e i r a .  

Tcdavia  6 v e r d a d e  que o  f a t o  de u m  s i s t e m a  a p r e -  

s e n t a r  e x p l i c i t a m e n t e  uma e s t r u t u r a  f a v o r á v e l  não 6 a  r e g r a .  

Nos c a s o s  em que o s  s i s t e m a s  não a p r e s e n t a m  e s t r u t u r a s  f a v o r á -  

v e i s  de uma maneira  e x p l ? c i t a ,  foram d e s e n v o l v i d o s  métodos d e  

" r e a l i z a ç ã o  de e s t r u t u r a s  f a v o f á v e i s " ,  que buscam i n ~ e s t f g a r  a  

posç i  b i  1 idade  de u m  d e t e r m i n a d o  s i s t e m a  a p r e s e n t a r  uma e s t r u t u -  

r a  f a v o r ~ v e l ,  porém i m p l 7 c i t a ;  e s t e  problema é t r a t a d o  no capy-  

t u 1 0  s u b s e q u e n t e .  

Cons iderando os  exemplos t r a t a d o s  na s e s ã o  I V . 3 ,  

p r o c u r a - s e  e n f a t i z a r  a  i m p o r t â n c i a  de s e  i n v e s t i g a r  a s  p r o p r i e -  

dades  e s t r u t u r a i s  de de ter in inados  s i s t e m a s  a n t e s  de  s e  a p l i c a r  

e s t e  ou aquel e  metodo de anã1 i s e  de e s t a b i l  i d a d e .  E s p e c i f  icamen - 

t e  em r e l a ç ã o  ao método de " s i s t e i n a s  i n t e r c o n e c t a d o s "  compara- 

. do ao método p r o p o s t o  n e s t e  t r a b a l h o ,  n o t a - s e  que ,  quando u m  

de terminado s i s t e m a  a p r e s e n t a  uma e s t r u t u r a  f a v o r á v e l  em forma 

e x p l 7 c i  t a  os r e s u l t a d o s  v i a  " s i s t e m a s  i r i t e i - conec tados"  g e r a l  - 

mente conduzem a  r e s u l t a d o s  mais c o n s e r v a t i v o s  do que a q u e l e s  

o b t i d o s  a t r a v é s  de uma abordagem e s t r u t u r a l .  iueste c a s o  a  v a n t a  

gem também é e x t e n s i v a  ao e s f o r ç o  c o m p u t a c i o n a l ,  v i s t o  q u e ,  t a n  - 

t o  a s  funções  de Lyapunov be~n como a s  c o n d i ç õ e s  d e  e s t a b i l i d a d e  

são  f a c i l m e n t e  o b t i d a s ,  f a t o  que nzo o c o r r e  no c a s o  do método 
. . 

de " s i s t e m a s  i n t e r c o n e c t a d o s " .  



Jã  nos cas,os em que o  s i s t e m a  iia"o a p r e s e n t a  uma 

e s t r u t u r a  f avorave1  e x p l S c i t a  e  dádo que a i n d a  não s e  d i s p õ e  de  

a1 g o r i t m o s ,  nos c a s o s  g e r a i s ,  ] p a r a  v e r i f i c a r  a  e x i s t e n c i a  d e  

uma e s t r u t u r a  f a v o r á v e l  i k p l  i c i t a  ( v i d e  c a p i t u l o  s e g u i n t e ) ,  nos 

p a r e c e  que o  método de " s i s t e m a s  i n t e r c o n e c t a d o s " ,  p e l o  f a t o  de  

s e r  mais g e r a l  e  de c e r t a  forma j á  s i s t e m a t i z a d o ,  e s t e  t e r i a  

p r e f e r ê n c i a  no caso  de uma p o s s ~ v e l  a p l i c a ç ã o .  Todavja  em t e r -  

mos de r e s u l t a d o s ,  dado o  seu  c a r á t e r  u n i v e r s a l ,  cremos que con 

d u z i r i a  a  r e s u l t a d o s  r e l  a t  ivainente  c o n s e r v a t i v o ç ,  p r i n c i p a l m e n -  

t e  s e  f o s s e  i d e n t i f i c a d o  ( d e  alguma fo rma)  .que  o  s i s t e m a  a p r e -  

s e n t a  uma e s t r u t u r a  f a v o r á v e l  i m p l l c - i t a .  E s t e  f a t o  j u s t i f i c a  

um e s f o r ç o  a d i c i o n a l  para  i n v e s t i g a r  a e x i s t ê n c i a  de  e s t r u t u -  

r a s  f a v o r á v e i k  i m p l l c i t a s  ( v i d e  a  a p l i c a ç ã o  a  s i s t e m a s  de e n e r -  

g i a  e l G t r . i c a ,  s e ç ã o  V I . l ) .  

P@lo  e x p o s t o  ac ima,  c o n s i d e r a n d o - s e  u m  d e t e r m i n a -  

do s i s t e m a  não-1 i n e a r  de g r a n d e  p o r t e ,  uma s e q u ê n c i a  m a i s  a d e -  

quada de abordagens  que p o d e r i a  s e r  u t i l i z a d a  é a  s e g u i n t e :  

( a )  p r ime i ramen te  i n v e s t i g a - s e  a  e x i s t ê n c i a  de  uma e s t r u t u r a  

favoi-ave1 sob forma expl ? c i t a ,  c a s o  e x i s t a ,  a p l  i cam-se  o s  r e s u l  - 

t a d o s  da abordagem e s t r u t u r a l ;  ( b )  c a s o  o  s i s t e m a  não a p r e s e n t e  

uma e s t r u t u r a  e x p l T c i t a  e  não r e c a i a  nos c a s o s  em que ç i s t e m a t i  - 

camente pode-se i n v e s t i g a r  a  e x i s t ê n c i a  de e s t r u t u r a s  f a v o r á -  

v e i s  i m p l 7 c i t a s  (CapTtu lo  V ) ,  u t i l i z a - s e  o metodo de  " s i s t e m a s  

i n t e r c o n e c t a d o s " ;  ( c )  t e n t a - s e  i n v e s t i g a r  a e x i s t ê n c i a  de uma 

e s t r u t u r a  f a v o r ã v e l  sob forma i m p l ? c i t a .  



Cabe a i n d a  r e s s a l t a r  que ,  em t e rmos  e s t r u t u r a i s ,  
. . 

nos a t l v ~ r n o s  2 c l a s s e  dos s i s t e m a s  f o r t e m e n t e  conexos .  Cremos 

e n t r e t a n t o ,  que o g a s p e c t o  da d e c o r n p o s i ~ ã o  de  u m  s i s t c i . , a  f r a c a -  

mente conexo 1 3 7  1 ,  1 6 0  / ,  ' /  7 4  1 $ em s u b - a i s t e m a s  " f o r t e m e n t e  cone  - 

x o s "  merece s e r  i n v e s t i g a d o ,  dado que boa p a r t e  das  c a r a c t e r Y s -  

t i c a s  e s t r u t u r a i s  de s i s t e m a s  f r a c a m e n t e  conexos s ã o  d e c o r r ê n -  

c i a  das  p r o p r i e d a d e s  de s e u s  s u h - s i s t e m a s  f o r t e m e n t e  conexos .  

liorno c o n s e q u ê n c i i  d e s t e  F a t o ,  o  t i p o  d í  abordagem 

e s t r u t u r a l  u t i l i z a d a  neskc  t r a b a l h a  poder: s e r  e x p l o r a d a  i i l-  

c l u i n d o - s e  a i n d a  e s t e  a s p e c t o .  



R E A L I Z A Ç Õ E S  D E  E S T R U T U R A S  F A V O R A V E I S  

Anal i sando  os  r e s u l t a d o s  dos c a p ? t u l o s  p receden  - 

t e s ,  de uma manei ra  i n t u i t i v a ,  e l e s  poderiam s e r  s i n t e t i z a d o s  

da s e g u i n t e  forma:  " d e s d e  que u m  s i s t e m a  d inâmico  não-1 i n e a r  

da c l a s s e  ( 1 1 . 2 )  a p r e s e n t e  unia e s t r u t u r a  f a v o r ã y e l ,  poden~oç 

a s s e g u r a r  a  e s t a b i l  i d a a e  a b s o l u t a  d e s t e  s i s t e m a " .  

Cons ide rando-se  a  a f i r m a t i v a  ac ima ,  a  1 g  u 1-11 a  s 

q u e s t õ e s  que n a t u r a l m e n t e  ocorrem ç ã c  a s  s e g u i n t e s :  " n e s t e  ca  - 

su e s t e s  r e s u l t a d o s  e s t a r i a m  r e s t r i t o s  c uma c l a s s e  de s i s t e -  

mas que e x p l i c i t a m e n t e  a p r e s e n t a s s e m  a  c'hamada e s t r u t u r a  f a v o  - 

r ã v e l  ? .  E no caPo em que o  s i s t e m a  não a p r e s e n t a s s e  e s t a  e s -  

t r u t u r a  P a v o r ã v e l ,  nada s e  p o d e r i a  a f í r n i a r  s o b r e  sua  e s t a b i l  - i  

dade com base  n e s t e s  r e s u l  t a . d o s M ? .  

A  f i n a l i ' d a d e  d e s t e  c a p i t u l o  é a  de exa tamen te  

p r o c u r a r  r e s p o n d e r  e s t a s  q u e s t ã e s .  M o s t r a - s e  que mesmo quan-  

do um s i s t en ia  não--1 i n e a r  não a p r e s e n t a  expl  i  c i  t amen te  uma e s -  

t r u t u r a  f a v o r á v e l  ( c a s o  do Exemplo 1 1 . 1 )  ou nem mesmo p e r t e n -  

ce ã c l a s s e  ( 1 1 . 1 )  (Exemplo V . 5 ) ,  pode-se por  uma mudança de 

v a r i a v e i s  c o n v e n i e n t e ,  t e n t a r  d a r - l h e  uma r e p r e s e n t a ç ã o  mate-  

m á t i c a  e q u i v a l e n t e  (do  ponto de v i s t a  de  e s t a b i l i d a d e ) .  No ca  - 

so d e s t a  nova r e p r e s e n t a ç ã o  ma tems t i ca  p o s s u i r  c a r a c t e r y s t i -  

c a s  e s t r u t u r a i s  f a v o r á v e i s  poderemos a s s e g u r a r  a  e s t a b i l i d a d e  



a b s o l u t a  do s i s t e m a  o r i g i n a l  coa 'base nos r e s u l  t a d o s  a p r e s e n -  

t a d o s  nos c a p f t u l  os  p r e c e d e n t e s .  

A d e r i v a ç ã o  de métodos s i s t e m á t i c o s  pa ra  a  ob-  

t e n ç ã o  d e s t a  nova r e p r e s e n t a ç ã o  matemát ica  f a z  com que a  po- 

t e n c i a l i d a d e  dos r e s u l t a d o s  o b t i d o s  n e s t e  t r a b a l h o  s e j a  c o n s i  - 

derave lmen te  ampl i ada .  E v i d e n c i a - s e  d e s t a  mane i ra  que a  r e p r e  - 

s e n t a ç ã o  r n a t e m ~ t i c a  de  u m  s i s t e m a  em uma d e t e r m i n a d a  b a s e  

" c o n v e n i e n t e "  pode e x p l i c i t a r  c e r t a s  p r o p r i e d a d e s  i n t e r e s s a n  

t e s  que são  " o c u l t a d a s "  quando a  sua  r e p r e s e n t a ç ã o  não é " a d e  - 

quada" .  

A mudança de v a r i á v e i s  r e l a t i v a  2 nova r e p r e s e n  - 

t a ç ã o ,  n o  nosso c a s o  e o b t i d a  de uma mane i ra  i n d i r e t a  u t i l i -  

zando. o  que chamamos d e  " a l g o r i t m o s  de r e a l  i z a ç ã o " .  E m  

p a r t i c u l a r  nos a t ivemos  aos  s i s t e m a s  do t i p o  L u r ' e - P o s t n i k o v .  

Mos t ra - se  p a r a l e l a m e n t e  como é p o s s ? v e l ,  a p a r -  

t i r  d e s t e s  a l g o r i t m o s  de r e a l i z a ç ã o ,  e s t a b e l e c e r  novos c r i t e -  

r i o s  a l g é b r i c o s  pa ra  a  d e t e r m i n a ç ã o  da e s t a b i l  i d a d e  a b s o l u t a  

de s i s t e m a s  de c o n t r o l e  contendo uma n ã o - l i n e a r i d a d e  c o n t i d a  

no s e t o r  p o s i t i v o  i n f i n i t o .  M o s t r a - s e ,  o u t r o s s i m ,  a  conven iên  - 

tia da u t i l i z a ç ã o  d e s t e s  a l g o r i t m o s  pa ra  o  c a s o  de s ? n t e s e  d e  

r e g u l a d o r e s  eiil s i s t e m a s  não- l  i n e a r e s  1'01, dado que o s  méto- 

dos f r e q u e n c i a i s  1 7 ' 1  em g e r a l  s ão  r e s t r i t o s  a  problemas  d e  

anã1 i s e ,  



No c a p 8 t u l o  s u b s e q u e n t e  s ã o  dadas  ap l  i c a ç õ ê s  

d e s t e s  a l g o r i t m o s  de  r e a l i z a ç ã o  ao problema da s i n t e s e  de r e -  

des  p a s s i v a s ,  bem como para derivar' resultados em e s t a b i  1 i d a d e  de 

s i s t e m a s  de e n e r g i a  e l ' e t r i c a .  

V.1 - O SISTEMA x = A x - - - 

Uma q u e s t ã o  que pode s e r  l e v a n t a d a  n o  c a s o  mais  

s i m p l e s  d o  s i s t e m a  d-inãmico l i n e a r  x - = A x a  s e g u i n t e :  " t o -  

do s i s t e m a  1  i n e a r  autõnomo que s e j a  a ç s i n t o t i c a t n e n t e  e s t á v e l  

pode s e r  r e p r e s e n t a d o  sob  uma e s t r u t u r a  f a v o r á v e l  e  em p a r t i -  

c u l a r  s i g n  s t a b l e "  ? ou e q u i v a l e n t e m e n t e ,  "sempre e x i s t e  uma 

t r a n s f o r m a ç ã o  não s i n g u l a r  T t a l  que T A T - I  tem e s t r u t ~ r a  

" s i y n  s t a b l e "  ? 

A r e s p o s t a  à q u e s t ã o  acima é a f i r m a t i v a ,  de vez 

que d i f e r e n t e s  t i p o s  d e  e s t r u t u r a s  s i g n  s t a b l e  podem s e r  o b t i  - 

dos s i s t e m a t i c a m e n t e  a  p a r t i r  de uma m a t r i z  A e s t á v e l .  

A o b t e n ç ã o  de  uma d e s t a s  e s t r u t u r a s  ç i g n  s t a b l e ,  

a  P a r t i r  de uma m a t r i z  e s t á v e l  ( e  "non d e r o g a t o r y " ) ,  b a s e i a -  

s e  na t r a n s f o r m a ç ã o  d e s t a  m a t r i z  pa ra  a  forma de  Schwarz I g 7 1 ,  
, 1 5 1 , 1 1 2 ( ,  p o i s  a  forma de Schwarz,  dado que A é e s t á v e l ,  p e l o  

Teorema 111.11 6 uma m a t r i z  J a c o b i  s i g n  s t a b l e  ( v i d e  s e ç ã o  

V I . 2 )  e  p o r t a n t o  o nosso  problema s e r ;  de  p a s s a r  d e  A ( e s t á -  

v e l )  para  S ( forma d e  Schwarz e  J a c o b i  s i g n  s t a b l e ) .  A e s t a  

passagem c o r r e s p o n d e  uma t r a n s f o r m a ç ã o  T (não  s i n g u l a r ) ,  que 

pode s e r  o b t i d a  d e  uma mane i ra  s i s t e m á t i c a  1 1 2 1 ,  I 2 l 1 .  



Podemos o b t e r  a m a t r i z  S  de  d i f e r e n t e s  manei-  

r a s :  

( i )  a  p a r t i r  dos c o e f i c i e n t e s  do pol inõmio  c a r a c t e r i s t i c o  de 

A e  dos d e t e r m i n a n t e s  de Hurw'itz ( v i d e  s e ç ã o  V I . 2 ) .  

( i . i )  deterni inando a  forma de  Hessenberg da m a t r i z  A ,  o que e 
sempre p o s s i v e l  1 l 1  1 ,  1 2 1  1 e  pos te r - io rmen te  a  p a r t i r  

da forma de  Wessenberg o b t e r  c o n s t r u t i v a m e n t e  a  fo rma 

de  Schwarz p e l o  método s u g e r i d o  em I 2 l 1 .  

( i i i )  a p a r t i r  d e  A ,  o b t e r  a  sua  forma companheira  ( e  por  - con - 

s e g u i n t e  os c o e f i c i e n t e s  do pol inõmio  c a r a c t e r y s t i c o  de  

A ) ,  o  que é p r o b l e m ~ t i c o  do ponto  .de v i s t a  numer ico ,  

Todav ia ,  t e n d o - s e  a  m a t r i z  A na forma companhe i ra ,  u t i -  

l i zamos  o  metodo s u g e r i d o  em I 2 l 1  para  c h e g a r  a m a t r i z  

J a c o b i  s i g n  s t a b l e  (na  forma de S c h w a r z ) ,  dado que a  

m a t r i z  companheira  e unia m a t r i z  de Hessenberg .  

Esquematicamente temos:  

c o e f i c i e n t e s  do 

c a r a c t e r ? s t i c o  de  A )  

de  Hessenberg )  (Schwarz ,  J a  
- 1 obi  s i g n  s t a b l e )  

companhe i ra )  . 
J 



* V i a  a l g o r i t m o d e ~ i l k i n s o n  l l - i O /  

** v i a  d e t e r m i n a n t e s  d e  H u r w i t z  1 3 2 1  

*** v i a  a l g o r i t i n o  d e  c o n s t r u ç ã o  d a  m a t r i z  d e  t r a n s f o r m a ç ã o  T 

d e  B .  N .  D a t t a  I ' ' [ .  

O u t r a  m a n e i r a  a l t e r n a t i v a  d e  s e  o b t e r  a  p a r t i r  

d e  A ( e s t á v e l )  uma f o r m a  J a c o b i  s i g n  s t a b l e  é p e l a  d e t e r i n i n a -  

~ ã o  d a  " e i y e n - s t r u c t u r e "  d e  A ( n x n )  I 1 ' " I .  N e s t e  c a s o  c h e g a -  
L 

s e  5 f o r m a  r e a l  d e  J o r d a t i ,  ou s e j a ,  a  f o r m a  c o t i s t i t u i d a  d e  

b l o c o s  d e  J o r d a n  ( p a r a  a s  r a y z e s  r e a i s )  e b l o c o s  J a c o b i  s i g n  

s t a b l e  ( p a r a  o s  p a r e s  c o m p l e x o s  c o n j u g a d o s )  como m o s t r a  a  ma - 

t r i z  Ã a b a i x o :  

d 

o n d e  Ã1 e O b l o c o  c o r r e s p o n d e n t e  à s  r a i z e s  r e a i s  f o r m a d o  p o r  

b l o c o s  d i a g o n a i s  t a i s  q u e  



- o n d e :  A i  - 

- 
e o  b l o c o  d e  J o r d a n  c o r & - e s p o n d e n t e  a o  

d 

e o b l o c o  

j u g a d o s  

r e a l  c o r r e s p o n d e n t e  a o s  

a u t o  v a l o r  r e a l  

a u t o - v a l o r e s  c o m p l e x o s  c o n -  



o n d e :  M i  é o  b l o c o  r e a l  c o r r e s p o n d e n t e  a  um p a r  d e  a u t o - v a l o -  

r e s  c o m p l e x o s  c o n j u g a d o s  e A e i  é o  b l o c o  d e  J o r d a n  ( r e a 1 ) c o r  - 

r e s p o n d e n t e  a  e s t e  p a r  d e  a u t o - v a l o r e s  d e  m u l t i p l i c i d a d e  v i .  

A o b t e n ç ã o  d a  t r a n s f o r m a ç ã o  d e  s i m i l a r i d a d e  T  

t a 1  q u e  T A T - I  = Ã e n c o n t r a - s e  d i s c u t i d a  em 1 " ' 1 .  C l a r a m e n t e  

Ã i5 s i g n  s t a b l e  d e s d e  q u e  A s e j a  e s t á v e l .  

A i n v e s t i g a ç ã o  n o  s e n t i d o  d e  o b t e r  m e t o d o s  q u e  

t r a n s f o r m e m  uma m a t r i z  q u a l q u e r  A ( e s t á v e l )  em uma f o r m a  q u a l  - 

q u e r  s i g n  s t a b l e  q u e  n ã o  J a c o b i  n ã o  f o i  a b o r d a d a  n e s t e  t r a b a -  

1 h o .  

V.2 - SISTEMAS T I P O  LUR'E-POSTNIKOV 

C o n s i d e r a n d o  o s  s i s t e m a s  t i p o  L u r ' e - P o s t n i k o v  

d e s c r i t o s  p e l a  e q u a ç ã o  a b a i x o :  

o n d e  x - E R n 9  é o  v e t o r  d e  e s t a d o s  A ( n x n ) ,  b ( n x l ) ,  c ( l x n )  s ã o  



m a t r i z e s  c o n s t a n t e s  e  f ( , )  é uma f u n c ã o  r e a l  n ã o - l i n e a r ,  sem 

memõria, c o n t f n u a ,  s a t i s f a z e n d o  5 s  c o n d i ç õ e s  ( I V . 2 a )  e  

( IV.2b)  e  ( A ,  b ,  c )  c o n t r o l á v e l  e o b s e r v ã v e l .  

Dado que ern g e r a l  o s  s i s  ternas d o  t i p o  ( v . 1 )  

não s e  enquadram na c l a s s e  dos s i s t e m a s  ( I I . 2 ) ,  a  u t i l i z a ç ã o  

dos r e s u l t a d o s  dos c a p ? t u l o s  a n t e r i o r e s ,  n e s t e s  c a s o s  não s e -  
d 

r i a  p o s s y v e l ,  O que s e  p r e t e n d e ,  n e s t e  c a s o ,  e  i n v e s t i g a r  a 

p o s s i b i l i d a d e  d e  o b t e r  uma nova r e p r e s e n t a ç ã o  m a t e m ~ t i c a  d o  

s i s t e m a  (V.1)  t a 1  que s e j a  p o s s l v e l  ap.1 i c a r  t a i s  r e s u l t a d o s .  

Nes te  s e n t i d o  foram d e s e n v o l v i d o s  metodos p a r a  

o b t e r  u m  novo s i s t e m a  do t i p o  L u r ' e - P o s t n i  kov, e q u i v a l e n t e  a o  

s i s t e m a  ( V . l  ) ,  e que a p r e s e n t a s s e  uma e s - t r u t u r a  " c o n v e n i e n t e "  

pa ra  a  a p l i c a ç ã o  dos r e s u l t a d o s  do c a p f t u l o  a n t e r i o r .  Note-se  

que n e s t e  c a s o  o  problema e mais complexo do que a q u e l e  r e f e -  

r e n t e  à seção  V .  1 .  

Nes te  c a p y t u l o  f o i  d e s e n v o l v i d a  uma manei ra  i n -  

d i r e t a ,  v i a  função  d e  t r a n s f e r e n c i a ,  d e  s e  ~ b t e r  u m  s i s t e m a  

t a l  que: ( a )  ( V . 2 )  G e q u i v a l e n t e  ao s i s t e m a  ( V . ] ) ,  ou s e j a ,  

e x i s t e  uma t r a n s f o r m a ç ã o  de s i m i l a r i d a d e  dada 
- 

p o r  uiiia m a t r i z  não s - i n g u l a r  T onde ,  A = T A T - I ,  



( b )  ( V . 2 )  tem uma e s t r u t u r a  J a c o b i ,  ou s e j a ,  [x *. ê 

uma m a t r i z  de  J a c o b i .  

( c )  ( V . 2 )  r e c a i  em u m  dos c a s o s  t r a t a d o s  na s e ç ã o  

A p reocupação  f o i  de i n v e s t i g a r  a  c l a s s e  d a s  e s -  

t r u t u r a s  t r i d i a g o n a i s  ( J a c o b i ) ,  o u  s e j a ,  foram d e s e n v o l v i d o s  a1 - 

gor i tmos  de r e a l i z a ç ã o  que dão uma r e p r e s e n t a ç ã o  ( V . 2 )  com e s -  

t r u t u r a  J a c o b i  aos s i s t e m a s  do t i p o  ( V . ] ) .  E s t a  r e p r e s e n t a ç ã o ,  

uma hez o b t i d a ,  p o s s i b i l i t a  a  r a p i d a  v e r i f i c a ç ã o  d a s  c o n d i ç õ e s  

r e l a t i v a s  à s  e s t r u t u r a s  f a v o r ã v e i s .  

Cons ide rando-se  a p a r t e  l i n e a r  dos s i s t e m a s  ( V . 1 )  

e  ( V O Z ) ,  explorare inos  a  sua  f u n ç a o  de t r a n s f e r ê n c i a  que no c a s o  
6 

e dada por :  

os s i s t e m a s  (V .1 )  e ( V O Z )  podem s e r  r e p r e s e n t a d o s  p e l o  d iag rama  

de b locos  a b a i x o :  

F igura  ( V . 1 )  - Sis t ema  de C o n t r o l e  Não-Linear  



onde 

Dado o  f a t o  que a  função  de t r a n s f e r e n c i a  G ( s )  da 

p a r t e  l i n e a r  d o  s i s t e m a  ( V . l )  independe  do s i s t e m a  de  c o o r d e n a -  

das em que o s i s t e m a  da F i g u r a  V . 1  e d e s c r i t o ,  utilizaremos e s -  

t a  função  de  t r a n s f e r S i - i c i a  p a r a ,  a  p a r t i r  d e l z ,  o b t e r  uina reprc! - 

s e n t a ç ã o  matemát i c a  e q u i v a l e n t e  e  que possua uma e s t r u t u r a  " c o n  - 

v e n i e n t e " .  I s t o  ser: o b t i d o  a  p a r t i r  de uma r e a l i z a ç ã o  i r r e d u t i  - 

vel de  G ( s ) ,  u t i l i z a n d o  os  " a l g o r i t m o s  de r e a l i z a ç ã o "  d e r i v a d o s  

na s e ç ã o  V.3. 

Nossa p reocupação  b á s i c a  com r e l a ç ã o  aos  s i s t e m a s  

do t i p o  (V .1 )  s e r á  d e  s a b e r  s e  e s t e s  podem t e r  unia r e p r e s e n t a -  

ção do t i p o  (VOZ)  e  que ,  alem d i s s o ,  a p r e s e n t e  uma e s t r u t u r a  

f a v o r ã v e l .  Caso i s t o  s e  v e r i f i q u e ,  poderemos assegurar's e s t a b i  

l i d a d e  a b s o l u t a  A w  do s i s t e m a  (V .1 )  baseados  nos r e s u l t a d o s  da 

s e ç ã o  IV.2, 

V,2.1 - Condições N e c e s s ã r i a s  pa ra  que o  S i s t e m a  -- Tipo L u r ' e  Se-  

j a  Absolu tamente  ~ s t á v e l  A 
w 

Dado que a  r e p r e s e n t a ç ã o  do s i s t e m a  ( V . 1 )  na f o r  - 

ma ( V e z ) ,  com e s t r u t u r a  f a v o r ã v e l  ,' e s t a r ;  baseada  na r e a l i z a ç ã o  

da função  de  t r a n s f e r ê n c i a  G ( s ) ,  nada mais  n a t u r a l  que i n v e s t i -  

ga r  a s  coridições que G ( s )  deve  s a t i s f a z e r  pa ra  que i s t o  s e j a  

p o s s 7 v e l .  



Anal i sa remos  a s  c o n d i ç ã e s  n e c e s s ã r i a s  pa ra  que o  

s i s t e m a  ( V , ]  ) s e j a  a b s o l u t a m e n t e  e s t ã v e l  no s e t o r  p o s i t i v o  i n f i  - 

n i t o ,  e s t a s  cond ições  s e r ã o  dadas  em termos  das  c a r a c t e r 7 s t i c a s  

da função  de t r a n s f e r G n c i a  da p a r t e  l i n e a r  ( G ( s ) ) ,  C la ramen te  

e s t a s  cond ições  também s e r ã o  n e c e s s ~ r i a s  pa ra  que s e  ob tenha  

uma r e p r e s e n t a ç ã o  ( V . 2 )  com e s t r u t u r a  f a v o r á v e l .  

Neste  s e n t i d o  temos o  s ~ g u i n t e :  

Lema V.1: Para que o  ponto  de e q u i l ' T b r i o  x - = O do s i s t e m a  ( V . l )  

s e j a  a b s o l u t a m e n t e  e s t á v e l  A _  é n e c e s s á r i o  que G ( s )  dada Por 

(V.3)  s a t i s f a ç a  à s  s e g u i n t e s  c o n d i ç õ e s :  

( i )  G ( s )  t enha  po los  e  z e r o s  no semi-pla 'no l a t e r a l  e s q u e r d o ( f e  

c h a d o ) .  

( i i )  AG(s) - g r  D ( s )  - g r  N ( s )  - c 2 ,  

Prova:  Cons iderando o  s i s t e m a  da F i g u r a  V,1 e  r a c i o c i n a n d o  em 

termos d o  l u g a r  das  r a i z e s  d e s t e  s i s t e m a  pa ra  o  c a s o  1 i n e a r  

i . e . ,  f ( y )  = h ,y  ( O <  h < w ) ,  sabemos que:  os p o l o s  do s i s t e m a  

em malha f e c h a d a ,  pa ra  h + m ,  t e n d e r ã o  p a r a  o s  z e r o s  de G ( s )  e  

' que p o r t a n t o  não poderão e s t a r  no semi -p lano  l a t e r a l  d i r e i t o .  

No c a s o  de h -+ O o s  p o l o s  da s i s t e m a  em malha f e -  

chada t e n d e r ã o  aos  p o l o s  de G ( s )  que deverão e s t a r  no s e m i - p l a -  

no l a t e r a l  e sque rdo  f e c h a d o ,  p o i s  h > O. C a s o  t i v e s s e m o s  

- f Y )  O L dever íamos  t e r  p o l o s  de  G ( s )  n o  serni-plano l a t e r a l  
Y 



e s q u e r d o  a b e r t o .  

A n a l o g a m e n t e ,  r a c i o c i n a n d o  em t e r m o s  d o  1  u g a r  d a s  

r a i z e s  p a r a  o  c a s o  l i n e a r ,  f ( y )  = h , y  (O c h c a ) ,  p a r a  q u e  o  

s i s t e m a  s e j a  i n c o n d i c i o n a l m e n t e  e s t á b e l  (O h a )  a s  a s s i n t o -  

t a s  do  l u g a r  d a s  r a - i z e ç  ( p a r a  h  + a j  n ã o  p o d e r ã o  c r u z a r  o  e i x o  

i m a . g i n á r i o ,  Como o  ?ingulo d a s  a s s i n t o t a s  é d a d a  p o r :  

p o r t a n t o  q m a x  = 1 ,  d o n d e  A G ( s )  - 2 

P o r t a n t o  a s  c o n d i ç õ e s  a c i m a  s ã o  c o n d i ç õ e s  n e c e s s ã  

r i a s  p a r a  a  r e p r e s e n t a ç ã o  d o  s i s t e m a  (V.1.) s o b  q u a l q u e r  e s t r u t u  - 

r a  f a v o r á v e l .  Como c o n s e q u e n c i a  d a  c o n d i ç ã o  ( i i )  a c i m a  t e m - s e  

o s e g u i n t e :  

Lema V.2: S e  p a r a  o  s i s t e m a  ( V . 2 )  a  m a t r i z  [ã * b.F] s i g t i  s t a  - 

b l e  e n t ã o :  G ( s )  = C ( s 1  - Ã)-'.E t a l  q u e  h G ( s )  - < 2 .  

P r o v a :  Tomando-.se a E R ,  a > O ,  a  m a t r i z  [a a,h.cr] s e r á  s i g n  

s t a b l e  b' a > O .  C o n s i d e r a n d o  q u e  e s t a  m a t r i z  " c a r a c t e r i z a "  o  

; s i s t e m a  ( V . 2 )  no  q u a l  u = a . y ,  ou s e j a ,  

C l a r a m e n t e  o  s i s t e m a  a c i m a  e e s t a v e l  p a r a  t o d o  a > O .  P e l a  c o n -  

d i ç ã o  ( i i )  do  Lema V.l i s t o  i m p l i c a  q u e  n e c e s s a r i a m e n t e  AG(s) - <2e 



V.2,2 - Candições  de  R e a l i z a b i l i d a d e  do S i s t ema  t i p o  L u r ' e  s o b  

E s t r u t u r a  Favoráve l  

Tra ta remos  dos  s i s t e m a s  do t i p o  ( V . 7 )  pa ra  i n v e s -  

t i g a r  a  p o s s i b i l i d a d e  da o b t e n ç ã o  de uma r e p r e s e n t a ç ã o  f a v o r á -  

ve l  e  mais e s p e ~ i f i c a m e n t e ~ p a r a  que e s t a  r e p r e s e n t a ç ã o  r e c a i a  

nas c o n d i ç õ e s  dos C o r o l á r i o s  IV,1 a  IV,6 com e s t r u t u r a  J a c o b i .  

- 
Eim t e rmos  d a s  m a t r i z e s  Ã, b e  c, para  que o  s - i s t e  - 

ma ( V . 2 )  a p r e s e n t e  uma e s t r u t u r a  J a c o b i  c o n v e n i e n t e  e que r e -  

c a i a  em u m  dos c a s o s  t r a t a d o s  na s e ç ã o  IV.2, algumas c o n d i ç õ e s  

deve'm s e r  s a t i s f e i t a s :  

( a )  Uma cond ição  n e c e s s á r i a  pa ra  que a  s i s t e m a  ( V . 2 )  t e n h a  e s -  
- 

t r u t u r a  J a c o b ;  5 que a s  m a t r i z e s  Ã = (a ) e  b . c  = (bi.cj) i j .  

. :  sejam J a c s b i .  P o i s  s e  Ã ou b,: não Sorem J a c o b i ,  a  m a t r i z  

[A .k bc] não  ser: J a c o b i  ( v i d e  ~ e f i n i ç õ e s  IV.1 e  IV .2 ) .  

( b )  Uma cond ição  n e c e s s ã r i a  pa ra  que o  s i s t e m a  ( 1 . 2 )  r e c a i a  em 

u m  dos c a s o s  da s e ç ã o  IV.2 e que tenhamos a  m a t r i z  
- - - 
c  = ( T I ,  C ? ,  c n )  com apenas  u m  e l emen to  não n u l o  
- - - 
C k  # O ;  1 - c k - < n ,  ( a  i n a t r i z  n x n ,  b . c  = (b..Z.) t e r ã  a p e -  

1 J 
- .  

nas a  co luna  k não t o t a l m e n t e  nu la ) ' .  

Dado  que a r e a l i z a ç ã o  do s i s t e m a  (V.2) sob  uma e? 

t r u t u r a  f a v o r á v e l ,  que r e c a i a  nos c a s o s  t r a t a d o s  na s e ç ã o  IV.2, 

s e r á  o b t i d a  a  p a r t i r  da f u n ç ã o  de t r a n s f e r ê n c i a  (V ,3 )  da p a r t e  

l i n e a r  do s i s t e m a  ( V , 1 )  o u  ( V . 2 ) ,  a  s e g u i r  são dadas  a s  f u n ç õ e s  



d e  t r a n s f e r c n c i a  r e l a t i v a s  a  cada c a s o ( C a s 6 s  1 ,  $ I a  e I l b  da s e -  

ção IV.2) bem como s ã o  a n a l i s a d a s  a s  c o n d i ç õ e s  de r e a l i z a b i l i d a  - 

de d e s t a s  f u n ç o e s  sob  e s t r u t u r a s  f a v o r á v e i s  do t i p o  J a c o b i .  

As f u n ç õ e s  de t r a n s f e r ê n c i a  a b a i x o  s ã o  d e t e r m i n a -  

das  c o n s i d e r a n d o - s e  que o s i s t e m a  ( V . 2 )  e s t e j a  r e p r e s e n t a d o  s o b  

uma e s t r u t u r a  J a c o b i ,  que e a q u e l a  que s e r ã  buscado o b t e r  a p a r  - 

t i r  d e  uma dada G ( s ) .  C o n s i d e r a - s e  também que a  m a t r i z  Ã ( r ?  

forma J a c o b i )  é n ã o - d e c o m p o n ~ v e l  e  que ã < 0, i = 1  ,2,,.. , n .  Es i  i - 

t a s  duas u l t i m a s  c o n d i ç õ e s  no e n t a n t o ,  não s ã o  e s s e n c i a i s  e  

em c e r t o s  c a s o s  podem s e r  r e l a x a d a s .  

As f u n ç õ e s  de t r a n s f e r ê n c i a  r e l a t i v a  aos  c a s o s  

( I ,  I I a  e  I I b )  da s e ç ã o  IV.2,  cons iderand 'o  o  s i s t e m a  ( V . 2 )  com 

e s t r u t u r a  J a c o b i ,  s ã o  dadas  por :  

Caso I :  

onde: I n  e  I n m l  s ã o  a s  m a t r i z e s  i d e n t i d a d e  ( n x n )  e  (11-1) x  ( n - 1 )  

r e s p e c t i v a m e n t e .  

- 
A k  é a  m a t r i z  ( n - 1 )  x ( n - 1 )  o b t i d a  a  p a r t i r  da m a t r i z  A 

( J a c o b i )  ( n x n )  e l j m i n a n d o - s e  a k-esima l i n h a  e  c o l u n a , C l a  - 

ramente n e s t e  c a s o  temos A G ( s )  = n-m = 1 .  



Caso IIa: Como na seção IV.2 foi mostrada a equivalência dos ca - 
sos IIal e IIa2, a funcão de transferência relativa a este c a -  

so, utilizando os argumentos d,a seção IV.2 e caracterizada por: 

- 
~ n d e :  ÃI2 é a matriz (n-2) x (n-2) obtida a partir da matriz A 

(Jacobi) eliminando-se a 1: e 2. linhas e colunas da ma- 

triz Ã (nxn). Claramente neste caso temos AG(s) = n-m = 2. 

Caso IIb: No caso em que o sistema ( V O Z )  tem estrutura Jacohi a ----- 

função de transferência relativa ao Caso IIb e dada por: 
1 

- - 
onde: (SI,, - A)k+i e a matriz formada a partir da matriz 

- 
(SI, - A) eliminando-se a (k+i)ésima linha e a k-ésima co 

luna. 

neste caso, dependendo de Ok,i. teremos AG(s) = n-m = 2 o 11 

AG(s) = n-m = 1. 

Obs: O caso I e um caça particular do caso Ilb. - 



As c o n d i ç O e s  d e  r e a l i z a b i l i d a d e  d e  uma f u n ç ã o  d e  

t r a n s f e r ê n c i a  G ( s )  s o b  " e s t r u t u r a s  f a v o r ~ v e i s "  , d e v i d o  a o  f a t o  

d e  e s t a r m o s  t r a t a n d o  e s t r u t u r a s  J a c o b i  t i as  q u a i s  á i j  # O p a r a  

l i - j l  1 ,  p a s s a m  a  s e r  m a i s  e s t r i t a s  d o  q u e  a q u e l a s  d a d a s  p e -  

l o  Lema V e l o  

Tomando-se  o  c a s o  especifico em q u e  o  s i s t e m a  

( V . 2 )  t em urna e s t r u t u r a  f a v o r a v e 1  d o  jipe s i g n  s t a b l e ,  t e m - s e  o  

s e g u i n t e :  

Lema V.3: Uma c o n d i ç ã o  n e c e s s á r i a  p a r a  q u e  G ( s )  = N ( s ) / D ( s )  ( i r  - - 

r e d u t l v e l )  s e j a  r e a l i z ã v e l  na  f o r m a  d o  s i s t e m a  ( V . . 2 )  com e s t r u  

t u r a  J a c o b i  s i g n  s t a b l e ,  n o s  c a s o s  I  ( A G ( ~ )  = I ) ,  I I a  ( A G ( s ) - 2 )  

e  I I b  ( A G ( s )  = 2  ou A G ( s )  = I ) ,  e q u e  N ( s )  e  D( - s )  s e j a m  p o l i n e  

m i o s  d e  t l u r w i t z .  

P r o v a :  ( C a s o s  I e  I I a ) :  Como Ã = ( ã i j )  é t a l  q u e  á i j  f O p a r a  
- - 

l i - j l  - < 1  e n t ã o  (Ã  * b  7 )  s e r  s i g n  s t a b l e  i m p l i c a  em q u e  Ã e  

s i g n  s t a b l e  e  p o r t a n t o  p o r  ( V . 6 )  e  ( V . 7 )  D ( s )  n o s  c a s o s  I  e  I I a  
C 

e  H u r t r i t z ,  A n a l o g a m e t i t e  p o r  (V.G)  e  ( V 0 7 ) ,  coiiio q u a l q u e r  sub-ma - 

t r i z  p r i n c i p a l  d e  uma m a t r i z  s i g n  s t a b l e  (com a i i  0; i = 

1 ,  2 ,  ..., n )  tainbéni 6 s i g n  s t a b l e  e n t ã o  Ãk e  Ã I E  também s ã o  
. - 

s - ign  s t a b l e  e  p o r t a n t o  N ( s ) ,  n o s  c a s o s  7: e  I L a ,  tambêm s ã o  

H u r w i t z .  

( C a ç o  I I b ) :  No c a s o  I I b  a n a l o g a m e n t e  a o s  c a s o s  a n t e r i o r e s  D ( s )  

6 H u r w i t z .  T o d a v i a  o  f a t o  d e  q u e  N ( s )  n e s t e  c a s o  também é e s t r i  - 



tarnente Hurwitz nao e i m e d i a t a  e  e most rada  a  p a r t i r  d u  Lema 

A3,1 (Apêndice A3).  

Pe lo  Lema A3.1 podemos a f i r m a r  que u m  pol inõmio 

P ( s )  de  grau  n - > 1  que s e j a  o b t i d a  a  p a r t i r  da combinação l i -  

nea r  de ( m  - > 1 )  po l inomios  de Hurwitz P i ( s )  i . e .  
m 
I a i  

i  = l  

onde: a .  > O ;  i  = 1 ,  2 ,  . . . , m e  a  d i f e r e n ç a  de grau  e n t r e  o s  
1 

pol inõmios  P i  ( s ) .  i = 1,  2 ,  . . . , m é não s u p e r i o r  a  2 ,  e n t ã o  

P ( s )  também ser ;  Hurwi tz .  

Como no c a s o  da f u n ç ã o  de t r a n s f e r ê n c i a  ( v - 8 )  

N ( s )  5 um s o m a t ó r i o  que r e c a i  n e s t e  c a s o , '  e n t ã o  N ( s )  tambem s e -  
. ;n 

r: Hurwitz .  t3 

No c a s o  em que a c o n d i ç ã o  ã i j  + O pa ra  l i - j l  - 1 

s e j a  r e l a x a d a ,  e  mais  e s p e c i f i c a m e n t e  pa ra  ã i i  - O ;  i = 1 3 2 3 . . , e , n  

a s  cond ições  d o  Lema acima poderão  s e r  r e l a x a d a s  pa ra  a s  c o n d i -  

ções  d o  Lema V . l ,  l e v a n d o - s e  em c o n t a  que n e s t e  c a s o ,  a  o b t e n -  

ção de  uma e s t r u t u r a  J a c o b i  s i g n  s t a b l e  e s t a r ã  s u j e i t a  5 s  cond i  - 

ções  d o  Teorema 111.11 ( c a s o  J a c o b i  s i g n  s t a b l e  com d i a g o n a l  

não e s t r i t a m e n t e  n e g a t i v a ) .  

C o n s i d e r a n d o - s e  a i n d a  a s  c a r a c t e r y s t i c a s  p a r t i c u -  

l a r e s  das  e s t r u t u r a s  r e l a t i v a s  aos  c a s o s  I  e I I a ,  c o n d i ç õ e s  a d i  - 

c i o n a i s  devem s e r  s a t i s f e i t a s  pa ra  que s e j a  poss?ve l  a o b t e n ç ã o  

de e s t r u t u r a s  f a v o r ã v e i s ;  e s t a s  c o n d i ç õ e s  s ã o  dadas  p e l o :  



Lema V.4 :  Uma c o n d i ç ã o  n e c e s s á r i a  pa ra  que a  f u n ç á o  de t r a n s f e -  

r c n c i a  G ( s )  = N ( s ) / D ( s )  s e j a  r e a l i z á v e l  na forma do s i s t e m a  

(V.2)  com e s t r u t u r a  J a c o b i  s i g n  s t a b l e ,  r e l a t i v a  a o s  c a s o s  I e  

I I a ,  é dada por :  

tn onde: N ( s )  = s  + p1 s  m -  I 
4- e . .  

+ Blll 

n 
S 

n-1 D ( s ) = s  + a l  4- . . .  e a n  

Prova:  Cons iderando a s  f u n ç õ e s  de t r a t i s f e r e n c i a  G ( s )  = N [ s ) / D ( s )  

r e l s t i v a ç  aos c a s o s  I  e I l a  dadas  r e s p e c t i v a m e n t e  por  ( V . 6 )  e 

( V  - 7 )  temos que: 

( a )  N ( s )  é o  poiinÔmio c a r a c t e r i s t i c o  de uma s u b - m a t r i z  p r i n c i -  

pal da m a t r i z  Ã ( J a c o b i  s i g n  s t a b l e ) .  

( b )  D ( s )  é o  pol inõmio  c a r a c t e r ~ s t i c o  de Ã. 

( c )  os c o e f i c i e n t e s  dos po l inõmios  c a r a c t e r ~ s t i c o s  D ( s )  e  N ( s )  

s z o  formacios a  p a r t i r  dos  menores p r i n c i p a i s  de Ã i . e .  

( c a s o  1 )  



( c a s o  I I a )  

- Mi(x): são  os  menores de ordem i  da m a t r i z  Á ( n x n )  e  Ãk e A 1 2  

são  s u b - m a t r i z e s  p r i n c i p a i s  de Ã ( c f .  ( V . G )  e  ( V . 7 ) )  

( d )  t odos  os  menores p r i n c i p a i s  d e  uma m a t r i z  s i g n  s t a b l e  A 

( n x n )  ( indecomponfvel  com d i a g o n a l  e s t r i t a m e n t e  n e g a t i v a )  

i  s a t i s f a z e m  ( - 1 )  M i ( Ã )  > O .  i  = 1 ,  2 ,  .. . , n .  

P o r t a n t o  de  ( a ) ,  ( b ) , '  ( c )  e  ( d )  teiii--se que:  

para todo  i  = 1 ,  2 ,  ..., m e  p o r t a n t o  ( V , 9 )  s e  v e r i f i c a .  

Obs. 1 :  No caso  em que a  m a t r i z  Ã e decornpon?vel e  com d i a g o n a l  

não e s t r i t a m e n t e  n e g a t i v a  a  c o n d i ç ã o  (V.9)  pode s e r  r e l a x a d a  

para a i  > @ i  i  = 1 ,  2 ,  .. . , rn. - 

Obs. 2 :  E - f ã c i l  v e r i f i c a r  que a c o n d i ç ã o  ( V . 9 )  n ã o  é n e c e s s á r i a  
- 

n o  c a s o  I I b  e  eln c a s o s  em q u e ,  por exemplo a s  r n a t r i z i s  6 e C 

são  dadas por 6 = [El .  629 0 ,  ..., O ]  e  - [E1, 0 '  01. 



V.2.3 - A l g o r i t m o s  d e  R e a l i z a ç ã o  d e  E s t r u t u r a s  -- J a c o b i  

As f u n ç õ e s  d e '  t r a n s f e r z n c - i a  ( V o 6 ) ,  ( V o 7 )  e  ( V . 8 )  

s u g e r e m  q u e  há uma f o r t e  r e l a ç ã o  e n t r e  o s  p o l i n Ô m i o s  c a r a c t e r 7 s  - 

t i c o s  da  m a t r i z  Ã e  o s  p o l i n ô m i o s  c a r a c t e r ~ s t i c o s  d e  s u a s  s u b -  

m a t r i z e s  p r i n c i p a i s  n a  f o r m a ç ã o  d o  n u m e r a d o r  e  d e n o m i n a d o r  d a s  

f u n ç õ e s  d e  t r a n s f e r g n c i a  G ( s ) ,  Com b a s e  n e s t a  i d g f a  f o i  d e t e r m i  - 

n a d a  a  r e l a ç ã o  e x i s t e n t e  e n t r e  o s  e l e m e n t o s  a i j  d e  uma m a t r i ?  

d e  J a c o h i  Ã e  o s  c o e f i c i e n t e s  d o s  p o l i n Ô m i o s  c a r a c t e r ~ s t i c o s  d e  

s u a s  s u b - m a t r i z e s  p r i n c i p a i s  ( t ambem J a c o b i ) .  A p a r t i r  d e s t a  r e  

l a ç ã o ,  d a d a  p e l o  Lema V.5 a b a i x o ,  6 q u e  f o r a m  d e s e n v o l v i d o s  o s  

a l g o r i t m o s  d e  r e a l i z a ç ã o  a p r e s e n t a d o s  a  s e g u i r .  

Lema V.5: ( V i d e  A p ê n d i c e  A 4 ) :  S e n d o  Ã = ( ã i j )  uma m a t r i z  d e  

J a c o b i r e a l  n x n ,  a  r e l a ç á o  e n t r e  o s  e l e m e n t o s  ã i j  d a  m a t r i z  Ã e 

o s  c o e f i c i e n t e s  d o s  p o l i n õ m i o s  c a r a c t e r ~ s t i c o s  d a s  s u b - m a t r i z e s  

p r i n c i p a i s  i n f e r i o r e s  Ã i ,  como d e f i n i d o  a b a i x o , ;  d a d a  p o r :  

P = ( n - k )  i 1  



e  a k  s ã o  o s  c o e f i c i e n t e s  d o  p o l  i n õ m i o  c a r a c t e r i s t i c o  i PI$) = 

s k  + a k s  k - 1  
k - 1  + ... + a k  d a  s u b - m a t r i z  p r i n c i p a l  Ã n - k s  o Onde 

- 
A j  ( j  = O 1  ..., n - 1 )  é a  s u b - m a t r i z  p r i n c i p a l  o b t i d a  a  p a r -  

t i r  da  m a t r i z  Ã e l i m i n a n d o - s e  a s  s u a s  j p r i m e i r a s  l i r i h a s  e  c o l u  - 

n a s  ( E o  - A ) .  

E m  ( V . 1 0 )  a d i c i o n a l m e n t e  t e m o s  q u e :  

- r 
a n + i  , n  = O ;  a =1 ( s e  r = s > O ) ;  ar=O ( s e  r < s  ou r<O ou s < O )  ( V . 1 1 )  s  - s 

V 0 2 , 3 a  - Uma R e a l - i z a ç ã o  J a c o h i  p a r a  o  C a s o  G G ( s )  = 1  ----- --- 

P a r a  a  e s t r u t u r a  d o  s i s t e m a  ( V . 2 )  r e l a t i v a  a o  c a -  
- 

s o  I  e  em p a r t i c u l a r  com 7 e  K1 ( o u  d e  m a n e i r a  e q u i v a l e n t e  c n  1  

e  F n )  o s  e l e m e n t o s  n ã o  n u l o s  d e  E e  6, a  f u n ç ã o  d e  t r a n s f e r ê n -  

c i a  d a d a  p o r  ( V . 6 )  é 
> 

- 
A ,  Ã l S  In e  I n - l  como eni. (V,  6 )  . 

P a r a  d e t e r m i n a r m o s  o s  e l e m e n t o s  d a  m a t r i z  Ã u t i l i  - 

zaiiios o  s e g u i n t e :  



Algoritmo V.1: Fazendo k = n ,  em (V.10), obtemos um sistema al- 
.-- 

gébrico de n equações a n incõgnitas que, embora não-llnear, e 

de solução bastante simples pela sequência de operaçces dada 

abaixo. A partir de (V.10): 

com (k = n); i = n-1 obtemos â 1 1  

i = n-2 obtemos ãz1 

n-2 i = n-3 obtemos anm3 

n-2 i = O obtemos ao 

com (k=n-1); i = n-2 obtemos â 2 2 

i = L-3 obtemos ã32 

n-3 i = n-4 obtemos an-4 

n-3 i = O obtemos ao  

I 
com (k = 1);. i = O obtemos ao = a n 11 

Os â i i  e â . i+1 ,i obtidos pela sequgncia de opera- 

ções acima, constituem a matriz Ã. 

Portanto no caso I ,  para que se obtenha um siste- 

ma ( V . 2 )  com as caracter?sticas desejadas, a matriz c obtida 



pe lo  Algor i tmo acima e  como n e s t e  c a s o  a s  m a t r i z e s  b e  F têm 

e s t r u t u r a  p ré -de te r i i i i nada ,  os  va l  o r e s  nu1n6ricos c o r r e s p o n d e n t e s  

aos e l emen tos  d e s t a s  m a t r i z e s  s ã o  o b t i d o s  d i r e t a m e n t e  a  p a r t i r  

do ganho de G ( s )  ( c f .  V 0 1 2 b ) .  

Obs: Segundo o  a l g o r i t m o  ac ima ,  desde  que pa ra  algum p a r  ( k 3 i )  

k ob t ivermos  u m  c o e f i c i e n t e  ( â i j  O U  C " . )  n e g a t i v o ;  i s t o  s i g n i f i c a  
1 

que uma e s t r u t u r a  em que (Ã * 5 b )  s e i 3  J a c o b i  s i g n  s t a b l e  com 

a s  c a r a c t e r f s t i c a s  d e s e j a d a s  não pode s e r  o b t i d a  a  p a r t i r  da 
- - 

G ( ; )  dada.  Para que (Ã * b c )  no c a s o  I s e j a  J a c o b i  s i g n  s t a b l e  

todos  os c o e f i c i e n t e s  â i  e  n k  n e c e s s a r i a m e n t e  d e v e r s o  s e r  p o s i  i  .- 

t i v o s .  Todav ia ,  para  obtermos  uma r e a l i z a ç ã o  sob  e s t r u t u r a  f a v o  - 

r ã v e l ,  e s t a  não n e c e s s a r i a n i e t i t ~  d e v e r á  s e r  Jac0b.i s i g n  s t a b l e  

( v i d e  Teorema IV.3 e  C o r o l ã r i o  I V . 2 ) .  

V.2.3b - Uma R e a l i z a ç ã o  J a c o b i  p a r a  o  Caso AG(s) = 2 

Para a  e s t r u t u r a  do s i s t e m a  (V .2 )  r e l a t i v a  ao c a -  

so  I I a ,  e  em p a r t i c u l a r  pa ra  Fl e  E2 como os  e l e m e n t o s  não n u -  

l o s  de c e  6, a  função  de t r a n s f e r ê n c i a  dada por ( V . 8 )  e 

- 
' 9  '2' It,3 I n - 2  como em ( V . 7 ) .  



P a r a  d e t e r m i n a r m o s  o s  e l e m e n t o s  d a  m a t r i z  Ã u t i l  - i 

z a m o s  o  s e g u i n t e :  

A l g o r i t m o  V . 2 :  F a z e n d o  k = n  em ( V . 1 0 )  o b t e m o s  u m  s i s t e m a  a l g é -  
- 

b r i c o  n ã o - l i n e a r  d e  n e q u a ç õ e s  e n 4 1  i n c ó g n i t a s  que s ã o :  a l l '  
n - 1  

a Z 1 >  ai i  = 0 ,  1 ,  ..., n - 2 .  P o r t a n t o  n e s t e  c a s o ,  em p r i n c í -  

p i o ,  p o d e m o s  t e r  uma i n f i n i d a d e  d e  s o l u ç õ e s  p a r a  a  m a t r i z  Ã. 

O A l g o r i t m o  p a r a  e s t e  c a s o  c o n s t a  d e  3 p a s s o s  b á -  

s i c o s :  

P a s s o  1 :  A r b i t r a r  u m  v a l o r  p a r a  

P a s s o  2 :  S o l u c - i o n a r  o  s . i s t e r n a  1  i n e a r  (V.1 .4)  a b a i x o ,  o b t i d o  a 

p a r t i r  d a s  r e l a ç õ e s  ( V . 1 0 ) :  

r.;iq 

a 11-11 n - 3  

Q 
n - i  / 
ri -- 4 

n  - 1  



Passo  - 3 :  Com a  s o l u ç ã o  de  (V .14)  fazemos k = n - 1  no Algor i tmo  

V . 1  e  recaimos no caço  de r e a l i z a ç õ e s  J a c o b i  com A G ( s )  = i e 

Passo  4 :  a Como a  e s t r u t u r a  d a s  m a t r i z e s  b e  c é d a d a ,  d e t e r m i n a -  

s e  os s e u s  v a l o r e s  numér icos  a  p a r t i r  do ganho T 2 ,  equação  

( V . 1 3 b ) .  

V i s t o  que a  nossa  preocupaçZo p r i n c i p a l ,  em r e l a -  

ção a  e s t e s  A'Igorit inos,  a  r e a l i z a ç ã o  de s i s t e m a s  do t i  p~ 

( V . 2 )  a  p a r t i r  de uma G ( s )  dada e  que ap resen tem e s t r u t u r a s  f a -  

v o r á v e i s ,  a  sua  u t i l i z a ç ã o  e  em p a r t i c u l a r  o Algor i tmo V . 2 ,  a s -  

sume c a r a c t e r 7 s t i  c a s  pecul i a r e s  que podem s e r  e x p r e s s a s  pel a s  

s e g u i n t e s  o b s e r v a ç õ e s :  

- - 
Obs. 1 : No Passo 1  o  i n t e r v a l o  u t i l i z a d o  p a r a  a r b i t r a r  õ l l  e  

t a l  que :  O < â l l  < a 
n - a 
tl - 1 Tal i n t e r v a l o  é d e t e r m i n a d o  p e l o  n-3 '  - - 

= ! a  e a  s e g u i n t e :  dado o  f a t o  que a n - l  n - 2  = E a  
i  i  i  i  e  co -  

i  = l  n -3  i = 3  - 
mo, para  que s e j a  o b t i d a  uma e s t r u t u r a  f a v o r á v e l ,  e  n e c e s s á r i o  

- 
que tenhamos a i  i 0, i  = 1 ,  2 ,  . . . , n (Lema 1 1 1 . 2 ,  c o n d i ç ã o  ne - 

c e s s á r i a  pa ra  que Á E D )  devemos t e r  @ <  a l l  
n - a 

n - 2 
< a n - 1  n -3 '  

Obs. 2 :  Sobre o  Passo  2 ;  c a s o  e x i s t a  s o l u ç ã o  " v i ~ v e l "  
p-- 

p a r a  

(V .14)  somente a i  É que ao Passo  3 .  Caso c o n t r á r i o  r e -  

tornamos ao Passo  1 a l t e r a n d o  o  v a l o r  de â l l ,  a t é  que t o d o  o  i n  - 

t e r v a l  o  s e j a  t e s t a d o .  D. i  zemos que ( V .  1 4 )  tem s o l u ç ã o  " v i á v e l  " 

> O ,  i  = 1 ,  2 ,  . . . ,  n - 2 ;  de  vez que nosso  i n -  s e  ã Z 1  > O e  a i  

. t e r e s s e  p rende- se  a r e a l i z a ç ã o  de e s t r u t u r a s  f a v o r á v e i s .  Eviden - 



t e m e n t e  c a s o  ( V . 1 4 )  n ã o  t e n h a  s o l u ç ã o  v i á v e l ,  p a r a  t o d a  a  f a i x a  

p o s s i v e l  d e  â l l  a  f u n ç h  de t r a . n s f e r ê n c i a  n ã o  t e m  uma r e a l i z a -  

ç ã o  s o b  a q u e l a  e s t r u t u r a  f a v o r 5 v e l  na  c l a s s e  J a c o b i .  

Obs.  3 :  As o b s e r v a ç õ e s  r e l a t i v a s  a o  P a s s o  3 s ã o  a q u e l a s  p e r t i -  -- 
n e n t e s  a o  A1 g o r i  tmo V .  1 .  

As o b s e r v a ç õ e s  a c i m a  r e l a t i v a s  a  c a d a  p a s s o  d r s  

A l g o r i t m o s  V . l  e  V.2 p r e n d e m - s e  ã b u s c a  d e  e s t r u t u r a s  f a v o r á -  

v e i s  e n ã o  s e  a p l i c a m  q u a n d o  a p e n a s  s e  d e s e j a  r e a l i z a r  e s t r u t u -  

r a s  J a c o b i .  

S u m a r i a n d o  o  A l g o r i t i n o  ( V . 2 )  no  c a s o  d a  r e a l i z a -  

ç ã o  d e  e s t r u t u r a s  J a c o b i  f a v o r á v e i s ,  o  s i s t e m a  ( V . 2 ) ,  p o d e  - 

mos e s b o ç á - l o  p e l o  d i a g r a m a  d e  b l o c o s  d a  F i g u r a  V.2 .  

Obs.  4 :  No d i a g r a m a  d e  b l o c o s  d a  F i g u r a  V.2 a  v e r i f i c a ç ã o  do f a  - 

t o  d e  t e r - s e  c h e g a d o  a  uma e s t r u t u r a  f a v o r á v e l  ou n ã o , é  d e c i d i -  

do com b a s e  n o s  r e s u l t a d o s  d a  s e ç ã o  V . 3 .  

Obs .  5 :  A c o n c l u s ã o  da  e x i s t ê n c i a  ou  n ã o  d e  u m  v a l o r  d e  

( p e l o  a l g o r i t m o  V . 2 )  q u e  g e r a  uma e s t r u t u r a  f a v o r á v e l  d e v e  s e r  

c e r c a d a  d e  u m  c e r t o  c u i d a d o :  d a d o  q u e  o v a l o r  d e  â l l  q u e  g e r a  

uma e s t r u t u r a  f a v o r á v e l  em p r i n c i p i o  p o d e  s e r  um v a l o r  i s o l a d o ,  

e s t e  f a t o ,  d e p e n d e n d o  d o s  a c r G s e i m o s  que s ã o  u t i l  i z a d o s  p a r a  

t e s t a r  o i n t e r v a l o ,  p o d e r 2  l e v a r  2 f a l s a  c o n c l u s ã o  d a  n ã o  e x i s -  

t ê n c i a  d e  r e a l i z a ç ã o  f a v o r ã v e l .  



Fig.  V . 2  - Algoritmo V . 2 :  r e a l i z a ç ã o  de e s t r u t u r a s  f a v o r á v e i s  



Obs. 6 :  Anal i sando-se  o  p roced imen to  baseado no a1 g o r i t m o  V . 2  

vemos que no c a s o  em que a G ( s )  = 2 ( c a s o  I I a )  a  r e a l i z a ç ã o  de  

uma G ( s )  dada ,  em uma e s t r u t u r a  f a v o r á v e l  pode não s e r  ú n i c a ,  

f a t o  que poderá de te rmi  n a r  d i f e r e n t e s  c o n d i ç õ e s  p a r a  a  e s t a b i  1  - i  

dade a b s o l u t a  do s i s t e m a  ( V . 1 ) ;  algumas poderão  s e r  niais c o n s e r  - 

v a t i v a s  que o u t r a s .  Cremos que e s t e  a s p e c t o  deve rá  merece r  uma 

i n v e s t i g a ç ã o  complementar .  

Obs. 7 :  Outro a s p e c t o  r e l a t . i v o  aos  Algor i tmos  V . 1  e  V . 2  que de -  

v e r á  s e r  i n v e s t i g a d o  é o  s e g u i n t e :  i ndependen temen te  de s e  ob- 

t e r  e s t r u t u r a s  f a v o r á v e i s ,  d e t e r m i n a r  em que c o n d i ç õ e s  uma f u n -  

ção de t r a n s f e r ê n c i a  G ( s )  a d m i t e  uma r e a l i z a ç ã o  com e s t r u t u r a  

J a c o b i ,  E s t e  a s p e c t o  6 de i i n p o r t â n c i a  quando s e  aborda  o  p r o b l e  - 

ma da s i n t e ç e  de s i s t e m a s  a b s o l u t a m e n t e  e s t á v e i s ,  dado q u e ,  una 

vez o b t i d a  uma e s t r u t u r a  J a c o b i  ( p o r  exemplo)  pode-se  a t r i b u i  r  

v a l o r e s  aos pa râmet ros  de G ( s )  p a r a  que s e  ob tenha  uma e s t r u t u -  

r a  f a v o r á v e l .  

Cons ide rando  o  problema d a s  r e a l  i  z a ç õ e s ,  em t e r -  

mos g e r a i s ,  a c r e d i t a - s e  que u m  maior  e s f o r ç o  de p e s q u i s a  d e v e r á  

s e r  e f e t u a d o  p a r a  a  d e t e r m i n a ç ã o  de  m a n e i r a s  s i s t e m á t i c a s  de s e  

o b t e r  o u t r o s  t i p o s  de  e s t r u t u r a s  mais g e r a i s  do que a q u e l a s  t r a  - 

t a d a s  n e s t a  s e ç ã o .  



Tomando por  b a s e  os Algor i tmos  de r e a l i z a ç ã o  d a -  

dos tia s e ç ã o  a n t e r i  o r ,  podemos e s t a b e l e c e r   ovos c r i t é r i o s  a l g é  

b r i c o s  para  d e t e r m i n a r  a  e s t a b i l i d a d e  a b s o l u t a  de s i s t e m a s  do 

t i p o  Lur 'e -P0s tn . i  kov ( V . 7 ) .  Normalmente os c r i  t e r i o s  de e s t a b i -  

l i d a d e  a b s o l u t a  r e l a t i v o s  a  e s t e s  s i s t e m a s  base iam-se  nas ca ra :  -- 

t e r i s t i c a s  f r e q u e n c i a i s  de  G ( s ) ,  1 7 8 / ,  1 8 3 1 ,  1 8 7 1 ,  t o d a v i a  e s -  

t e s  c r i  t e r i o s  nem sempre s ã o  de f á c i  1  a111 i c a ç ã o ,  p r i n c i p a l m e n t e  

no c a s o  em que s e  c o n s i d e r a  o  problema da s y n t e s e  de r e g u l a d o -  

r e s  que assegurem a  e s t a b i l i d a d e  a b s o l u t a  do s i s t e m a  r e g u l a d o  

I Y  - 

O e s t a b e l e c i i l i e n t o  de c r i  t é r j o s  a ' lgébr . icos b a s e a -  

dos nos c o e f i c i e n t e s  dos polinÔinios N ( s )  e  D ( s )  de G ( s ) ,  p r o p o r  

c i o n a  métodos a l t e r n a t i v o s  pa ra  o  problema da a n á l i s e  de e s t a b i  - 

l i d a d e  de s i s t e m a s  n ã o - l i n e a r e s .  Cremos t o d a v i a  que sua  p o t e n -  

c i a l i d a d e  maior  e s t a  l i g a d a  ao problema da s i n t e s e  de r e g u l a d o -  

r e s  em s i s t e m a s  não-1 i n e a r e s .  A 1  guns t r a b a l h o s  r e c e n t e s  n e s t e  

s e n t i d o  comprovam e s t a  a s s e r ç ã o  I g 2 1 ,  I 4 O 1 .  

A d e t e r m i n a ç ã o  d e s t e s  c r i t e r i o s  a l g é b r i c o s  ba-  

s e i a - s e  na " r e a l i z a b i l i d a d e "  da f u n ç ã o  de t r a n s f e r ê n c i a  w )  
sob  uma e s t r u t u r a  f a v o r á v e l  r e f e r e n t e  aos  r e s u l t a d o s  da s e ç ã o  

I V . 2 ,  e s t a  r e a l  i z a b i l  i d a d e  e v e r i f i c a d a  em termos  dos r e s u l t a -  

dos e  Algori  tmos e s t a b e l e c i d o s  na s e ç ã o  V . 2 .  



Considerando os  c a s o s  em que A G ( s )  = 1  e  a G ( s )  = 

2 ( v i d e  Lema V . l )  podemos e s t a b e l e c e r  O S  s e g u i n t e s  r e s u l t a d o s :  

Teorema V . l :  Condições s u f i c i e n t e s  p a r a  que o  e q u i l y b r i o  do s i s  - 

tema ( V . 1 )  s e j a  a b s o l u t a m e n t e  e s t á v e l  Am s ã o :  

( i )  n G ( s )  = 1  

( i i )  Todos os e l emen tos  á i i  e  â i + l , i  o b t i d o s  a p a r t i r  do Algo- 

r i t ino V.l se jam p o s i t i v o s .  

Prova:  Desde que a  c o n d i ç ã o  ( i i )  6 s a t i s f e i t a ,  i s t o  i m p l i c a  que 

pa ra  ( V . 2 )  e x i s t e m ,  uma m a t r i z  Ã J a c o b i  s i g n  s t a b l e  e  m a t r i z e s  
d 

b e  '?f ( o b t i d a s  a  p a r t i r  de V . 1 2 b ;  c a s o  I ) '  t a i s  que ( Ã  jr b c) e  

s i g n  s t a b l e .  Pe lo  C o r o l á r i o  V.l o  s i s t e m a  ( V . 2 )  e  c o n s e q u e n t e -  

mente ( V . 1 )  tem o  e q u i l r b r i o  a b s o l u t a m e n t e  e s t á v e l  A m .  

Teorema V . 2 :  Condições s u f i c i e n t e s  p a r a  que o  e q u i l i b r i o  do s i s  - 

tema (V.1)  s e j a  a b s o l u t a m e n t e  e s t á v e l  A a s ã o :  

( i )  a G ( s )  = 1 

( i i )  os e l e s e n t o s  â i j  o b t i d o s  a  p a r t i r  d o  Algor i tmo V.l s ã o  

t a i s  que:  a i i  > O ;  i  = 1 ,  2 ,  . . . ,  n e  a  m a t r i z  de J a c o b i  

-3- i  Ã ' =  ( a i j )  s a t i s f a ç a  ( - 1 )  d e t i ( x ' )  > O ;  i  = 1 ,  2 ,  . . . ,  n .  



Prova :  Analogamente ao Teorema V.5, s e  a  c o n d i ç ã o  ( i  i )  n e s t e  ca  

s o  f o r  s a t i s f e i t a ,  e n t ã o  e x i s t e  uma m a t r i z  Ã = ( á i j )  t a l  q i! e 
- 
A E D e  como n e s t e  c a s o  a G ( s )  = 1 ( c a s o  I )  e x i s t e m  m a t r i z e s  b e  
- 
c  t a i s  que 61 .C1 < O ( V . 1 2 b ) .  P e l o  Teorema IV.3 o  s i s t e m a  ( V . 2 )  

e  consequentemente  (V.1 ) tem o equi  l 7 b r i  o  a b s o l u t a m e n t e  e s t á v e l  

A .  
c0 

Teorema V.3: Condições s , u f i c i e n t e s  p a r a  que o  e q u i l T b r i o  do s i s  

tema ( V . l )  s e j a  a b s o l u t a m e n t e  e s t á v e l  Am s ã o :  

( i )  a G ( s )  = 2 

- 
( i  i  ) Todos os  e1 ementcs a i  i e  a i + l  , i  o b t i d o s  a  p a r t i r  do a l g o -  

r i tmo  V . 2  se jam p o s i t i v o s .  

Prova:  A p a r t i r  da c o n d i ç ã o  ( i i )  e x i s t e  uma m a t r i z  J a c o b i  A 

s i g n  s t a b l e  e  como a G ( s )  = 2 no c a s o  I I a  e x i s t e m  m a t r i z e s  b e  

(V.13b)  t a i s  que ( E  * 6 c) é s i g n  s t a b l e ,  p o r t a n t o  p e l o  c o r o l á  .- 

r i o  IV.4 o s i s t e m a  ( V . 2 )  e  consequen temen te  o  s i s t e m a  ( V . ! )  tein 

o e q u i l y b r i o  a b s o l u t a m e n t e  e s t á v e l  A C=3 . 

Teorerna 11.4: Condições s u f i c i e n t e s  p a r a  que o  s i s t e m a  ( V . l )  s e  
V--- - 

, j a  abso lu tamen te  e s t á v e l ' !  Am s ã o :  

( i )  a G ( s )  = 2 
> 

( i i )  Os e l emen tos  ã i j  o b t i d o s  a  p a r t i r  do a l g o r i t m o  V . 2  se jam 

t a i s  que :  



i i a )  S i i  > O ;  i = 1 ,  2 $  . . .  , n e  ã Z 1  > 0 

i  i i b )  ( - 1 )  d e t i ( ? )  > O ;  i  = 3 ,  4 ,  . . . ,  n 

Prova:  Analoga ã prova d o  Teorema V.3,  n e s t e  c a s o  u t i l i z a n d o  o  

C o r o l á r i o  IV.3.  

As c o n d i c õ e s  s u f i c i e n t e s  dos r e s u l t a d o s  a c i r a  

a p r e s e n t a d o s  podem a i n d a  s e r  r e l a x a d a s  p e r m i t i n d o - s e  que os  e l e  

rnentos d i a g o n a i s  da m a t r i z  Ã = ( Z i j )  não se jam t o d o s  n e g a t i v o s  
- 

i . e .  a i i  - O ,  i  = 1 ,  2 ,  . . . , n ,  i s t o  pode s e r  o b t i d o  a  p a r t i r  

d a  u t i l i z a ç ã o  do Teorema 111 .11 .  

U m  a s p e c t o  que deve s e r  c o n s i d e r a d o  o  de que  

o s  r e s u l t a d o s  acima s ã o  d e r i v a d o s  a  p a r t i i n  de  r e a l i z a ç õ e s  em e s  A 

t r u t u r a s  a c ? c l i c a s - 3  do t i p o  J a c o b i  , e  embora o u t r o s  t i p o s  de 

r e a l i z a ç õ e s  a c i c l i c a s - 3  devam s e r  i n v e s t i g a d o s ,  c r ê - s e  q u e :  "ca  - 

ã o  uma r e a l i z a ç ã o  J a c o b i  não s e j a  p o s s ~ v e l ,  nenhuma o u t r a  e s t r u  - 

t u r a  a c 7 c l i c a - 3  poderá  s e r  o b t i d a  a  p a r t i r  da função  de t r a n s f e  - 

r g n c i a  d a d a " ,  e s t a  p r o p o s i ç ã o  n o  e n t a n t o  não f o i  demons t rada .  

0s r e s u l t a d o s  acima c o n s t i  tuein-se em c r i t é r i o s  a1 A 

g é b r i c o s  a l t e r n a t i v o s  p a r a  a  d e t e r m i n a ç ã o  da e s t a b i l i d a d e  a b s o -  

l u t a  do s i s t e m a  ( V . ] ) ,  t o d a v i a ,  em t e rmos  g e r a i s ,  a  comparação 

d e s t e s  r e s u l t a d o s  com o u t r o s  o b t i d o s  a t r a v é s  de metodos f r e q u e n  - 

c i a i s  1 7 7 1 ,  1 7 8 [ ,  I 3 l 1 ,  1 a i n d a  não f o i  e s t a b e l e c i d a .  Apa- 

r en temen te  e l e s  conduzem a  r e s u l t a d o s  mais  ou menos c o n s e r v a t i -  

vos dependendo do s i s t e m a  c o n s i d e r a d o .  



Sabe-se  no e n t a n t o  que sendo a s  f u n ç õ e s  de Lyaps  

nov, r e f e r e n t e s  aos  r e s u l t a d o s  da s e ç ã o  I V . 2 ,  do t i p o  L u r ' e  e  

desde  que s e  v e r i f i q u e m  a s  h i p ó t e s e s  d e s t e s  r e s u l  t a d o s , a s  G ( S )  

c o r r e s p o n d e n t e s  v e r i f i c a m  o  c r i t é r i o  de Popov pa ra  não-1 - inea r i  - 

dades  no s e t ~ r  p o s i t i v o  i n f i n i t o  ( 8 7 ( ,  O U  s e j a ?  

~ e ( [ 1  + q j w ]  G ( j w ) )  - > O ;  j = 1r-6-í; q c t e  

pa ra  todo  O < w < + 

Cabe a i n d a  s a l i e n t a r  que os c r i t é r i o s  a l g é h r i  cos  

acima e s t a b e l e c e m  uma nova c i a s s e  de s i s t e m a s  que s a t i s f a z  a  

c o n j e c t u r a  de Aizerman 1 1 1 ,  1 ' 1 .  

Mostramos em s e g u i d a  a  a p l i c a ç ã o  d e s t e s  c r i  t é -  

r i o s ,  bem como exemplos e s p e c f f i c a s  em q u e , a  p a r t i r  d e l e s ,  oh-, 

tcm-se r e s u l t a d o s  menos c o n s e r v a t ' i v o s  do que a q u e l e s  o b t i d o s  

por métodos f r e q u e n c i a i  s ,  como é o  c a s o  do exemplo V .  5 1 l 0  j . 

Exemplo V . l :  s e i a  o s i s t e m a  ( V I . 1 )  com a  f u n c ã o  de t r a n s f e r e n -  

c i a  d a  p a r t e  l i n e a r  dada por :  

Aplicando o  Algor i  t m o  V.l a  p a r t i r  dos c o e f i c i e n t e s  de G ( s )  t e  - 

nios : 



<r, 
cr) 

(rd 

rd 
E 
a, 
C-, 

* 
.v 

V) 



Exemplo  V.2 :  S e j a  - 

u t i l i z a n d o  o  A l g o r i t m o  V . 1 ,  o b t e m o s  âii = a i + l  , i  = + 1  e p o r -  

t a n t o  p e l o  'Teorema V . 1 ,  t e m o s  a  e s t a b i l i d a d e  a b s o l u t a  d o  s i s t e -  

ma d e  c o n t r o l e  d a  F i g u r a  V.1 com F ( . )  E Am. 

Exemplo  -- V . 3 :  S e n d o  a  f u n ç ã o  de t r a n s f e r ê n c i a  ( V . 3 )  d a d a  p o r :  

u t i l i z a n d o  o  a l g o r i t m o  V . 2 :  

P a s s o  1 :  A r b i t r a n d o  o  v a l o r  â l l  = 0,8; ' 0  < â I 1  = 3 .  ---- 

P a s s o  2 :  M o n t a n d o  o  s i s t e m a  ( V . 1 4 )  p a r a  a  G ( s )  d a d a ,  t e m o s :  



o b t e m o s  a  s e g u i n t e  s o l u ç ã o :  n - 1  11-1 n - 1  . -  
[a2 a~ ;"O ¶ a ~ ~  ] = [3,20; 5 , 2 3 ;  

5 ,104 0 ,711  

P a s s o  3 :  F a z e n d o ,  em ( V , 1 0 ) ,  k = n  - 1  = 3 ;  j = 2 ;  k = 1  s u c e s -  - 

s i v a m e n t e  t e m o s :  

p o r t a n t o ,  como t o d o s  o s  â i j  s ã o  p o s i t i v o s ,  p e l o  T e o r e m a  V.3 ,  o  

s i s t e m a  da  F i g u r a  V .1  com a  G ( s )  d a d a  é a b s o l u t a m e n t e  e s t á v e l  

A 00 . Uma d a s  r e a l i z a ç õ e s  p o s s y v e i  s  6 d a d a  p e l a s  m a t r i z e s :  

A = 

- 
-0 ,8  - 1  O O 1 - 

0  $ 7  -2 ,2  + 1 O b = [o ,  1 ,  o ,  O ] '  

O -1  ,O3 - 0 , 3 2  1 I - 
C = [ I 9  o ,  o ,  O ]  

O O -1 , 78  - 0  $ 6 8  



Exemplo V.4:  1 5 8 1  

a s  c o n d i ç á e s  s u f i c i e n t e s  p a r a  a e s t a b i l i d a d e  a b s o l u t a  A _  n e s t e  

c a s o  s ã o :  

( i i )  c > a  

E s t a s  cond ições  decorrem do f a t o  de podermos o b t e r  a s e g u i n t e  

r e a l  i  zação:  

onde: a 2 *  = c - a  

a 2 3  a 3 2  = ( C  - a ) .  a  - d 

Cons iderando o  s i s t e m a  (V .16)  e  a n a l i s a n d o  a s  con - 

d i ç õ e s  eni que ( A  * b c )  a p r e s e n t a  e s t r u t u r a  f a v o r a v e 1  ' temos o  

s e g u i n t e :  Neste c a s o  A G ( s )  = 2 e podemos u t i l i z a r  o Teorema V.4 

e  o  f oro lá rio IV.3 ( c a s o  I r a ) :  p a r a  que o  s i s t e m a  t e n h a  e s t r u t u  - 

r a  f a v o r á v e l  r e l a t i v a  ao c a s o  I I a  devemos t e r  a s  s e g u i n t e s  con-  



d i  ç õ e s  : 

( 1 )  a i i  < 0, i  = 1 ,  2 ,  3  ++ b > O >  ( c - a )  > 0 ,  a  > O 

O que  d e m o n s t r a  a s u f i c i ê n c i a  d a s  c o n d i ç õ e s  ( i )  e  ( i i ) .  Cabe 

r e s s a l  t a r  que  t a i s  c o n d i ç õ e s  que  s ã o  a l g é b r i c a s ,  d i f i c i  l m e n t e  

s e r i a m  o b t i d a s  a p a r t i  r d e  métodos  f r e q u e n c i a i s .  

O b s :  N o t e - s e ,  no exemplo  a c i m a ,  que s e  a 2 3 a 3 2  = ( c - à )  . a - d  < O - 

( A  b  c )  s e r á  uma m a t r i z  s i g n  s t a b l e  e  a  e s t a b i l i d a d e  a b s o l u t a  

d e c o r r e  do ~ o r o l a r i o  IV .4 .  Caso ( c - a ) . a - d  > O a  c o n d i ç ã o  ( i v )  

do c o r o l á r i o  IV .3  é s a t i s f e i t a  i . e .  d e t  Ã' < 0 .  O c a s o  

( c - a ) . a - d  = O não  pode o c o r r e r ,  v i s t o  que  n e s t e  c a s o  o  s i s t e m a  

V.16 r e d u t y v e l  ( G ( s )  e r e d u t T v e 1 ) .  

Exemplo V.5 1 l o 3 j :  S e j a  o  s i s t e i n a  a b a i x o ,  dado  na s u a  r e p r e s e n  

t a ç ã o  de  e s t a d o s :  

(V. 1 7 )  



Uti 1  i zando mêtodos f r equenc i  a i  s  baseados  no c r i  t e  - 

r i o  de Popov; S i1  j a k  e  Weis senberge r  po31 de te rmina ram uma f u n  - 

ção de Lyapunov que g a r a n t e  e s t a b i l i d a d e  abso ' lu t a  do s i s t e m a  no 

s e t o r  [ O ;  41 , 6 ] .  Porém, u t i l i z a . n d o - s e  os  r e s u l t a d o s  da s e ç ã o  an - 

t e r i  o r ,  computando-se G ( s )  obtemos : 

e  a p l i c a n d o - s e  o  Algc r i tmo  V.l temos a  s e g u i n t e  r e a l i z a ç ã o ,  ou 

r e p r e s e n t a ç ã o  e q u i v a l e n t e  do s i s t e m a  (V .17)  

e  p e l o   orol lã rio IV.4 tenios que o  s i s t e m a  (V .18)  e  c o n s e q u e n t e -  

mente - x = O do s i s t e m a  (V .17)  é a b s o l u t a m e n t e  e s t á v e l  no s e t o r  

p o s i t i v o  infinito, O - < k < 

E s t e  exemplo tambGni i l u s t r a  o  f a t o  de como uma r e  - 

p r e s e n t a c ã o  matemãt ica  do mesmo s i s t e m a  e  que a p r e s e n t a  uma e s -  

t r u t u r a  " f a v o r á v e l  " p o s s i b i l i t a  a  o b t e n ç ã o  de r e s u l t a d o s  s e n s i -  

velmente menos conserva ti vos.^ 



Claramente  os Teoremas V.l a  V.4 c o n s t i t u e m - s e  em 

novos c r i t é r i o s  a l g é b r i c o s  pa ra  anã1 i  s e  de e s t a b i  1  i dade a b s o l  u -  

t a  de s i s t e m a s  do t i p o  ( V . l ) ,  t o d a v i a  dese jamos  e n f a t l z a r  o  f a -  

t o  de q u e ,  a  p a r  da u t i l i d a d e  no problema da anã1 i s e ,  os a l g o -  

r i  tnios acima d e r i v a d o s  s ã o  de g rande  u t i l i d a d e  no problema da 

s y n t e ç e  de s i s t e m a s  a b s o l u t a m e n t e  e s t á v e i s  1 4 0  1 ,  1 9 2  1 de vez 

que os  métodos f r e q u e n c i a i s  s ã o  menos adequados ao problema da 

V.4 - ESTRUTURAS SIGN S T A B L E  E PASSIVIDADE 

Considerando o  f a t o  de que os  s i s t e m a s  da c l a s s e  

( V . l ) ,  com G ( s )  s a t i s f a z e n d o  à s  c o n d i ç õ e s  dos Teoremas V.1 e  

V .  3 admi tem r e a l  i zações  que ap resen tam e l e v a d a  . i n sens  i  bi 1 i  dade  

ou " r o b u s t e z "  do ponto de v i s t a  da e s t a b i l i d a d e ,  ou s e j a ,  pode -  

mos r e a l i z a r  s i s t e m a s  do t i p o  ( V . l )  nos q u a i s  a  m a t r i z  [K * L , ]  

é s i g n  s t a b l e .  I s t o  i m p l i c a  no f a t o  de que ine'smo havendo v a r i a -  
- 

çÕes nos v a l o r e s  n u m ~ r i c o s  dos e l e m e n t o s  de Ã, b e  c, sem que 

s e j a  a l t e r a d a  sua  e s t r u t u r a  de s i n a i s ,  o  s i s t e m a  c o n t i n u a r á  s e n  - 

do a b s o l u t a m e n t e  e s t á v e l  . 

A p a r t i r  d e s t e  f a t o ,  uma q u e s t ã o  que pode s e r  co-  

l o c a d a  é a  s e g u i n t e :  " h a v e r i a  uma r e l a ç ã o  e n t r e  a  r e a l i z a b i l i d a  

de de uma f u n ç ã o  de t r a n s f e r ê n c i a  sob  uma e s t r u t u r a  s i g n  s t a b l e  

e  a  r e a l i z a ç ã o  de s i s t e m a s  p a s s i v o s  1 5 2  1 ,  1 7 5 1 ,  1 9 8  1 , e  por  con - 

s e g u i n t e  uma r e l a ç ã o  com f u n ç õ e s  r e a i s  p o s i t i v a s  e  h i p e r - e s t a b i  - 

l i d a d e  1 4 1 ,  1 8 " ,  1 8 5 1 "  ? 



E s t a  questão p a w c e  bastante ina t iu ra?  d e  vez  q u e  

s i s t e m a s  p a s s i  vps tçm c a ! r a c t e r l s t l  cas que 7 hes i si- ao uma 'I v o c a -  

~ ã o "  n a t u r a l  p a r a  a e s t a b i l i d a d e  [ " I ,  1 8 " .  

Jlo eap? '&u lo  s u b s e q u e n t e  m o s t r a - s e  a e x 7 s - t ê n c i  a  d e  

uma e s t r e i  t a  rel a ç b  e n t r e  e s t . r , u - t u i a s  s i g n - s t a b l e  e r e d e s  p a s  s - i 

V ~ S ,  gy s e j a ,  m o s t r a - s e  q u e  6 poss7ve3, por uma e s c o l h a  c o n v e -  

n i e n t e  d a s  v a r i á y e - i s  de e s t a d o  de  c i r c u i t o s  R L C ,  d a r - l h e s  uilia 

r e p r e s e n t g ç ã o  com e s t r u t u r a  " s i g n - s t a b f e " *  Fa to  q u e  f o i  u t i l i z a  - 

d o  n a  d e t e r m i n a ç i í o  d a  syntese d e s t e s  c i r c u i t o s  a p a r t i r  d e s t a s  

r e a l  i z a ç õ e s  "sign s t a b l e " .  T o d a v i a  os  l imites  p r e c i s o s  d a  r e l  a -  

ção s i g n - s t a b i l i t y  - p a s s i v i d a d e ,  d o  p o n t o  d e  v i s t a  f o r m a l ,  

g i n d a  n i o  foram i s t a k e l e c í d o s ,  

C e n s i d e r a n d s  que t a l  ques t ão  m e r e c e  uma i n v e s t i g a  - 

ggo m a i s  a p r o f u n d a d a ,  podemos  n o  e n t a n t o  e s t a b e l e c e r  a 1  gumas  

s ~ n c l u s õ e s  b a s e a d a s  em r e s u l t a d o s  que c a r a c t e r i z a m  a  p a s s i v i d a -  

de em t e m g s  dg e s t r u t u r a  i n t e r n a  d o  s i s t e m a  1 5 2 1 ,  1 B 4 1  1 9 8 1 .  

Dado  o s i s t e m a  l i n e a r  i n v a r i a n t e  no t e m p o  

com - x E u u ,  r E e A ,  B ,  C ,  ma t r i ze s  c o n s t a n t e s  d e  d i m e n -  = 

~ õ e s  a d e q u a d a s ,  temos a s e g u i n t e :  



D e f i n i ç ã o  V . 1  I g 8 1 :  O s i s t e m a  (V .19)  ê chamado p a s s i v o  s e  

somente s e  pa ra  x ( 0 )  = O temos - 

para  t o d a  - u ( t )  q ~ u d r a d o  i n t e g r a v e l  . 

Do ponto  de v i s t a  da t e o r i a  de c i r c u i t o s ,  de onde 

o  c o n c e i t o  de p a s s i v i d a d e  tem o r igem,  a  r e l a ç ã o  ( v . 2 0 )  r e p r e s e n  - 
a 

t a  a  " e n e r g i a  f o r n e c i d a "  ao s i s t e m a ,  p o r t a n t o  a  p a s s i v i d a d e  e 

d e f i n i d a  em termos da n ã o - n e g a t i v i d a d e  d e s t a  e n e r g i a .  Do pon to  

de v i s t a  da t e o r i a  de s i s t e m a s  e  s i s t e m a s  de c o n t r o l e ,  o  c o n c e i  - 

t o  f i s i c o  e  i m p l i c a ç õ e s  de p a s s i v i d a d e  s ã o  menos e v i d e n t e s ,  de 

vez que a  c o n c e i t u a ç ã o  do que r e p r e s e n t a  a  " e n e r g i a  do s i s t e -  

ma" não f i c a  s u f i c i e n t e m e n t e  c a r a c t e r i z a d a  1 7 5 1 .  

Dado que a  r e l a ç ã o  e n t r e  s i s t e m a s  p a s s i v o s  e  f u n -  

ções  r e a i s  p o s i t i v a s  é conhec ida  1 5 2 1 ,  I 1 l51  ,nos  preocuparemos 

somente em s i t u a r  a s  G ( s )  ( n o  c a s o  uma e n t r a d a  uma s a l d a )  que 

têm r e a l i z a ç ã o  " s i g n  s t a b l e " , n o  c o n t e x t o  de s i s t e m a s  p a s s i v o s .  

Embora a  p a s s i v i d a d e ,  como d e f i n i d a  a c i m a ,  e s t e j a  

baseada  na r e l a ç ã o  e n t r a d a - s a y d a  do s i s t e m a  (V .19)  é poss7'vel de- - 

t e r m i n á - l a  a  p a r t i r  da e s t r u t u r a  i n t e r n a  d e s t e  s i s t e m a  1 5 2 1 .  Es - 

t e  f a t o  nos p e r m i t e  s i t u a r  os  s i s t e m a s  que ap resen tam e s t r u t u r a  

s i g n - s t a b l e  em r e l a ç ã o  aos  s i s t e m a s  p a s s i v o s  como 6 most rado  a  

s e g u i r .  



Para o  s i s t e m a  (-V.19) os  p a r e s  ( A ,  B )  e  ( A ,   são 
a d m i t i d o s  completamente c o n t r o l ã v e l  e  o b s e r v a v e l  r e s p e c t i v a m e n -  

t e .  Consideremos os s e g u i n t e s  r e s u l t a d o s :  

Teorema V.5 1 5 2 1 :  CondisÕes n e c e s s á r i a s  e  s u f i c i e n t e s  p a r a  que -- - - - - - 

o s i s t e m a  (V.19)  s e j a  p a s s i v o  s ã o  que:  e x i s t a  uma m a t r i z  d e f i n i  - 

da p o s i t i v a  P ( n x n )  e  uma m a t r i z  L ( n x m )  t a i s  que a s  r e l a ç ã e s  

A I P  + P A  = - L L '  (V .21a )  

B'P = C ( V I . 2 b )  

sejam v e r i f i c a d a s .  

Pa ra  o c a s o  em que a s  m a t r i z e b  B e  C s ã o  r e s p e c t i  - 

varnente ( n x l )  e  ( l x n ) ,  ou s e j a ,  (V.19)  c o r r e s p o n d e  p a r t e  l i -  

nea r  d o  s i s t e m a  ( V . 1 ) ,  em termos  da função  de t r a n s f e r ê n c i a  e s -  

c a l a r  G ( s ) ,  tem-se o  s e g u i n t e :  

Teorema V.6 I g 8 1 :  Para que o  s i s t e m a  ( V . 1 9 ) ,  com B(nx1)  
-- -. - . 

e 

C ( B x n )  s e j a  p a s s i v o  é n e c e s s á r i o  que G ( s )  = c ( s 1  - A ) - '  b s a t i s  - 

f a ç a  a s  s e g u i n t e s  c o n d i ç õ e s :  

(i) t e n h a  n - 1  z e r o s  f i n i t o s  

(ii) t e n h a  t o d o s  os n - 1  z e r o s  - f i n i t o s  no semi -p lano  l a t e r a l  e s -  

querdo ( f e c h a d o )  do p lano  complexo. 



Obs:  O r e s u l t a d o  a c i m a ,  e m b o r a  c o n h e c i d o  na 1  i t e r a t u r a  r e f e r e n -  - 
1 0 9  t e  a  t e o r i a  d e  c i r c u i t o s  I 1 O 5 1 ,  1 .  I f o i  g e n e r a l i z a d o  p a r a  o 

c a s o  mul t i v a r i á v e l  I g 8 1 ,  

U t i l i z a n d o  o  Teorema  V , 5  podemos  m o s t r a r  o  s e g u i n  - 

t e :  

Lema V.6: O s i s t e m a  ( c a s o  p a r t i c u l a r  d e  ( V . 1 9 ) )  

no  q u a l ' :  ( i )  A é ' s i g n  s t a b l e  

( i i )  b = ( b l >  b 2 ,  ..., b n ) '  e  

c  = ( C , >  c 2 >  ..., C , )  s ã o  t a i s  q u e  

d 

b k  e C k  ( 1  5 k - < n )  s ã o  u n i c o s  e l e m e n t o s  n ã o  

n u l o s  com b k  c k  > O 

m 

e um s i s t e m a  p a s s i v o ,  

P r o v a :  Como A 5 s i g n  s t a b l e  e n t ã o  p e l o  C o r o l á r i o  111.4 e x i s t e m  

> o m a t r i z e s  d i a g o n a i s  P > O ,  P = d i a g [ p l ,  p 2 ,  ..., p n ]  e  L L '  - 



t a i s  que (V.21a)  s e  v e r i f i c a .  Dado uma m a t r i z  P d i a g o n a l  que s a  - 
- t i s f a z  ( V . 2 1 a ) ,  a  e x p r e s s a o  (V.21b)  f i c a  r e d u z i d a  a  b k  p k  - c k .  

E f ã c i l  v e r  que s e  P s o l u ç ~ o  d i a g o n a l  de ( V . Z l a ) ,  pa ra  q u a l -  

quer  r e a l  K > O ,  KP tambgm é  s o l u ç ã o ,  e n t ã o  tomando-se um K > O 

t a l  que 

C k K = -  a  r e l a ç ã o  ( V , 2 1 b )  e v e r i f i c a d a  

k P k  

Tendo em v i s t a  a s  c a r a c t e r y s t i c a s  da f u n ç ã o  de 

t r a n s . f e r e n c i a  ( V .  1 3 a )  d o  s i s t e m a  ( V . 2 )  podemos a i n d a  c o n c l u i r  o 

s e g u i n t e :  

As f u n ç õ e s  de  t r a n s f e r ê n c i a  que s a t i s f a z e m  a s  

cond ições  do Teorema V.3, ou s e j a ,  que têm r e a l i z a ç ã o  sob  e s t r u  - 

t u r a  " s i g n  s t a b l e "  não cor respondem a  f u n ç õ e s  de t r a n s f e r ê n c i a  

de s i s t e m a s  p a s s i v o s  e  p o r t a n t o  a s  r e a l i z a ç õ e s  com e s t r u t u r a s  

" s i g n - s t a b l e "  c o r r e s p o n d e n t e s  não s e  c o n s t i t u e m  em s i s t e m a s  p a s  

s i v o s .  I s t o  pe lo  f a t o  de que n e s t e  c a s o  AG(s) = 2 e  p o r t a n t o  o 

s i s t e m a  tem n - 2  z e r o s  f i n i t o s  e  não s a t i s f a z  2s  c o n d i ç õ e s  do 

Teoreina V.6 .  



A q u e s t ã o  que s e  c o l o c a v a  em r e l a g ã o  aos  s i s t e -  

mas do t i p o  ( V . l )  com e s t r u t u r a  (ou r e a l i z a ç ã o )  s i g n  s t a b l e  e r a  

a ' s e g u i n t e :  "Ser iam os  s i s t e m a s  do t i p o  ( V . l )  com e s t r u t u r a  

" s i g n  s t a b l e "  u m  c a s o  p a r t i c u l a r  de , s i s t en ia s  p a s s i v o s  ? "  C l a r a -  

mente p e l o  e x p o s t o  a c i m a ,  a  r e s p o s t a  n e g a t i v a ,  embora h a j a  

unia grande  i n t e r s e ç ã o  e n t r e  e s t a s  duas  c l a s s e s  de s i s t e m a s .  

Dado a  i d e n t i f i c a ç ã o  e ; , i  s t ê n t e  e n t r e  s i s t e m a s  

p a s s i v o s ,  f u n ~ õ e s  r e a i s  p o s i t i v a s  e hi p e r e ç t a b i  1  i d a d e -  

1 4 1 ,  / 8 4 1 ,  pode-se c o n c l u i r  que a s  f u n ç õ e s  de t ra t i s . fe rêr ic - ia  r e -  

l a t i v a s  aos Teoremas V.1 e  V . 2  s ã o  f u n ç õ e s  r e a i s  p o s i t i v a s  e  

consequenternente  os  s i s t e m a s  c o r r e s p o n d e n t e s  s ã o  ! ~ i p e r e s t á v e i s .  

O f a t o  acjma f o i  e x p l o r a d o  p a r a ;  a  p a r t i r  dos  a,?- 

go r i tmos  de r e a l  i z a ç ã o ,  d e t e r m i n a r  métodos de s t n t e s e  de r e d e s  

p a s s i v a s  como 6 mostrado no c a p T t u l o  s u b s e q u e n t e .  

Note-se que o  Algor i tmo V.l c o n s t i t u i - s e  em u m  

método a l g é b r i c o  que pode s e r  u t i l i z a d o  na s ? n t e s e  de  f u n ç õ e s  

r e a i s  p o s i t i v a s  e por  c o n s e q u ê n c i a  na s t n t e s e  de s i s t e m a s  h i -  

p e r e s t ã v e i s  1 4 1 ,  I8q, O que poderá  s e r  de u t i l i d a d e  no p r o j e -  

t o  de s i s t e m a s  a u t o - a d a p t a t i v o s  1 6 3 1 .  

Conclu indo e s t e  c a p i t u l o  queremos s a l  i e n t a r  que 

o  problema de r e a l i z a ç õ e s  em e s t r u t u r a s  f a v o r á v e i s  d e v e r á  s e r  

e x p l o r a d o  no c a s o  de v ã r i a s  n ã o - l i n e a r i d a d e s ,  ( o  problema da s e  - 

ção VI.1 6 u m  exemplo)  a s s i m  como no caço  de o u t r o s  t i p o s  de e s -  

t r u t u r a s  que não n e c e s s a r i a m e n t e  J a c o b i ,  v i s t o  q u e ,  s e  forem de - 



t e r m i n a d a s  formas  s i s t e i n ã t i c a s  de s e  o b t e r  e s t a s  r e a l i z a ç õ e s ,  

t a l  f a t o  poderá  d e t e r m i n a r  novos c r i t é r i o s  a l g é b r i c o s  p a r a  a n a -  

l i s e  e  s T n t e s e  de s i s t e m a s  n ã o - l i n e a r e s  nos c a s o s  mais g e r a i s .  

No caso  d o  problema da s y n t e s e  de s i s t e m a s  não-- 

1 i  n e a r e s  , com v á r i  a s  não-1 i  n e a r i  dades  , a  ap l  i  c a ç ã o  r e l  a t i v a  a o s  

s i s t e m a s  de e n e r g i a  e l é t r i c a  t r a t a d a  na s e ç ã o  VI-1 c o n s t i t u i - s e  

em u m  exemplo da v i a h i  1 i  dade da apl i c a ç ã o  das  t é c n i c a s  de r e a l  i  

zação  de e s t r u t u r a s  f a v o r á v e i s  p a r a  os  c a s o s  mais  g e r a i s .  

Outro a s p e c t o  que a i n d a  cabe  r e s s a l t a r  6 o  de  

que . n o  problema de não-1 i n e a r i d a d e s  contidas em s e t o r e s  f i n i t o s ;  

f ( x )  < k ,  x + o } ,  a l g u n s  exemplos f ( . )  E A k  onde A k  = If(.)lO < - 
X 

t r a t a d o s  p e l o s  c r i t é r i o s  a1 g g b r i  cos  d e s e n v o l v i  dos n e s t e  capTtu -  

1 0 ,  apresentam r e q u l  t a d o s  que j u s t i f i c a m  uma p e s q u i s a  e x p l o r a n -  

d o  e s t a  q u e s t ã o .  



CAPITULO VI 

A P L I C A C Õ E S  

A f i n a l i d a d e  d e s t e  c a p T t u l o  é o  d e  a p r e s e n t a r  a1  - 

gumas a p l i c a ç õ e s  d o s  r e s u l t a d o s  d a  a b o r d a g e m  e s t r u t u r a l  c o n t i  - 

d o s  n o s  c a p l t u l o s  p r e c e d e n t e s .  s ã o  a b o r d a d o s  d o i s  p r o b l e m a s  b a -  

s i c a m e n t e  d i s t i n t o s :  o  p r i m e i r o  t r a t a  d a  e s t a b i l i d a d e  d e  u m  ç i s  - 

t e m a  d e  n - m á q u i n a s  s 7 n c r o n a s  i n t e r c o n e c t a d a s , e  o  s e g u n d o  t r a t a  

do  p r o b l e m a  d a  s í n t e s e  d e  r e d e s  p a s s i v a s  l i n e a r e s  e i n v a r i a n t e s  

no t e m p o .  

E m  ambos c a s o s  e x p l o r a m - s e  a s  c a r a c t e r ? s l i c a s  i n e  

r e n t e s  à e s t r u t u r a  d e s t e s  s i s t e m a s .  A p a i t i r  d a  a b o r d a g e m  p r o -  

p o s t a ,  m o s t r a - s e  como o  f a t o  d e  s e  c o n s i d e r a r  a e s t r u t u r a ,  d e  

uma m a n e i r a  e x p l T c i  t a  ou i m p l i c i  t a ,  a u x i l  i a  no t r a t a m e n t o  d o  

p r o b l e m a  d a  e s t a b i l i d a d e  d e  s i s t e m a s  c o m p l e x o s .  

No p r i m e i r o  p r o b l e m a  ( n ã o - 1  i n e a r ) ,  v e r i f i c a - s e  

q u e  c e r t a s  p e c u l i a r i d a d e s  d e  s u a  e s t r u t u r a  p e r m i t e m  u t i l  i z a r  a  

a b o r d a g e m  e s t r u t u r a l  na  d e t e r m i n a ç ã o  d e  r e s u l t a d o s  p a r a  o  p r o -  

b l e m a  d e  c o n t r o l e  P - f  ( P o t ê n c i a - f r e q u ê n c i a )  d o  s i s t e m a  m u l t i - m á  - 

q u i n a s .  M o s t r a - s e  q u e  é p o s s í v e l ,  u t i l i z a n d o  o s  a l g o r i t m o s  d e  

r e a l  i  z a ç ã o  ( c a p í t u l o  V ) ,  s i  n t e t i  z a r  c o n t r o l  a d o r e s  p a r a  c a d a  uma 

d a s  n - m a q u i n a s ,  d e  uma m a n e i r a  d e s c e n t r a l i z a d a ,  o s  q u a i s  P o r  

s u a  v e z  a s s e g u r a m  a e s t a b i l  i d a d e  a b s o l u t a  d o  s i s t e m a  i n t e r c o n e c  - 

t a d o .  



No segutldo probleina,  a  p a r t i r  de uina d e f i n i ç ã o  

adequada das  v a r i á v e i s  de e s t a d o -  que descrevem a s  r e d e s  p a s s i -  

-L- vas do t i p o  l a d d e r  R L C ,  v e r i f i c a - s e  a  e x i s t ê n c i a  de uma t n t i m a  

r e l a ç ã o  e n t r e  a  e s t r u t u r a  d e s t a s  r e d e s  e  a s  e s t r u t u r a s  do t i p o  

J a c o b i  s i g n  s t a b l e .  E s t e  f a t o  e e x p l o r a d o  p z r a ,  com base  nos a1 - 

gor i tmos  de r e a l i z a ç ã o  de e s t r u t u r a s  J a c o b i  s i g n  s t a b l e  (CapTtu 

1 0  V ) ,  d e t e r m i n a r  m ~ t o d o r  s i s t e m á t i c o s  a1 t e r n a t i v o s  p a r a  a  05-  

t e n ç a o  da s ? n t e s e  d e s t a s  r e d e s .  

VI.9 - SISTEMAS D E  ENERGIA ELFTRICA: COM C O N T R O L E  ( P - f )  D E S C E N -  

TRALIZADO - 

A a p l i c a ç ã o  d o  método d i r e t o  de Lyapunov ao p r o -  

blema da e s t a b i l i d a d e  de u m  s i s t e m a  de n-máquinas s ~ n c r o n a s  i n -  

t e r c o n . e c t a d a s  tei-11. s i d o  o b j e t o  de inúmeros t r a b a l h o s  1 1 1 2  I , /  1 
1 2 5 1 ,  / 2 4 1 .  A m a i o r i a  d e s t e s  t r a b a l h o s  u t i l i z a ,  como h i p ó t e s e s  

simpl i f i c a d o r a s ,  d e s p r e z a r  a d inâmica  dos r e g u l a d o r e s  de v e l o c i  -- 

dade de cada uma das máqu inas ,  ou e n t ã o ,  c o n s i d e r á - l a s  a  p a r t i r  

de inodel os extremamente s i i n p l ' i f i  cados  . Por o u t r o  1 a d o ,  

t r a b a l h o s  que inc luem a d inâmica  dos r e g u l a d o r e s ,  determinam con 

d i ç õ e s  s u f i c i e n t e s  de e s t a b i l i d a d e  a b s o l u t a  a  p a r t i r  de f u n ç õ e s  

de Lyapunov do t i p o  L u r ' e .  E s t a s  c o n d i ç õ e s ,  no e n t a n t o ,  s ã o  d a -  

das  de uma manei ra  irnpl7cit .a em termos  da r e s o l u ç ã o  de equações  

m a t r i c i a i  4 a l g é b r i c a s  não-1 i n e a r e s  b a s t a n t e  complexas 1 1 1 2  i 1 9  

A p a r t i r  da u t i l i z a ç ã o  da abordagem e s t r u t u r a l  

p r o p o s t a  n e s t e  t r a b a l h o  c p o s s l v e l  d e m o n s t r a r  u m  r e s u l t a d o  i n t e  - 



r e s ç a n t e .  E s t e  r e s u l t a d o ,  c o n s i d e r a d o  n ã o  i n t u i t i v o ,  b a s i c a m e n -  

t e  m o s t r a  q u e :  a  e s t a b i l i z a ç ã o  l o c a l  d e  c a d a  á r e a  ( o u  m ã q u i n a )  

q u a n d o  f e i t a  d e  uma m a n e i r a  " a d e q u a d a " ,  i m p l  i c a  na  e s t a b i l  i z a -  
- 

ç a o  do  s i s t e m a  g l o b a l .  E s t a  e s t a b i l i z a ç ã o  " a d e q u a d a " ,  no c a s o ,  

é o b t i d a  a  p a r t i r  d e  uma " r e a l i z a ç ã o "  s i g n - s t a b l e  d a s  e q u a ç õ e s  

q u e  r egem a  d i n â m i c a  d e  c a d a  uma d a s  ã r e a s .  S ã o  c o n s i d e r a d o s  

t a n t o  o s  r e g u l a d o r e s  d e  v e l o c i d a d e ,  bem como a s  n ã o - 1  i n e a r i d a -  

d e s  r e f e r e n t e s  às  i n t e r c o n e x õ e s  e n t r e  a s  m ã q u i n a s .  

Como c c n s e q u ê n c i  a  d e s t e  r e s u l  t a d o ,  a s  c o n d i q õ e s  

s u f i c i e n t e s  p a r a  a  e s t a b i l i d a d e  d o  s i s t e m a  i n t c r c o n e c t a d o  podem 

s e r  c 0 1  o c a d a s  e x p l  i c i  t a m e n t e  d e  uma mane i  r a  d e s c e n t r a l  i  z a d a ,  ou 

s e j a ,  c o n j u n t o s  d e  c o n d i ç õ e s  r e l a t i v a s  a o s  p a r ã m e t r o s  d e  c a d a  

uma d a s  á r e a s  em s e p a r a d o .  

O b s e r v e - s e  q u e  a  e s t a b i l i z a ç ã o  a  q u e  n o s  r e f e r i -  

mos ,  s i g n i f i c a :  a e s t a b i  I i d a d e  a b s o l u t a  n o  s e t o r  p o s i t i v o  ' i n f - i n i  - 

t o  em r e l a ç ã o  ãs  n ã o - l i n e a r i d a d e s  p r e s e n t e s  e n a 0  a p e n a s  a  e s t a  - 

b i l i d a d e  l o c a l  em r e l a ç ã o  a  u m  p o n t o  d e  o p e r a ç ã o .  N e s t e  c a s o  a 

c o n d i ç ã o  d e  s e t o r  p o s i t i v o  i n f i n i t o ,  j u n t a m e n t e  com a  f u n ç ã o  d e  

L.yapunov o b t i d a  p a r a  o s i s t e m a ,  p o d e  s e r  u t i l i z a d a  n a  d e t e r m i n a  - 

~ ã o  d o  duniTnio d e  e s t a h j l i d a d e  em t o r n o  d o  p o n t o  d e  o p e r a ~ ã o  

1 1 1 2 1 .  Cabe r e s s a l t a r  q u e  a  f u n ç ã o  d e  Lyapunov  q u e  g a r a n t e  a  e s  -- 

t a h i l i d a d e  a b s o l u t a  do  s í s t e r n a  é o b t . i d a  d e  uma m a n e i r a  i n é d i t a  

e  b a s t a n t e  s i m p l e s  a  p a r t i r  d o s  r e s u l t a d o s  d o s  capitulas I 1  e  

11'1. 



Pe lo  f a t o  de q u e ,  p e l o  método p r o p o s t o ,  a s  cond i  

ções  de e s t a b i l i d a d e  a b s o l u t a  s ã o  dadas  de uma manei ra  e x p l 7 c i -  

t a  em termos  dos ganhos d a s  r e a l i m e n t a ç õ e s  r e f e r e n t e s  a  cada m ã  - 

q u i n a ,  e l a s  também podem s e r  u t i l i z a d a s  no problema da s T n t e s e  

de r e g u l a d o r e s .  E s t e  a s p e c t o  f o i  e x p l o r a d o  em I g 2 1  p a r a  s i n t e t i  - 
3 

z a r ,  n o  c a s o  de duas  'máqu inas ,  r e g u l a d o r e s  que asseguram e s t a b i  

l i d a d e  a b s o l u t a  e  que sZo l o c a l m e n t e  Ótimos sob  u m  d e t e r m i n a d o  

c r i  t é r i  o  q u a d r á t i  co .  

VI . l  .1  - D e s c r i ç ã o  do S i s t e m a  e  Modelo Matemático 

Com a  f i n a l  i d a d e  de man te r  a  f r e q u ê n c i a  nominal 

do s i s t e m a ,  a s s im como a s  p o t ê n c i a s  de i n t e r l  i g a ç ã o  p r e s c r i t a s ,  

independentemente  d a s  v a r i a ç õ e s  de c a r g a ;  6 n e c e s s á r i o  e s t a b e l e  - 

ter uma e s t r a t g g i a  de c o n t r o l e  adequada .  No caso  em que a s  va-  

r i a ç õ e s  de c a r g a  s ã o  do t i p o  d e g r a u ,  e s t a s  podem s e r  compensa- 

das  p e l a  i n c l u s ã o  de uma i n t e g r a ç á o  do s i n a l  A C E i  ( ~ r e a  C o n t r o l  

E r r o r )  1 2 6  1 .  No c a s o  de v a r i a ç õ e s  mais  g e r a i s  da c a r g a ,  do t i p o  

po l inomia l  s e r i a  n e c e s s á r i a  a  i n c l u s ã o  de i n t e g r a d o r e s  em c a s c a  

C o n s i d e r a n d o ,  sem perda  de g e n e r a l i d a d e ,  o  c a s o  

de p e r t u r b a ç õ e s  em d e g r a u ,  s e r ;  u t i l i z a d o  apenas  u m  i n t e g r a d o r  

pa ra  cada máquina ( o  que é convenc iona lmen te  u t i l i z a d o  nos s i s -  

temas r e a i s ) .  A p a r t i r  d a s  h i p ó t e s e s  s impl  i f i c a d o r a s ,  exp l  i c i t a  - 

das  mais a d i a n t e ,  o  d iagrama de b l o c o s  c o r r e s p o n d e n t e  ao s i s t e -  

ma r e p r e s e n t a t - i v o  de cada á r e a  6 dado p e l a  f i g u r a  a  s e g u i r .  



F i g u r a  V I . 1  - Diagrama de  b ' locos  do s i s t e m a  de  g e r a ç ã o  r e l a t i v o  

a c a d a  uma d a s  á r e a s  

onde p a r a  a  i -Gsima á r e a  t e m o s :  

r i  : s i n a l  de r e ' f e r ê n c i a  

A C E i :  s i n a l  de  e r r o  p a r a  c o n t r o l e  d e  g e r a ç ã o  da á r e a  (Area  Con- 

t r o l  E r r o r )  

'i : v e l o c i d a d e  da  máquina  

i : i n é r c i a  mecân i ca  do  r o t o r  

d i  : a m o r t e c i m e n t o  da  máquina  

T 
nl 

: c o n s t a n t e  de  tempo da  t u r b i n a  
i  

Pn, i : p o t ê n c i a  mecân i ca  f o r n e c i d a  p e l a  t u r b i n a  



'C : c o n s t a n t e  de tempo do governador  
Si 

P : p o s i ç ã o  da v á l v u l a  do governador  
g i 

i  : p o t ê n c i a  de i n t e r l i g a ç ã o  ( " t i e  l i n e " )  

v i  : p e r t u r b a ç ã o  ( v a r i a ç ã o  na c a r g a )  

- 
a i ,  a i  B i  9 b i  , C i e i  : ganhos do r e g u l a d o r  

V e r i f i c a - s e  ( F i g u r a  V I . l ) ,  que a  e s t r a t é g i a  de 

c o n t r o . l e  ado tada  é d e s c e n t r a l i z a d a ,  v i s t o  que somente s ã o  u t i l i  - 

zadas  in fo rmações  l o c a i s  na composição do s i n a l  de c o n t r o l  e  

i  . O s i n a l  P i  ( p o t ê n c i a  de i n t e r l i g a ç ã o  ( " t i e - l i n e " )  da i - é s i -  

ma á r e a )  é l o c a l m e n t e  mensurável  1 2 4  1 .  

Assumindo a s  h i p ó t e s e s ,  a b c i x o :  

( a )  a s  máquinas s i n c r o n a s  s ã o  c o n s i d e r a d a s  como sendo uma t e n -  

s ã o  c o n s t a n t e  a t r ã s  de sua  r e a t â n c i a  t r a n s i t ó r i a .  

( b )  a s  r e a t â n c i a s  d a s  l i n h a s  de t r a n s m i s s ã o  s ã o  d e s p r e z a d a s .  

( c )  os  modelos d inâmicos  da t u r b i n a  e  g o v e r n a d o r  s ã o  c o n s i d e r a -  

dos 1 i  n e a r e s .  

( d )  a s  n ã o - l i n e a r i d a d e s  d e v i d a s  à s  i n t e r c o n e x õ e ç  da r e d e  s ã o  

n ian t idas .  



O s i s t e m a  de  n-máquinas i n t e r c o n e c t a d a s  pode s e r  

d e s c r i  t o ,  sob  uma forma c o n v e n i e n t e ,  p e l a s  s e g u i n t e s  equações  

d i f e r e n c i a i s :  ( o  Yndice f r e f e r e - s e  à i -és irna á r e a ) .  

( V I  . l) 

e - o '  = [o1,  0 2 '  . . . , o,] é d e f i n i d o  a  p a r t i r  das  d i f e r e n ç a s  d e  
- 
a n g u l o s  de p o t ê n c i a  o i j  = ( s i  - 6 : )  e n t r e  a  i -ésirna e  a  j -és i rna  

J 

máquinas,  ou s e j a :  



N e s t e  c a s o ,  chamando  d e  Ti a o s  n - v e t o r e s  d e  d i -  

mensão  m q u e  f o r m a m  a m a t r i z  C d a d a  p o r :  n 

o n d e :  

t e m o s  q u e :  

T2  : . . . : Tn] ;' n  - > 2 ( V I .  2 )  

; e t c .  ( V I . 3 3 )  

( V I  . 3 b )  

( V I  . 3 c )  

P a r a  o  c a s o  d e  m ã q u i n a s  d e  po-10s l i s o s  m k ( n k )  = 

F i j  
s e n ( a k ) ;  o n d e  F i j  é o  c o e f i c i e n t e  de  s i n c r o n i z a ç ã o  e n t r e  a 



i - é s i m a  e  a  J - é s i m a  m ã q u i n a s .  

C o n s i d e r a n d o  o  s i s t e m a  d e  n -mãqu inas ,  r e p r e s e n t a  
- 

do na fo rma  d a s  e q u a ç õ e s  (VI - 1  ) ,  convém r e s s a l t a r  que  uma c o n d i  
- 

ç ã o  - a d i c i o n a l  é n e c e s s á r i a  p a r a  que  '(VI - 1  ) r e p r e s e n t e  c o r r e t a -  

mente  o  s i s t e m a  f f s i c o ,  E s t a  c o n d i ç ã o  a d i c i o n a l  r e f e r e - s e  ã d e -  

- pen-dència  1 i n e a r  e n t r e  a s  v a r i z v e i s  ok ( d i f e r e n ç a s  d e  a n g u l c g d  
, 

e  é e x p r e s s a  p e l a  r e l a ç ã o :  

I - (5,' 3 - 9 0 )  - - C n - l  ( o 1 ,  02, . . . , o ) ' v t . O (VI  - 4 )  n - 1  - 

Cn- l  dada  p o r  ( V I . 3 a ) .  

No te - s e  q u e  ( V I . 4 )  não e s t á  i m p l ? c i t a  no s i s t e m a  

(VI .7  ) e  p o r t a n t o  tem q u e  s e r  a s s o c i a d a  ã e q u a ç ã o  (VI  . l )  p a r a  

que  s e  o b t e n h a  uma r e p r e s e n t a ç ã o  c o r r e t a  do s i s t e m a  f l s i c o .  

Sem p e r d a  d e  g e n e r a l i d a . d e ,  c o n s i d e r a n d o  o s  g a -  

nhos  dos  r e g u l a d o r e s ,  t a l  que  c i  = e i  = O ,  i = 1 ,  2 ,  . . . .  n ,  o  

s i n a l  de  c o n t r o l e  s e r á  dado  p o r :  

O p o n t o  d e  e q u i l i b r i o  do s i s t e m a  ( V I . l )  ou e q u i -  

v a l e n t e m e n t e 9  o  p o n t o  d e  o p e r a ç ã o  em r e g i m e  é dado  a  p a r t i r  d a s  

r e l  a ç õ e s  : 



- 
onde: -? r '  = (r,, r 2 ,  . . . ,  r,) e @  = d i a g [ $ , ,  @ 2 3  . . .  

W *  - = (w; ,  W $  . .  . 9 w:); - O *  = ( O . Y ,  O ; ,  . . . ,  um > 

Observe - se  que o* e e  w* s ã o  d e t e r m i n a d o s  i n d e p e n -  - 
dentemente  dos v a l o r e s  de V i  ( c o n s t a n t e s ) .  Caso o  pon to  

de ope ração  s e j a  a s s i n t o t i c a m e n t e  e s t á v e l ,  apÕs uma p e r t u r b a -  

ção (em d e g r a u )  o  s i s t e m a  t e n d e r á  ( a s s i n t o t i c a m e n t e )  p a r a  a s  

cond ições  ( V I . 6 )  apÕs u m  d e t e r m i n a d o  t r a n s i e n t e .  

O problema da e s t a b i l i d a d e  pode s e r  f a c i l m e n t e  

r eduz ido  ao e s t u d o  da e s t a b i l i d a d e  em r e l a ç ã o  à or igem,  c o n s i d e  - 

r ando-se  n e s t e  c a s o  o  modêlo i n c r e m e n t a l  dado a b a i x o  ( o  pon to  

de ope ração  após a  p e r t u r b a ç ã o  é dado por  ( x * ,  - o * ) ) :  

( V I .  7 )  

onde si = A - x i  = - x * ;  ti = A O = O - o* - i  



A.. = 
. l  

V I  . 1  .2 - O S i s t e m a  sem o s  R e g u l a d o r e s  

P a r a  p r o p o r c i o n a r  u m  m e l h o r  e n t e n d i m e n t o  da e s -  

t r u t u r a  b á s i c a  do s i s t e m a  mul t i - m á q u i n a s ,  e1  iminamos a  d i n â m i c a  

dos  r e g u l a d o r e s ,  n e s t e  c a s o  o  modelo  i n c r e m e n t a l  6 da  f o r m a  

( V I . 7 )  com: 

Chamando M = d i a g ( M i )  e  D = d i a g ( d i )  o  s i s t e m a  

( V 1 . 7 )  pode s e r  e s c r i t o  na f o r m a :  

onde : 



Desde que o  s i s t e m a  ( V I . 8 )  '6 do t i p o  ( I I . 5 ) ,  com 

e s t r u t u r a  f a v o r á v e l  ( Â  é E - a r i t i - s i i i i é t r i c a ,  c f .  D e f i n i ç ã o  111.20) 
- 

com A E D 2 ,  p o r t a n t o  p e l o  Teorema ( 1 1 . 5 )  uma função  de Lyapu- 

nov p o s s ~ v e l  para. o  s i s t e m a  ( V I . 8 )  6 dada p o r :  

' A d e r i v a d a  tempora l  V ( w ,  - e 6') ao longo da s o l u ç ã o  

de ( V I  . 8 )  n e s t e  c a s o  é dada p o r :  

e  onde ,  a  p a r t i r  de ( V I . 4 ) ,  a  r e l a ç z o  e n t r e  a s  v a r i á v e i s  9 i; 
i  = 1 ,  . . . m m a n t i d a ,  ou s e j a :  

Neste c a s o ,  a d m i t i n d o  que o  s i s t e m a  de n-máqui- 

nas  é f o r t e m e n t e  conexo,  tem-se  que :  ( n - 1 )  das  funç5e.s ~ ~ ( 6 ~ )  

(com os 6bs i n d e p e n d e n t e s )  a s s o c i a d a s  à s  i n t e r c o n e x õ e s  e n t r e  m á  - 

q u i n a s  não s ã o  i d e n t i c a m e n t e  n u l a s .  



A p a r t i r  d e s t e  f a t o  e  u t i l i z a n d o  o  Teorema d e  

L a S a l l e  d e m o n s t r a - s e  que o  s i s t e m a  ( V I . 8 )  e a b s o l u t a m e n t e  e s t a -  

ve1 no s e t o r  p o s i t i v o  i n f i n i t o  em r e l a ç ã o  5 s  não  - l i n e a r i d a d e s  

$ k (  . )  não i d e n t i c a m e n t e  n u l a s .  ( V i d e  Apêndice  A5) .  

A f u n ç ã o  d e  Lyapunov ( V I . 1 0 )  que  é a  f u n ç ã o  e n e r  - 

g i i  do s i s t e m a ,  u t i l i z a d a  em o u t r o s  t r a b a l h o s ,  f o i  aqu-i o b t i d a  

d i r e t a m e n t e  a  p a r t i r  de c o n s i d e r a ç õ e s  da. e s t r u t u r a  ( f a v o r á v e l )  

do s i s t e m a , d e t e r m i n a d a  p e l a  m a t r i z  Â (VI  . 9 ) .  

Quando s ã o  i n c l u i d o s  o s  r e g u l a d o r e s ,  e s t a  e s t r u -  

t u r a  f a v o r á v e l  em p r i n c 7 p i o  a1 t e r a d a ,  t o d a v i a  u t i  1  i z a n d o - s e  

uma " r e a l i z a ç ã o "  c o n v e n i e n t e  p a r a  o  s i s t e m a  de e q u a ç o e s  r e p r e -  

s e n t a t i v o  de  cada  uina d a s  á r e a s  podemos novamente  r e c a i r  no c a -  

so  de uma e s t r u t u r a  f a v o r á v e l  como 6 m o s t i a d o  em s e g u i d a .  

V I . 1 . 3  - O S i s t e m a  com o s  R e g u l a d o r e s  -- 

Nes te  c a s o ,  como v imos ,  a s  e q u a ç õ e s  que r e p r e s e n  

tam o  s i s t e m a  s ã o  d a d a s  p e l a  e q u a ç ã o  ( V I . 7 ) .  E s t e  s i s t e m a  s e r á  

c o n s i d e r a d o  como s e n d o  u m  s i s t e m a  i n t e r c o n e c t a d o  compos to  de  n 

s u b - s i s t e m a s  l i n e a r e s  i n t e r c o n e c t a d o s  p o r  f u n ç õ e s  n ã o - l i n e a r e s ,  

ou s e j a ,  c a d a  u m  dos  n s u b - s i s t e m a s  6 d e s c r i t o  p o r :  

A p a r t i r  d e s t a  d e c o m p o s i ç ã o ,  c abe  r e s s a l t a r  q u e  

a s  i n t e r c o n e x 6 e s  não  s ã o  Tei t a s  d i r e t a m e n t e  p e l a s  f u n ç 6 e s  não  



l i n e a r e s  $ ( . ) ,  e s t a s  i n t e r c o n e x õ e s  s ã o  f e i t a s  a  p a r t i r  d a s  i n t e  - 

g r a i s  das  v a r i á v e i s  de cada  s u b - s i s t e m a  combinadas l i n e a r m e n t e  

(ti). - E m  o u t r a s  p a l a v r a s ,  podemos d i z e r  que a s  i n t e r c o n e x õ e s  s ã o  
L 

dinâmicas  ( i n t e g r a ç õ e s ) .  A F i g u r a  V I . 2  i l u s t r a  e s t e  t i p o  de i n -  

t e r c o n e x ã o  e n t r e  os s u b - s i s t e m a s  ( V I . 1 3 )  e  n e s t e  c a s o  o  s i s t e m a  

g l o b a l  i n t e r c o n e c t a d o  pode s e r  r e p r e s e n t a d o  p e l a  equação  d i  f e -  

r e n c i  a1 a b a i x o :  

onde : 

- d - 
A = d i a g  [A, ,  . . . , A n l  ; S = d i a g  [sl , S 2 ,  . . . , Sn] 

( V I .  1 4 )  



Figura  V1.2 - E s t r u t u r a  das  i n t e r c o n e x õ e s '  e n t r e  os  s u b - s i s t e m a s  

( V I . 1 3 )  

Ana1 i  s ando  o  s i  stema ( V I .  1 4 ) ,  v e r i f i c a - s e  que  

e s t e  não a p r e s e n t a  uma e s t r u t u r a  f a v o r a v e 1  de uma mane i ra  e x p l y  - 

c i t a .  Neste  c a s o  busca - se  o b t e r  uma nova r e p r e s e n t a ç ã o ,  a  p a r -  

t i r  d e  uma mudanca de v a r i á v e i s  c o n v e n i e n t e ,  t a l  que o  s i s t e m a  

( V I . 1 4 )  s e j a  r e p r e s e n t a d o  por  uma nova equação  e  que a p r e s e n t e  

uma e s t r u t u r a  f a v o r á v e l .  

P r e t e n d e - s e ,  em o u t r a s  pal a v r a s ,  o b t e r  uma " r e a -  

l i z a ç ã o "  do s i s t e m a  ( V I . 1 4 )  s o b  uma e s t r u t u r a  f a v o r á v e l .  Como o  

s i s t e m a  ( V I . 1 4 )  C um s i s t e m a  coin in n ã o - l i n e a r j d a d e s ,  em p r i n c y -  

p i o  os " a l g o r i t m o s  de r e a l i z a ç ã o "  da s e ç ã o  V.2.2 não s e r i  am 

a p l i c á v e i s  ao c a s o .  



C o n s i d e r a n d o ,  no e n t a n t o ,  a s  p e c u l  i  a r i  d a d e s  d a  

e s t r u t u r a  d o  s i  s t e m a ,  p o d e - s e  a p l  i c a r  o s  " a 1  g o r i t m o s  d e  r e a l  i  z a -  

ç ã o "  a  c a d a  u m  d o s  n  s u b - s i s t e m a s  em s e p a r a d o  e  o b t e r  uma r e a l i -  

z a ç ã o ,  s o b  e s t r u t u r a  f a v o r á v e l ,  p a r a  o  s i s t e m a  i n t e r c o n e c t a d o ,  

Tomando o  c a s o  d e  uma m á q u i n a  ( i - é s i m a )  c o n t r a  

b a r r a m e n t o  i n f i n i t o ,  a s  e q u a ç õ e s  d i f e r e n c i a i s  q u e  a  r e p r e s e n t a m  

s ã o  d a d a s  p o r :  

U t i l i z a n d o - s e  o  A l g o r i t m o  A . ' i  o b t é m - s e  o  s i s t e m a  

e q u i v a l  e n t e  f o r m a  J a c o b i  1 9 2 1 :  



A p a r t i r  dos  pa râmet ros  do s i s t e m a ,  chamando 

A 

= d i / ~ i  - (a i /Mi  - p i ) ;  = ( d .  1 -  . g . / ~ ~ - ã ~ / ~ ~ ) / b ~  1 

temos a s  r e l a ç õ e s  pa ra  os  c o e f i c i e n t e s  da nova r e p r e s e n t a ç ã o  

( V I . 1 6 ) :  

Caso os parânie t ros  da máquina sejam t a i s  que a s  

r e l a ç õ e s  acima forneçam v a l o r e s  pos i  t i v o s  p a r a  os  c o e f i c i e n t e s  



a i j  em ( V I . 1 7 ) ,  o  s i s t e m a  (VI .1G)  t e r á  uma e s t r u t u r a  J a c o b i  

s i g n  s t a b l e .  N e s t e  c a s o  h a v e r á  uma t r a n s f o r m a ç ã o  ( p a r a  c a d a  má- 

- q u i n a )  dada p o r  m a t r i z e s  não  s i n g u l a r e s  T i  t a i s  q u e :  s i  -- T i n i .  

E s t a s  t r a n s f o r m a ç õ e s  têm a  s e g u i n t e  c a r a c t e r i s t i c a :  

N o t e - s e  q u e  a  v a r i á v e l  6,. não f o i  a l t e r a d a  a o  s e  

p a s s a r  da fo rma  (VE.15)  p a r a  a  f o rma  ( V I . 1 6 ) .  Po r  e s t a  r a z ã o ,  

s e  a  t r a n s f o r m a ç ã o  - 5 + - n f o r  f e i t a  a  p a r t i r  d e  ( V I . 1 8 )  o s - i s t e -  

ma g l o b a l  ( V I . 1 4 )  p a s s a  a t e r  a f o r m a :  . 

onde :  D M  = d i a g [ ~ ~ ,  1 3 ,  M e ,  1 3 ,  . . .  , M n 9  13' I,] 

I 3  e  I, s ã o  a s  m a t r i z e s  i d e n t i d a d e  ( 3 x 3 )  e  (mxm) 

r e s p e c t i  vainente .  

8 :  d e f i n i d a  em (VI.3a) e ( V I . 3 b )  



J i  é a  s u b - m a t r i z  de  Ãi na fo rma J a c o b i  ,ou s e j a :  

No c a s o  de  c a d a  uma d a s  m a t r i z e s  J i  s e r  s i g n  s t a  

blem o  s i s t e m a  (VI . l 9 )  a p r e s e n t a  e s t r u t u r a  D - a n t i - s i m é t r i c a  (De 

f i n i ç ã o  1 1 1 . 2 0 )  e  a  p a r t i r  do Teorem2 ( 1 1 . 5 )  uma f u n c ã o  de Lya- 

punov p o s s ~ v e l  é dada  p o r :  

(VI . 2 0 )  

P i  = d i a g  [lili , Ig ]  . 

N e s t e  c a s o ,  embora V ( 0 ,  8 )  s e j a  s e m i - d e f i n i d a  po .- 

s i t i v a ,  pel  o  Teorema 1 1 . 4  ( L a S a l l e ) ,  a  e s t a b i l i d a d e  a s s i n t ó t i c a  

6 a s s e g u r a d a  de  uma m a n e i r a  s i m i l a r  ao  c a s o  do s i s t e m a  ( V I . 8 )  

sem r e g u l a d o r e s .  

Obs: A d e t e r m i n a ç ã o  da f u n ç ã o  de Lyapunov n a s  v a r i ã v é i s  o r i g i -  
P 

n a i s  ( 5 )  - pode s e r  f e i t a  a  p a r t i r  da  t r a n s f o r m a ç ã o  ( V I . 1 8 ) .  



Considerando o  s i s t e m a  niul t i - m ã q u i n a s ,  a  p a r t i r  

do que f o i  e x p o s t o  n e s t a  s e ç ã o ,  podemos e n u n c i a r  os  s e g u i n t e s  

r e s u l  t a d o s :  

Resu l t ado  V I , 1 :  "Se os  par5nie t ros  dos c o n t r o l a d o r e s  de cada  uma 

das n máquinas s ã o  t a i s  que uma r e a l i z a ç ã o  s i g n  s t a b l e  do t i p o  

(V1.16)  pode s e r  o b t i d a ,  ( a s s e g u r a n d o  a  e s t a b i l i d a d e  a s s i n t õ t i -  

ca  pa ra  cada máquina c o n t r a  b a r r a - i n f j n i t a )  e n t ã o  o s i s t e m a  g l o  -- 

bal i n t e r c o n e c t a d o  é a b s o l u t a m e n t e  e s t á v e l  no s e t o r  p o s i t i v o  i n  - 

f i n i t o  em r e l a ç ã o  à s  n ã o - l i n e a r i d a d e s  $ ( . ) "  

Resu l t ado  VI .2 :  Caso a s  c o n d i ç õ e s  d o  r e s u l t a d o  VI . l  se jam v e r i -  

f i c a d a s ,  e n t ã o  o  s i s t e m a  i n t e r c o n e c t a d o  a p r e s e n t a  e s t a b i  1 i d a d e  

( a b s o l u t a )  " c o n e c t i v a "  1 1 ~ 0 1 ,  ou s e j a ,  a  p r o p r i e d a d e  de e s t a  - 

b i l i d a d e  a .bsolu t2  é i n v a r i a n t e  sob  a  s u p r z s s ã o  (ou  a d i ç ã o )  de 

l i n h a s  de t r a n s m i s s ã o .  

Sobre  os  r e s u l t a d o s  acima d e s e j a - s e  r e s s a l t a r  os  

s e g u i n t e s  a s p e c t o s :  

( a )  O r e s u l t a d o  VI.2 não impl icam que o  novo e q u i l i b r i o  s e j a  ne - 

c e s s a r i a m e n t e  a t i n g i d o  após o  t r a n s i e n t e  r e s u l t a n t e  da s u -  

p r e s s ã o  de unia l i n h a ,  i s t o  p e l o  f a t o  de que o  s i s t e m a  não é 

global 'mente a s s i  n t o t i c a n i e n t e  e s t á v e l  ; 

( b )  A manei ra  com que e l e s  forein o b t i d o s ,  a  p a r  de  f a c i l i t a r  o  

problema da anã1 i  s e ,  f a v o r e c e  a  de te rmi  nação  de c o n d i ç õ e s  

para  a  s 7 n t e s e  de c o n t r o l a d o r e s  ( P - f )  no c a s o  de n-máqui- 



n a s .  Assim como a  função  de LyapunOV (V1 .20)  que f o i  o b t i d a  

de  uma manei ra  s i m p l e s ,  pode s e r  u t i l i z a d a  n a  d e t e r m i n a ç ã o  

do domlnio de e s t a b i l i d a d e  a s s i n t ó t i c a  do s i s t e m a  g l o b a l  

Para t a n t o  é n e c e s s á r i o  e x p r e s s a r  a  f u n ç ã o  de Lyapg 

nov nas v a r i á v e i s  o r i g i n a i s  do s i s t e m a  ( v i d e  t r a n s f o r m a ç ã o  

V 1 . 1 8 ) ) .  

VI. 2  ' -  S ~ N T E S E  D E  REDES PASSIVAS 

A f i n a l i d a d e  d e s t a  s e ç ã o  a t em-se  a  d o i s  a s p e c t o s  

b á s i c o s :  o  p r i m e i r o  é m o s t r a r  a  e x i s t ê n c i a  de uma e s t r e i t a  r e l a  - 

ção e n t r e  e s t r u t u r a s  s i g n  s t a b l e  e  r e d e s  p a s s i v a s  l i n e a r e s  i n v a  - 

r i a n t e s  no tempo; o  segundo é o  de m o s t r a r  como é possTvel  e x -  

p l o r a r  e s t e  f a t o ,  u t i l  i z a n d o  os " a l g o r i  tnlos de r e a l i z a ç ã o "  d e r i  - 

vados no c a p í t u l o  a n t e r i o r ,  pa ra  d e t e r m i n a r  novos métodos de  

s i n t e s e  pa ra  e s t e  t i p o  de r e d e s .  

Alguns dos  métodos a s s i m  o b t i d o s ,  mostram-se 

mais s i m p l e s  e  mais  s i s t e m á t i c o s  do que a q u e l e s  e x i s t e n t e s  na 

l i t e r a t u r a  r e l a t i v a  a s i n t e s e  de c i r c u i t o s .  E m  o u t r o s  c a s o s  os 

métodos p r o p o s t o s  ca recem,  por  e n q u a n t o ,  de uma a v a l i a ç ã o  mais  

c u i d a d o s a .  

- 
O que s e  ' d e s e j a  r e s s a l t a r ,  a  p a r t i r  do que e  

a p r e s e n t a d o  n e s t a  s e ç ã o ,  é o f a t o  de que uma i n v e s t i g a ç ã o  mais  

ampla da r e l a ç ã o  e x i s t e n t e  e n t r e  s i  s te inas  p a s s i v o s  e  " e s t r u t u -  

r a s  f a v o r á v e i s "  poderá  c o n t r i b u i r ,  t a n t o  na s o l u ç ã o  de p r o b l e -  

mas de s i n t e s e  de s i s t e m a s  p a s s i v o s  e  h i p e r - e s t ã v e i s  1 6 3  I , /  8 " ,  



bem como p o s s i b i l i t a r  u m  melhor  e n t e n d i m e n t o  das  p r o p r i e d a d e s  

de s i s t e m a s  com " e s t r u t u r a  f a v o r á v e l " .  Entendendo-se  por  " s i s t e  - 

rnas com e s t r u t u r a  f a v o r ã v e l "  a q u e l e s  s i s t e m a s  que tem a  p r o p r i e  - 

dade de admi t i r em f u n ç õ e s  de Lyapunov do t i p o  " d i a g o n a l  " .  

Ser; t r a t a d o  apenas  .o c a s o  de e s t r u t u r a s  J a c o b i ,  

o  que c o r r e s p o n d e  ao c a s o  d a s  r e d e s  p a s s i v a s  do t i p o  " l a d d e r " ,  

embora s e j a  f ã c i l  v e r  que nos c a s o s  mais g e r a i s ,  o  t r a t a m e n t o  

s e r i a  s e m e l h a n t e .  Para  o  c a s o  de r e d e s  com e s t r u t u r a  l a d d e r  s ã o  

abordados  d o i s  problemas  t ' i ' p icos  de s í n t e s e :  ( a )  s í ' n t e s e  de f u n  

ções  de t r a n s f e r s n c i a ;  ( b )  s t n t e s e  de i m i t â n c i a s  de p o r t a .  

No problema da s í n t e s e  de f u n ç õ e s  de t r a n s f e r ê n -  

c i a  a t ivemo-nos  ao  c a s o  d a s  funções  de t r a n s f e r ê n c i a  do t i p o  

p a s s a - b a i x a s ,  s i n t e t i z a d a s  por  r e d e s  L C  t e r m i n a d a s  r e s i s t i v a n i e n  - 

t e  em uma ou em ambas e x t r e m i d a d e s .  Pa ra  e s t e s  d o i s  c a s o s  foram 

p r o p o s t a s  s o l u ç õ e s  a l t e r n a t i v a s  comparadas ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  
- 
a q u e l a s  dadas p e l o  metodo " R e c o r r e n t e - C o n t i n u a n t e " ,  ou de 

Holbrook 1 4 2  1 e  O método de Jha  e  P r a s a d  1 4 "  o  qual  por s u a  

vez 6 uma e x t e n s ã o  do método R e c o r r e n t e - C o n t i n u a n t e  p a r a  o  c a s o  

de r e d e s  L C  ( l a d d e r )  duplamente  t e r m i n a d a s .  

No problenia da s ' i 'n tese de i m i t â n c i a s  de p o r t a ,  

com e s t r u t u r a s  l a d d e r  ( R L C ,  L C  ou R C ) ,  m o s t r a - s e  a  e q u i v a l ê n c i a  

d o  Algori tmo V.1 ( d e  r e a l i z a ç ã o  de e s t r u t u r a s  J a c o b i )  com o  m e -  
t odo  de s t n t e s e  de Cauer o  qual  por  sua vez b a s e i a - s e  no niétodo 

da expansão p o r  f r a ç õ e s  c o n t i n u a d a s  1181, 1'1051. 



VI.2.1 - ~ q u a ç õ e s  da Rede Ladder  

Tomando-se a  r e d e  l a d d e r  e squemat i  zada na F i g u r a  

VI.3 na qual O S  b l o c o s  em s ê r i e  s ã o  dados por  s u a s  impedãnc ias  

( Z i )  e  os  b l o c o s  em p a r a l e l o  por  s u a s  a d m i t â n c i a s  ( Y i ) ,  a p a r -  

t i r  das  l e i s  de Ki rchhof f  de c o r r e n t e  e  t . ensão ,  e s c r i t a s  a l t e r -  

nadamente,  chega - se  a s  equações  d a  r e d e :  

F igura  VI.3 - E s t r u t u r a  b á s i c a  da r e d e  l a d d e r  



Observa - se  que a  e s t r u t u r a  do s i s t e m a  ( V I . 2 1 )  e  

uma e s t r u t u r a  J a c o b i  e  c o n s i d e r a n d o  os  c a s o s  mais u s u a i s  de  r e -  

des  R L C ,  quando escrevemos  a s  equações  d inâmicas  r e l a t i v a s  ao 

s i s t e m a  ( V I . 2 1 ) ,  a  e s t r u t u r a  b ã s i c a  é p r e s e r v a d a ,  ou s e j a ,  o  

s i s t e m a  de equações  d i f e r e n c i a i s  c o n t i n u a  a p r e s e n t a n d o  uma e s -  

t r u t u r a  J a c o b i .  No caso  de r e d e s  R L C  t e r emos  e s t r u t u r a s  J a c o b i  

s i g n  s t a b l e  e  no c a s o  R C  t e r e m o s  o u t r o  t i p o  de e s t r u t u r a  J a c o b i  

f a v o r á v e l  , .como s e r á  vi s t o  nos c a s o s  a  s e g u i r .  

S i n t e s e  de Funções de T r a n s f e r ê n c i a  -- - 

O problema da s i n t e s e  de uma função  de t r a n s f e -  

r ê n c i a  do t i p o  p a s s a - b a i x a s ,  por  meio de  uma r e d e  l a d d e r  L C  do 

t i p o  da F i g u r a  ( V I . 3 ) ,  é aqu i  c o n s i d e r a d o  p a r a  d o i s  c a s o s ;  o  ca 

s o  em que a  r e d e  (LC) p o s s u i  r e s i s t e n c i a  em apenas  uma das  ex -  

t r e m i d a d e s  e  o  c a s o  em que tem r e s i s t ê n c i a  em ambas a s  e x t r e m i -  

d a d e s .  As v a n t a g e n s  da segunda  c o n f i g u r a ç ã o  s o b r e  a  pr imei  r a  

prendem-se ao f a t o  de e s t a  p o s s u i r  c a r a c t e r ? s t i c a s  de s e n s i b i l i  - 

dade mais ba ixa  I 2 O  1 .  . 

Para o  c a s o  da s i n t e s e  de f u n ç õ e s  de t r a n ç f e r ê n  - 

tia do t i p o  p a s s a - b a i x a s ,  p o r  r e d e s  l a d d e r  L C  t e r m i n a d a s  r e s i s -  

t i v a m e n t e  em uma e x t r e m i d a d e ,  é s u g e r i d o  u m  método baseado  em 

uma r e a l i z a ç ã o  J a c o b i  s i g n  s t a b l e  na forma de Schwarz 1 9 7 1 , 1 5 1 .  
E s t e  método sob  c e r t o s  a s p e c t o s  a s s e m e l h a - s e  ao método Recorren  - 

t e - C o n t i n u a n t e  p r o p o s t o  por  Holbrook,  porém a p r e s e n t a  v a n t a g e n s  

s o b r e  e s t e  Ultimo por  e l i m i n a r  a s  o p e r a ç õ e s  com l i n h a s  e  c o l u -  

nas de de te rminada  m a t r i z  ( n a  forma R e c o r r e n t e )  que s ã o  n e c e s s á  - 



r i a s  pa ra  a  ob tenção  da forma C o n t i n u a n t e  ( t r i d i a g o n a l )  1 . 4 2 1 .  

O método aqui  s u g e r i d o  f o r n e c e  a  r e a l i z a ç ã o  ( e  a  

s T n t e s e  da r e d e )  a  p a r t i r  dos c o e f i c i e n t e s  do po l inômio  ( d e  

Hurwi tz )  que d e t e r m i n a  o  denominador da f u n ç ã o  de t r a n s f e r ê n c i a  

p a s s a - b a i x a s  do t i p o  "a1 1  p o l e " .  V e r i f i c a - s e  por  o u t r o  1 a d o ,  

que há uma r e l a ç ã o  e n t r e  e s t e  mêtodo com o u t r o s  métodos c l ã s s i -  

c o s  de s t n t . e s e  de f u n ç õ e s  de t r a n s f e r ê n c i a .  

Pa ra  o  c a s o  de r e d e s  l a d d e r  L C  duplamente  t e r m i -  

nadas  é p r o p o s t o  um método baseado no a l g o r i t m o  de  r e a l i z a ç ã o d z  

e s t r u t u r a s  J a c o b i .  A p a r t i r  d a s  r e l a ç õ e s  ( V . l O )  e  ( V . l l )  d e t e r -  

mina-se  u m  s i s t e m a  de  equações  a l g é b r i c a s  n ã o - l i n e a r e s  que uma 

vez s o l u c i o n a d o ,  f o r n e c e  os e l e m e n t o s  de  'uma m a t r i z  J a c o b i  s i g n  

s t a b l e .  A p a r t i r  dos e l e m e n t o s  d e s t a  m a t r i z  s ã o  f a c i l m e n t e  de -  

t e r m i n a d o s  os e l e m e n t o s  R ,  L ,  C da r e d e .  

- 
E s t e  método por  sua  v e z ,  a s s e m e l h a n - s e  a q u e l e  

p r o p o s t o  por  Jha e  P r a s a d ,  na medida em que também busca  a ob- 

t e n ç ã o  de uma m a t r i z  t r i d i a g o n a l  ( J a c o b i )  a  p a r t i r  da f u n ç ã o  de 
- 

t r a n s f e r ê n c i a  a s e r  s i n t e t i z a d a .  Analogamente,  n e s t e  u l t i m o ,  

também r e c a i  - s e  na n e c e s s i d a d e  da s o l u ç ã o  de s i  steriias a1 g é b r i  - 

cos  n ã o - l i n e a r e s .  Todavia o  método p r o p o s t o  p o s s i b i l i t a  a  o b t e n  - 

ção s i s t e t i ã t i c a  d a s  equações  a l g é b r i c a s  n ã o - l i n e a r e s ,  o  que não 

o c o r r e  no método de Jha  e  P rasad  1 4 5 1 .  



V I . 2 . 2 . 1  - Redes Ladde r  L C  T e r m i n a d a s  R e s i s t i v a m e n t e  em uma Ex-  - 
t r e m i  d a d e  

O metodo  de s y n t e s e  p r o p o s t o ,  p a r a  e s t e  c a s o ,  ba - 

s e i a - s e  em i d e n t i f i c a r  a  e q u a ç ã o  d i f e r e n c i a l  v e t o r i a l  que  r e p r e  - 

s e n t a  a  r e d e ,  com a  fo rma  c a n õ n i c a  de  Schwarz  1 9 7 1 ,  1 5 1 .  Uma 

vez  e s t a b e l e c i d a  e s t a  i d e n t i d a d e ,  o s  e l e m e n t o s  R ,  L ,  C ,  da r e d e  

s ã o  o b t i d o s  a  p a r t i r  d o s  e l e m e n t o s  da  m a t r i z  de  S c h w a r z .  Os e l e  - 

m ~ n t o s  da  m a t r i z  de  S c h w a r z ,  que é uma m a t r i z  Jac0b.i  s i y i i  s t a -  

b l e ,  s ã o  p o r  s u a  vez  o b t i d o s  a  p a r t i r  dos  c o e f i c i e n t e s  do p o l i  - 

nÕmio ( d e  H u r w i t z )  que  d e t e r m i n a ' o  denominado r  da f u n ç ã o  d e  

t r a n s f e r ê n c i a  ( " a l l  p o l e " )  a  s e r  s i n t e t i z a d a .  

F i g u r a  V I . 4  - Rede l a d d e r  L C  t e r m i n a d a  r e s i s t i v a m e n t e  em 

e x t r e m i d a d e  

C o n s i d e r a n d o  a  r e d e  l a d d e r  L C  e s q u e r n a t i z a d a  

uma 

na  

F i g u r a  V I . 4  podemos,  a  p a r t i r  d a s  e q u a ç õ e s  ( V I  . 2 1 ) ,  r e p r e s e n t a r  

a d i n â m i c a  da r e d e  na fo rma  da e q u a ç ã o  d i f e r e n c i a l  a b a i x o :  



y = V , ;  u = V ; q = ( n t 1 ) / 2 ,  ( n  í m p a r )  , e  

( V I .  2 2 )  

( V I .  2 3 )  

Nes t e  c a s o  a  f-urição d e  t r a n s f e r ê n c i a  GT(s)  = 

V , ( s ) / V e ( s )  é dada  p o r :  



(VI . 2 4 )  

Ana l i sando  a  e s t r u t u r a  da m a t r i z  A ,  d e v i d o  ao f a  - 

t o  de os  e l emen tos  R i ,  L i ,  C i  serem p o s i t i v o s ,  temos que :  

sgn A = 

e  p e l o  Teorema ( 1 1 1 . 1 1 )  a  m a t r i z  A é s i g n - s t a b l e ,  e  m a i s ,  tem a  

e s t r u t u r a  de uma m a t r i z  de Schwarz I g 7 1 ,  1 5 1 .  

Desde q u e ,  dado q u a l q u e r  pol inômio  em s ,  com coe  - 

f i c i e n t e s  r e a i s  ' e  de g rau  n 

n - 
P ( S )  = s n  + - 1  a  i  s n - j . .  (VI .  25 )  

i = l  

podemos o b t e r  uma m a t r i z  K = ( r i j )  n x n  na forma de Schwarz t a l  

que P ( s )  = d e t [ s 1 - R ]  1 5 1 ,  dado que é p o s s i v e l  o b t e r  s i s t e m a t i c a  - 
- 

mente os e l emen tos  da m a t r i z  R a  p a r t i r  dos  c o e f i c i e n t e s  a i  ; 

i = 1 ,  2 ,  , . . n ( v i d e  s e ç ã o  V . 1 ) ,  e s t e s  f a t o s  s e r ã o  e x p l o r a -  



dos pa ra  e s t a b e l e c e r  um metodo de s i n t e s e  da r e d e  da Fi y u r a  

Dada uma f u n ç ã o  de t r a n s f e r ê n c i a  G D ( d  E 

V , ( s ) / V e ( s )  de f i l t r o  p a s s a - b a i x a s  ( " a 1 1  - p o l e l ' )  a  s e r  s i n t e t i z a  - 

da p e l a  r e d e  da F i g u r a  VI .4 ,  onde:  

(VI . Z 7 )  

A p a r t i r  dos c o e f i c i e n t e s  ãi podemos o b t e r  os  de - 

t e r m i n a n t e s  de H u r w ? t z ,  ou s e j a ,  os  menores p r i n c i p a i s  s u p e r i o -  

r e s  da m a t r i z  de Hurwitz  

(VI .  2 8 )  



Chamando de D i  ao i -Ss imo d e s t e s  menores p r i n c i -  

p a i s  da m a t r i z  H ,  d e f i n i m o s  o s  c . o e f i c i e n t e s  w i ,  i  = 1 ,  2 ,  . . . , n  

t a i s  que :  

( V I .  29) 

Os e l e m e n t o s  w i  também podem s e r  d e t e r m i n a d o s  a  

p a r t i  r  dos c o e f i c i e n t e s  do pol inõmio P ( ç )  d i  s p o s t o s  segundo o  

a l g o r i t m o  de Routh 1 3 2 1 :  

- 
Chamando os te rmos  da 1 !' c01 una de a o  = 1 ;a1  = a l  ; 

- 
a 2  = (ã, a 2  - a 3 ) / ã 1  . . . e t c . ,  temos que :  

- - w l  - a l ;  W 2  - a 2 ;  W 3  = a 3 / a  I . . . W n = a n / a n m 2  (VI . 3 0 )  

A p a r t i r  dos e l e m e n t o s  wi, i = 1 ,  2 ,  . . . , n cons  

t r u i m o s  a  1nat . r - i~ R = ( r i  j.) na forma de Schwarz 



Obs: A m a t r i z  R ( f o r m a  de Schwarz )  tambgm pode s e r  o b t i d a  s i s t e  

m a t i c a m e n t e  a  p a r t i r  do método p r o p o s t o  p o r  D a t t a  I 2 l 1 .  

Tomando-se a  m a t r i z  R ( V I . 3 1 ) ,  podemos m o n t a r  o  

s i s t e m a  l i n e a r  a b a i x o :  

onde : 

Computando-se  a  f u n ç ã o  d e  t r a n s f e r ê n c i a  G R ( s )  = 

Y ( s ) / U ( s )  t e m - s e :  

-1 - n-1-1 ' d e t R  - a  
G ~ ( s )  = F(s I -A)  b  = ( - 1 )  - -  n ( V I .  3 3 )  

d e t ( s 1 - R )  P ( s )  

' 

ou s e j a ,  G R ( s )  = G D ( s )  



Comparando-se os'  s i s t e m a s  ( V I . 2 2 )  e  ( V I . 3 2 )  e a s  

f u n ç õ e s  de t r a n s f e r ê n c i a ,  dadas  r e s p e c t i v a m e n t e  por  ( V I . 2 4 )  e 

( V I . 3 3 ) ,  desde  que a s  m a t r i z e s  A e  R se jam " p r i n c i p a l l y  e q u a l "  

( D e f i n i ç ã o  I I I . 1 8 ) ,  ou s e j a :  

- 
a i  i  - r i i ,  i  = 1 ,  2 ,  . . . ,  n 

( V I .  3 4 )  

- - i  = 1 ,  2 ,  - . . $  n-1 
'i , i + l  ' a i + l  , i  r i  , i + 1  ' r i -k l  , i  . = Wi+l 3 

p e l o s  Lemas ( 1 1 1 . 5 )  e  ( 1 1 1 . 6 )  te remos  que :  

A p a r t i r  de ( V I . 3 5 ) ,  s a b e - s e  que n e s t e  c a s o  e x i s  - 

t e  uma t r a n s f o r m a q ã o  de s i m i l a r i d a d e  dada por  uma m a t r i z  T ( n ã o  

s i n g u l a r )  t a l  que  - z = T - x e R = T A T - I ;  6 = T b ;  F = c  T- '  on - 

de a  m a t r i z  T pode s e r  s i s t e m a t i c a m e n t e  d e t e r m i n a d a  1 1 2 / ,  I 2 l 1 .  

Vol tando ao problema da d e t e r m i n a ç ã o  dos e lemen-  

t o s  da r e d e  R L C ,  e s t e s  s ã o  o b t i d o s  a  p a r t i r  d a s  r e l a ç õ e s  

( V I . 3 4 ) ,  ou s e j a :  

-1 - - W 
i 

C L L l ;  L = i / 2 ;  i  p a r  
i > 2  - (VI . 3 6 )  

C,l , , l .L,;  m = ( i - 1 ) / 2 ;  i impar 



Uma v e z  d e t e r m i n a d o s  o s  w i ,  i  = 1 ,  2 ,  . . . ,  n  O 

s i s t e m a  (VI  . 3 6 )  t em n  e q u a ç õ e s  e  n + l  i n c ó g n i t a s  q u e  c o r r e s p o n -  

dern a o s  ni-1 v a l o r e s  d o s  e l e m e n t o s  d a  r e d e .  E s t e s  v a l o r e s  s ã o  f a  - 

c i l m e n t e  d e t e r m j n a d o s  a r b i t r a n d o - s e ,  p o r  e x e m p l o ,  R I  = 1  a .  

U m  d o s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  p o r  Na11 I l o 8 )  m o s t r a  

q u e :  " d a d o  o  p o l i n õ m i o  P ( s )  o n d e  P ( s )  = I s I - R I ,  s e  o s  w i ,  i  = 

I ,  2 ,  . . . , n  s ã o  p o s i t i v o s ,  P ( s )  t em t o d a s  a s  r a i z e s  no  s e m i  - 

p l a n o  l a t e r a l  e s q u e r d o  a b e r t o  e o s  e l e m e n t o s  w i  s ã o  d e t e r m i n a -  

d o s  a  p a r t i r  d a  e x p a n s ã o  p o r  f r a ç õ e s  c o n t i n u a d a s " :  

( V I  . 3 7 )  

o n d e :  

O r e s u l t a d o  a c i m a  m o s t r a  a  e q u i v a l ê n c i a  d o  m é t o -  

d o  a p r e s e n t a d o  com o  m é t o d o  d e  s T n t e s e  b a s e a d o  na  e x p a n s ã o  p o r  

f r a ç õ e s  c o n t i n u a d a s  d a  r e l a ç ã o  e n t r e  a p a r t e  I m p a r  e  a  p a r t e  

p a r  d o  p o l i n Õ r n i o . P ( s )  1181. P o r  o u t r o  l a d o  também p o d e - s e  mos-  



t r a r  a  r e l a ç ã o  e x i s t e n t e  e n t r e  ,a expansão  por  f r a ç õ e s  c o n t i n u a -  

das  ( V I . 3 7 )  com a  e x i s t ê n c i a  de uma expansão  em f r a ç õ e s  p a r -  

c i a i s  de G ( s ) / H ( s )  1 ' lo81.  - 

Neste ponto  podemos s u m a r i a r  o  p roced imen to  da 

s y n t e s e  da função  de t r a n s f e r ê n c i a  

dando a  s e s u ê n c i a  da s i n t e s e :  

Passo  1 :  C a l c u l a r  os  c o e f i c i e n t e s  ãi = a i / a o .  i  = 0 ,  1 ,  2 , .  . . ,n. 

- 
Passo  2 :  Dispor  os  ãi na m a t r i z  H c f .  ( V I . 2 8 )  (ou  d i s p o r  os  a i  

segundo o  a l g o r i t m o  de R o u t h ) .  

Passo 3 :  C a l c u l a r  os  w i  c f .  (VI . 2 9 )  (ou c a l c u l a r  os w i  c f .  

Passo 4 :  A r b i t r a r  ( p o r  exemplo)  R ,  = 1 n e  o b t e r  o s  e l e m e n t o s  

L i $  C i  a  p a r t i r  de  ( V I . 3 6 ) .  

U t i l i z a n d o  o  método p r o p o s t o  ( c a l c u l a n d o  o s  de-  

t e r m i n a n t e s  de Hurwi tz )  damos o  exemplo a  s e g u i r :  

Exemplo V I . l :  Tomando a  função  de t r a n s f e r g n c i a  G,,(s) de 30 

g r a u ,  maximamente p l a n a  na or igem ou de  B u t t e r w o r t h ,  t r a t a d a  em 

1 4 ~ 1 :  



- - 
n e s t e  c a s o  ã1 = 2 ;  a 2  = 2 ;  a 3  = 1  

a r b i t r a n d o  R 1  = 1 n t e m o s :  

F i g u r a  V I . 5  - C i r c u i t o  c o r r e s p o n d e n t e  a  GD(s) d o  E x .  ( V I . ] )  

- ou a r b i t r a n d o - s e  o v a l o r  d e  R ,  = 3 / 2  n o b t e m o s  C1 = 1 / 3 F ;  L, - 

2H; C 2  = 1 F  q u e  s ã o  o s  v a l o r e s  o b t i d o s  p e l o  m é t o d o  R e c o r r e n t e -  

C o n t i n u a n t e  em 1 4 " .  



O exemplo acima mos t ra  a  s i m p l i c i d a d e  do método 

compara t ivamente  ao metodo de Holbrook 1 4 2 1 ,  de v e z  que a  sTt i te  - 

s e  pode s e r  o b t i d a  s i s t e m a t i c a m e n t e  em q u a t r o  p a s s o s ,  sem a  ne -  

c e s s i d a d e  de s e  p r o c e d e r  a  o p e r a ç õ e s  com l i n h a s  e  c o l u n a s  que 

são  i n e r e n t e s  ao rnStodo R e c o r r e n t e - C o n t i n u a n t e .  F a t o  que no ca  - 

s o  de f i l t r o s  de dimensão mais e l e v a d a ,  t o r n a  o p r o c e s s o  d i f 7 -  

c i l  pa ra  alguém sem c e r t a  e x p e r i ê n c i a .  

D e s e j a - s e  r e s s a l t a r  q u e ,  q u a l q u e r  que s e j a  o  m e -  
todo  de s i n t e s e  u t i l i z a d o ,  o  o b j e t i v o  f i n a l  é o  de r e a l i z a r  um 

s i s t e m a  do t i p o  ( V I . 2 2 )  no qual  a  m a t r i z  A 5 uma m a t r i z  J a c o b i  

s i g n  s t a b l e  do t i p o  Schwarz.  Cons iderando e s t e  a s p e c t o ,  poderya  -- 

mos a l t e r n a t i v a m e n t e  nos u t i l i z a r  do a l g o r i t m o  de r e a l i z a ç ã o  de 

e s t r u t u r a s  J a c o b i  s i g n  s t a b l e  ( s e ç ã o  V . 2  ; 2 )  pa ra  e s t a b e l e c e r  a  

s i n t e s e  da r ede  da F i g u r a  V I . 4  . Todavia o método ac ima ,  b a s e a  - 

do na forma de Schwarz ,  m o s t r a - s e  em p r i n c i p i o  mais  s i m p l e s  e 

d i  r e t o .  

Obs: Para o  c a s o  em que o  grau  do po l inomio  P ( s )  é p a r ,  o  p r o -  - 

c e s s o  de s S n t e s e  6 a n a l o g o  1 5 9 1 .  

VI . 2 . 2 . 2  - Redes Ladder L C  Duplamente Terminadas  
-v --- 

P e l o  f a t o '  de que r e d e s  L C ,  com r e s i s t ê n c i a s .  n a s  

duas e x t r e m i d a d e s ,  têm c a r a c t e r ? ' s t i c a s  de menor s e n s i b i l i d a d e  

comparadas à q u e l a s  com r e s i s t ê n c i a  em apenas  uma d a s  e x t r e m i d a -  

des  1 2 o  1 ,  o s  metodos de s 7 n t e s e  n e s t e  c a s o  to rnam-se  mais impor - 

t a n t e s  e  por  o u t r o  l a d o  mais complexos.  



O mctodo e x p o s t o  na s e ç ã o  a n t e r i o r ,  bem como o  

de Hol dbrook 1 4 2  1 ,  não s ã o  adequados pa ra  e s t e  c a s o .  Dos méto-  

dos de s í n t e s e  e x i s t e n t e s  p a r a  e s t e  c a s o ,  u m  d e l e s  é o  p ropos  

t o  por  Jha e  Prasad  e  b a s e i a - s e  no método R e c o r r e n t e -  

C o n t i n u a n t e  pa ra  s i n t e t i z a r  f u n ç õ e s  do t i p o  p a s s a - b a i x a s  com 

e s t r u t u r a s  1  adde r  L C  duplamente  t e r m i n a d a s .  

Nesta  s e ç ã o  é p r o p o s t o  um método que a s s e m e l h a -  

s e  ao de Jha e  P rasad  no a s p e c t o  em que também s e  busca  a  r e a l i  - 

zação  de u m  s i s t e m a  t r i d i a g o n a l  a  p a r t i r  de uma f u n ç ã o  de  

t r a n s f e r ê n c i a  p a s s a - b a i x a s  com t o d o s  o s  z e r o s  no i n f i n i t o  ( " a 1 1  

p o l e " ) .  

O metodo aqui  p r o p o s t o ,  b a i e i  a - s e  nas  r e l a ç õ e s  
1 

e x i s t e n t e s  e n t r e  os  c o e f i c i e n t e s  dos  po l i t~Ômios  c a r a c t e r ~ s t i c o s  

das  s u b - m a t r i z e s  p r i n c i p a i s  de uma m a t r i z  de  J a c o b i  e  os  elemen - 

t o s  d e s t a  m a t r i z  ( r e l a ç õ e s  (V . lO)  e  ( V . 1 7 ) ) .  A p a r t i r  d e s t a s  r e  - 

I a ç õ e s  pode-se c o n s t r u i r  s i s t e m a t i c a m e n t e  u m  s i s t e m a  a l g é b r i c o  

de equações  n ã o - l i n e a r e s  que uma vez r e s o l v i d o ,  l e v a  2 s i n t e s e  

da r e d e r  l a d d e r  c o r r e s p o n d e n t e  2 f u n ç ã o  de t r a n s f e r ê n c i a  d e s e j a  - 

da .  O s i s t e m a  a l g é b r i c o  n ã o - l i n e a r  a  que s e  c h e g a ,  ( d e  n equa -  

ções  e  n i n c ó g n i t a s )  c o r r e s p o n d e  bas i camen te  à s  equações  

i .  
a n - i  = ( - 1 )  1 M i ;  i = I ,  2 ,  . . . ,  n ( V I .  3 8 )  

onde os  a n m i  s ã o  os  c o e f i c i e n t e s  do po l inomio  P ( s ) =  
I1 

s " +  1 a 
n - i  s = d e t  [ S I - A ]  e M i  s ã o  o s  menores p r i n c i p a i s  n- i  i  = l  



de ordem i  da m a t r i z  A ,  que no c a s o  também é J a c o b i  s i g n  s t a -  

b l e .  

E m  principio p o d e r - s e - i a  e s t a b e l e c e r  a s  n e q u a -  

ções  (VI . 3 8 )  d i r e t a m e n t e ,  t o d a v i a  no c a s o  'de n e l e v a d o  t a l  t a r e  - 

f a  s e r i a  t r a b a l h o s a  e  p a s s i v e l  de e r r o s .  A p a r t i r  das  r e l a ç õ e s  

(V. lO)  e  ( V . l l  ) podemos d e t e r m i n á - 1  a s  s i s t e m a t i c a m e n t e .  

Cons ide rando  p o r t a n t o  o  problema de s í n t e s e  de 

uma função  de t r a n s f e r g n c i a  G T ( s )  = V S ( s ) / V e ( s )  do t i p o  p a s s a -  

b a i x a s ,  por uma r e d e  1  a d d e r  p a s s i v a  e squemat i  zada a b a i x o ,  

F i g u r a  VI.6 - Rede l a d d e r  L C  duplamente  t e r m i n a d a  

poderemos e n c a r á - l o  como sendo o  da r e a l i z a ç ã o  do s i s t e m a  d e s -  

c r i t o  p e l a  equação  ( V I . 2 2 ) , o n d e  n e s t e  c a s o :  

(VI .  3 9 )  

y = V , ;  u = V e ;  q = n / 2 ;  n - > 2 ,  n p a r  



e  p o r t a n t o  s y n  A 6 dada p o r :  

e  p e l o  Teorema 111.11  A 6 uma m a t r i z  " J a c o b i  s i g n  s t a b l e " .  

Normalizando-se as  r e s i s t ê n c i a s  d ê  e n t r a d a  e  sa i '  

da p a r a  R; = R ;  R 2  = 1 ;  GT(s) = V,(s)/V,(s) será dada p o r :  



a n  = L 1 C 1 C 2  . . . C q ,  e  o  ganho d . c .  5 dado por  G T ( 0 )  = ( ] + R ) - '  

podemos e s c r e v e r  : 

Tomando os  e l emen tos  da m a t r i z  A dada em (V1.40)  e s t a b e l e c e m o s  

a s  s e g u i n t e s  i g u a l d a d e s :  

- I Nas i g u a l d a d e s  ac ima ,  chamando L;' = x l  ; C l  

Ic,; m = i / Z ,  i  p a r  

podemos c o l o c a r  a s  equações  (VI  . 4 . l )  sob  uma forma c o n v e n i e n t e ,  



u t i l i z a n d o  a s  r e l a ç õ e s  ( V . l Q ) ,  ( V . 1 1 ) ,  ( V I . 4 1 )  e  ( V I . 4 2 ) ,  f a t o  

que i m p l i c i t a m e n t e  d e t e r m i n a  a  s e q u ê n c i a  de s y n t e s e ,  ou s e j a :  

Passo 1 :  A p a r t i r  de  (V . lO)  e  ( V . 1 1 )  com k = 1 ,  2 ,  3 ,  . . . ,  n e s  -- - 

t a b e l e c e r  ( p o r  s u b s t i t u i ç õ e s  s u c e s s i v a s )  a s  n e q u a ç õ e s :  

(VI . 4 3 )  

Passo 2 :  U t i l i z a n d o  ( V I . 4 1 )  e  ( V I . 4 2 )  c o l o c a r  o  s i s t e m a  ( V 1 . 4 3 )  

de te rminado  n o  Passo  1 ,  na forma d e  n equações  do t i p o :  

Passo 3 :  A p a r t i r  de G T ( s )  c a l c u l a r  o s  a i 3 ( a i  = a i / a n ;  = 

1 .  z 3  . . . $  n )  

Passo 4: Com R e s t i p u l a d o ,  d e t e r m i n a r  (em g e r a l  numer icamen te )  

uma s o l u ç ã o  pa ra  o  s i s t e m a  e s t a b e l e c i d o  no Passo  2 ,  t a l  que 

i  > O ;  i  = 1 , 2 ,  . . . .  n .  

' Passo 5 :  C a l c u l a r  o s  e1e inent .o~  da r e d e  a  p a r t i r  d a s  i g u a l d a d e s  

( V I . 4 2 ) .  

Obs. 1 :  Para os  f i l t r o s  de uma d e t e r m i n a d a  ordem ( d o  t i p o  c o n s i  - 

d e r a d o )  o s  p a s s o s  1  e  2  s ã o  u t i l i z a d o s  apenas  uma v e z ,  p a r a  e s -  

t a b e l e c e r  a s  equações  ( V 1 . 4 4 ) .  Pa ra  d i f e r e n t e s  G T ( s )  ( d e  mesma 



o r d e m )  a s 7 n t e s e  é f e i t a  a p a r t i r  d o s  p a s s o s  3 ,  4 e 5 .  

O b s .  2 :  E m  g e r a l ,  c a s o  n ã o  s e j a  o b t i d a  uma s o l u ç ã o  n o  p a s s o  4 ,  

com x i  > O ;  i  = 1 ,  2 ,  . . . : n ,  o  v a l o r  d e  R d e v e  s e r  a1 t e r a d o .  O 

p a s s o  4 t e m  i n e r e n t e s  o s  p r o b l e m a s  d e  s o l u ç ã o  d e  s i s t e m a s  a l g é -  

b r i c o s  n ã o - l i n e a r e s ,  t o d a v i a  a s  n ã o - i i n e a r i d a d e s  d o  s i s t e m a  s ã o  

d o  t i p o  " p r o d u t o s  d e  v a r i á v e i s "  o q u e  n ã o  t o r n a  o  s i s t e m a  

( V 1 . 4 4 )  p o r  d e m a i s  c o m p l e x o ,  como é v i s t o  no  e x e m p l o  q u e  s e  s e -  

g u e :  

Exemplo  V I . 2 :  S e j a  uma f u n ç ã o  d e  t r a n s f e r ê n c i a  d e  gra .u  4 o n d e  

P d ( s )  é d a d o  p o r :  

com g a n h o  d . c .  i g u a l  a ( 1  + R ) " .  E n t ã o  t e m o s  q u e :  



U t i l i z a n d o  o s  p a s s o s  1  a  3 c h e g a m o s  a o  s i s t e m a  

a l g é b r i c o  n ã o - l i n e a r  a b a i x o :  

a 2  = R X 1  X 4  C X 1  X 2  + X 2  X 3  + X 3  X 4  ( V I  . 4 - 5 )  

3 

a l  
= R X 1  X 2  X 3  + R X 1  X "  X 4  + X 2  X 3  X 4  + X 1  

X 2  X 4  

O q u a l ,  uma v e z  s o l u c i o n a d o  ( com v a l o r e s  p o s i t i -  

v o s  p a r a  x i ,  i  = 1 ,  2 ,  3 ,  4 ) ,  n o s  f o r n e c e  o s  v a l o r e s  d o s  e l e m e n  - 

t o s  d a  r e d e  ( p o r  V I . 4 2 )  ou e q u i v a l e n t e m e n t e  a  r e a l i z a ç ã o  d o  s i s  - 

t e m a  ( V 1 . 2 2 )  com A ,  6 ,  c  s a t i s f a z e n d o  ( V I . 3 9 )  e  ( V I . 4 0 ) .  

A p l i c a ç ã o  N u m é r i c ã :  -- S e j a  P d ( s )  = s 4  + 4 s 3  + 8 , 5 s 2  + 1 0 s  + 5 , 5 ;  

substituindo-se o s  v a l o r e s  d e  a i ;  i = 1 ,  2 ,  . . . ,  n  em ( V I . 4 5 ) ,  
I 

com R = 0 , l  o b t e m o s  uma s o l i i ç ã o  ( p e l o  m é t o d o  d e  N e w t o n - R a p h s o n )  

d a d a  p o r :  

C o m p a r a n d o - s e  a  m a n e i r a  s u g e r i d a  a c i m a ,  com O 

m e t o d o  p r o p o s t o  em 1 4 5 1  vemos  q u e  em ambos c a s o s  r e c a i - s e  na  



s o l u ç ã o  de equações  a l g é b r i c a s  não--1 i  n e a r e s ,  no e n t a n t o ,  no rné- 

todo  que propomos, o  s i s t e m a  de  equações  n ã o - l i n e a r e s  é o b t i d o  

s i s t e m a t i c a m e n t e  a  p a r t i r  dos c o e f i c i e n t e s  do denominador da 

função  de  t r a n ' f e r ê n c i a ,  o  que nzo o c o r r e  no c a s o  do método de 

Jka  e  Prasad  I h 5 1 ,  o  qua l  b a s e i a - s e  na manipulação  de l i n h a s  e  

c o l u n a s  "c1 como o  método de Hol brookB 1 4 2  1 .  D O  ponto  de v i s t a  

de haver  uma r e l a ç ã o  e n t r e  os  d o i s  me todos ,  e l a  não p a r e c e  Õb- 

v i a ,  c o n s i d e r a n d o - s e  i n c l u s i v e  o a s p e c t o  de que os  r e s u l t a d o s  

nuiriericos o b t i d o s  por  um e  por  o u t r o  método n ã o  n e c e s s a r i a m e n t e  

são  o s  mesmos. 

P o r  o u t r o  l a d o ,  comparados a  o u t r o s  métodos de 

s T n t e s e ,  cremos que somente a c o n t i n u a d a  u t i l i z a ç ã o  do método 

p r o p o s t o  poderá  e s t a b e l e c e r  a s  s u a s  v a n t a g e n s  ou d e s v a n t a g e n s .  

Desde que e x i s t e  uma t r a n s f  ormação s í m p l e s  e n t r e  

r e d e s  p a s s a - b a i x a s  e  r e d e s  p a s s a - f a i x a  e p a s s a - a l t a s  l 1 O 9 1  5 

não houve a  preocupacão  em s e  d e t e r m i n a r  a  s í n t e s e  d e s t e s  d o i s  

ú l t i m o s  t i p o s  de r e d e s .  Todavia a  o b t e n ç ã o  da s i n t e s e  n e s t e s  

' c a s a s ,  a s s im como no c a s o  dos f i l t r o s  e l i p t i c o s  1 1 0 9 1 ,  de uma 

manei ra  d i r e t a  baseada  nos métodos p r o p o s t o s  e u m  a s p e c t o  que 

d e v e r á  s e r  i  n v e s t i  gado.  

V I . 2 . 3  - STntese  de I r n i t ã n c i a s  'de P o r t a  

O i n t u i t o  d e s t a  s e ç ã o  o  de m o s t r a r  a  r e l a ç ã o  

e x i s t e n t e  e n t r e  os a l g o r i  tmos de r e a l  i  zação  de e s t r u t u r a s  J a c o -  

bi  s i g n  s t a b l e  ( A l g o r i t m o  V . l )  e  o método de Cauer ou metodo 



de e x p a n s ã o  p o r  f r a ç õ e s  c o n t i n u a d a s .  M o s t r a - s e  que  o  metodo de  

s y n t e s e  d e  Caue r  é e q u i v a l e n t e  ao  A l g o r i t m o  V.l de  r e a l i z a ç ã o  

de e s t r u t u r a s  J a c o b i  ( s i g n  s t a b l e  em p a r t i c u l a r )  v i n d o  c o n f i r -  

mar q u e ,  no c a s o  da r e a l i z a ç ã o  r e f e r e n t e  ao  Teorema V.1 ,  c h e g a -  

s e  a  u m  s i s t e m a  p a s s i v o  ( v i d e  Lema V . 6 ) .  

V e r i f i c a - s e ,  p o r  o u t r o  l a d o ,  que no c a s o  de c i r -  

c u i t o s  l a d d e r  R C ,  o  s i s t e m a  que o s  r e p r e s e n t a  não  n e c e s s a r i a m e n  -. 

t e  p o s s u i  uma e s t r u t u r a  J a c o b i  s i g n  s t a b l e ,  m o s t r a n d o  d e s t a  f o r  

ma que  embora a  t o d a  e s t r u t u r a  J a c o b i  s i g n  s t a b l e  ( r e f e r e n t e  

a o  C o r o l á r i o  I V . 1 ,  Caso I )  podemos a s s o c i a r  u m  c i r c u i t o  p a s s i v o  

l a d d e r  R L C  c u j a  i m i t â n c i a  de  p o r t a  6 uma f u n ç ã o  r e a l  p o s i t i v a  
+ .-- 1 l o 5 1 ,  a r e c T p r o c a  no e n t a n t o ,  não e  o b v i o  que  s e j a  v e r d a d e i r a .  

Da.da uma i m i t â n c i a  d e  p o r t a  H ( s )  ( i r r e d u t l v e l )  a  

s e r  s i n t e t i z a d a  p o r  u m  c i r c u i t o  l a d d e r  R L C ,  como H ( s ) = N ( s ) / D ( s )  

é r e a l  p o s i t i v a ,  e n t ã o  temos que  n e c e s s a r i  ainente a G ( s ) = ] g r N ( s ) -  

g r ~ ( s ) I  - < 1  1 1 ° 5 1 .  Tomemos o  c a s o  em que  g r D ( s )  > g r N ( s ) .  P a r a  

o  que  s e  p r e t e n d e  m o s t r a r  não h: p e r d a  de  g e n e r a l i d a d e  com e s t a  

c o n s i d e r a ç a o .  

Tomando o  s i s t e m a  r e p r e s e n t a t i v o  d a  r e d e  l a d d e r  

R L C  e s q u e m a t i z a d a  a b a i x o ,  na foriiia (VI  . 2 2 ) .  



Figura  V I . 7  - C i r c u i t o  l a d d e r  R L C  

onde n e s t e  c a s o :  

x '  = [xl  x 2  . . . , x n ]  = [ v 1 ,  i l .  . . . , i  - q - i 3  v q l  

( V I  . 4 6 )  

onde A ,  como nos c a s o s  a n t e r i o r e s  i? f a c i l m e n t e  v e r . i f i c a d o  s e r  

s i g n  s t a b l e ;  n e s t e  c a s o  temos:  



onde A 1  é a  m a t r i z  o b t i d a  a  p a r t i r  da  m a t r i z  A e1 i m i n a n d o - s e  a  

1: l i n h a  e  a l ?  c o l u n a .  Tomando a s  r e l a ç õ e s  ( V . 1 0 )  e ( V . 1 1 )  n a s  

q u a i s  n e s t e  c a s o :  

e i d e n t i f i c a n d o  os  e l e m e n t o s  da m a t r i z  A com o s  e l e m e n t o s  do 

c i r c u i t o  t em os  o  s e g u i n t e  a l g o r i t m o  de  s i n t e s e  do c i r c u i t o  d a  

( F i g u r a  Y I . 7 ) ,  ou e q u i v a l e n t e m e n t e  d e  r e a l i z a ç ã o  do s i s t e m a  

( V I . 2 2 )  com e s t r u t u r a  J a c o b i  s i g n  s t a b l e .  A r b i t r a n d o  ( p o r  c o n v e  

niência) o v a l o r  d e  C1  = ' 1  t emos :  

P a s s o  1  ( K  = n) . . . 
com i = n-1 ,obtemos ã 11 = ( R 1  C ] ) - '  -+ R I  

i = n-2 ob temos  ãZ1 = ( L I C l )  - I  + L 1  

n-2 i = n - 3  ob temos  a n - 3  

n - 2 
i = O ob temos  ao  



Passo 2 (-K = n - 1 )  . . . 
- I com i  = n - 2  obtemos ã Z 2  = R 2 L 1  + R 2  

i = n-3 obtemos = ( L I C 1 ) - '  + C 2 

n - 3 i  = ri-3 obtemos a 
n-4 

n-3 i = O obtemos ao 

Passo n ( K  = I )  . . .  
com i  = O obtemos ã = R C - '  

n , n  n q + 

Pe lo  a l g o r i t m o  ac ima ,  os  e l e m e n t o s  ã i j  a s s i m  ob- 

t i d o s  deve rão  s e r  n ã o - n e g a t i v o s  ( a l g u n s  ã l i  poderão  s e r  n u l o s )  

para  que a  m a t r i z  A s e j a  s i g n  s t a b l e  e  consequen temen te  t e n h a -  

mos a  s í n t e s e  do c i r c u i t o  l a d d e r  R L C  com pol os na semip lano  1 a -  

t e r a l  e s q u e r d o .  

E: Note-se q u e ,  c a s o  tenhamos g r N ( s )  > g r D ( s ) ,  a  a p l i c a ç ã o  do 

a l g o r i t m o  s e  f a r i a  de mane i ra  a n á l o g a ,  s i n t e t i z a n d o  Y ( s )  ( admi -  

t â n c i a )  ao i n v é s  de Z ( s ) .  

c o n s i d e r a n d o  a  s í n t e s e  da impedância  de p o r t a  

Z ( s )  = N ( s ) / D ( s )  p e l o  método de Cauer  / I 8 (  baseado na e x p a n s ã o  

por f r a ç ã e s  c o n t i n u a d a s  da f u n ç ã o  Z ( s )  a  s e r  s i n t e t i z a d a ,  e s t e  

c o n s i s t e  em: a l t e r n a d a m e n t e  remover os e l e m e n t o s  em s e r i e  e  em 

p a r a l e l o  de Z ( s )  e  no caço  g r D ( s )  > g r N ( s )  temos:  



e p o r t a n t o  o b t e m o s  s u c e s s i v a m e n t e  o s  v a l o r e s  d e  C , ,  R , ,  ' 

9' ..., C q 9  R n  e  c a s o  a  e x p a n s á o  a c i m a  s e j a  c o m p l e t a d a  ( com v a  - 

lares p o s i t i v o s  p a r a  o s  e l e m e n t o s  R i ,  L i ,  C i )  t e r e m o s  s i n t e t i z a  

d o  a i m p e d â n c i a  Z(ç) n a  e s t r u t u r a  d a  r e d e  d a  F i g u r a  V . l ,  í3 g 

e q u i v a l e n t e m e n t e ,  o b t i d o  a  r e a l i z a q ã o  d e  Z ( s )  ( V 1 . 4 7 )  s o b  uma 

e s t r u t u r a  J a c o b i  s i g n  s t a b l e .  

Exemplo  V I . 3 :  S e j a  

u t i  'i i z a n d o  o  a1 g o r i  tmo a c i m a ,  t e m o s :  

Passo 1  ( K  = 3 )  

9 = ali + R, + á l l  = 2  = ( R , c , ) - '  - + R ~  = 1 / 2  n 

d - 1  
a ,  = a l l  -+ B~ + èz1 -+ á z 1  = 2 = ( L - C )  I 1  + L ,  = 1 / 2  H 

- - ao  - a l l e 0  + ã Z 1 . ~ ~  -+ -io = 1 / 2  



P a s s o  2 (K = 2 )  

P a s s o  3 (K = 1 )  

P e l o  n i ~ t o d o  d e  C a u e r  ( v i a  a l g o r i t m o  d e  E u c l i d )  

t e m o s  : 



donde :  

e  p o r t a n t o  o s  v a l o r e s  d o s  e l e m e n t o s  do c i r c u i t o  s ã o :  C, = 1F ;  

8 R 1  = 1 / 2  Q ;  L I  = 1 / 2  H ;  R 2  = 1 / 4  n; C . .  = - F ;  R 3  = 3 / 4  n 
" 3 

F i g u r a  VI .8  - C i r c u i t o  c o r r e s p o n d e n t e  a  7 ! s )  do exemplo  V1.3 .  

O b s :  Pa ra  que s e j a  p o s s ? v e l  s i n t e t i z a r  uma i m p e d ã n c i a  d e  p o r t a  

s o b  uma e s t r u t u r a  l a d d e r ,  o s  p o l i n ~ m i o s  N(s) e D(s) de  Z ( s )  = 

N ( s ) / D ( s )  ( e  e q u i v a l e n t e m e n t e  de Y ( s ) )  devem s a t i s f a z e r  a s  c o n -  

d i ç õ e s  ( V . 9 ) ,  ou s e j a ,  s e n d o  n = m+l e 

d 

uma a  c o n d i ç ã o  n e c e s s á r i a  p a r a  que  a s F n t e s e  s e j a  possTvc1  e 
- 

que  tenhamos G .  > B i  ; i  = 1 ,  2 ,  . . . , rn, i s t o  além d a s  c o n d i ç i i e s  
. I  - 

i n e r e n t e s  ao  f a t o  de  Z ( s )  s e r  uma f u n q ã o  r e a l  p o s i t i v a  I x o 5 1 .  



C o n s i d e r a n d o  o  c a s o  em q u e ,  u t i l i z a n d o  e s t e  a l g o  - 

ri tmo, c h e g a - s e  a  v a l o r e s  n e g a t i v o s  d e  ã i j  p a r a  a l g u m  P a r  

(i, j ) ,  i  + j, i s t o  i m p l i c a  que n ã o  é p o s s l v e l  o b t e r  uma e s t r u -  

t u r a  J a e o b i  s i g n  s t a b l e  a  p a r t i r  d a  Z ( s )  d a d a ,  como p o r  exem-  

p l o  n o  c a s o  em q u e  Z ( s )  d a d a  p o r :  

P a s s o  1 ( K  = 2) 

P a s s o  2 ( K  = 1 )  

- w 

B 0  - = 2 

e a e s t r u t u r a  J a c o b i  s e rá  r e a l i z a d a  n a  f o r m a  d a  

( V I . 2 2 )  com 

e q u a ç ã o  

Nestes c a s o s  a  r e a l i z a ç ã o ,  ou a s l n t e s e  d e  Z ( s ) ,  

corresponde a urna e s t r u t u r a  l a d d e r  R C  ( o  q u e  tambem pode ser  

v is to  p e l o  m e t o d o  d e  C a u e r )  , i s t o  p e l o  P a t o  d e  q u e  a p a r t i r  d e  



( V I . 2 1 )  o n d e  Zi = Ri e Y i  = C i ( i  = 1 ,  2 ,  . . . ,  n )  o  s i s t e m a  e 

r e p r e s e n t a d o  p o r :  

o n d e  u = i; y = V 1  

- - - 
c = [ C , ,  c 2 >  3 'nJ = [ I ,  O ,  . . . , . O ]  

( V I  . 4 8 j  

e p o r t a n t o  



sgn Ã = 

- 
O bserve ' -se  que neste casa ,c matriz A não é s i g n  

s t a b l e ,  t o d a v i a  6 D - e s t á v e l  e além d i s t o  s a t i s f a z  ( - 1  ) i d i  ( Ã ) > o ;  

i  = 1 ,  2 ,  . . ., n o que a s s e g u r a  que Ã E D (Teorema 1 1 1 . 4 ) .  O 

f a t o  da e x i s t ê n c i a  da f u n ç ã o  de Lyapunov V(x)  - = x '  P x ,  - para  o 

s i s t e m a  ( V 1 . 4 8 )  onde P I O 6 d i a g o n a l  ( Á  E P ) ,  pode s e r  a s s o c i a  - 

d o  a função  e n e r g i a  armazenada no c i r c u i t o  e que tem uma forma 

" d i  ago.nal " 1 5 2  1 . . 

E s t e  á um a s p e c t o  que d e v e r á  s e r  e x p l o r a d o  p a r a  

i d e n t i f i c a r  comple tamente  a s  e s t r u t u r a s  " f a v o r á v e i s "  n o  c o n t e x -  

t o  de s i s t e m a s  p a s s i v o s  e  funçt ies  r e a i s  p o s i t i v a s .  

Out ro  a s p e c t o  que o caso ac7ma i l u s t r a  é o  f a t o  

de que u m  c i r c u i t o  p a s s i v o  ( R C )  n a 0  n e c e s s a r i a m e n t e  tem uma r e -  

p r e s e n t a ç ã o  s o b  e s t r u t u r a  s i g n  s t a b l e  embora a p a r t i r  de  

( V 1 . 4 6 )  6 f ã c i l  v e r  que a uma e s t r u t u r a  J a c o b i  s i g n  s t a b l e  s e n -  

p r e  podemos a s s o c i a r  uma rede I adde r  p a s s i v a .  

Facilmente pode-se mos t r a r  q u e  a r e l  a ç ã o  e x i  s t e n  - 

t e  e n t r e  r e d e s  p a s s i v a s ,  s is temas p a s s i v o s ,  e s t r u t u r a s  s i g n  s t a  



b l e  e e s t r u t u r a s  f a v o r á v e i s  nao e s t a  r e s t r i t a  ao c a s o  das  e s t r u  - 
t u r a s  J a c o b i  l u / .  Apesar  de t e r  s i d o  e s t a b e l e c i d a  uma r e l a ~ ã o  

e n t r e  e l a s ,  t a n t o  n e s t a  s e ç ã o  como na s e ç ã o  V . 4 ,  cremos que uma 

de te rminação  formal  de l i m i t e s  mais p r e c i s o s  em que e s t a  r e l a -  

q ã o  6 v a l i d a  dkverá  s e r  f e i t a ,  v i s t o  que s u a  d e t e r m i n a s ã o  pode- 

rã t a n t o  a u x i l i a r  nos problemas  de s ? n t e s e  de s i s t e m a s  e  r e d e s  

p a s s i v a s ,  bem como p r o p i c i a r  u m  melhor  e n t e n d i m e n t o  d a s  p r o p r i e  - 

d a d e s  de e s t r u t u r a s  " f a v o r á v e i s "  do pon to  de v i s t a  da e s t a b f l i -  

Tomando-se o  f a t o  de que a  f u n ç ã o  de Lyapunov 

V ( ? )  = - x '  P x - com P > O d i a g o n a l  pode s e r  i d e n t i f i c a d a  com a 

e n e r g i a  armazenada nos c a p a c i t o r e s  e i n d u t o r e s  de uma r e d e  paç-  

s l v a  1 5 % 1 ,  e s t e  t a l v e z  s e j a  u m  ponto  de p a r t i d a  p a r a  que e s t a  

q u e s t ã o  s e j a  formalmente  e s c l a r e c i d a .  



Dado que a  dimensão e  complexidade  dos s i s t e m a s  

com os  q u a i s  a  e n g e n h a r i a  tem-se  depa rado  nas u l t i m a s  d é c a d a s  

teni ci:escicio sens~ ive i ine r i t e ,  e s t e  f a t o  'con,i? e n a t u r a l ,  teni o b r i -  

gado a  i n v e s t i g a ç ã o  de novos metodos de a n a l i s e  e  s i n t e s e  d e s -  

t e s  s . is tenias ,  de vez que a  u t i l i z a ç ã o  dos metodos c l ~ s s i c o s  na 

m a i o r i a  das  vezes  f i c a  r e s t r i t a  a  s i s t e m a s  de dimensão r e d u z i -  

da .  

E s t e s  novos ni6todos bas i camen te  buscam, de c e r t a  

mane i ra ,  " s i m p l i f i c a r  a s  c o i s a s "  p o i s  e n a t u r a l  que u m  problema 

de dimensão pequena que s e j a  compl i c a d o ,  f i q u e  mui to  mais  com- 

pl i cado  quando a  d;mensão aumenta.  

E s p e c i f i c a m e n t e  f a l a n d o  do problema de  e s t a b i l i d a  - 

de de  s i s t e n i a s  d inâmicos  nao- 1  i n e a r e s ,  nas  Ul t in ias  d e c a d a s ,  ern- c 

hora baseados  em t e o r i a s  mais  a n t i g a s  e  r e s u l t a d o s  de Lyapunov 

e Popov, a s  p e s q u i s a s  tarnbeni tem-se  d i r i g i d o  n e s t e  s e n t i d o  " s im - 

pl i f i c a d o r " .  

Uma d a s  abordagens  que tem-se d e s t a c a d o  e que 

g e n e r i  caniente chamanios d e  " s i  s temas  i  n - t e r r o n e c t a d o s "  (Coinposi t e  

Systems Approach)  1 6 1 ,  I * ] . ,  1 7 3 1  a  qual  bas i camen te  é uma a b o r -  

dagem " d i a k õ p t i c a "  I 6 l 1 ,  ou s e j a ,  b a s e i a - s e  em d i v i d i r  o  s i s t e  - 

ma de g rande  dimensão em uma s e r i e  de s u b - s i s t e m a s ,  r e s o l v ê - f o s  

(em g e r a l  por mi todos  c l á s s i c o s )  e d a í  p a r t i r  pa ra  a s o l u ç ã o  do 

s i s t e m a  g l o b a l  i n t e r c o n e c t a d o .  Nesta  1 i nha  t a l  abordagem u t i l  i -  



za o  que s e  chama de iiiodelo de r e f e i n è n c i a  (1  i n e a r )  que i n t u i . t i -  
- 

vamente pode s e r  e n t e n d i d o  como a  v e r s a 0  r e d u z i d a  e  s i m p l i f i c a -  

da do s i s t e m a .  A p a r t i r  d e s t e  modelo t i r a m - s e  a s  conclusÕes  s o -  

b re  o  s i s t e m a  g l o b a l .  

Uma das  f e r r a m e n t a s ,  embora a i n d a  não dev idamen te  

explo.rada,  que tem-se mos t rado  de g r a n d e  v a l i a  n e s t e  t i p o  d e  

abordagem é a  t e o r i a  d e  g r a f o s .  Alguns t r a b a l h o s  vem u t i l i z a n d o  

e s t a  t e o r i a  bas i camen te  p a r a  i d e n t i f i c a r  s u b - s i s t e m a s  f a r t e m e n -  

t e  conexos em u m  s i s t e m a  de dimensão ma io r  que g e r a l m e n t e  6 f r a  - 

camente conexo,  ou em c e r t o s  c a s o s ' a t é  não conexo..,A c o n s t a t a -  

ção de que u m  s i s t e m a  6 f r a c a m e n t e  conexo em g e r a l  p o s s i b i l i t a  

a  p a r t i ç ã o  do s i s t e m a  g l o b a l  em componentes  f o r t e m e n t e  conexas  

de dimensão mais r e d u z i d a  que a  do s i s t e m a  . g l o b a l ,  e  e v i d e n t e -  

mente mais f a c e i s  de serem t r a t a d a s  1 1 9 1 ,  1 7 ' + 1 ,  I 6 O 1 ,  1 2 7 1 .  

Dado que o  c o n c e i t o  de  g r a f o  e s t a  in t imamente  l i -  

gado noção de e s t r u t u r a ,  I g 0 1 ,  1 3 y  1 ,  ) l o 2 1  os  t r a b a l h o s  que 

u t i l i z a m  d i r e t a  ou i n d i r e t a m e n t e  a  t e o r i a  de g r a f o s ,  c l a s s i f i -  

cam-se e n t r e  a q u e l e s  que dão uma "abordagem e s t r u t u r a l "  ao  p ro -  

bl ema. 

Cons iderando e s t e  a s p e c t o ,  pa ra  uma c l a s s e  de s i s  - 

temas n ã o - l i n e a r e s ,  o p r e s e n t e  t r a b a l h o  tambem propõem uma a b o r  - 

dagein e s t r u t u r a l  ao problema'  da e s t a b i l  i d a d e  de s i s t e m a s  não-1 - i  

n e a r e s  t endo  p r e s e n t e  a i d ê i a  de " s i m p l i f i c a r  a s  c o i s a s " .  
. . 



Embora não e x c l u a  a p o s s i b i l i d a d e  da u t i l i z a ç ã o  d e  

uma f i l o s o f i a  d i a k õ p t i c a  ( v i d e  s e ç a o  V I . l )  e s t e  t r a b a l h o  não s e  

c l a s s i f i c a  e n t r e  a q u e l e s  que u t i l i z a m  a  ine todologia  de " s i s t e m a s  

i n t e r c o n e c t a d o s "  a  qual  g e r a l m e n t e  u t i l i z a  f u n ç õ e s  de Lyapunov ve - 

t o r i a i s  (ou e s c a l a r e s )  pak-a o s i s t e m a  ' g l > b a l , o b t i d a ç  a  p a r t i r  

d e  funções  de Lyapunov r e f e r e n t e s  a cada s u b - s i s t e m a s  1 6 1 ,  1 8 1 ,  

1 ~ ~ 1 %  

Comparat ivamente a  o u t r o s  t r a b a l  hos e  abordagens  

podemos d e s t a c a r  os s e g u i n t e s  a s p e c t o s  r e l a t i v o s  ao p r e s e n t e  t r a  - 

bal ho: 

U t i l i z a - s e  u m  c o n c e i t o  de  e s t r u t u r a  a  p a r t i r  da de - 

f . i n i ç ã o  de u m  d i g r a f o  a s s o c i a d o  ao s i s t e n i a . n ã o - l i n e a r .  A p a r t i r  

d e s t e  c o n c e i t o  de e s t r u t u r a  e x p l o r a - s e  a s  p r o p r i e d a d e s  do d i g r a -  

Fo a s s o c i a d o  ao s i s t e m a  (ou da m a t r i z  de a d j a c ê n c i a )  e  que não 

se  r e s t r i n g e m  apenas  conex idade  com v i s t a s  a  decomposição em 

s u b - s i s t e m a s  f o r t e m e n t e  conexos .  Ou s e j a ,  m o s t r a - s e  que no p ro -  

blema da e s t a b i l i d a d e  a  e s t r u t u r a  pode f o r n e c e r  in fo rmações  mais  

i m p o r t a n t e s  d o  que apenas  a c o n e x i d a d e .  Mos t ra - se  por exemplo,  

que os  s i n a i s  a s s o c i a d o s  aos  ramos da e s t r u t u r a  tem i m p o r t ã n c i a  

fundamental  para  a  e s t a b i l i d a d e  do s i s t e m a , , f a t o  que não f o i  ex -  

p l o r a d o  em o u t r a s  abordagens  e s t r u t u r a i s .  

Embora não exy l  i c i  t a m e n t e ,  assim como na metodol o -  
- 

g i a  de " s i s t e m a s  i n t e r c o n e e t a d o s " ,  e utiltzado o  c o n c e i t o  de  "mo - 

d e 1 0  de r e f e r ê n c i a "  l i n e a r ,  v i s t o  que a s  cawc lusões  s o b r e  e s t a b l  

1 idade  a b s o l u t a  do s i s t e m a  n ã o - l i n e a r  sso b a s e a d a s  na anã1 i s e  de 



sua  e s t r u t u r a  que e s t á  a s s o c i a d a  a  uma m a t r i z  e  que por s u a  vez  

e s t a  a s s o c i a d a  a  u m  s i s t e m a  1  i n e a r .  (Teoremas I 1 , 5  a  1 1 . 7 )  1 1 .  

Outro a s p e c t o  novo que f o i  i n t r o d u z i d o  n e s t e  t r a b a  - 

1  h o  r e f e r e - s e  aos  "a1 y o r i  tmos de  r e a l  i z a ç ã o " ,  v i s t o  que d e f i n e  

uma nova p o s s i b i l i d a d e  de  s e  e x p l o r a r  a  T e o r i a  de  Lyapunov. E s t e  

a s p e c t o  pode s e r  i n t e r p r e t a d o . d a  s e g u i n t e  mane i ra :  A u t i l i z a ç ã o  

do método d i r e t o  de Lyapunov b a s i c a m e n t e  c o n s i s t e  em: dado u ti1 

s i s t e m a  ( S )  p r o c u r a - s e  uma f u n ç ã o  ( V )  p o s i t i v a  d e f i n i d a  t a l  que 

( V ) . ,  c a l c u l a d a  a  p a r t i r  de ( S ) ,  s e j a  n e g a t i v a  d e f i n i d a ,  c a s o  s e -  

j a  e n c o n t r a d a  e s t a  ( V )  e n t ã o  ( S )  ser:  e s t ã v e l .  

Quando no c a p y t u l o  V nos preocupamos com r e a l i z a -  
\' P 

ções  de " e s t r u t u r a s  f a v o r á v e i s "  e s t a v a m o s ,  'em o u t r a s  p a l a v r a s ,  

u t i l i z a n d o  o  metodc d i r e t o  de  Lyapunov de uqa forma i n d i r e t a ,  ou 

sej.a: t e ~ n o s  uma c l a s s e  de  s i s t e m a s  não-1 i n e a r e s  {S}, coni d e t e r m i  - 

nada e s t r u t u r a ,  pa ra  a  qua l  conhecemos a  f u n ç ã o  de Lyapunov ( v )  
[do t i p o  " d i a g o n a l " )  t a l  que ( V )  é n e g a t i v a  d e f i n i d a .  Dado u m  s i s  - 

tema ( S )  que queremos s a b e r  s e  é e s t á v e l  ou não ,  ao i n v ê s  de p r o  - 

curarmos uma função  de Lyapunov (V) c o r r e s p o n d e n t e ,  procuramos 

s a b e r  s e  ( 5 )  tem uma r e p r e s e n t a ç ã o  ma temát i ca  e q u i v a l e n t e  (5 )  , t a l  

que ( 5 )  E {z}, c a s o  i s t o  o c o r r a ,  . . ( 3 )  s e r ã  e s t á v e l .  Como pa ra  o s  

c a s o s  t r a t a d o s ,  i s t o  pode s e r  f e i t o  de  uma manei ra  s i s t e m ã t i c a ,  

podemos de úina mane i ra  s i s t e m á t i c a  " p r o c u r a r  unia função  de Lyapu 
. . . . - 

nov" para o  s i s t e m a ( S ) .  

E s t e  t i p o  de p roced imen to  vem e n f a t i z a r  o  a s p e c t o  

de que ,  embora a  e s t a b i l i d a d e  de u m  s i s t e m a  s e j a  uma p r o p r i e d a d e  



" l i v r e  d e  c o o r d e n a d a s " ,  a p r o p r i e d a d e  d e  t e r  uma e s t r u t u r a  f a v o -  
. . 

r ã v e l  ( t e r  f u n ç ã o  d e  L y a p u n o v  " d i a g o n a l " )  d e p e n d e  d a  r e p r e s e n t a -  
. . 

ç ã o  m a t e m ã t i c a  d o  s i s t e m a  e p o r t a n t o ,  a p r e s e n t a r  uma e s t r u t u r a  

f a v o r á v e l  p o d e r á  s e r  uma c a r a c t e r i s t i c a  e x p l y c i t a  o u  i n i p l 7 c i t a  

d o  s i s t e m a .  

Como c o n s e q u Z n c i a  d e s t e  t i p o  d e  p r o c e d i m e n t o ,  " d e -  
# 

t e r m i n a ç ã o  i n d i r e t a "  d a  f u n ç ã o  d e  L y a p u n o v ,  e q u e  f o r a m  d e t e r m i -  

n a d o s  n o v o s  c r i t e r i o s  a l g é b r i c o s  d e  e s t a b i l i d a d e  a b s o l u t a  d a d o s  

n o  c a p i t u l o  V ,  o s  q u a i s  a  p a r  d a  v a n t a g e m  d e  serem a l g é b r i c o s  e 
4 

u t e i s  n o  p r o b l e m a  d a  a n á l i s e  m o s t r a r a m  t e r  s u a  g r a n d e  u t i l i d a d e  

n o  p r o b l e m a  d a  s y n t e s e  d e  s i s t e m a s  d e  c o n t r o l e  n ã o - l i n e a r e s , - c o -  

mo o  c a s o  d o  p r o b l e m a  d a  s i n t e ç e  d e  r e g u l a d o r e s  d e  m á q u i n a s  e l e  - 

t r i c a s  t r a t a d o  n a  s e ç a o  V I . l  I g 2 1 .  

E s t e  ú l t i m o  a s p e c t o ,  o  d a  s i n t e ç e  a  p a r t i r  d e  i n é t o  - 
4 

d o s  a l g é b r i c o s ,  e  o u t r o  d o s  a s p e c t o s  q u e  o  p r e s e n t e  ., t r a b a l h o  

t r a s  como c o n t r i b u i ç ã o  s i g n i f i c a t i v a .  I s t o  p e l o  f a t o  d e  q u e ,  com - 
p a r a t i v a m e n t e  a  m é t o d o s  f r e q u e n c i a i s  q u e  t r a t a m  d o  p r o b l e m a  d a  

e s t a b i l i d a d e  d e  s i s t e m a s  n ã o - l i n e a r e s ,  em g e r a l  b a s e a d o s  n o  c r i -  

t é r i o  d e  P o p o v ,  o  m é t o d o  p r o p o s t o  tem-se m o s t r a d o  d e  u t i l i z a ç ã o  

m a i s  s i m p l e s  e m a i s  c o n v e n i e n t e  I g 2 1 ,  I 4 l 1 ,  I 1 l 3 1 .  

' C a b e  l e m b r a r  q u e  unia c o m p a r a ç ã o  m a i s  a p r o f u n d a d a  . . 

d a s  c o n d i ç õ e s  q u e  s ã o  o b t i d a s  a  p a r t i r  d o s  c r i t e r i o s  a l g é b r i c o s  

p r o p o s t o s  n e s t e  t r a b a l h o  ( C a p y t u l o  V )  com c o n d i ç õ e s  o b t i d a s  a  

p a r t i r  d e  m é t o d o s  f r e q u e n c i a i s  1 7 7 1 ,  1 7 8 1 ,  1 3 i j ,  1 1 ° 4 1  d e v e r ;  

a i n d a  s e r  f e i t a .  E x e m p l o s  n o s - q u a i s  f o r a m  a p l i c a d o s  t a n t o  u m  c o  - 



mo o u t r o  n e t o d o ,  mostram que a p a r e n t e m e n t e  pode-se c h e g a r  a  r e -  

s u l t a d o s  mais ou menos c o n s e r v a t i v o s  dependendo do problema p a r -  

t i c u l a r  t r a t a d o .  

Fazendo u m  b r e v e  sumár io  dos  a s p e c t o s  mais impor- 

t a n t e s  que foram d e s e n v o l v i d o s  n e s t e  t r a b a l h o ,  podemos r e l a c i o -  

na-10s d a  s e g u i n t e  forma:  

( a )  e x t e n s ã o  dos r e s u l t a d o s  de e s t a b i l i d a d e  a b s o l u t a  de S .  K .  

P e r s i d s k i i  ( C a p i t u l o  1 1 ) ;  

( b )  i n t r o d u ç ã o  do c o n c e i t o  de e s t r u t u r a  pa ra  o s  s i s t e m a s  da c l a s  - . 

s e  ( 1 1 . 2 )  ( C a p i t u l o  1 1 ) ;  

( c )  c a r a c t e r i z a ç ã o  de  e s t r u t u r a s  f a v o r á v e i s :  a c i c l i c a s - 3 , D - a n t i -  

s i m G t r i c a s  e s i g n  s t a b l e  ( c a p i t u l o  1 1 1 ) ;  

( d )  c a r a c t e r i z a ç ã o  d a s  m a t r i z e s  s i g n  s t a b l e  a  p a r t l r  do c o n c e i t o  

de o b s e r v a b i l  i d a d e  q u a l i t a t i v a  ( C a p i t u l o  1 1 1 ) ;  

( e )  de te rminação  de  r e s u l t a d o s  de e s t a b i l i d a d e  a b s o l u t a  baseados  

na e s t r u t u r a ;  q u a l i t a t i v o s  e  q u a n t i t a t i v o s  ( C a p i t u l o  I V ) ;  

- 
( f )  d e t e r m i n a ç ã o  de A l g o r i t m o s  de r e a l i z a ç ã o  de e s t r u t u r a s  f a v o -  

r á v e i s  para  s i s t e m a s  do t i p o  L u r ' e  (CapTtu lo  V ) ;  

( g )  de te rminação  de c r i t é r i o s  a l g é b r i c o s  de e s t a b i l i d a d e  a b s o l u -  
. . 

t a  pa ra  s i s t e m a s  do t i p o  L u r ' e  ( C a p i t u l o  V ) ;  



(h) apf icação dos resultados a: 

(i )  problema da estabilidade de sistemas de energia el'gtri- 

ca ; 

( l i )  problema de sintese de redes passivas. ' 

Por outro lado, considerando os aspectos que deve- 

rão dar sequência a este trabalho, em pesquisas subsequentes, a 

par daqueles que foram referidos no texto, p o d e m ~ s  destacar os 

seguintes: 

(a) investigação de realizações de uma classe mais ampla de es- 

truturas, do que as estruturas Jacobi; . 

(b) investigação do problema de realizações de estruturas favor: - 
veis para o caso multi-não-linearidades; 

(c) extensão dos resultados de estabilidade de sistemas lineares 

nos quais V - O (semi-definida) para o caso não-linear. 

(d) determinação de limites mais precisos da relação entre estru - 

turas favoráveis, sistemas passivos e dissipativos. 

(e) utilização dos "algoritmos de realizaçao" na sintese de sis- 
. . 

temas passivos e hiper-estãveis visando a syntese de siste- 

mas auto-adaptativos. 



( f )  e x t e n s ã o  dos r e s u l t a d o s  pa ra  o c a s o  de  s i s t e n a s . n ã o - l i n e a r e s  

v a r i a n t e s  n o  tempo; 

( g )  i n v e s t i g a r  a  P o s s i b i l i d a d e  da u t i l i z a ç ã o  da abordagem e s t r u t . ~  - 

r a l  p r o p o s t a  pa ra  o c a s o  dos s i s t e m a s  n ã o - l i n e a r e s  d i s c r e -  

t o s  no tempo; 

( h )  i n v e s t i g a r  a  p o s s i b i l i d a d e  de e x t e n s ã o  d o  c o n c e i t o  de e s t r u -  

t u r a  f a v o r ã v e l  ( n ã o  n e c e s s a r i a m e n t e  c f .  D e f i n i ç ã o  1 1 . 1 0 )  pa- 

r a  c l a s s e s  mais amplas  de s i s t e m a s  não-1 i n e a r e s .  

Conclu indo queremos r e s s a l t a r  que a  p r o p o s t a  c o n t i  - 

da n e s t e  t r a b a l h o  não tem a  p r e t e n s ã o  de s e r  uma p r o p o s t a  a l t e r -  

n a t i v a  em r e l a ç ã o  a  o u t r o s  metodos de  a n á l i s e  e  s ? n t e s e  de s i s t e  - 

mas n ã o - l i n e a r e s .  A i d é i a  e de c h a m a r ' a  a t e n ç ã o  no s e n t i d o  de  

que a  e s t r u t u r a ,  como d e f i n i d a  no c o n t e x t o  d e s t e  ' t r a b a l h o ,  tem 

grande  i m p o r t ã n c i a  na a n ã l i s e  da e s t a b i l i d a d e  de s i s t e m a s  h ã o - l i  - 

n e a r e s  e p o r t a n t o ,  a n t e s  de s e  i n v e s t i g a r  por um ou o u t r o  método 
d 

. a  e s t a b i l i d a d e  de u m  s i s t e m a  - n ã o - l i n e a r ,  e  c o n v e n i e n t e  a n a l i s a r  

sua e s t r u t u r a .  Se , e s t a  f o r  i d e n t i f i c a d a  como f a v o r á v e l ,  e x p l r c i -  

t a  ou impl i  c i  t a m e n t e ,  mui to  t r a b a l  ho poder; s e r  poupado e  s impl  - i  

f i c a d o .  Ainda em termos do problema da s - i n t e s e ,  v e r i f i c a - s e  que a  

e s t r u t u r a  tem o  papel de s e r v i r  como " g u i a  de r e f e r ê n c i a " ,  ou 

s e j a ,  busca - se  s i n t e t i z a r  s i s t e m a s  que a p r e s e n t e m  e s t r u t u r a s  f a -  

v o r á v e i s ,  s e  i s t o  f o r  c o n s e g u i d o ,  a  e s t a b i l i d a d e  do s i s t e m a  não-  

l i n e a r  e s t a r ;  a s s e g u r a d a .  



D e s t a  m a n e i r a ,  com e s t e  t r a b a l  h o ,  c remos  t e r  d a d o  
Y 

uma c o n t r i b u i ç ã o ,  t a n t o  para a  solução,com6 pa ra  a  indicèção de p o s s i  - 

v e i s  s o ? u ç o e s  p a r a  p r o b l e m a s  r e l a c i o n a d o s  com a e s t a b i l  i d a d e  d e  

s i s t e m a s  n ã o - l i n e a r e s .  



A P E N D I C E  A1 

O Teorema mais g e r a l  da. t e o r i a  de " s i g n  s t a b i -  

l i t y "  demonstrado p o r  Quirk e  Rupper t  1 8 8 1  é O s e g u i n t e :  

Teorema 1  - S p j a  A = ( a i j )  uma t n a t r i z  r e a l  nxn e  não decompo- 
j. 

n l v e l .  As c o n d i ç õ e s  n e c e s s á r i a s  e  s u f i c i e n t e s  pa r3  que A s e j a  

" s i g n  s t a b l e "  s ã o :  

Condição ( 1 ) :  a i j  . a j i  < O  j f j  

Condição ( 2 ) :  sendo i l  # i 2  f . . . # i,. -- s e  t i v e r m o s  a i  - #  o ,  
1 3 5  

f O ,  . . . ,  a  . + O e n t ã o  a i  = O pa ra  t u d o  i11 > 2 
a i z +  i m - l  9 1 m  m3i1 

Condição ( 3 ) :  a i i  - < O p a r a  t o d o  i ,  a k k  c O pa ra  ao menos u m  k ;  

Condição ( 4 ) :  - e x i s t e  um te rmo não n u l o  na expansão  de d e t  A .  

~ e j a ' { B )  o  c o n j u n t o  d a s  m a t r i z e s  s i m i l a r e s  em 

s i n a l  ã m a t r i z  B ,  dada a b a i x o  p e l o s  s i n a i s  de s e u s  e l e m e n t o s ,  

ou s e j a :  



Vemos que  a  m a t r i z  B s a t i s f a z  a s  c o n d i ç õ e s  ( 1 )  

sgn  B = 

a  ( 4 ) ;  mostramos a b a i x o  que  o  c o n j u n t o  {E) tem m a t r i z e s  que  não  

'-0 + Q 
- o o 

- O + o o 
o - - -I- o 
0 0 -  o + 

-0 o o - o 

s ã o  e s t ã v e i s  s e g u n d o  a  d e f i n i ç ã o  u t i l i z a d a  em I D 8 1 ,  na q u a l  

"uma m a t r i z  é e s t á v e l  s e  e  somen te  s e  t o d o s  o s  s e u s  a u t o - v a l o -  

r e s  tem p a r t e  r e a l  n e g a t i v a " .  

Chamando de  B 1  à m a t r i z  de {E) p a r a  a  q u a l  a t r i -  

buimos v a l o r e s  n u m e r i c o s  41 p a r a  o s  e l e m è n t o s  com s i n a l  p o s i t i -  

vo e  -1 p a r a  o s  e l e m e n t o s  com s i n a l  n e g a t i v o .  N e s t e  c a s o  t e r e -  

mos q u e :  tj e  - j  são a u t o - v a l o r e s  de  B 1 ,  donde B ,  não  é e s t ã -  

v e l .  Como B1  E {gl i s t o  i m p l i c a  que  B não é " s i g n  s t a b l e "  e  

p o r t a n t o  a s  c o n d i ç õ e s  ( 1 )  a  ( 4 )  não  s ã o  s u f i c i e n t e s  p a r a  g a r a n -  

t i r  " s i g n  s t a b i l i t y " .  ' 

A p rova  u t i  1  i  z ada  pe l  o s  r e f e r i d o s  a u t o r e s  ba .se i  a -  

s e  na e x t e n s ã o  do s e g u i n t e  Teorema (do .mesmo a r t i g o ) .  

Teorema A1.2:  S e j a  A = ( a i j )  uma m a t r i z  r e a l  nxn com a i i  c O pa - 

r a  t o d o  i  = 1 ,  . . .  , n .  C o n d i ç õ e s  n e c e s s ã r i a s  e  s u f i c i e n t e s  p a r a  

" s i g n  s t a b i l  i  t y "  de  A s ã o :  c o n d i ç ã o  ( I  )' e c o n d i ç ã o  ( 2 )  do T e o r 2  

ma a n t e r i o r .  



A p r e s e n t a m o s  a  s e g u i r  o  r a c i o c i n i o  u t i l i z a d o ,  a  

p a r t i r  d o  Teorema  a c i m a ,  no  q u a l  o s  a u t o r e s  s e  b a s e a r a m  p a r a  

p r o v a r  o  Teorema  g e r a l ,  i n d i c a n d o  o  a r g u m e n t o  f a l s o  q u e  f o i  u t i  - 

l i z a d o .  

Se  a  c o n d i ç ã o  d e  t o d o s  o s  a i i  < O f o r  r e l a x a d a ,  

e n t ã o  a s  c o n d i ç õ e s  ( 1 )  e  ( 2 )  não m a i s  s e r ã o  s u f i c i e n t e s  p a r a  g a  - 

r a n t i r  " s i g n - ç t a b i l i t y "  ( e v i d e n t e m e n t e  s e  p a r a  a l g u m  i ,  t i v e r -  

mos a i i  > O ,  A n ã o  s e r á  " s i g n  s t a b l e " ) .  Como o s  a u t o r e s  m o s t r a m  

em 1 8 8 1  r e t i r a n d o - s e  a  c o n d i ç ã o  d e  t o d o s  a i i  O ,  a i n s t a b i l i -  

d a d e  s o m e n t e  p o d e r á  o c o r r e r  d e v i d o  à e x i s t ê n c i a  d e  r a y z e s  n u l a s  

ou i . m a g i n ã r i a s  p u r a s  no p o l i n õ m i o  c a r a c t e r 7 s t i c o  d e  A .  

Como o s  c o e f i c i e n t e s  d o  pÒl i n õ m i o  c a r a c t e r i s t . i c o  

d e  A r e l a t i v o s  a o  t r a ç o  d e  A e  a o  d e t e r m i n a n t e  d e  A devem s e r  

p o s i t i v o s ,  p a r a  h a v e r  e s t a b i l i d a d e  é n e c e s s a r i o  q u e  t e n h a m o s  a o  

menos u m  d o s  a i i  < O ( c o n d i ç ã o  ( 3 ) )  e  d e t  A f O ( c o n d i ç ã o  ( 4 ) ) .  

A p r o v a  d a  s u f i c i ê n c i a  d a s  c o n d i ç õ e s  ( 1 )  a  ( 4 )  

d a d a  p e l o s  a u t o r e s  em 1 8 8 1  b a s e i a - s e  n o s  s e g u i n t e s  a r g u m e n t o s  

q u e  a q u i  t r a n s c r e v e m o s :  "As c o n d i ç õ e s  ( 1 )  e ( 2 )  s e n d o  s u f i c i e n -  

t e s  p a r a  " s i g n - s t a b i l i t y " ,  no  c a s o  d a  d i a g o n a l  e s t r i t a m e n t e  n e -  

, g a t - i v a 3  a s s e g u r a m  q u e  O S  t e r m o s  em q u a l q u e r  d o s  d e t e r m i n z n t e s  

d e  R o u t h - H u r w i t z ,  a p ó s  a  e l i m i n a ç ã o  d e  t e r m o s  i g u a i s ,  s ã o  t o d o s  

p o s i t i v o s .  

P o r t a n t o  s e  a s  c o n d i ç õ e s  ( 1 )  a  ( 4 )  d e i x a m  d e  s e r  

s u f i c i e n t e s  p a r a  " s i g n  s t a b i l i t y "  d e  A ,  i s t o  é d e v i d o  a o  f a t o  



de que  a lguma c o n d i ç ã o  de  Rou th -Hurwi t z  e i d e n t i c a m e n t e  nu1 a ,  

i . e .  a lguma r a i z  c a r a c t e r i s t i c a  de A tem p a r t e  n u l a  p a r a  t o d o  

c o n j u n t o  de  v a l o r e s  a t r i b u i d o s  a o s  e l e m e n t o s  de A .  

Donde,  p a r a  p r o v a r  a  s u f i c i ê n c i a  d a s  c o n d i ç õ e s  

( 1 )  a ( 4 )  p a r a  s i g n - s t a b i l i t y  é p r e c i s o  somen te  que  mos t r emos  

que t a i s  c o n d i c õ e s  s ã o  s u f i c i e n t e s  p a r a  a  e s t a b i l i d a d e  de  A ,  pa 
r a  a lguma e s c o l h a  d e  v a l o r e s  p a r a  o s  e l e m e n t o s  de A " .  

A s e g u i r  mos t ramos  que  o  a rgumen to  de  q u e ,  no c a  -- 

s o  da  o c o r r ê n c i a  d e  i n s t a b i l i d a d e ,  "a lguma c o n d i ç z o  de  Rou th -  

Hur wi t z  6 S d e n t i c a m e n t e  n u l a  p a r a  t o d o  c o n j u n t o  de  v a l o r e s  a t r i  - 

b u i d o s  a  A " ,  é f a l s o .  Tomando-se a  m a t r i z  B1  t emos  o s  s e g u i n t e s  

v a l  o r e s  p a r a  os  A i  ( d e t e r m i n a n t e s  de  Roufh-Hurwi t z )  . 

Ou s e j a ,  o s  d e t e r m i n a n t e s  de Rou th -Hurwi t z  A 4  e  

A~ s z o  n u l o s .  D e f i n i n d o - s e  a  m a t r i z  B 2  E t a l  que  em r e l a ç ã o  
- 
a m a t r i z  B1  a p e n a s  o  p r i m e i r o  e l e m e n t o  da s e g u n d a  c o l u n a  tem 

s e u  v a l o r  numér i co6  a l t e r a d o  ( d e  1  p a r a  2), t e r e m o s  o s  s e g u i n -  

t e s  v a l o r e s  n u m é r i c o s  p a r a  o s  a i  de  B 2 :  

donde c o n c l u i - s e  que a m a t r i z  B 2  é e s t a v e l  e  que a  c o n d i ç ã o  d o s  

d e t e r m i n a n t e s  de Rou th -Hurwi t z  A 4  e  A 5  que  eram n u l o s  p a r a  B 1 ,  

a l t e r a n d o - s e  a p e n a s  o  v a l o r  n u m é r i c o  de  u m  e l e m e n t o  de  B 1 ,  e l e s  



não permaneceram n u l o s  como argumentam o s  a u t o r e s  em 1 8 8 1 .  

Do e x p o s t o  ac ima  c o n c l u i - s e  que  não b a s t a  mos- 

t r a r  que a s  c o n d i ç õ e s  ( 1 )  a  ( 4 )  s ã o  s u f i c i e n t e s  p a r a  " s i g n  s t a -  , 

b i l i t y "  de  A ,  m o s t r a n d o  a p e n a s  que  e l a s  o  s ã o  p a r a  "a lguma e s c o  - 

l h a  de v a l o r e s  p a r a  o s  e l e m e n t o s  de  A " ,  i n v a l i d a n d o  a s s i m  a  p r o  

va u t i l i z a d a  p e l o s  a u t o r e s  em 1 8 8 1 .  



Lema A2.1 : S e j a  A = ( a .  . )  uma m a t r i z  d e  J a c o b i  r e a l  nxn n ã o  d e -  
1 J 

c o m p o n i v e l  s a t i s f a z e n d o  a i  , i - 1  a i - l , i  < O ; a  < O p a r a  i  = i i  

1 ,  2 ,  . . . ,  n .  E n t ã o  t e m o s  q u e :  a t r i b u i n d o - s e  v a l o r e s  n u m é r i c o s  

c o n v e n i e n t e s  p a r a  o s  e l e m e n t o s  d e  A 6 s e m p r e  p o s s T v e l  f a z e r  com 

-i- q u e  A a p r e s e n t e  u m  p a r  d e  p o l o s  c o m p l e x o s  c o n j u g a d o s  - j w n  ( d e  

m u l t i p l i c i d a d ?  I ) ,  q u a l q u e r  q u e  s e j a  w n  > O a r b i t r a n d o .  

P r o v a :  S e j a  A = ( a i j )  d a d a  p o r :  

Sabemos  q u e  a  m a t r i z  A ,  n a s  c o n d i ç õ e s  a c i m a  t e m  

t o d o s  o s  a u t o - v a l o r e s  s o b r e  o  e i x o  i m a g i n á r i o .  

C o n s i d e r a n d o  p r i m e i r a m e n t e  o  c a s o  em q u e  n = 2 ,  o  

Lema 6 ó b v i o  p o i s  é s u f i c i e n t e  t o m a r  k = w n .  

P e l  a  r e l  a ç ã o  d e  r e c o r r ê n c i a  p a r a  d e t e r m i n a ç ã o  d o  
. . 

p o l i n Õ m i o  c a r a c t e r ? s l i c o  d e  uma m a t r i z  d e  J a c o b i  1121 t e m o s  q u e :  



4 ( s )  = s . 
P  - 

m p - l ( ~ )  + E P-2  rnP-2(s ) , ;  P = 3 ,  . . . ,  n ( A 2 . 1 )  

Onde m j ( s ) .  j = 1 ,  2 ,  . . . , n s ã o  o s  p o l i n Õ m i o s  

c a r a c t e i - i s t i c o s  d a s  s u b - m a t r i  z e s  p r i n c i p a i s  d e  A c o r r e s p o n d e n -  

t e s  2 s  j p r i m e i r a s  l i n h a s  e  c o l u n a s  d,-  P,. 

Vamos a n a l  i s a r  a  v a r i a ç ã o  d a s  r a i z e s  d e  4 ( s ) ( p = n )  
P 

em f u n ç ã o  d e  s e u s  p a r â m e t r o s ;  a n a l  i s e m o s  p r i m e i r a m e n t e  em r e l  a -  

ç ã o  à v a r i a ç ã o  d o  p a r â m e t r o  E ~ - ~ .  A p a r t i r  d e  ( A 2 . 1 )  e s t a  a n ã l i  - 

s e  p o d e  s e r  f e i t a  c o n s i d e r a n d o - s e  o  l u g a r  d a s  r a r z e s  d e  F ( s )  on 

d e :  I 

e o n d e  r: 
P-2  

p o d e  v a r i a r  n o  i n t e r v a l o  ( 0 ,  + m ) .  

Os â n g u l o s  d a s  a s s i n t 0 t a . s  d o  l u g a r  d a s  r a i z e s  d e  

( A 2 . 2 ) ,  s ã o  d a d o s  p o r :  

o n d e  n  = n h e r o  d e  r a i z e s  d e  s . ( p - l  ( s )  
P 



P e l o  f a t o  de que n - n ,  = 2 ,  a s  a s s i n t o t a s  s á o :  
P 

+ 
+ A  = - ~ / 2 ,  o  que  é e s p e r a d o  p o i s  t o d a s  a s  r a i z e s  de  m p ( s )  e s -  

t ã o  no e i x o  i m a g i n a r i o .  

i- 
Tem-se também q u e :  d u a s  r a i z e s  - ",.j tendem a  

i n f i n i t o  com +- -, a  p a r t i r  d a s  r a i z e s  de m a i o r  móduio d e  

m p - ,  ( s  

i- P o r t a n t o  s e  a s  r a y z e s  - n j de  $J ( s )  que d e s e j a -  
P P 

mos " p o s i c i o n a r "  em f u n ç ã o  d e  E 
P-2  

têm módul o  m a i o r  que  a s  r a f -  

z e s . d e  m a i o r  módulo de  + ( s ) ,  e n t ã o  o  Lema s e  v e r i f i c a ,  - e  
P-1 

m a i s ,  a s  r a ? z e s  ( c o m p l e x a s  c o n j u g a d a s )  que  " p o s i c i o n a r m o s "  em 

f u n ç ã o  d e  s e r ã o  a s  d e  m a i o r  módulo p a r a  4 ( s )  e  d i s t i n t a s  
P 

i- 
d a s  d e m a i s .  P o r t a n t o  pa.ra ' p o s i c i o n a r m o s "  d u a s  r a i z e s  - n,j em 

4- 
f u n ç ã o  de  é s u f i c i e n t e  que " p o s i c i o n e m o s "  a s  r a i z e s  - n n - l j  

de  m p - l ( ~ )  (em f u n ç ã o  d e  E ) de  modo que  a s  r a i z e s  de m a i o r  
P - 3  

mÕdulo de 4  ( s )  tenham módulo i n f e r i o r  a o  módlilo d a s  r a i z e s  
P-1 

d e s e j a d a s  p a r a  $J ( s )  ( Q  
P P-1  

< "1. O r a ,  p a r a  " p o s i c i o n a r m o s "  a s  

r a i z e s  de m a i o r ' m ó d u l o  de cp ( s )  em f u n ç ã o  de  E dependemos 
P-1 P - 3  

( p e l o  mesmo r a c i o c i n i o )  de " p o s i c i o n a r m o s "  a s  r a i z e s  de cp ( s )  p-2 

em f u n ç ã o  de . . .  e a s s i m  s u c e s s i v a m e n t e  a t é  chega rmos  a 

m2(s) = s 2  i- k 2  que s ã o  " p o s i c i o n á v e i s "  em f u n ç ã o  de  k .  

P o r t a n t o  p a r a  que t enhamos  nn  = o = c > 0 ,  o n d e  n 
c  6 a r b i t r a r i o ,  e s c o l h e m o s  k c ,  ç e  E > O ' ( j  = n - 2 ,  n - 3 , . .  . , I )  

j 

fo rem s u f i c i e n t e m e n t e  pequenos  ( n ã o  n u l o s )  t e r e m o s  que  b 



E p o r t a n t o  é sempre p o s s i v e l ,  v a r i a n d o - s e  conven ien temen te  os  

v a l o r e s  de k l  , E ] ,  E~ . . . E n - 2  ' f a z e r  com que a m a t r i z  A a p r e  - 

s e n t e  u m  p a r  de r a i z e s  complexas c o n j u g a d a s  w n j  ( d e  m u l t i p l i -  

c i d a d e  1 )  p a r a  w, > O a r b i t r á r i o .  

Lema A 2 . 2 :  S e j a  A uma m a t r i z  de J a c o b i  nxn não decomponTve1 e  - - 

s e j a  A u m  a u t o - v a l o r  de A,então  temos que :  o a u t o - v e t o r  V - E c " ~  

c o r r e s p o n d e n t e  a  A ,  tem a  p r i m e i r a  e  a  n-ésima componentes não 

n u l a s .  

Prova:  Como V ' =  ( v l .  v 2 ,  . . . . v n )  é u m  a u t o - v e t o i  de A r e l a t i -  

vo a  x temos que ( s e n d o  B = ( b .  . )  = ( A  - ' A I ) ) :  
I J  

A equação  ( A 2 . 3 ) ,  no c a s o  de A s e r  uma m a t r i z  J a  - 

cobi  ana não decompon'ivel , pode s e r  e s c r i  t a  e x p l i c i t a m e n t e :  

Neste  c a s o  temos que:  



d o n d e ,  s e  v, = 0, i s t o  i m p l i c a  em que  V = O e  p o r t a n t o  V . n ã o  é - 
a u t o  v e t o r .  Ana logamente  s e  v,  = O chegamos a  mesma c o n c l u s ã o  



Lema A3.1:  Dados n p o l i n o m i o s  de  Hurwitz de grau n i  ( n  - > 2 ;  i  = 

que: 

D e f i n i n d o  o c o n j u n t o  P de polinômios P í i )  t a l  

- A 

dizemos que  " P  L H u r w i t a "  se  s somente se  'v' P ( A )  E P i s t o  impl i  - 

c a  em que P ( A )  e H u r w i t z .  

teinos o s e g u i n t e :  P % q  

Lema W3.1: " A  c o n d i ~ ã s  necess<r i a  e s u f i c i e n t e  para que P s e j a  

Hurwitz é que t e n h a m o s  - c 2'. 

P r o v a :  B a s e a m o - n o s  no  f a t o  de que a s  ze ros  de um polinômio .de 

, g r a u  g ,  onde g = max [iii w.) d a d o  p o r :  P .  . ( A )  = a i P i ( ~ )  
i $ 3  J 1 3  



e  podemos  n e s t e  c a s o  a p l i c a r  a s  r e g r a s  d o  l u g a r  d a s  r a y z e s .  

S u f i c i ê n c i a :  t o m a n d o - s e ,  sem p e r d a  d e  g e n e r a l i d a d e ,  o s  p o l i n o -  

m i o s  P l  ( h )  e  P 2 ( h )  d e  P .  Como o s  p o l o s  d e  

p e l o  f a t o  d e  a s  a s s T n t o t a s  d o  l u g a r  d a s  r a 7 z e s  d e  ( A 3 . 2 )  não 

c r u z a r e m  o  e i x o  i m a g i n á r i o  ( a M  2 2 )  e  t o d o s  o s  z e r o s  d e  F i j ( h )  

e s t a r e m  no  semi  p l a n o  l a t e r a l  e s q u e r d o  ( a b e r t o )  d o  p l a n o  c o m p l e  - 

x o ,  p a r a  t o d o  p a r  ( a l .  a * ) ;  a l  a 2  > O o s  z e r o s  d e  P 1 2 ( h ) ( P 1 2 ( h ) =  

P ( h ) )  também e s t a r ã o  no  s . p . l . e . a b e r t o .  a ,  P , ( h )  + a 2  2  

Apl i  c a n d o  o  mesmo r a . c i o c 7 n i o  a d i c i o n a m o s  u m  t e r  - 

c e i r o  p o l i n o m i o  P 3 ( h )  e a n a l i s a m o s  a s  r a i z e s  d e  P l Z g ( h )  - - 

a 3  P 3 ( h )  + P 1 2 ( h )  q u e  também e s t a r ã o  n o  s . p . 1 . e . a  ( s e m i  p l a n o  

l a t e r a l  e s q u e r d o  a b e r t o )  p a r a  t o d o  v a l o r  d e  a 3  > O e p o r t a n t o  

p a r a  t o d o s  o s  v a l o r e s  p o s i t i v o s  d e  ( a l ,  a 2 '  a 3 ) .  

A s s i m  p r o c e d e n d o  s u c e s s i v a m e n t e ,  a . t e  a d i c j o n a r -  

mos o  ú l t i m o  po l  i nÔmio  P n ( h ) ,  m o s t r a m o s  que:  

- 
é e s t á v e l  p a r a .  t o d o s  v a l o r e s  p o s i t i v o s  d e  a n  e  p o r t a n t o  e  



Necess idade:  U t i l i z a n d o  o  mesmo r a c i o c ? n i o  ac ima ,  c a s o  e x i s t a m  

i1 r - " n  > 2 ,  e n t ã o  dado o f a t o  de que n e s t e  c a s o  h a v e r á  u m  va-  

l o r  pa ra  a s l a r  acima d o  qual  P r , ( h )  não s e r ã  Hurwi tz ,  n e s t e  c a -  

s o  Fazendo com que os  v a l o r e s  dos c i  r e s t a n t e s  tendam a  z e r o  e  

a S / a r  + t e remos  v a l o r e s  de - a t a - i s  que p 1 2  ( A )  não . . . n  s e r á  

Murwitr .  



S e n d o  A = ( a i j )  uma m a t r i z  J a c o b i  nxn i n d e c o m p o -  

n- ive l  o n d e :  

Chamando d e  A j  ( j  = 0 ,  1 ,  2 ,  . . . 1  ) à s  s u b - m a t r i  z e s  p r i n c i  - 

p a i s  d e  A q u e  s ã o  o b t i d a s  p e l a  e l i m i n a ç ã o  d a s  j p r i m e i r a s  1  i -  

n h a s  e  c o l u n a s  d e  A (Ao = A ) .  Chamando d e  a! a o s  c o e f i c i e n t e s  

d o s  p o l i n ô m i o s  c a r a c t e r ~ s t . i c o s  . 

d a s  s u b - m a t r i z e s  p r i n c i p a i s  A n a k ;  k = n ,  n - 1 ,  n - 2 ,  . . . , 0 

k S a b e n d o  q u e  c a d a  u m  d o s  c o e f i c i e n t e s  a i .  i  = 

k - I ,  k - 2 ,  . . . , 1 ,  O d e  ( A 4 . 1 )  f o r m a d o  a  p a r t i r  d o  s o m a t õ r i o  

d e  t o d o s  o s  m e n o r e s  p r i n c i p a i s  d e  o r d e m ( k  - i )  d a  m a t r i z  A , - k .  

, O U  s e j a ,  



k 
a  = ( - 1 )  ( k - i )  

i  1 M k . i , , k  i  = k - 1 ,  k-2 ,  O 
'< 1 ( k - i  ( A 4 . 2 )  

onde: M ( k - i )  ( A n m k )  s ã o  O S  menores p r i n c i p a i s  de ordem ( k - i )  da 

m a t r i z  A n - k  

X 
( y )  r e p r e s e n t a  o número de combinações de x e l e m e n t o s  tomados 

Y a  3'- 

Para k = n , e s c r e v e n d o  a  e x p r e s s ã o  dos c o e f i c i e n t e s  a: a  p a r t i r  

dos menores p r i n c i p a i s  de A ( k = n ) ,  e  r eag rupando  convenientemen - 

t e  os te rmos  temos que :  

a  - - - a + a 
n - 1  n-2 

n-3 9 1  "n-3 n-4- a 1 2  a21 "n-3 

n-1 n - 'I a r  = - a , ,  a ,  
n-2 

+ "o - a12 a21 

Dado que A 1  também 5 uma m a t r i z  J a c o b i  com a s  

mesmas c a r a c t e r ? ' s t í c a s  de A ,  podeinos e s c r e v e r  os  c o e f i c i e n t e s  do 

pol inõmio  c a r a c t e r i s t i c o  de A1 (k  = t i  - 1 )  da s e g u i n t e  forma:  



V i s t o  q u e  t o d a s  a s  s u b - m a t r i z e s  p r i n c i p a i s  in-Fe- 

r i o r e s  de A 7 . e -  A .  ( j  = O p  1 ,  2 ,  . . . n-1)  tambgm s ã o  m a t r i -  
J 

zes  J a c o b i  indecornponíve is ,  a s  e x p r e s s 6 e s  do t i p o  ( A 4 . 3 )  e  

(A4.4)  tarnbem s ã o  v e r i f i c a d a s  pa ra  a s  m a t r i z e s  
A j 

j = 

3 3  4 ,  . . . $  n - 1 .  

Chamando â j j  = - a  . j = 1 , 2  , . . . ,  n .  
j j y  

e d e f i n i n d o  que :  

r = O ;  a r  = 1 ( s e  r = s  - > O ) ;  a .  = O ( s e  r  s  ou r < O  an+l  ,I1 s  S 

ou s < 0 )  podemos e s t a b e l e c e r  a  r e l a ç ã o  e n t r e  os  c o e f i c i e n t e s  

d o s  po l inõmios  c a r a c t e r f s t i c o s  das  s u b - m a t r i z e s  p r i n c i p a i s  i n f e  H 

r i o r e s  A i  e os  e l e m e n t o s  ( a i j )  da m a t r i z  A ;  e s t a  r e l a ç ã o  é dada 

por :  



p a r a  

k e n ,  n - 1 ,  ..., 1; i = k - 1 ,  k - 2 ,  ..., 1 , O  

p = ( n - k )  + 1 



Prova  da  e s t a b i l i d a d e  a b s o l u t a  do s i s t e m a  ( V I . 8 )  

( n o  s e t o r  p o s i t i v o  i n f i n i t o ) .  

H i p ó t e s e s :  ( a )  Todas  a s  f u n ç ó e s  t p k ( . ) ;  k = 1 2 ,  . . . , m s a t i s f a  --- A 

zem a  c o n d i ç ã o  de  s e t o r  p o s i t i v o  i n f i n i t o .  

( b )  n-1 d e s t a s  f u n ç õ e s  q k ( . ) ;  co r r e spondem a  6ks  i n -  

d e p e n d e n t e s ;  ( o  g r a f o  de i n t e r c o n e x ã o  e n t r e  maqu inas  é c o n e x o ) .  

A f u n ç ã o  de Lyapunov ( V I . l O ) , V ( w ,  - - 6 )  6 d e f i n i d a  

p o s i t i v a ,  t o d a v i a  V ( w 3  - 6 )  e a p e n a s  s e m i - d e f i n i d a  n e g a t i v a .  P a r a  

demons t ra rmos  a  e s t a b i l i d a d e  a s s i n t ó t i c a ;  u t i l i z a r e m o s  o T e o r e -  

O c o n j u n t o  de  e s t a d o s  no q u a l  V ( w ,  6 )  = O ,  V t > O  .., - - 

I 

Sendo a e q u a ç ã o  C' ~ ( 6 )  = O e q u i v a l e n t e  a  n - 

--> 

e  c o n s i d e r a n d o  a  r e l a ç ã o  ( V 1 . 4 )  

podenios c o n s t r u i  r o  s e g u i n t e  s i s t e m a  " a u x i l  i a r " :  



Se - 6  = O e n t ã o  ( A 5 . 1 )  e  ( A 5 . 2 )  s ã o  s a t i s f e i t a s  s j m u l t a n e a m e n t e ;  

s e  mostrarmos que - 6  = O somente p a r a  - 6  = Osteremos  most rado  que 

N(y, - 6 )  = i 0 1  <d t - > O e p o r t a n t o  ( V I . 8 )  s e r á  a s s i n t o t i c a r n e n t e  

e s t a v e l  p e l o  Teorema ( I I . 4 ) .  

Cons iderando o  s i s t e m a  d inâmico  ( A 5 . 3 )  vemos que  

e l e  é do t i p o  ( 1 1 . 1 4 )  com e s t r u t u r a  f a v o r á v e l ;  n e s t e  c a s o  pode- 

mos a p l i c . a r  o  Teorema 1 1 . 7  para  m o s t r a r  a  e s t a b i l i d a d e  a s s i n t Õ -  

t i c a  u t i l i z a n d o  a  f u n ç ã o  de Lyapunov do t i p o  ( 1 1 . 7 )  ou s e j a :  

' A  p a r t i r  do s i s t e m a  ( A 5 . 3 )  obtemos: 

Consideran.do a s  h i p õ t e s e s  ( a )  e  ( b )  temos que  

VI(6)  e - V I ( 6 )  s ã o  f u n ç õ e s  d e f i n i d a s  p o s i t i v a s  e  p o r t a n t o  - - 



( A 5 . 3 )  é a b s o l u t a m e n t e  e s t á v e l  ' A m  e  - 6 = O é o  ú n i c o  p o n t o  de  

Como c o n s e q u ê n c i a ,  a s  r e l a ç õ e s  ( A 5 . 1 )  e  ( A 5 . 2 )  

s ã o  s a t i s f e i t a s  somen te  p a r a  - s = O e  p o r t a n t o  N ( w ,  - 6) = { O ) ,  o  
' V  

que a s s e g u r a ,  p e l o  Toerenia 1 1 . 4  ( L a S a l l e ) ,  a  e s t a b i l  i d a d e  a b s o -  

l u t a  d o  s i s t e m a  ( V I . 8 )  com a s  f u n ç õ e s  o ~ ( . )  s a t i s - ? a z e n d o  a con -  

d i ç ã o  de s e t o i .  p o s i t i v o  i n f i n i . t o .  
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