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RESUNO'

A partir de um determinado conceito de estrutura,
neste-trabalho, explora-se as propriedades estruturais de uma
classe de.sistemas dinamicos nao-lineares com o intuito de esta
belecer criterios algebricos de estabilidade absoluta. _Mostré—
Se que, uma vez que séjam identificadas cafacterTsticas estfutg
rais favoraveis, a estabilidade pode ser determinada, com base
na estrutura, de uma maneira relatijvamente simples quando com-

parada a outros metodos.

Dado que na maioria dos casos, 0S sistemas nao
apresentam estruturas favoraveis sob uma forma explicita, fo-
rém'deSenvo1vidos metodos sistematicos chamados "algoritmos de
realizacao" para investigar a possibilidade de obter-se repre-
sentacoes matematicas equivalentes destes sistemas e que apre-
sentem estrutura favoravel. Nos casos em que isto & possivel, a
estabilidade absoluta do sistema fica assegurada de uma forma
indireta. Como consequencia deste procedimento foram desenvolvi
dos critériosva1gébricos de estabilidade absoluta que, a par
de sua utilidade no problema da analise, mostraram ser de utili

dade em problemas de sintese de reguladores niao-lineares.

Como exemplos de aplicacao do metodo pfoposto,
foram tratados dois tipos de problemas: o problema de estabili-
dade transitSria de sistemas de energia eletrica de grande por-
“te constituTdos de n maquinas sincronas com controle poténcia-

frequéncia descentralizado e o problema de sintede de redes pas



sivas a partir da utilizacdo dos "algoritmos de realizacao",mos
trando, nos dois casos, as vantagens da abordagem estrutural

proposta.

As ferramentas basicas utilizadas no desenvolvi-
mento deste trabalho foram: o metodo direto de Lyapunov, resul-
tados de estabilidade absoluta, estabilidade qualitativa, teo-

ria de grafos e teoria de matrizes.



iv

ABSTRACT

Given a special concept of structure, this thesis
investigates structural properties of a class of nonlinear dyna
mical systems with the aim of determining algebraic criteria
for absolute stability. It is shown that, whenever favorable
structural proberties are identified, stability can be determi-

ned in a rather simple manner when compared to other methods.

Since 1in most cases systems do not present févori
ble structureé in an explicit form, systematic methods were de-
veloped to investigate the possibi]ity of giving equivalent ma-
thematicé] representation for these systems, presenting favora-

ble stkucture. These methods are the so called realization al-

~gorithms and for those cases in which a favorable realization

N

can be obtained, absolute stability can bé readily assured. As
a consequence of this procedure, é]gebraic criteria for absolu-
te stability were developed that, besides of their ufi]ity in
analysis problems, showed great adequacy in problems of non-11

near regulator synthesis.

The proposed method was applied to two different
problems: the prob1em of transient stability of large scaTé
power systems'with decentra1ized power-frequency contro]," and
the problem of passive netwohk synthesis, showinglin both:cases,

the advantages of the proposed approach.

The main tools utilized in this thesis were; the

Lyapunov's direct method, absolute and qualitative stability

results, matrix, and graph theories.
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CAPITULO I

INTRODUGAO

Pode-se afirmar que este trabalho teve origem e

foi motivado por: "algo que intrigava...".

Estudava-se o comportamento dinamico de sistemas
nao-Tlineares de dimensao elevada. Dado a complexidade, dimensao
e caracteristicas nao-lineares dos sistemas tratadés, tal estudo
era feito utilizando-se simulagOes em computador digital [39],
|5%]. A seguida simulagdo de uma classe de sistemas nos quais
eram alterados os valores numericos dos parametros, as caracte-
risticas das hEo—]inearidades e as condigoes iniciais, mostrava
que embora as So]ugEes destes sistemas apresentassem caracteris-
ticas distintas, algo permanecia inalterado: a estabilidade. Még
mo varjagoes cohsideréveis,tanto em parametros, nao-linearidades
e condigoes 1n1c1afs,n50 alteravam a caracteristica estavel des-

tes sistemas.

Aparentemente havia algo que determinava esta in-
sensibilidade ou robustez. Verificou-se posteriormente que em
,todas estas simulagOes a caracteristica que ficava inalterada
era o que posteriormente passou a ser chamado de "estruturaAqua—
litativa do sistema", dai ter surgido a questdao que intrigava:
"queria'a estrutura, por 51 so, determinar a estabilidade do

equilibrio de um sistema nao-linear ?".



Verificou-se no decorrer da pesquisa que de certa
maneira este problema tinha estreita relacao com problemas formu

lados -em Economia Matematica por Paul Samuelson. Tais problemas

estavam relacionados ao eétudo da estabilidade qualitativa de
sistemas economicos |95], |88], |3”] da seguinte maneira: Nos
sistemas economicos a dificuldade da formulacdo de modelos em
termos.quantitativos obriga,na maioria das vezes,ao estudo de
seu comportamento dinamico em termos puramente ~ qualitativos.

Mais especificamente, embora sejam desconhecidos os valores num§
ricos dos ganhos de determinados lacos de realimentacao, sabe-se
no entanto que estes lacos existem e que determinados sao positi
vos e outros sao negativos. De posse apenas deste tipo de infor-
macoes qualitativas deseja-se saber se o siétema apresentara ca-

racteristicas estaveis ou nao.

Nestes termos, no estudo de estabilidade de siste-
mas economicos torna-se importante o conceito de estabilidade
qualitativa e no presente trabalho & mostrada a intima Tigagao
entre o conceito de "modelo qualitativo" e o conceito de "estru-

tura qualitativa™ do sistema.

Alguns resultados de estabilidade qualitativa de
sistemas lineares obtidos por Quirk e Ruppert [88| embora .incom
pletos, l”“f, | 55|, juntamente com a teoria de Lyapunov e resul- .
tados de estabilidade absoluta de S. K. Persidskii |[8!| possibi-
litaram a derivacao dos resultados estruturais,péra 0 caso de
sistemas nao-lineares,contidos no presente trabalho. Mostrando,

~desta forma, que para certas classes de sistemas n3o-lineares -a



conjectura relativa a estrutura & verificada.

Foi mostrado que réa]ménte, para certas classes de
sistemas nﬁb—]ineares, a estabilidade do equilibrio pode ser de-
terminada apenas. em funcao da "estrutura" do sistema. Esta estru
tura sendo basicamente determinada pelo "grafo associado" ao sis

tema nao-linear.

No capitulo II & introduzido o conceito de estruty
ra utilizado para a classe de sistemas nao-1ineares estudada;bem
como e mostrada sua relacao com a estabilidade absoluta do siste
ma. Sao dados resultados de estabilidade absoluta devidos a S.
K. Persidskii |[81] assim como suas extensdes. A partir destes re
sultados caracteriza-se o que se entende por "estrutura favora-

vel" do ponto de vista de estabilidade.

No capitulo III determina-se as propriedades de
classes de estruturas (matrizes) que as caracterizam como sendo
"favoraveis", isto € feito para o caso de matrizes chamadas "aci

clicas-3" "D-anti-simetricas" e "sign-stable".

O0s resultados, para sistemas nao-lineares, em ter
‘mos puramente estruturais sao apresentados no capitulo IV. Neste
mesmo capitulo chama-se a atencao para o fato de como a utiliza-
cao de propriedades estruturais em sistemas de grande porte pode
conduzir a resultados menos conservativos do que aqueles obtidos
por métodos de “"sistemas interconectados™ [®], |?%|, que geral-

- mente utilizam funcoes de Lyapunov vetoriais. Exemplos classicos



‘da literatura pertinente, |72], |82], foram utilizados para mos -

_trar vantagens na utilizag3do da abordagem estrutural proposta.

Todaviascomo na maioria dos casos os sistemas nao
necessariamente apreséntam 0o que se chamou de uma "estrutura fa-
voravel” (do ponto de vista de estabilidade), os resultados es-
truturais somente poderiam ser aplicados a uma classe restrita
de sistehas. Mostra-se, no entanto, que por meio de uma redefini
.ggo das variaveis de estado pode-se tentar obter uma representa-
cao matematica equivalente do sistema tratado e qué possua-carac
teristicas estruturais "favoraveis". Esta nova representacio po-
de ser obtida indiretamente por meio de "algoritmos de vrealiza-

¢ao" de estruturas favoraveis como e demonstrado no capitulo V.

Como consequencia direta dos algoritmos de realiza
cao sao estabelecidos novos criterios algébricos, relativamente
simples, para a verificacao da estabilidade absoluta de siste-
mas do tipo Lur'e. Outra consequencia importante destes resulta-
dos estruturais e algoritmos de realizacao & a derivacao de meto
dos sistematicos de sintese de reguladeres para sistemas de con-
trole nao-lineares o que Thes da uma sensivel vantagem sobre 05

meétodos frequenciais |91, |[%0], |!13].

No capitulo VI s3o dados resultados de aplicacgoes
da abordagem estrutural desenvolvida neste trabalho, a dois ti-

pos de problemas:



(a) trata-se o problema da estabilidade transitoria de sistemas

(b)

de energia eletrica de grande porte com controle P.f. descen
tralizado. Mostra-se como, utilizando a abordagem estrutu-

ral, sao obtidas condicoes de estabilidade absoluta para 0 .

sistema multi-maquinas. Estas condicOes sao estabelecidas em

termos dos ganhos de realimentagao de cada maquina de uma ma.
neira nao interativa. Mostra-se, outrossim, que a estabiliza
¢ao local de cada maquina, utilizando o metodo de sintese

proposto, garante a estabilizacao do sistema global.

a segunda aplicacao relaciona-se diretamente aos algoritmos
de realizacao de estruturas favoraveis ("sign stable" no ca-
so). Mostra-se como e possivel, a partir dos algoritmos de
realizagao,obter metodos alternativos-de sintese de redes
passivas, isto a partir do fato.de ter sido identificada a
existéncia de Qmé forte relagdo entre estruturas sign-stable

e redes passivas como e mostrado nas secdes V.4 e VI.2.

Deseja-se ressaltar que uma série de trabalhos uti

lizando propriedades estruturais de sistemas dinamicos tem sido

publicados nos ultimos anos, tanto no caso de sistemas lineares

|66, |°9|, |3%|, abordando o problema da controlabilidade estru

‘tural, bem como no caso de sistemas ndo-lineares [19], |7%],]|60],

|100] visando a estabilidade, mostrando desta forma a crescente

importancia que a visao estrutural tem tido na solugao de proble

mas

relacionados a sistemas dinamicos de grande porte.



A partir de uma concepgcao nova de estrutura, cre-.
_mos ter contribuido neste trabalho, tanto na solucao bem como
ha indicacao de possiveis caminhos para a solugao de problemas
relacionados com a estabilidade de uma classe de sistemas dinami

cos nao-lineares.

Cabe ressaltar que em termos de apresentagao, quan
do as provas de alguns resultados eram tediosas elas foram colo
cadas nos Apendices para nao desestimular o Teitor menos entu-

siasmado.



CAPTITULO II

ESTRUTURA E ESTABILIDADE ABSOLUTA

Neste capitulo sao épresentados 0sS conceitos e re~
sultados basicos utilizados né abordagem estrutural proposta nes
te trabalho. Estabelece-se o conceito de estrutura para a classe
de sistemas_ngo—lineares estudada e mostra-se como este conceito
foi relacionado a resultados de.estabilidade absoluta. A partir
desta relagao define-se o conceito de "estruturas favoraveis" do

ponto de vista de estabilidade.

Como ferramenta basica de todo este trabalho utili
za;se o metodo direto de Lyépunov. Todavia o resultado no qual
nos baseamos na maijor parte do trabalho @ devido a S. K. Per-
sidskii [81|. Este resultado, neste capitulo, foi estendido a
uma classe mais ampla de sistemas nao-lineares do que aquela ori

- ginalmente tratada por Persidskii.

II.1T - DEFINIGOES E RESULTADOS DA_TEORIA DE LYAPUNOV

Com o intuito que este trabalho pudesse ficar mais
,proximo do que se considera um trabalho auto-contido, esta se-
 9§0 foi reservada a uma breve apresentacdo das definigoes e re-
sultados basicos da Teoria de Lyapunov para sistemas dinamicos

autonomos.



As definicoes e teoremas aqui apresentados podem
ser encontrados em uma vasta literatura sobre o assunto, ative-
mo-nos todavia as referencias [35], |36, [53] e |6%| das quais

os resultados abaixo foram extraidos.

Considerando o sistema dinamico autonomo dado pela

equacao diferencial vetorial abaixo:

t >0 (I1.1)

Denotando x(t, 50) a solugao do sistema (II.1) para uma dada con

digdo inicial x4, ou seja, a funcdo vetorial que satisfaz

dix(ts %))
dt

assumimos 0 seqguinte:

Em uma vizinhanga Rh de

1
fl

0 dada por R = {x ¢ R™: [1x]] < h;

h > 0} temos que:

(a) (II.1) admite a solugao trivial (equilibrio) x(t, 0) = 0, ou

“equivalentemente, F(0) = 0V t > 0;



(b) a cada condigao inicial x, existe uma Unica solugdao x(t, xO)

para (II.1) V t > 0.

Sabendo que a condicao suficiente para gue (b) se-
ja satisfeita & dada pela condicio de Lipschitz |3°| ou seja, a

desigualdade
[IE(xq) - E(xo) ] < k [xq - X,

e satisfeitafpara todos x, e 52'em Rh, onde k>0 e uma constante " in-
dependente de x. Assume-se portanto‘que a funcao F(.) satisfaz

esta condigao em Ry,
Considerando o sistema (II.1), sujeito as condi-
¢coes acima, temos as seguintes definicoes de estabilidade do

equilibrio |35], |36], |53]:

Definicao II.1: Para o sistema (II.1) x = 0 e um ponto de equili

brio estavel se para todo nimero real ¢ > 0 dado, existe um nime

ro real §(e) > 0 tal que

[Ix(0) |1 < 8= []x(t, xg)[] < e3 VT > 0.

Definigio II.2: Para o sistema (IT.7) x = 0 & um ponto de equili

brio assintoticamente estavel se:
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(1)2 x=0¢@ estavel;

(ii)r existe um numero rea]ks] > 0 tal quespara ||§O|] < 8y -
Tim [[x(t, x4)[| = 0.
treo 7 -

Definicao II.3: Dizemos que x = 0 e um ponto de equilibrio glo-

balmente assintoticamente estavel de (II.1) se:
(i) x = 0 & estavel;

(ii) para V x4 ¢ R" temos que: Tim ||x(t, xg) Il = 0.

. ' too -~

Definicdo II.4: Dizemos que X = 0 & um ponto de equilibrio expo-

nencialmente estavel de (II.]) se existem duas constantes positi
vas M e m independentes da condig&o inicial x, e se V.t > 0 e

Xq € {X ¢ R ||x]] < ps p > 0 constante} verifica-se a seguinte

=0
desigualdade:

[x(ts xg) 1] < Mo [fxgl] ™™

Basicamente 0s Teoremas de estabilidade de Lyapu-
_nov utilizam o conceito de fungbes definidas, positivas e negati
vas, das variaveis de estado em uma determinada vizinhanca da

origem, ou mais precisamente:

Definicao II.5: Uma fungdo V(.) continua, onde V: R" + R, & dita

ser definida positiva (definida negativa) em uma vizinhancga de
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‘35; 0 ‘(dada por Ry = (X e RM: ||x]] <h, h > 0 constante}) se sa-
.tisfaz as seguintes condicoes:
(i) V(0) = 0

~

'f(ii),V(z) >0, X £ 0 (V(x) <0, x #0)

Caso a condigao (ii) para x # 0 seja subétjtuida;
Cpor V(x) > 0 (V(x) < 0), V(x) & dita ser uma fungdo semidefinida

positiva (semidefinida negativa).

0Obs: Em geral, ao inves de explicitar que V(x) & uma funcdo posi
tiva definida, permite-se escrever simplesmente V(x) > 0 ficando

éubentendido que trata-se da definigao II.5.
0s resu]fados de estabilidade de Lyapunov relati-
vos ao equilibrio do sistema (II.1) podem ser sintetizados pe1o§

seguintes Teoremas:

‘Teorema II.1: Para que x = 0 seja um ponto de equilibrio estavel

do sistema (II.])‘E suficiente que exista uma fungao real esca-

Tar V(.); V: R" » R tal que:
(1) V(x) > 0 (definida positiva)

(i1) V(x) tem derivadas parciais (de 12 ordem) em relag3o a X

" continuas
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(i) V(x) = (grad V(x))' . F(x) < 0 (semidefinida negativa)

Teorema II.2: Para que x = 0 seja um ponto de equilibrio assinto

| ticamente estavel do sistema (II.1) & suficiente que exista uma

funcdo real escalar V(.); Vi R™ 5 R tal que:
(i) V(x) > 0 (definida positiva)

(ii) V(x) tem derivadas parciais (de 12 ordem) em relacao a X

continuas
(i) V(x) = (grad V(x))' . F(x) < 0 (definida negativa)

Teorema II.3: Para que x = 0 seja um pentd de equilibrio global-

mente assintoticamente estavel do sistema (II.1) & suficiente que

exista uma fungao real escalar V(.); V: R" 5> R tal que V X e R™:
(1) V(x) > 0 (definida positiva)

(i1) V(x) tem derivadas parciais (de 12 ordem) em relacdo a X

continuas

() V() = (grad V()" . F(x) < 0

(iv) Tim V(x) = =
[Tt
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Considerando o Teorema II.1 que somente assegura\a
estabi]idade (nao assintﬁtica)}do'equilﬁbrio trivial do sistema
(I1.1) e bastante importante considerar uma extensao deste resul
tado feita por LaSalle |®%|,frequentemente utilizada ﬁeste traba

Tho e cujo resultado e dado pelo seguinte:

- Teorema II.4: (LaSalle): Seja V(.) uma fungao real escalar, V:

- Rn_+ R, com derivadas parciais cpntTnuas, tal que V x ¢ RM:

(i) V(x) > 0 (definida positiva)

(i) 0(5) = (grad V(ﬁ))' . F(x) < 0 (semidefinida negativa)

(191) Tim  V(x) = = -
[1x] ]>e

Se 0(5) nao e identicamente nula ao longo de uma
solugao de (II.1) que nao a origem, entdao o sistema (II.T) e glo

balmente assintoticamente estavel.

- Obs. 1: Cabe lembrar a existencia da versao "local" do Teorema

II.4 (vide |35]).

Obs. 2: As fungoes V(.) relativas aos Teoremas II.1 a II.4 530

chamadas funcgoes de Lyapunov.
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11.2 - CLASSE DE SISTEMAS ESTUDADA

S30 considerados neste trabalho os sistemas dinami
cos autonomos do tipo (II.1) que podem ser representados por um

sistema de equagoes diferenciais ordinarias da forma:

dxi g .
— a.. o Foo(x:)s i =1, 2, ..., n (I1.2)
dt  g=1 W W
oende aij e R, Vi, J.
fij:'R > R; continuas (II.3a)
Fygle) c o> 05 0 £ 05 Fi(0) = 0 (I1.3b)

Assume-se tambem que as condigOes de existéncia e unicidade de
- solugdes (condigoes de Lipschitz) sao verificadas no dominio

H(x, t):

Hix, t) = {(x, t): [[x]] < =, t > 0}
Ressalte-se que apesar do carater particular ~das

requagbes (I11.2), uma classe consideravel de sistemas nao-linea
res pode sér colocada sob esta forma, basicamente a partir  de

uma redefinicio adequada das variiveis de estado, como sera mos

trade ao longo deste trabalho.
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Definicio II.6a: No caso das ndo-Tinearidades fi;(.) do sistema

d&.Z)satisfazerem as condicoes (II.3a) e (II.3b) diremos que
elas. pertencem a classe A_, ou seja, A_ =’{fij(.): i, j =

1, 2, ..., n3(I1.3a) e (II.3b) sdo satisfeitas}.

A partir da definicao II.6a utilizaremos a seguin-

te:

Definigdo II.6b: 0 equilibrio x = 0 do sistema (II.2) & "absolu-

‘tamente estavel A_" ou simplesmente "absolutamente estivel™, se
for globalmente assintoticamente estavel para todas as  fungoes

fo.(v), i, J =1, 2, ..., n, tais que fij(') e A_.

Obs: Com abuso de Tlinguagem,por vezes nos permitimos dizer que

0 "sistema & absolutamente estavel".

0 nosso problema bésicd,‘ao longo deste trabalho,
sera o problema da estabilidade absoluta do equilibrio de siste-
mas do tipo (II.2). A egte sistema vamos associar o conceito de
estrutura, como é visto mdis adiante, com a finalidade de explo~-

rar resultados baseados em propriedades estruturais de (II.2).

Podemos dizer que a ideia de representar sistemas
complexos de uma maneira simplificada e em particular dando-lhes
uma representacao por meio de grafos esta intimamente ligada ao
conceito de estrutura do sistema |[°0|, |3%|. Uma série de traba-

lThos que se utilizam, de uma ou de outra maneira, desta ideia
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tem sido publicados-nos ultimos anos tratando diferentes proble-
“mas relacionados a sistemas dinamicos. Dentre estes >traba1hos
podemos citar |66, |99] e |33| que tratam de observabilidade e
controlabilidades; |19], |7%|, |190|, abordam o problema da esta-
bilidade e |®0| que trata da so]uggo’de sistemas de equag¢oOes di-

ferenciais via decomposicgao.

Dependendo da maneira como e definida a estrutura
~do sistema e dependendo do problema em questao (estabilidade,con
trolabilidade,etc.) pode-se fazer uso de um modo mais, ou menos,

vantajoso das propriedades estruturais deste sistema.

Neste trabalho um conceito especial de estrutUra
sera adotado. Para a classe de sistemas (II.2) a estrutura sera
caracterizada por uma matriz ou digrafo associado a estes siste-
mas. Para introduzirmos este conceito de estrutura, vamos primedi

ramente estabelecer as seguintes definicgoes:

Definicao II.7a: Diremos que G e chamado digrafo (grafo orienta

do) associado ao sistema (II.2) se e somente se Gs = GS (v, Es)

onde:

No= {xi|1'= 1, 2, ..., n} & o conjunto de vertices, ou seja,a ca
da variavel de estado do sistema (II.2) estd associado um verti-

ce de Gs‘

E. = {(st Xi)’aij #0y i, j =1, 2, ..., n} e o conjunto de ar-

5

~.C0s, ou seja, cada par (xj, Xi) tal que a5 £ 0 define um . arco
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orientado do vértice X; para o vertice x; de G_.

Definicao II.7b: 0 digrafo funcional associado ao sistema (II.2)

(Gg¢) & o digrafo obtido a partir de Gs no qual o arco (Xj’ X5) -

e valorado pela funcgao agy fij(xj)‘

Exemplificando, abaixo e dado um sistema do tipd

(I1.2) jﬁntamente com o digrafo funcional a ele associado.

12

Xp = aqq f]](x]) + a

(11.4)

Figura II.1 - Digrafo funcional associado ao sistema (II.4).

&

A partir de Gs podemos ainda estabelecer as seguin

tes definicgoes:
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Définigio II.7¢c: 0 digrafo valorado associado ao sistema (II.2)

(Ggy) € 0 digrafo obtido a partir de Gg atribuindo-se o valor

ai; # Q ao arco (Xj’ xi).

Defihiggo I1.7d: 0 digrafo sinal ("signed digraph") associado ao

sistema (II.2) (G__) élo digrafo obtido a partir de G, atribuin-

Ss
- inal de a.. (a.. ' sy Xi )
do-se o sina e a;y ( i3 # 0) ao arco (xJ, 1)
Desde que podemos associar grafos a matrizes e

vice-versa |106|, |16], [37], |38], a partir das definicdes aci-
- ma vamos introduzir a seguinte:

Definicao I1.8: Dizemos que a "estrutura do sistema (II.2)" sa-

tisfazendo (I1.3) e determinada pelo digrafo G,, ou equivalente-
mente dizemos que a estrutura do sistema (II.2) & determinada pe

la matriz A = (

G

aij) (matriz de adjécéncia associada ao digrafo

sy» ¢f. Definicao IIL.5).
Intuitivamente a estrutura do sistema, como defini
»fdo acima,»nos fornece a maneira com que os estados (Xi) do siste
ma sao interconectados entré si via fungoes nao-lineares. Por ou
~tro lado, a partir da definicao de estrutura acima decorre uma
,série de definicdes relativas.a estrutura que nao serao aqui
vexaustivamehte exp]icitadase no entanto, por vezes serao utili
zadas no decorrer deste trabalho. Téis conceitos estao intimamen
te ligados as definicoes utilizadas em teoria de grafos: assim
Por exemplo dizemos que: o "sistema (II.2) & fortemente conexo"

.Se e somente se GS e um digrafo fortemente conexo ou equivalente
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mente se a matriz A = (aij) for nao decomponivel |[106], 1371,
|16] e que "o sistema (II.2) tem estrutura aciclica se e somente

se G, for um digrafo aciclico"(vide secdo III.T).

Frequentemente'ao longo deste trabalho referir-se-
a indistintamente a propriedades do digrafo G, como sendo pro-
priedades da matriz A = (aij) bem como sendo propriedades estru-

‘turais do sistema (II.2).

Dado que as Definigoes II.7b a II.7d decorrem da
definicao II.7a, por vezes utilizaremos definicoes de estruturas
ligadas a elas: nos referiremos a "estrutura qualitativa" do sis
tema (II.2) se estavfor determinada pelo digrafo Gss e a "estru-
tura quantitativa" quando esta for determinada pelo digrafo GSVO

Todavia nestes casos isto sera explicitado no texto.

Embora na derivacao da maioria dos resultados des--
te trabalho nao se utilize diretamente a teoria de grafos, 0s
cOnteitos basicos sao constantemente utilizados e em alguns ca-
sos, provas extremamente trabalhosas (v.g. Capitulo III) podem
ser significativamente simplificadas lancando-se mao destes con-

cejtos.

Nao & dificil estabelecer uma relagao entre o con-
ceito de estrutura, como definido acima, com aquele utilizado por
Kevorkian Ié“lu Este utiliza o conceito de estrutura baseado
bhd‘grafo associado 3 "matriz de ocorrencia" do sistema, isto pa

ra uma classe mais ampla de sistemas nao-lineares que aquela da-



20

da por (II.2). No trabalho de KéVokkian, todavfa, a preocupacao
estrutural esta ligada a particao do grafo associado ao sistema
nao-linear vié matriz de ocorrencia,com a finalidade de uma solu
" ¢ao do sistema a partir dos sub-sistemas irredutiveis (corres-
pondentes a sub-grafos fortemente cbnexos). Nao ha a preocupagao
'ﬁem como os valores numericos nem com os sinais associados ao

~grafo do sistema nao-Tinear.

Com a definicao de estrutura que aqui utilizamos,
o particionamento do sistema (II.2) pode tambem ser facilmente
efetuado a partir'da matriz que define a estrutura ou a partir
do'grafo a ela associado. Por outro lado, com a definigao aqui
utilizada e possivel fazer uso de propriedades mais "valiosas"
do bonto de vista do estudo da estabilidade do que aquelas rela-

cionadas apenas ao particionamento do sistema em sub-sistemas ir

redutiveis.

E verdade que o sistema (II.2) tratado neste traba
Tho tem caracteristicas particulares, cremos no entanto que a
ideia de estrutura aqui utilizada podera ser estendida a classes
majs amplas de sistemas nao-lineares, embora como ja foi ressal-
tado e sera visto majs adiante, os sistemas do tipo (II.2) podem
representar (por uma redefinicao de variaveis de estado) uma

classe bastante ampla de sistemas nao-lineares.
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11.3 - TEOREMAS DE ESTABILIDADE ABSOLUTA

-Mo$tra-se a seguir de que maneira foi utilizado um
resultado de estabilidade absoluta de S. K. Persidskii |81 e
'suag'extenSEes para a determinagdo da estabilidade do equilibrio
-em termos estruturais. Utilizando-se resultados de teoria de mé—
:tfizes (e grafos)‘do Capitulo III, estabilidade Aqua]itativa
'.[881, |68|, |69], e resultados deste capitulo, foi possivel deri
var os resultados estruturais contidos nos- capitulos subsequen-

tes.

Considerando uma sub-classe dos sistemas (II.2) da

. da pelas equagoes:
; n
—— = ) orLso. da{xs)s P = 1,2, (L., N (I1.5)

onde rij € R, Vi, j=1,2, ..., ne ¢j(.);j =1, 2, ..., n sa-
tisfazem as mesmas condigbes das fungOes do sistema (II.2) e as

sumindo ainda que

X .
Tim J Vop(t)dr = =, =1, 2, ..., N (11.6)
Ixj|’*°° 0 !

temos o seguinte:
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~Teorema II.5- |8l|: Para que exista no dominio H(x, t) uma fun-

" ¢ao V(g) definida positiva da forma:

l n X . '
V(x) = 1 a-fJ¢-(T)dT;a->0,_j=1,2, cees M (11.7)
i J 0 J J
“tal que: lim V(x) = «» e que tenha V(i), devido a (II.4), ne-
|[x] ]

gativa definida em H(x, t) @ necessario e suficiente que exista
uma forma quadratica definida positiva U(x) = x'Px, com P diago-
nal, cuja derivada temporal U(X) ¢ uma fungdo definida negativa

' ﬁ(ﬁ) = - x' Q x para o sistema

), 1, 3 =1, 2, .y (11.8)

Prova:

Suficiencia: Assumindo que existe uma forma quadratica definida

~positiva U(x) = x'Px, P = diag[P], Pos vues Pn] > 0 com
0(5) = - x' Q x definida negativa para o sistema (II.8). Ou

equivalentemente que
PR + R'P == Q < 0 (I1.9)

e satisfeita com P > 0 diagonal.
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Chamando D = diag(ai) e ¢'(x) =,(¢](x]),¢2(x2),...
'¢h(xny); a derivada 0(5)'devido ao sistema (II.5) a partir  de

"~ V(x) da forma (II.7) & dada por:

V(x) = ¢'(x) DR ¢(x)

- %— o' (x) [DR + R'D] ¢(x) (11.10)

~

Fazendo a; = 2P1; i=1,2, ..., n, temos que:
0(x) = ¢'(x) [PR + R'P] ¢(x) devido a (II.9) & uma
>fun950 definida negativa. Portanto existe V(ﬁ) > 0 da forma

7'(11.7) com V(é) definida negativa em H(x, t).

Necessidade: Se existe V(x) > 0 da forma (II.7) com 0(5), devido
a0 sistema (I1I.5), dada pbr (I1.10) e négativa definida, isto im
p]iéa que DR + R'D = - Q@ < 0 e portanto existe D = diag(ai) | R
ay > 0 i=1,2, ..., n que determina uma forma quadratica
Ul(é) = x'Dx definida positiva para o sistema (II.8) cuja deriva

da temporal ﬁ](ﬁ) = - é'ﬁﬁ e definida negativa.

0 Teorema II.5 acima pode ser enunciado de uma ma-

neira equivalente (mais concisa) como se segue:
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Teorema II.5 (bis): Para que exista uma funcao definida positi—

Va em H(X, t), pafa o sistema (II.5), da forma o V(x) =
n X _ . '
) aj J J¢j(1)dr com derivada V(x) negativa definitiva em:

H(x, t) & necessario e suficiente que exista uma solugdao para a

:equagﬁo de Lyapunov PR + R'P = - Q < 0 com P > 0 diagonal

“Corolario II.1: 0 equilibrio trivial do sistema (II.5) & absolu-

tamente estavel A_ se a equac¢ao de Lyapunov PR + R'P = - Q e

satisfeita para P > 0, Q > 0, com P diagonal

Utilizando-se fungoes do tipo (II.7) o Teorema
jII.S pode ser estendido a sub-classes dos sistemas (II.2) mais

famp1as que (II.5) dadas por equagoes do tipo:

p4
1
Ines-1=

: agsoos(xg) +dy Folxg)s i= 0,2, L, n (I11.11)

J
‘ou em notacao matricial

x = Ag(x) + D £(x) (11.12)

onde A = (aj5)5 D = diag(d;) <0

P
LRI

o !
— )
1<

) = (éT(X])’ ¢2(X2)’ s ¢n(xn))

t=—h
-
]

) = (fT(X1), fz(xz)’ cees fn(xn))

Para sistémas do tipo (IT.12) seguem-se os Teore-

Mas abaixo:
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Egggemé;ll;§= Seja ¢(.) satisfazendo as condigoes do Teorema
[r.55-f:(.)s i =1, 2, ..., n satisfazendo (II.3) com

%@(X}) Xs 2 0, entac (II.11) tera o equilibrio trivial absoluta-
mente estavel A_ se, analogamente ao Teorema II.5, a equacao

yA'+VA'P = - Q for satisfeita para P > 0, Q > 0 com P diagonal.

Efglﬁ: Utilizando a fungdo (II.7) com a; = 2Pj’ 3=1,2,...,n tere

fos :

n
™o
<~
—
1
~—
o
—
I
-
—~
1x
~—
+
[we)
i1=h
—
1%
~—
Ja—

V(x)

da negativa).

Corolario II.2: 0 sistema (caso particular de (11;12))

X = Ax + D f(x) (11.13)
com f(.) satisfazendo as condigoes do Teorema II.6 (D < 0) & ab-
solutamente estavel se a equacao PA + A'P = - Q e satisfeita pa-

ra' P >0, Q> 0, P diagonal.

Prova: Utilizando V(x) = x' P.x

~
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jTeoreha I1.7: Seja ¢(.) satisfazendo as condigoes do Teo%ema
11.55 f(.) ¢ A_. Sendo Ag = A - Qiag(aii) entao temos que x = 0

do sistema

X = Ay ¢(x) + D f(x) (I1.14)
sera absolutamente estavel A_ se a matriz C = [A, + D] e tal que
a equagao PC + C'P = - Q se verifica para P e Q matrizes diago-

‘nais definidas positivas.

Prova: Utilizando a fungao (II.7) com ay = 2P, 3 = 1,2,...,n te

—

J
mos:
V(x) = ¢'(x) [PAy + ASP] &(x) + 24" (x)"PD f(x) (I1.15)
como para que tenhamos PAO + AéP + 2PD = - Q <0 , com

P>0, Q>0, P, Qdiagonais, entao PRy + AP = M e diagonal com

elementos m, = 2a11P portanto M = 0 e D < 0, donde segue-se

i i?

que (II.15) e uma fungao definida negativa.

Obs: A divergencia da fungao de Lyapunov em todos 0s casos acima

E assegurada pela condicao (I1.6).

Um aspecto.importante do Teorema (II.5) e suas ex-

tensoes reside no fato de que a existencia de funcobes de Lyapu-

i81l as-

nov "diagonais" para os sistemas de comparacao lineares

~Segura a estabilidade assintotica global para os sistemas nao-1i

~fMeares da classe (I1.5) e (I1.12).
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Portanto as prqpriedédes das matrizes R (Téorema
II.5); A e D (Teorema II.6); A0 e D (Teorema II.7) associadas a
estrutura do sistema -nao-linear (II.2) segundo a Definicao II.8
poderao ser utilizadas na solugdo de problemas de estabilidade

como e mostrado a seguir.

I71.3.1 - Estrutura Favoravel

Considerando os resultados da segao anterior defi-
niremos o que se entende por "estrutura favoravel" para sistemas

do tipo (I1I.2) que satisfazem (II.3).

Definicao II.9 : Dizemos que um sistema do tipo (II.2) satisfa-

zendo (II.3) possui "estrutura favoravel"; se a matriz A =
(aij) satisfaz a equacdo PA + A'P = - Q para P > 0, Q >0 com P
diagoné]. (Em certos casos a condicdao Q > 0 pode ser relaxada pa

ra Q > 0).

A partir da definicao acima podemos enunciar 0

Corolario II.1 da seguinte maneira:

Corolario II.1 (bis): "Todo o sistema do tipo (II.5) que possui

.uma estrutura favoravel e absolutamente estivel A",

A partir dos resultados deste capitulo, consideran
do a Definigcao II.9 e natural que sejam investigadas proprieda
des das "estruturas favoraveis™, ou em outras palavras, matrizes

ou grafos que possuam propriedades favoraveis do ponto de vista
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de estabilidade. Isto sera fratadp no proximo. capTtulo.

0Obs. 1: Sobre o Teorema II.5 queremos enfatizar a interpretacio
das condicoes para a existencia de uma fungao de Lyépunovrdo ti-
po (II.7) com derivada temporal definida negativa. Estas condi-
coes sao necessarias e suficientes para a existencia de uma fun-
cao.de Lyapunov do tipo II.7. Vemo§ pelo exemplo simples abaixo
(sistema'do tipo (II.5)) que, embora o sistema de comparagao 1i-
near nao possua funcdo de Lyapunov "diagonal", o sistema apresen
fa estabilidade absoluta A,. Claramente este fato decorre do ca-

rater de suficiencia dos resultadés de Lyapunov.

Exemplo IT.7: Seja o sistema dinamico dado pelas equagoes

x; = xq + 2 [f(x,) +X,)

(I1.16)

¢

X, = =2xy - 2 [F(x,) + xp05 F(.) e A,

embora o sistema séja do tipo (II.5) o sistema de comparacgao:li-

near:

x] x] + 2 x2

AKX, o= 2 Xy

X2 1
nao possui funcao de Lyapunov "diagonal" i.e., nao tem estrutura
favoravel pois pelo Lema III.2 uma condicao necessaria para que
uma matriz M = (mij) seja tal que a equagao DM + M'D = - Q < 0
seja satisfeita com D diagonal e que tenhamos mii < 0, j o=

1, 2, ««., n. Portanto pelo Teorema II.5 a fungao de Lyapunov do

tipo (II.7) n3o existe.
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No entanto x =0 do sistema acima e absolutamente estavel, como

e mostrado abaixo:

Escrevendo o sistema (II.16) sob a forma de Lur'e [65]:

calculando a funcao de transferencia da parte linear do sistema:

G(s) = c(sl -VA)-T b, temos:

G(s)'= -4

Ora, o sistema do tipo Lur'e com a G(s) acima pode ser represen-

tado sob a seguinte forma:

Y:KX'FE'F(}’)
y=©¢X
0 1 -4 1
ondé A = s b= |5 ¢ =
-2 -1 0 0

ou seja, o sistema (II.16) pode ser escrito na forma
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Xy = - 4 f(x]) + T Xo | |
C(11.17)
Xo = = 2 x]‘— Xo
e neéta forma possui estrutura‘favoréve1, e portanto podemos

aplicar o Teorema II.7 mostrando que & absolutamente estavel A

comFV(g) = x% + — X5, pois

Logo o sistema (II.16) e absolutamente estavel A_.

Alem da observacao relativa ao Teorema II.5 0
exemplo acima enfatiza a importancia da "representagdo matemati-

ca" de um determinado sistema para a obtencao de resultados so-
bre estabilidade. Por conseguinte, ter ou nao uma "estrutura fa-
voravel" nido e uma propriedade "livre de coordenadas", estes fa-

tos sao extensivamente explorados no capitulo V.

Obs. 2: Cabe ainda ressaltar que a maioria dos resultados deste
cathuTo pode ser estendida para 0s casos em que as derivadas
0(5) sao funcoes semi-definidas negativas. Tal extensdo, que ba-
sicamente recai no relaxamento da condigcao Q > 0 para >0 na
'equagEo'PA +'A'P.= - Q, ﬁode ser feita utilizando-se o Teorema
de LaSalle (Teorema II.4) tal como e feito em exemplos dos capi-
tulos subsequentes. No entanto; via de regra, o fratamento de

tais casos nao foi nossa preocupagao principal,
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CAPTITULO III

ESTRUTURAS FAVORAVEIS

A partir dos resuitédos e dos conceitos de estrufg
ra, introduzidos no capitulo anterior, torna~se natural a inves-
tigagad de propriedades das chamadas "estruturas favoraveis" da
do a importancia que tem na determinacao da estabilidade absolu-

ta de sistemas ndo-Tineares do tipo (II1.2).

A caracterizacao destas estrutufas favoraveis pos-
sibilita a determinagao da estabilidade com base eﬁ critéerios al
gebricos relativamente simples e em certos casos a verificacgao
da estabilidade absoluta estara baseada na simples inspecao da
estrutura do sistema, eliminando desfa forma, analises e calcu-
los trabalhosos que fata1mente teriam de ser feitos caso certos
resultados estruturais fossem desconhecidos. Exemplos dados nos

capitulos subsequentes atestam este fato.

Segundo o conceito de estrutura favoravel dado no

capitulo anterior utilizaremos a seguinte:

Definicdo III.1: Dizemos que D e a classe de matrizes reais
(nxn) que caracteriza as estruturas favoraveis onde D ={A =
(aij) nxn: 3 P> 0 e Q > 0 que satisfazem A'P + PA = - Q com p

diagonal}.
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Evidentemente pelo Teorema de Lyapunov - (Teorema

111.2) D & um conjunto de matrizes estiveis.

Embora recentemente condicoes necesséfias e sufi- .
cientes para que uma matriz A pertenga a classe D tenham sido de
terminadas ||, ou seja, caracterizando completamerite a classe
D, estas condicoes nao tem uma forma tal que possam ser faci]-’
‘mente verificadas; os resultados a seguir caractefrizam novas

sub-classes de D com criterios algebricos relativamente simples

-

Varjas sub-classes da classe D ja sao conhecidas,
por exemplo, a sub-classe das matrizes diagonais negativas & um
exemplo trivial. Outros tipos importantes de matrizes pertencem

a classe D: matrizes quase-dominantes M-matrizes com sSi-

|76|’
‘nal invertido |®], matrizes D-antisimétricas (definidas abaixo)
e matrizes "sign-stable" |®%], |**|, estas Ultimas do tipo das

matrizes chamadas "qualitativas".

Verifica-se qué a par da importancia que tem no
contextordeste trabalho, a classe D e fgualmente importante na
determinagao dos crit@rios de estabjlidade de sistemas de gran-
Vde porte»baseados em propfiedades "entrada-saida" de sub-siste
‘mas dissipativos e passivoé brOpostos por Moylan e Hill |7¢].
- Igualmente importante e a classe D no estudo da estabi]idade di
:hEm{ta“de sistemas economicos de vez que,'pertencer a classe D

€ uma condig¢do suficiente para D-estabilidade |®®], |“® = *®|."
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Neste caﬁ%tu1o $ao t;atadas sub-classes da 'cTasse'
D que mostraram ser de importﬁhci@ na derivagao de resultados ‘es
truturais para sistemas nao-lineares. Sao tratadas mais detida- -
mente as matrizes de "estrutura aciclica-3" (definidaé a se-

guir) bem como a sub-classe de D que chamaremos de DZ onde:

Definicao III.2: D, = {A = (

fazem PA + A'P = - Q com P e Q diagonais}.

aij) nxn: 3P > 0 e Q > 0 que satis-

Esta classe tem sua importancia relacionada as con
digoes do Teorema II.7. As matrizes "sign stable" que hertencem
a esta classe bem como a classe das matrizes de estrutura acicli
ca-3 s3o tratadas com enfase especial, de vez que a partir de-
1asvsgo derivados resultados de estabilidade absoluta em termos
estruturais puramente qua]itativés (Teorema IV.la e Corolarios

IV.1 e IV.4).

0 estudo das propriedades destas classes de matri-
zes que caracterizam as chamadas estruturas favoraveis visa basi

camente o0s seguintes pontos:

(a) Determinar as propriedades que possam identificar a classe,
: estas propriedades podem estar relacionadas tantpvas caracte
risticas da matriz t&is come: simetria em zeros,%fndecomponi
bilidade, sinais dos menores principais, etc., assim como7pg
dem estar re]aéipnadas as propriedades do digrafo a ela asso

ciado, ou seja; conexidade, existencia de ciclos, comprimen-

to dos ciclos, etc. Destas propriedades que chamaremos gene-
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ricamente de propriedades estruturais, procurar-se-a determilﬂ
nar o conjunto minimo, mais simples de ser verificado e que
caracteriza a matriz como pertencendo‘ﬁ classe D. 0 estabele
cimento destas propriédadeé visa dar condigOes de uma rapida.
jdentificacao de estruturas favoraveis no caso dos sistemas

nio-lineares do tipo (II.2) e a consequente utilizagao  dos

resultados do capitulo II.

(b) Determinar, para cada c]assé de estruturas favoraveis, as
matrizes P correspondentes as Definigbes (III.1) e (III.2) ,
isto pelo fato de que uma vez conhecida avmatriz P, a deter-
minacao da funcao de Lyapunov para o sistema nao-linear do
tipo (I1.2) e pratitamente imediata. A determinacgao da fun-
¢ao de Lyapunov para o caso nao-linear tem a utilidade, en-
tre outras, na determinaggo de dmenibs de estabilidade nos
casos em que o sistema tem estrutura favoravel porem as nao-
linearidades nao estao inteiramente contidas no setor positi
vo (vide Exemp1b Iv.2), éssim como e importante na determina
cao de condigoes de‘setorrfinito para o caso de sistemas de

~estrutura favoravel (vide Exemplo IV.6).,

Alguns resultados deste capitulo sao conhecidos na
,Titeratura pertinente, outros sao novos e ha ainda aqueles de-
‘monstrados- de uma maneira nova, em geral mais simples que aquela

ate aqui conhecida.
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I11.1 - DEFINICUES BASICAS

Antes de tratarmos cada uma das classes de matri-
zes a que nos propusemos,‘cremos ser oportuno, para efeitos de
clareza, estabelecer algumas défihigSes mais dgerais que, embora
conhecidas, por vezes ngo sao uniformemente utilizadas na litera

tura.

Definicdo III.3: Dizemos que a uma matriz A = (aij) real nxn es-

t3 associado ao digrafo Gpo se Gy = Gp(V, E) e um digrafo = tal
que:
Vo={ve; 1 =1,2, ..., 0} e o conjunto de vertices e

E

{(vj, Vi)laij £ 05 i, J = 1, 2, .. ﬁ} € o conjunto de ar-

cos. Ou seja, a cada elemento aij # 0 de A corresponde um arco

orientado do vertice vj para o vertice Ve

Definigcao III.4: Dizemos que a uma matriz A = (aij) real nxn es-

ta associado o digrafo valorado GAV se a matriz A estiver asso-
ciado o digrafo GA como acima e aos arcos (vj, Vi) forem atribui
dos os valores 43 # 0. Neste caso podemos, de maneira equivalen

te, associar a um digrafo valorado uma matriz A = ( ), ou se-

| 44j
“ja, a cada arco (Vj, Vi) valorado de qij associamos um elemento
a4y tal que G35 = 345

Definicao III.5: A matriz A = (aij) nxn a qual associamos o di-

grafo GAV como acima, chamaremos de "matriz de adjacencia" asso

ciada ao digrafo GAV'



36

Obs: Chamamos a atencao para a Definicdao acima pois ‘normalmente

- a matriz de adjacencia A associada a um digrafo @ uma matriz boo

leana definida como segue:'ﬁ = (Eij) onde a,.

iy 1= 3(x,, xj)e

aij =0« 4 (Xia XJ) |1o6], |39157|16

Definicao III.6a: Diremos que uma matriz real A = (ai ) (nxn)

i
pertence a classe das "matrizes qualitativas" se a Unica informa

cao relativa a cada um de seus elementos a.. diz se ele e positi

1J
vo, hegativo ou nulo. Neste caso o digrafo associado a matriz

A (GA) e chamado qualitativo ("signed digraph") ou ainda dizemos

que GA tem uma "estrutura qualitativa",

j) tem associado a

cada um de seus elementos aij’ um numero real, agizemos que A

Definicdo III.6b: No caso usual em que A = (ay

pertence a classe das "matrizes quantitativas". Neste caso, pode

mos associar a matriz A ao digrafo valorado (GAV).

Obs: Ha ainda a possibilidade de ocorrer uma combinacdo destes

dois casos, ou seja, parte da matriz A e dada qualitativamente

sendo a outra quantitativa.

Considerando que a partir das definicOes acima pb—
.demos associar uma matriz nxn a um digrafo de ordem n e vice-ver
.sa (via matriz de adjacéntia), por vezes nos referiremos indis-
tintamente as propriedadés do digrafo como sendo propriedades da
matriz de adjacencia e vice-versa. Cabe lembrar que segundo a De
~finicdo I1.8 estas serao por sua vez propriedades da - estrutura

do sistema (II.2).
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Definicao III.7: A matriz A = (aij) nxn € chamada decompﬁnfvé]

(ou redutivel) se e somente se existe uma matriz de permutagao P

M1 P2 .

tal que na matriz PAP' = s A]] e A22 sao matrizes qua
A1 Ba

dradas e Ay, = O (ou A,y = 0). Caso contrario a matriz A & chama

da indecomponivel (ou irredutivel).

) nxn & irredutivel se . e

Teorema III.1 |[106]: A matriz A = (a

8 i3
somente se o digrafo GA (ou GAV).E fortemente conexo ]
Lema III.1 [12]|: Uma matriz A = (aij) nxn nao decomponivel tem

ao menos um elemento nao nulo em cada linha e coluna fora da dia
gonal principal. - &

Definicdo III.8: A matriz A = ( ) € chamada "simetrica em ze-

a].j

ros" se e somente se aij = 0 implica em que aji = 0 para todo
par i, j =1, 2, ..., n. Claramente o digrafo GA associado a ma-

triz A neste caso e um digrafo simetrico.

Definicao I1I11.9: .Chama-se cadeia de comprimento (ou ordem) r da

matriz A = (aij) nxn ao produto:

a. o ds o cee A
, 1]12 1213 1

'tos e 0s aij nao nulos.

. . @s s s COM A Gos ee., i distin-
r-1'r Telrs ! 2 r

DefinigEOVIII.]O: Chama-se cibfo de comprimento (ou ordem) r da

matriz A = (aij)’ nxn ao produto:’
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tos e os a5y nao nulos.
Claramente, as definicdes II1.9 e III.10  podemos
dar definicoes equivalentes relacionadas aos digrafos’associados
~a matriz A e que denotaremos "cadeia de comprimento r" do digra-
To éA (ou GAV) e "ciclo de comprimento (ou ordem) r" do digrafo

GA ( ou GAV) 1391, |15].

e "aciclica

Definicao III.11: Dizemos que a matriz A = (aij)
- k" se nao existirem ciclos de ordem r > k na matriz A, ou equi
valentemente, se o digrafo associado a A; GA (ou GAV) nao possui
ciclos de ordem r > k (1 < r < n). Neste caso os digrafos G, e

GAV serdo chamados "digrafos aciclicos - k".

Neste ponto cabe um comentario reltativo a Defini-
cao acima, visto que usualmente e definida uma matriz- aciclica
(digrafo aciclico) quando esta nao possui ciclos de ordem r > 2
|6K|;‘segundo a Definicao III.11, este seria o caso da matriz
acTC]ica—z. the—se que no caso em que temos digrafos simetri-
cos, (matrizes de adjacencia simetricas em zeros) podemos asso-.

ciar ao digrafo GA um grafo nao direcionado como abaixo:

s

Definigao III.12: Chamamos de EA ao grafo nao direcionado asso-

ciado a matriz A (nxn) simetrica em zeros, EA = (V, E) onde:.

Vo= {Vi5 1 =1,2, «..hn} e o conjunto de vertices (cf. Defini-

¢ao III.3).
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E= ([xgo xg0 agy »ay £ 05 1 4350, 8=1,2, ..., & o
conjunto de arestas, ou seja, cada par de arcos de\sentidos opos
tos do digrafo GA e substituido por uma arestavem éA' Neste caso-
se G, for aciclico-3 o grafo nao direcionado a ele associado
seri aciclico. Por vezes, quéndo nos referimos a estrutura do
sistema (II.2), em termos do grafo nao-direcicnado, nos permiti-
mos dizer que ela tem caracter?sticas aciclicas, todavia  neste

caso isto sera explicitado no texto.

Definicao III.13 |%8]|: Uma matriz real nxn A :-(aij) e dita ser

Jacobi se aj; = 0 para todo par (i, ) tal gque |i - j| > 1.
E facil ver que as matrizes de Jacobi (tridiago-

nais) sdao aciclicas-3.

Como na maior parte deste capitulo nos referiremos

a matrizes estaveis, convem colocarmos ainda a seguinte:

Definigao ITI.14: Uma matriz real nxn, A = (aij) e dita estavel

se todos os autovalores (Ai) de A sao tais que Re(Ai) < 0, i =

T, 25 oo, N,

“Teorema III.2 (Teorema devLyapunov |32|):’Para o sistema '5 = Ax

-~

a origem & globalmente assintoticamente estavel (ou equivalente-
mente A & estdvel) se e somente se existe uma matriz  simétrica

positiva definida P que satisfaz a equacgao

A'P + PA = - Q ' : (I1I.1)
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para toda matriz (dada) simétriqa definida positiva Q.

Definicao III.15 [10]: Uma matriz real A = (aij) nxn & chamada
de D-estivel se e somente se DA for estavel para toda matriz D

diagonal tal que D > 0.

1}
—
e}

Definigio II1.16 |10|: Dizemos que uma matriz veal nxn A i s

€ "totalmente estavel” se toda sub-matriz print¢ipal de A & D-es-~

tavel.

Para uma matriz real nxn A = (aij) convencionamos
chamar deti(A) ao i-esimo menor principal superior de A; ou se-

ja,

det . (A) L . |5 det (A) = [A]

a' e o @ L
i1 ii

II1.2 - MATRIZES-DE ESTRUTURA ACTICLICA-3

Uma classe de matrizes que mostra ser importante
»

para a derivacao de resultados estruturais em sistemas nao-linea
‘res e a classe das matrizes aciclicas-3 (Definigao III.11). Um
dos aspectos que torna esta classe importante e o fato de que a
e]a'perfencem as matrizes "sign-stable" definidas mais adiante,

a partir das quais e possivel a obtencao de resultados estrutu-

rais puramente qualitativos (Teorema IV.1 e Corolarios IV.1 e
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IvV.4). A par deste fato, dentro da classe das matrizes acicli-
cas—3, a classe D pode ser caracterizada por um criterio bas-
tante simp]es-(Teorema I11.4) fatb que e explorado nos capitulos
IV e V para a determinacao de critéerios algebricos de estabilida

de absoluta.

Esta c]aése de matrizes foi inicialmente tratada
por Maybee |®8| que as chamou de matrizes "Quasi-Jacobi", a par-
tir de uma definigdo distinta daquela que E dada no contexto do
presente trabalho. Alguns dos resultados relativos a esta classe

de matrizes sio justamente devidos a Maybee |68].

Trataremos nesta secdao basicamente o caso das ma-

trizes indecomponiveis.

j)’ nxn indecomponivel tem es-

trutura aciclica-3 - se e somente se: (i) @ simetrica em zeros e

Teorema III1.3: Uma matriz A = (a,

(ii) tem exatamente n - 1 elementos nao nulos acima (e abaixo)

da diagonal principal.
Prova:

Suficiencia: a condicao (i) implica em que o digrafo Gy e sime-
; :

trico e portanto podemos determinar o grafo nao direcionado GA

(cf. Definigao III.12). Como A e indecomponivel GA e conexo.

Considerando a condigao (i) e dado que pela condi-

cao (i1) GA tem 2(n - 1) akcos; isto implica em que GA tem n-1
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arestas. Como G, & conexo, tem n vertices e n - 1 arestas  {isto

A
implica que EA e aciclico-2 e portanto A tem estrutura acicli-

ca-3.
A prova da necessidade e analoga:

Se G e aciclico-3 ~ e fortemente conexo entao Gy
e simetrico e EA € aciclico-2 e portanto tem n - 1 arestas,
donde A tem n - 1 elementos nao nulos acima e abaixo da diagonal

principal.

0 Teorema acima, caracteriza a classe das matrizes
de estrutura aciclica em termos que chamaremos de estruturais. A
maneira de se verificar a aciclicidade-3 ~ @ bastante simples,
praticamente por inspecao e a verificacao da indecomponibilidade
pode'ser feita utilizando o Lema III.T. Uma prova deste resulta-
do, sensivelmente mais complexa, baseada nos elementos da matriz

A= ( ) foi dada por Quirk & Ruppert [88],

a5y

A seguir sao dados resultados relativos as matri-
zes de estrutura aciclica-3 1ndecomponTveis,sendd que 0 resul-
tado mais significativo refere-se ao Teorema I1II.4, a nosso cb—
nhecimento, inédito, que tem sua 1mport3ncia relacionada aos
critérios de estabilidade absoluta derivados nos capitulos sub-

sequentes.

Sao tratadas matrizes com diagonal estritamente ne

gativa devido ao seguinte:
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Lema- III.2: Uma condicdao necessaria para que uma matriz real

nxn A = (aij) seja tal que A € D, e que tenhamos a;; < 03 i =

]9 29 LR Y n.

~Prova: Seja a ecuacao de Lyapunov (III.1) satisfeita para P s 0,

Q > 0, com P = diag(pi). Claramente os elementos diagonais “de
Q sio dados por Gs4 = = 2p; . @a.s, 1 =1, 2, ..., n, como Q e

positiva definida entdo todos os menores principais sdao positi-

vos, decorre portanto que necessariamenté_aii <0, i=1, 2, ...

nl
4

Definigao III.17: Uma matriz A = (aij) nxn e chamada simetrica

em modulo se |a = |ajil para todo i # J, i, J = 1,2,..., n.

i

Lema III.3: Se A = (aij) € uma matriz indecomponivel e acicli-

ca-3 entao existe uma transformacao Qe similaridade D =
diag(d], dos o dn) (D nao singular) tal que DAD™! = & onde
A = (aij) e uma mqtr1z simetrica em modulo tal quei agy . Ay =
aij . aji € a5y = A4, 15 J = 1, 2, «eos N,

Prova: Chamando N = {(p, q): p # q e a # 0}, claramen-

p.q * %q,p
te no caso da matriz A, pelo Teorema III.3 N tem n-1 elementos.

Para que ténhamos A nas condicOes desejadas, aos

2(n - 1) elementos n3do nulos fora da diagonal principal de A es

tio associadas n - 1 igualdades do tipo:

p (1, §) e N | | (111.2)

\e_,_.._/\
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ou seja

d; |4 l_ 00 (il 3 e |
'(_j‘_ . ij g— . a,]'l - s (13 J) € (III.3)
j i |
chamando di = Zys k=1,2, «.usm
CI
e — = r.. 3 (i, J) € N
A T
J1 '
podemos escrever (III.3) na forma:
rij = Zi/zj i (i, j) e N - (I11.4)

0 sistema de n - 1 eﬁuag6es (I11.3) com n incogni-
tas dk (k = 1,2, ..., n), ouequivalentemente, o sistema
(III.4) com as incognitas Zk, k =1, 2, ..., ne um sistema con-

sistente,com solugao "positiva" i.e., Zk >0, k=1, 2, ..., n.

Podemos mostrar este fato a partir do grafo nao di

" recionado associado ao sistema (III.4) como se segue:

(a) aos valores L, i=1,2, ..., n associamos 0s n nos do gra-

fo.

{b) aos valores rij associamos as n-1 arestas [Zi; Zj] 1igando

0S nos Zi e Zj'
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Se arbitramos um valor positivo ao n6.2¢ 4 %78{1’24A
..., N}, dado que o grafo definido acima e conexo e aciclico, pe
las relagbes (III.4), atingiremos sucessivamente, por um  uUnico
caminho, todos os outros nos, ou seja, determinaremos todos 0s . -

. i o .
valores Z; > 0 obtendo Z = (Zl’ ZZ’ cees Zn) .

A partir de Z obtemos o conjunto solugao S para

(III.4) i.e., 0 conjunto de 2" matrizes diagonais Dk dado por
_ . A A ' Lo n o,

S = {Dkv. Dy = d1ag(d], d2, s dn)k’ onde k =1, 2, ..., 2"
di = & Zi’ i=1, 2, ..., nk, .

De (III.3), claramente temos que aij . aji =
ajj . aji; (i, j) ¢ N e dy; = A4y, 1= 1, 2, o0 n.

Portanto existem matrizes D e S tais que DFAD;] =

A e modulo simetrica. ' e

Lema III.4 |%8|: Sendo A = (aij) uma matriz real nxn indecomponi,

vel e aciclica-3, a relacao entre os menores principais supe-

riores e dada por:

p-1 : - o
det - . det__;(A) - . 111.5
et (A) = ag, e p-l( ) qZ] 35q%qp detp_z’q(A) ( )
onde
detp(A) = det A(-‘s 29 ¢« v ey p/]3 2, N p)
detp_z’q(A) = det A(1, 2, v..s q-1, g+1, ..., p=-1/1, 2, ...,
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Obs: Podemos interpretar o Lema acima da seguinte forma: para es
ta classe de matrizes os menores principais resultam da soma de
parcelas que sao formadas apenas de produtos de elementos diago-

nais por produtos (aij aji) tais que (i, j) e N.

Definigdo ITI.18 |68|: Sendo A = (a;;) e B = (b,;) duas matrizes

nxn aciclicas~-3 indecomponiveis, dizemos que A e B s3o "prin-

aw

cipa]]y equal" e denotaremos A 5 B se
(i) asiy = bii’ i=1,2, ...,n
(i) A5y ¢ kg T bjk . bkj; k # 3

‘Lema III.5 |€8]|: Se A e B sao duas matrizes nxn aciclicas-3 e

indecomponiveis e A 5 B entdo Spec A = Spec B e ainda as sub-ma-

trizes principais correspondentes tambem tem o mesmo espectro

Lema III1.6: Se A e B sao duas matrizes nxn aciclicas-3 e inde-

componiveis tais que A = B ent3ao temos que
detp(A) = detp(B)‘para todo p =1, 2, ..., n.

LProva: Imediata a partir da relagao (III.5)

Lema IIT.7 |!0]: Se uma matriz A = (aij) nxn & tal que A e D en-

tao A e D-estavel.
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Prova: Se A e D ent3o existe uma matriz P >0 diagonal tal que

PA + A'P = - Q com Q > O.

Sendo D uma matriz diagonal D > 0,da equacio acima

temos que:

-1 1

PD”'DA + A'D.D 'P = - Q , ou

-1 o L '
PD " (DA) + (DA)'PD = - Q < 0 e pelo Teorema

(I11.2) temos que DA & estdvel para toda matriz diagonal D  tal

que D > 0; entdo A & D-estavel °
Lema III1.8 |79] Uma condigdo necessaria para que uma matriz A
nxn seja "totalmente estavel" e que todo menor prihc%pa1 de A

de ordem par seja positivo e todo menor principal de ordem Impar

seja negativo. ' , °

A partir de uma matriz aciclica-3 e indecomponi-

vel A = (aij) nxn podemos definir as seguintes matrizes:

°

s e + + - .
Definicao III,19: Chamamos de A = (aij) a matriz (nxn) tal que:

a1J = aIJ se aij aJ1 > 0

s i, § e {1, 2, s N}
ai5 = 0 se a,, a5 = 0
a = a i=1, 2, , N
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e chamamos de A~ (a;j) 2 matriz tal que

(I11.6)
Neste ponto podemos enunciar o seguinte:

Teorema III.4: Dada uma matriz real nxn A = (aij) indecomponivel

e aciclica-3, com diagonal estritamente negativa temos qre

A e D se e somente se tivermos:
(-1)" det, (A) > 05 i=1,2,...,0 (111.7)

e a matriz diagonal correspondente e dada a partir da solucao de

(I11.3).
Prova:

Suficiencia: Pelo Lema III,3 existe uma transformagao de simila-
ridade dada por uma matriz D (diagonal) nao singular tal que:

-1

DAD = AS onde AS e simetrica em modulo e AS 5 A, nestes termos

- podemos escrever:

, + ~\n=1 _ p* - + -
D(A" + A )D = As'+ As’ onde As e As

sao simetricas em modulo. Claramente
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+ - s + + +
onde AS e a parte simetrica de As' Como AS 5 A" ,embora AS possa
ser decomponivel (com diagonal estrititamente negativa) ela sera
simetrica em zeros e aciclica-3 e ainda podemos utilizar o Le-

ma II11.6 ou seja:

(-1)" det;(AY) = (-1)7 det (A*) > 01 =1, 2, ...,
e portanto A: e negativa definida.

Donde, a partir de (IIl.8), podemos dizer que exis
te uma matriz diagonal positiva definida (l In no caso) tal que:
5 ,

Y ‘ + . i
% (1A, + ALI) = AY <0 (1L

e pertanto A € estavel (Lema I11.5) e mais, a relagao (III.9) po

de ser escrita

1 oa0~! & (pap"'y'] = At
2 S
‘QuU
1 ¢oroap "0 + p[pAb~1]'03 = pATD
2 ' : S
1 5 ' no e
L (oza + at02) = patp (111.70)
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Como DA:D < 0 entao A ¢ D e uma matriz diagonal correépondente e
dada por D2, onde D & obtido a partir do Lema III.3 pela relagdo -

(111.3). -

Necessidade: Considerando que A e D, temos que existe uma matriz

T; T = diag(fi) > 0 tal que
TA_+A'T=-R<O

Nas condigOes acima verifica-sé que sé A ¢ D entao
todas-as sub—matrizes principais de A pertenéém a . Portanto,
pelo Lema III.7, todas as sub-matrizes principais de A S30 -D-es
taveis, donde decorre que A & “"totalmente eéﬂﬁve]" (Definigdo

111.16).

A partir do Lema IIl.8 tem-se que todos os menores
principais de A de ordem par sdo positivos assim como os de or-

dem impar negativos.

Dado N (cf. Lema III.3) podemos definir os conjun-

tos

+ {(13 j):-i?é\]ea.lj -aj.i_> O}C N

=]
1

.4
=l
1

{(i, j): it Je iy 54 < 0y ¢ N

Considerando a definicao de A+, 0S5 casos possiveis

A

para A", em termos de N_ e N_, s3do dados por:
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diag(aii)

=
It
=
!
>
1

(a) caso em que

(b) caso. em que\W%:= Nes AT = A

(c) caso em que W+ # ¢ e N_# 9.

Desde que foi mostrado que se A e D entao todos os
‘menores de A de ordem par sao positivos e os de orderh impar nega-
tivos,nos casos (a) e (b) decorre imediathmente que (III.7) se

verifica.

Para demoristrarmos que no caso (c) (III.7) também
se verifica, vamos nos utilizar do grafo GA (V, E) assdciado a

matriz A (cf. Definigao III.12).

Considerando a definicio de AY, obter At a partir

de A corresponde a subrimir as arestas [Vi’ Vj] de GA tais que

< 0, Por outro lado, ao suprimirmos uma aresta de G

A,D
pelo fato de A ser aciclica-3 e indecomponivel, estamos sepa-

a. . o
1] J1

rando o grafo GA em dois sub-grafos fortemente conexos de EA'

~ o - : . - . + -
Portanto o grafo, nao conexo, G _ (associado a matriz A') sera

A
formado de sub-grafos conexos de GA.‘

Como a cada sub-grafo de @A corresponde uma  sub-
matriz principal de A |!€]|, Portanto a partir de uma transforma-

1 dada por uma matriz de permutagao P

¢io de similaridade PAYP”
(que n3o altera os valores dos menores principais de AT |38])

: + . L .
poderemos escrever A" (matriz redutivel) em forma bloco diago-
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nal com k blocos irredutiveis (k > 1) A: 3 1 =1, 2, ..., k onde .

cada um dos blocos A: € uma sub-matriz principal de A.

Desde que foi mostrado que todos os menores princi
pais de A, de ordem par s3o positivos e os de ordem impar negati
vos, isto tambem & valido para cada uma das sub-matrizes princi-

pais « A: de A.

Dado qué 0s menores principais de A* s5o  formados

a partir de produtos de menores.principais das sumeatrizes | A?
(ou s3o os proprios menores de cada sub-matriz Aj) tem-se que
todos os menores principais de A* de ordem impar s3ao negativos e
+
)

os de ordem par positivos, portanto décorre'que (—1)1di(A > 03

i=1,2, ..., n.

Sobre o resultado acima, podemos destacar os se~

guintes pontos:

(a) Sobre as condig¢oes para que uma matriz A = (aij) indecomponi
~vel aciclica-3 pertenca a classe D, nota-se que sao de sim
ples verificagao: basta suprimir (zerar) os elementos aij

tais que a. < 0 determinando assim a matriz At (geral

i 93
mente decomponivel) a qual aplica-se o teste dos determinan-
tes i.e., '(-1)1 deti(A+) > 0, o que geralmente & facilitado
pelo fato de AT ser decomponivel pois o teste pode ser feito

~bloco por bloco, sepatadaménte.
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(b) Uma vez verificada a condigao acima, uma matriz diagdﬁa] que
saiisfaz a equacao de Lyapunov (III.1) & dada pela solugao

do sistema (III.3).

0 Teorema III.3 evidentemente aplica-se as matri-

zes Jacobi com diagonal estritamente negativa, ou seja:

Corolario III.1: Seja A = (aij) uma matriz de Jacobi n3o decompo

nivel, entao A ¢ D-se e somente se (—1)1det%(A+) > 03, i i o=
1, 2, .. neamatriz D> 0 diagonal correspondente; que satis.
faz a equacao de Lyapunov (III.1) e dada pela solucao do sistema

de n.- 1 equagbes a n incognitas (di’ i=1,2, ..., n) dado por

I
o

d.|a

1 (I11.11)

i,ie1l 7 i lage 4l

(que pode ser resolvido de uma maneira recorrente arbitrando-se

por exemplo d, = 1).

Obs: 0 Corolario III.1 sera importante nos criterios de estabili
dade desenvolvidos no capitulo V uma vez que estes se baseiam

em realizacoes sob estrutura Jacobi.

,I11.3 - MATRIZES D-ANTI-SIMETRICAS

As matrizes D-anti-simetricas, definidas abaixo,
sdo importantes por apresentarem estrutura favoréve1'(cf. Defini
¢ao II1.10) e mais, caracterizam a classe DZ’ de importancia rela

- cionada aos Teoremas II.7 e IV.2c¢c e cujas propriedades foram uti
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.1izadas para determinar os resultados de estabilidade absoluta

de sistemas de energia eletrica tratados no capitulo VI,

Definicao II1.20: Dizemos que uma matriz A = (aij) real nxn e

anti-simétrica se e somente se Ay = - Agy; onde Ay = A-diag(ay,).

~ Obs: Chamamos a atengdao para o fato de que esta nao &€ a defini-

¢ao usual de matriz anti-simetrica [!?].

Definicao II1.21: Dizemos que uma matriz A = (a..) real nxn e

iJ
D-anti-simetrica se e somente se existe uma matriz D > 0 djago-

nal tal que DA e anti-simetrica.

Utilizando as definigdes acima podemos enunciar o

seguinte:

Teorema III.5: As condigOes necessarias e suficientes para que

uma matriz A = (aij) e D, sao:

(i) A tenha diagonal estritamente negativa

(ii) A seja D-anti-simetrica.

¥

Prova:

Suficigncia: Se existe D = diag(di) > 0 tal que DA = A, A anti-

simetrica e ass < 0, i=1, 2, ..., n entdo temos que:
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R+ A = -0 (111.12)

. di,) > 0

onde Q = 2diag(- a.,

(IIT.12) pode ser escrita
1

D(D_]ﬂ) + (A'D” ) D = DA + A'D = - Q <0 e portanto A ¢ D,

Necessidade: Se A ¢ Dz entao existem matrizés diagdnais P >0 e

Q > 0 tais qﬁe a equacao de Lyapunov (III.1) & satisfeita i.e.
PA + A'P = - Q (II11.13)
(IT11.13) pode:ser escrifa na'forma
PA + (PA)' = - Q

e para que tenhamos Q = diag(qi) > 0 necessariamente PA & anti-

simétrica e portanto existe uma.matriz diagonal (P > 0) tal que

PA e anti-simetrica e como q; = - 2p; . a;: >0 entao necessaria
mente ass < 0, i =1, 2, ..., n.
. Ainda relativamente as matrizes D-anti-simetricas

sao Uteis os seguintes resultados:

Lema II1.9: Se A = (aij) e uma matriz indecomponivel nxn  entao
temos que A e D, se e somente se B A ¢ D, (ou equivaTentementé‘

AB e Dz)'para toda matriz B > 0 diagonal,



56

" Prova:

Suficiencia: Se A ¢ DZ entdo existem matrizes P > 0 e Q > 0 dia

gonais tais que:
PA + A'P = - Q

Seja B > 0 diagonal entao:

P 'BA + A'BBTTP = (PBT)(BA) + (BA)'(PB'T) = - Q

-1

como.PB_l e diagonal e (PB" ') > 0 ent3o B A & D

o

Necessidade: Se B A ¢ 02 com B > 0 diagonal entao existem matri-

zes S > 0, T > 0 diagonais tais que
S(BA) + (BA5'S = - T
ou
SBA + A'BS = (SB)A + A'(SB) = - T

como SB & diagonal e (SB) > 0 ent3ao A ¢ D,

Lema III1.10: Se a matriz A = (a55)s nxn e D-anti-simétrica  com
diagonal estritamente negativa.entﬁo existe uma transformacao de
similaridade dada por uma matriz T diagonal (nao singular) tal

“que T™'AT & anti-simdtrica e a matriz T & dada a partir da rela
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gao T2 = pt,
Prova: Como A e D-anti-simétrica entio 3D > 0 tal que: (DA) +
(DA)' .= - Q onde Q > 0 & diagonal.

Da equacao acima'podemos escrever:
DA + A'D = - Q (111.14)
pre e'pBS—muitiplicando (111.4) por T, T diagonal temos:

TDAT + TA'DT = TDAT + TA'TD = - TQT

(TDAT) + (TDAT)' = - TQT

-1

Fazendo TD = T {(ou D = (T—])Z) temos que:

AT + (T7VAT)" = - TOT (I11.15)
Como TQT < 0 e diagona],T—]AT e anti~-simetrica e

portanto existe a matriz de transformacao T diagonal nao singu-

lar dada por T = (J“B)-].

Considerando uma matriz A = (aij)’ nxn com diago-

’

nal estritamente negativa temos:

Lema III.11: Se existe uma transformacao de similaridade dada

por uma matriz diagonal P tal que P'1AP & uma matriz anti-sime
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'tricé (com diagonal negativa).entgb a matriz-A = (aij) E}D-antiff,
simetrica (com diagonal negétiva). '
Prova: Serexiste P diagonal tal que PAP™! & anti-simétrica  com
diagonal negativa entao

P—.I

AP + (PTTAP)' = - Q; Q > 0 diagonal

ou .

1 -Tap-1

G N e (R L I S C N

)2

e portanto A e D-anti-simétrica com D = (P

Como consequencia dos Lemas III.10 e III.11 decor-

re o seguinte:

Teorema III.6: Para que A = ( ), uma matriz real nxn com diago

355
nal negativa,seja D-anti-simetrica e necessario e suficiente
que exista uma transformacao de similaridade dada por uma matriz

T diagonal, nao singular, tal que T 1AT seja anti-simetrica com

diagonal negativa.
Analisando o Teorema acima depreende-se que:

(a) Determinar a matriz D > 0 tal que DA seja anti-simétrica @

equivalente a achar a matriz diagonal T, nao singular, tal

1

que T 'AT seja anti-simetrica, ou ainda, determinar a matriz

D » 0 que caracteriza o fato de que A ¢ D, (D > 0 diagonal
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que satisfaz a equacao de Lyapunov DA + A'D = - Q com» Q > 0.
diagonal). | |

_1)2.

(b) A relagcdo entre D e T & dada por D = (T

Em termos estruturais, ou seja, em termos das ca-
racteristicas relacionadas ao digrafo associado a matriz A =
(aij) nxnﬁindecomponﬁve], as condigoes necessarias e suficientes

para que A ¢ Dz sao dadas pelo seguinte:

Corolario III.2: CondicOes necessarias e suficientes para que

tenhamos A = (aij) e D, sao:
(i) A tenha todos os ciclos de ordem 1 negativos

(i1) A seja anti-simetrica em sinaiS»(sgnaij = - sgnag., i#t 3,

i, 3 =1,2, ...h n).

(ii1) Todos os ciclos de ordem k > 2 de A verifiquem a relagao:

a . a a - a; ; =(-1)" a a N P
112 213 -1k o kM 1T Tklk-1 0 1372 T2l
(1], iss > Ty distintos).

Prova: Basta mostrar que as condicdes (i), (ii) e (iii) acima

sao equivalentes as condigoes do Teorema III.5. Claramente a coh

dicao (i) e equivalente a 8,5 <0, i=1,2, ..., n. Vamos mos-

trar que as condigoes (ii) e (iii) sao equivalentes a A ser
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D- anti~-simetrica.

Definindo N = {(i, §) |1 # J> is J =15 2, «ves n e a,

1j'aji'% 0}
onde N tem no maximo 2{N=1) ¢ 1o minimo (n-1) elementos  (caso
, 2 . - , o

que corresponde a uma matriz aciclica-3, indecompon?vel)f

Se A e D-anti-simetrica— (i1) e (iii):

Se A e D-anti-simetrica, i.e., DAy = - A4D (cf.
Definiao III;ZT) entdo existem numeros reais di > 0, - | i=
1, 2, ..., n (D = diag(di)) tais que:

diaij = - ajidj (II1.16)
para todo par (i, J) e N ou equivalentemente

d

(I) 355 = 7 2y (I11.17)

J .

- para todo par (i, j) € N e portanto A & anti-simétrica em sinais

(condigao (ii)).

Tomando-se os ciclos de ordem k > 2 de DA podemos

-escreve~1os genericamente na forma:

(d) «a ) « (d

p ~ %pq - 8

q « (dea_ ) ... (d

gs) . (I11.18)

rqrp)

(P> G, r, s, m distintos)
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ou a partir das igualdades (III.16) podemos reescrever (III.]S),
"na forma:

(dgagy) « (-dgagg) « (-dpapo) oo (=djay) (I11.19)

.

igualando-se (III.18) e (III.19) temos que:

g .,aqs LY BRERI (-1) Agp * dpp ot Ansdsq Ap
portanto a condicao (iii) se verifica para todd ciclo de ordem

K> 2 de A.
Se (ii) e (iii)— A e D-anti-simetrica:

Como a condigao suficiente para que A seja D-anti-
simetrica & que existam numeros reais d, > 0, 1 =1,2,...,n tais

que:

(i, ) e N © (I11.20)
vamos mostrar que se (ii) e (iii) se verificam entao existe

D = diag(di) > 0 tal que (III1.20) sao satisfeitas.

Considerando o caso mais geral em que a matriz A
nao tem nenhum elemento nulo, vamos estabelecer n(n-1)/2 equa-
goes do tipo (I11.20). Podemos, por conveniencia, escreve-las na

forma de um sistema homogeneo
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412 2]
0 a53
O L]
0
a]3 0
0 CPY
0 0
- c ....
A=
a14 0
0 a25
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Ad = 0

0 vvinveineonnones 0
ag9 0 coviinnannn -0
a34 a43 0 ..ovee 0

an-],n an,n—]

a3] 0 voveennns .. 0

0 a42 0 veoo O
CEYS 0 apg 0.... 0
....... an-z,n 0' I

0 a4] ........ .. 0

0 0 852 ...... 0
2? ? dn]l

A condicgao (ii11) assegura que o posto da matriz A

e menor que n. Isto pelo fato de que, quando fazemos as

(111.21)

- (n=1) Tinhas

— (n-2) linhas

(111.22)

e~ (n-3) linhas

-

justa
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posigcoes de n linhas para testarmos os menores de ordem.n de E',
_verifica-se que a condigao (iii) assegura que todas estas justa-
posigﬁes de n linhas de A produzem matrizes, de ordem n, de de-

terminante nulo.

Observe-se que a cada linha de A corresponde um
par‘dé ramos (de sentidos opostos) de GA, na realidade, quando
fazemos a justaposicao de n linhas,das n(n—i)/Z de A, para for—
marmos matrizes de ordem nj; a cada uma destas matrizes correspon
de um grafo parcial devGA com um unico ciclo de ordem K s 2 de
A. Com este procedimento, estaremos, equivalentemente, verifican
do a condicao (iii).

Como nestas condigoes 0 posto de'@ e menor que n

entao existe uma solugdao nao trivia]lpara (III.21).

Para mostrarmos que existe uma solucao tal que

— I T =
g = (d], d2, - dn) com di >0, i=1,2, ..., N usamos 0
- mesmo argumento do Lema III.3, ou seja, do digrafo GA tomamos
~um grafo parcial |18| fortemente conexo e aciclico-3, o que

corresponde a um sistema do tipo (III.21) com (n-1) equagoes e

n incognitas, como a, < 0 (condigao (ii)) decorre pelos

ij o %y
‘mesmos argumentos da prova do Lema III.3 que existe uma  solugao
'g com 91 >.0 para o sistema de (n-1) equagOes e consequentemente

para (II1.21),logo A e D-anti-simetrica.

Como consequencia-do resultado anterior temos 0

seguinte:
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Coko]Erio IT1.3: Dada uma matriz A = (aij) nxn indecompdn79e1,

aciclica-3, A e D, se e somente se A for anti-simetrica em si-

nais com diagonal negativa.

Prova: Como A & aciclica-3, a condicdo (iii) do Corolario
IIl.2 & automaticamente satisfeita e a prova e imediata uti1izaﬁ

do-se o referido Corolario.

0Obs: 0 resultado acimé fornece condig¢Oes puramente qualitativas
para que uma matriz aciclica-3 pertenca a classe Dz.»Como de~
corréncia, estas sio condicoes suficientes para que a matriz aci
clica-3 seja "qualitativamente estavel" (vide Definigao III.24

e Teorema III.7).

Considerando o Teorema III.6 e a pfova do Corola-

rio IIl.2, dada uma matriz A = (

a%j), indecomponivel com diago-
nal negativa, para determinarmos a matriz T diagonal tal que
TVAT & anti-simétrica ou equivalentemente a matriz D =

diag(di) > 0 ta1'que DA e anti-simetrica, ou ainda, a matriz D
que satisfaz a equagao de Lyapunov (III.1) e que caracteriza 0

fato de A ¢ DZ’ podemos proceder da seguinte forma:

Passo 1: Verificamos se A = (aij) e anti-simetrica em sinais
i.e. Se Sgn a_ij : = Sgn aj_i; -i # j, -i, j = ], 2’ ¢« és s n.

Passo 2: A partir da matriz A tomamos n-1 pares de elementos
'aij aji # 0; i # J tal que estes n-1 pares determinem uma ma=
triz aciclica-3  dindecomponivel (correspondendo a um digrafo
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parcié] indecomponivel e aciclico-3 de Gp).

Passo 3: A partir dos n-1 pares determinados acima estabelecemos

o sistema de (n-1) equacgoes.a n incognitas (d., i = 1, 2, ...,n)

;
do tipo (III.16), ou seja:

Passo 4: Resolvendo o sistema acima (pelo Corolario III.3 esta

solugao existe) com d; >0, i="1,2, ..., n passamos ao

Passo 5: Verificamos se a partir da matriz D = diég(di) assim
obtida DA @ anti-simétrica. Se for, ent3o A & Deanti-simétrica ,

caso contrario A n3ao sera D-anti-simetrica.

Aindé sobre o Coroldrio III.2 podemos dizer  que,
evidentemente  para o caso de dimens3ao elevadasa verificacao d&
condigao (iii) € extremamente trabalhosa, todavia em casos de
dimensdo reduzida isto n3do ocorre, tal verificacdo & relativamen

te simples como mostra o exemplo abaixo.

Exemplo III.1: Seja

- 1 +2 41 =2

- 6 -3 0 0
A =

-10 0 -2 45

+ 4 0 -1 -1_

Fig. (III.1)
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Analisando-se a matriz indecomponivel A temos:
(a) A tem diagonal negativa
(b) A & anti-simetrica em sinais

(c) os unicos ciclos de ordem k > 2 sao a1383,8,7 € @y,8,0844

ay38348,7 = (+1) (+5) (+4) = 20

314843337 = (-2) (-1) (-10)="=20

Logo, pelo Corolario III.2 existe uma matriz D > 0
diagonal tal que DA & anti-simetrica e podemos utilizar o prdce—
dimento acima para determinarmos a matriz D, senﬁoAvejamos: to-
mando um grafo parcial de GA indecomponTvéT e acTc]icd - 2 dado

~

pela matriz de adjacencia A, onde:

-1 ‘+2 +1 -2
. - 6 -3 0 0
A =

-10 0 -2 0

+ 4 0 0 -1]

e temos o seguinte sistema do tipo (III.16) associado a matriz

~

" A:

Zd] - 6d2 = 0
+d1 - '!Od3 = 0
-2d1+ 4d4 =0



arbitrando (por exemplo) d] =

d2 = 1/3; d3 =

Logo D ='d1ag[d], dy, dg, d4]

-1 +2
-2 -1
DA = |=-1 0
+2 0

67

1 obtemos:

Confirmando que A

transformacao T diagonal, tal que T~

por T = (/—E)"].
. _
1 T 7~ 1
3 - 6
3
T_._IAT= /'TD-
— -10
10
Y2 -‘+ 4
- 2... L.

1/10;

g = /2

diag[1, 1/3, 1/10, 1/2] e

——]

N = W~ o

+
Nl= N = o

e D-anti-simetrica e a matriz de -

Donde uma solucao sera T

+2

]AT é-anti-;imétrica e dada

diag[1,/ 3,7/ 10,7 2]

+1 -21 [ ]

0 0 V3
-2 +5 Y10
"] "1 \/?_]
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- 1 + 2/ 3 + 10 - :2v/ 2]
|- 23 -3 0 0
|- /o 0 -2 + /5

v 2772 0 - /5 -1

Outra observacao pertinente as matrizes D-ahti—si
metricas e o fato de que a condigao (iii) do Corolario III.2 &
uma condigao "nao robusta" dificil de ocorrer no caso geral de
matrizes com varios ciclos de ordem K > 3; todavia ela pode -es-
tar determihada-pela natureza do problema como e, por exemplo,

0 caso do sistema de energia eletrica tratado na Secdao VI.T.

ITI1.4 - MATRIZES SIGN STABLE

Uma classe de matrizes inicia]menté definida e es-
tudada‘por Quirk é Ruppert |88] e que teve sua origem no estudo
da estabilidade qualitativa de sistemas economicos [°3], |3”f
mostrou ser de impbrtancia no estudo estrutural de sfstemas nao-

lineares propostos no presente trabalho.

Esta classe de matrizes e chamada de "sign stable™

(ou qualitativamente estavel) e sera tratada em seguida. A sua

Jdimportancia relativamente a estabilidade de sistemas nio-Tlinea-
res-reside no fato de que as matrizes sign stable tém caracterTs

ticas estruturais favoraveis (segundo a Befinicdo II.9) e mais,

possibilitam a obtencao de resultades estruturais purdamente qua-

-

litativos (Teorema IV.1 e Corolarie IV.4).
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Como foi mencionado-anteriormente,Vo estudo de ma-
trizesl"sign stable" originouASé'do fato de que em sistemas eCo—.
nomicos os valores numéricos de certos parametros sao dificeis
de serem determinados e a unica informacdo disponivel, na maio-
ria das vezes, e relativa aoévsinais de malhas derea]imentaggo‘do

sistema que & sabido serem positivos ou negativos [93].

A partir deste fato Quirk e Ruppert lssf iniciaram
0 estudo da estabilidade qua]%tafiVa de sistémas lineares autono -
mos g = AX nos quais a matriz A'=’(aij) e dada apenas pelo conhe
cimento dos sinais dos seus elementos i.e., Sabe-sé apenés quais

sao os positivos, negativos ou nulos.

DeffnigEo II1.22: Para uma matriz real nxn A = (aij) definimos

sgn A = (sgn aij)’ onde

_ n,n : '

sgn aij = "" se aij > 0
— Mw_u

sgn a;s. = se a;s < 0
- n [ 1] =

sgn aij = "0" se aij 0

Obs: Dizemos que sgn A _como acima definida,determina uma "matriz
,qualitativa™ ou equivalentemente, determina uma "estrutura qua-

litativa" cf. Definicio IIIL.6.

Definjcao I111.23: Sejam A = (aij); B = (bij) duas matrizes reais

nxn; dizemos que A e B sao similares em sinal se sgn A = sgn B,

ou seja sgn a;; = sgn bij;'ig_j =1,2, ..., n.
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Chamando Q(A) = {ﬁlsgn A = sgn A}, que e uma clas-
se de equivalencia de matrizes similares em sinal a uma dada ma-

triz real A = (aij) nxn, temos:

Definicao III.24: A = (aij) uma matriz real nxn e "sign stable"

-~
-—

(qualitativamente estavel) se e somente se V A e Q(A) ~ A & esta

vel.

Ou seja, a matriz A & dita sign stable se e somente

se toda a classe de matrizes similares em sinal a A e estavel.

Obs: Segundo a definicao de estabilidade quatlitativa acima, pode

mos considerar que os resultados de Perron-Frobenius |32 s3do re
sultados qualitativos, de vez que referem-se a matrizes "positi-

vas" ou seja,matrizes tais que a, >0, i, j =1, 2, ..., n. Um

J
aspecto interessante de se salientar e o de que resultados como
os de Perron-Frobenius assim como os de "sign stability" (dados
-abaixo), associados a estabilidade do sistema x = Ax, sao resul-

tados intimamente relacionados a representacao que € dada a este

sistema, ou sejas nao sao resultados "Tivres de coordenadas".

O0s resultados iniciais de,Quirk e Ruppert |88
P(Teorema 111.8), dando condicOes necessarias e suficientes para
"sign stability", foi mostrado independentemente por Jeffries
|*%| e Kaszkurewicz e Hsu [35]| n&do estarem completamente corretos
(vide Apendice Al). Dos resultados de Quirk e Ruppert, foi veri-
ficado, estarem corretos apenas aqueles referentes a matrizes

-com diagonal estritamente negativa.
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‘Mais recentemente Jeffries,Klee e Drieéscher»'l*?l.v
desenvolveram novas condigoes necessarias e suficientes . para -
'"sign stability" baseadas em teoria de grafos e em um : conceito
de "coloring". Uma maneiéa alternativa de se obter as condigoes
necessarias e suficientes para sign stability & demonstrada nes-

ta secao (Teorema III.11) baseada no conceito de observabilidade.

Tomando o caso em que os resultados de Quirk e
Ruppert s3ao validos,vamos enunciar o Teorema correspondente,apre
sentando uma prova alternativa no caso da suficiéncia das condi-

coes dadas em |88],

Teorema III.7: Seja A = (aij) uma matriz indecomponivel tal que

asy < 0, i=1,2, ..., ny as condigcOes necessarias e suficien-

tes para que A seja "sign stable" sao:
(i) A tem estrutura aciclica-3
(ii) sgn A0 = sgn(- AO)";(AO = A - diag(aii))

Obs: No caso de A ser decomponivel a condigao (ii) @ substituida
)
por ass . a5y < 0. .

" Prova:

Suficiencia: Se A satisfaz as condigdes (i) e (ii) pelo Corola--
rio III.3 A e D, e portanto pelo Teorema III.2 (Lyapunov) A & es

tavel. Dado que qualquer que seja A tal que sgn ﬁ = sgn A as con



72

‘digdes (i) e (i) implicam em que A @ estavel, portanto pela De-

finigao III.24 A e "sign stable".

Necessidade: Curiosamente 'a necessidade das condigoes (1) e
(ii) aparentemente hEo e obvia a partir do Teorema de  Lyapunov
(Teorema III.2). A necessidade foi demonstrada em |88 baseada
‘nas condigbes de Hurwitz |32], A_séguir & dada uma sintese desta

demonstracao:

Condigao (if): Se A & sign stable, pelas condigOes de Hurwitz

|32| todos os coeficientes o i=0,1, 2, vuuyr n (ag = 1) do

-i’
polinomio caracteristico de A dado por

n .
p(r) = |A - Al = ] o, y(n-1)

tem de ser positivos independentemente dos valores numericos dos
n .

elementos de A. Como o, = } }.
i=1 Jj«i

—

(aiiajj aijaji) e as,; < 0,

i=1,2, ..., n, devemos ter a, < 0, caso contrario pode

ij éji

ra haver valores de a.,. e a.. tais que o, seja negativo.

iJ ji
Obs: Pelo fato de A =’(aij) ser indecomponivel a condicao
'aij . aji < 0 em presenca da condicao (i) e equivalente a
" sgn Ay = sgn (- Ag)'.

Condicdo (i): Se A e sign stable entao todos os coeficientes oj
i=0,1,2, ..., n sao positivos, e mais, os determinantes de

Hurwitz, tambm s3o positivos independentemente dos valores numg
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ricos dos elementos de A = (aij)‘ Nestes termos a demonstragaolf
da necessidade da condigao (i) e dada em |88] e um exemplo  de-

3% ordem ilustra o procedimento:

Seja A= %21 %2 %23

“2 7 %22 T M2%21 T A11%33 7 #13%31 * %3333 T ¥23%32

i

(1) (ayq3p5333 + 19353837 + 8y38358,7 = 8,,87385,
= A33810857 7 8y7353855)

A condicdo de Hurwitz a3'> 0 pode ser sétisfeita, baseéda ape-

nas nos sinais dos elementos de A, se tivermos a]2a23a3] < 0 e

313855357 < 0. Todavia a condigao do determinante de Hurwitz

“1 @3
> 0
%2

implica qde devemos ter dy9853837 > 0 e dy3835857 > 0, portanto
uma condicao necessaria para que A seja estavel independentemen-

te dos valores numericos de aij (no caso 3 x 3) e que ao menos

um dos elgmentos a]2, a23, a3] e ao menos um dos elementos a]3,
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8395 854 seja nulo, ou equivalentemente que na matriz A nao haja

ciclos de ordem 3.

Mostra-se que tal fato se verifica para matrizes

de ordem superior a 3 |88].

Obs: A determinagao da necessidade das condigoes (i) e (ii) para

"sign stability” de A a partir da utilizagdo do Teorema de Lyapu.

nov (Teorema III.2) nEo-parece.ser imediata.

A partir do Teorema acima podemos estabelecer 0

seguinte Corolario:

Corolario IIl.4: Seja A = (aij) uma matriz nxn indecomponivel
com diagonal negativa (aii <0, i=1,2, ..., n),entdo temos
que: se A & sign stable entac A e D, e a matriz diagonal D =

diag(di) correspondente e dada pela solugdo das n-1 equagdes do

tipo (II1.16):

di'aij + dj aji =03 (i, j) N (I111.23)
Prova: Pelo Teorema III.7 se A & sign stable entdo se verificamv
‘as condigoes (i) e (ii) o que por sua vez,pelo Corolario I11.3 -

“implica em que A ¢ 02.

~Como A ¢ Dz,pelo'Teorema II1.5 A & D-anti-simetri--
ca,entdo existem n-nimeros reais d, > 0, i =1, 2, ..., n tais

que (I111.23) e satisfeita, ou equivalentemente DA + A'D = - Q on
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de D = diag(d; > 0 e Q = diag(qi);> 0. Pelo fato de A ser acicli

ca=3 N tem (n-1) elementos.

Note-se que a identificacao de uma matriz ou estruy
tura sign stable (com diagonal negétiva) pode ser feita quaée
que por simples inspecao, basicamente utilizando o Teorema IIf.S
para Verificar a condicao (i) do Teorema III.7 (ser aciclica-3)

visto que a verificagao da condigao (ii) e imediata.

Sabe-se que a condigao a,, < 0 para todo i =
1, 2, ..., n nao e uma condigcao necessaria para "sign stability",
n _
de vez que para que tenhamos ay = (-1) 3} asy > 0 independente-
ik
e

_ i
mente dos valores numericos de A = (aéj) necessario que tenha-

mos a., < 0 para todo i = 1, 2, ..., n e due e < 0 para algum

T <k <n. (Se algum a,

;5 for positivo havera valores tais que

oy sera negativo) e portanto em termos dos elementos diagonais

esta e a condicdao necessaria.

Para o caso em que a diagonal nao e estritamente

negativa Quirk e Ruppert |88| apresentaram o seguinte:

Teorema III.8 |88], |69, |10|: Seja A = (a..) uma matriz real
, ij :

snxn -indecomponivel, entao A & sign stable se e somente se:
(i) A e aciclica-3-

(1) Ay ey 205 0 A ds i3 =1, 2, weey
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(ii1) asi 2 0 para todo i, a,, < 0 para ao menos um k

1 <kz<n
(iv) existe um termo nao nulo na expansao de |A].
Claramente o exemplo abaixo |*3], |°%]|, constitui-

se .em um contra~-exemplo ao Teorema de Quirk e Ruppert [88] (Teo

rema I11.8).

Exemplo III.2: Seja a matriz B = (b;;) dada por:

0 +1
-1 0 +1
-1 -1 +1
B =
-1 0 +1
-1 0

Vefifica—se que a matriz acima satisfaz as condigoes do Teorema
II1.8 e tem + j entre seus auto-valores e nao € "sign stable",
portanto as condigoes do Teorema III.8 nio s3o suficientes. Cu-
riosamente o exemplo acima foi achado 'independentemente por
Jeffries |*3] e pdsteriormente por Kaszkurewicz e Hsu |3%], sen-
do que. os ultimos autores determinaram exatamehte 0 ponto em que

Quirk e Ruppert fa]haram na prova do seu Teorema. (Este ponto es

ta explicitado em |55] e no Apendice Al).
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A razdo crucial pela qual o Teorema III.8 nio as-
segura "sign stability" de uma matriz A esta ligado ao fato de
que a equagﬁd de Lyapundv PA+ A'P = -~ Q com P >0¢e Q>0 (se-
mi-definida posftiva) nEo assegura a estabilidade da matriz A,

condigoes adicionais s3ao exigidas neste caso.

Como nb-caso em que a matriz A = (aij) (com diago
nal nao estritamente negativa) satisfaz as condicoes do Teorema'
IIT.8 |88],a equagdo de Lyapunov & satisfeita com P > 0; diago-
nal dada peTa solugao do sistema (III.23) e Q > O (diagonal), is
to em certos casos nao e suficiente para assegurar estabilidade

assintotica como & o caso do exemplo (III.2).

‘Baseando-se no Teorema de LaSalle |&%] (Teorema
II1.4) e noconceito de observabilidade,da-se a seguir uma maneira
de determinar as éondigaes necessarias e suficientes paré sign
stability no caso em que a matriz nao tem diagonal 'estritémenté

negativa.
Considerando-se o sistema linear abaixo:

(I11.24)

1
n

™
<

' n . .
com X € R7; y ¢ Rm; m<n; AeC matrizes reais constantes (nxn)

.e (mxn) respectivamente, temos o0 seguinte:
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Lema III.12: No sistema (II1.24) y(t) = 0, ¥ t > O implica  em

que x(t) = 0Vt > 0 se e somente se o par {A, C) & observavel.

Prova: Tomando y(t) = Cx(t) e derivando (n-1) vezes sucessivas

temos:

y(t) = CAx(t)
y(t) = CAZx(t)
(111.25)
y" () = ca" x(t)
podemos escrever (III.25) na forma
Y(t) = K x(t) (1I1.26)

‘Se y(t) =0, Vt>0 implica em x(t) = 0V t > 0; de (III.26) is.
to ocorre .se e somente se 0 posto de K @ n, o que equiva]e‘ ao

par (A, C) ser observavel,

Utilizando o resultado acima podemos enunciar -0

seguinte:
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Teorema III.9: Seja o sistema linear autonomo X = Ax3; A = -(aij)~
e

nxn tal que a equacao de Lyapunov PA + A'P = - LL' satisfeita’
para P > 0 simetrica e LL' > 0,ent30o A e estavel-se e somente se

o0 par (A, L') & observavel.
Prova:

Suficiencia: Considerando-a fungao de Lyapunov para o sistema

P

1<

g = Ax dada por V(x) = » temos que V(x) > 0 e 0(5)=5'LL'5i0.

.

x 1
Chamando Z = {x(t) e Rn[V(

1

0, Vt > 0} temos o seguinte:

Como 0(5) = x'LL'x = 0 e LL" > 0, chamando L'x = y temos que

y'y = 0 se e somente se y = 0 Togo Z = {x(t) ¢ Rn[L'ﬁ(t)=O,V t>0}

Dado que (A, L') & observavel, pelo Lema I111.12
temos que y(t) = 0, V t > 0 implica em que x(t) = 0, VYVt >0 .
e.; Z = {0} e pelo Teorema Il.4, x = A X e globalmente assintoti

camente estavel e portanto A & estavel.

Necessidade: Sendo Xi; Xj

tao A, + Aj £#0, i, j =1, 2, ..., ne a solucao de PA + A'P =

auto-valores de A, se A e estavel en-

- LL' (no caso P > 0) pode ser escrita na forma [13]| da inte-

P = J At Pgr s oo - (111.27)
0 | /

Supondo que (A, L') n3o @ observavel, entdo -exis-
At

te um vetor x(0) # 0 tal que L'.e" ".x(0) =0, Vt >0, e portan-



80"

to de (III.27),para este vetor temos que:

x'(0) Px(0) = f; x'(0) e*t L et x(0) dt - 0

o que contraria (III1.27)

Neste ponto introduzimos o conceito de "observabi-
lidade qualitativa" que embora possa lembrar o conceito de "ob-
servabilidade (controlabilidade) estrutural®,introduzida por
C. T. Lin |68] e utilizada por outros autorés |99, |33|,na~reé—

lidade & distinta como & visto a seguir:

Considerando dois sistemas do tipo (111.24) dados
pelos pares (A], C]) e (A2, C2) de mesmas dimeﬁsﬁés, dizemos que
eles tem a mesma estrutura qualitativa se A] e A2 bem como C] e

-02 sao respectivamente "similares em sinal".

Definicao III.25: Dizemos que um par (A, C) e "qualitativamente

observavel" se sao observaveis (no sentido usual) todos os pares

similares em sinal a (A, C).

Chamando de A, a matriz obtida a partir de uma ma-
Ctriz A = (aij) nxn tal que A, = A - diag(aii) e chamando de L
a matriz (rxn) tal que suas r linhas sao as r linhas de

diag(-aii) tais que Ay # 0, podemos enunciar o seguinte:
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- Teorema III1.10: Dada uma matriz A = (aij) nxn 1ndecompon?ve];‘as} 

condicoes necessarias e suficientes para que A seja "sign - sta-

ble" sao:

(1) sgn Ay = sgn(-A,)’

(ii) A e aciclica-3

1}
—
-
nY
w
.

<0 para i .» h, e existe ao menos um

(ii1) as s

ap <0 para 1 <

A
‘ ~
A
=
.

(iv) (A, L') & qualitativamente observavel.
Prova:

Suficiencia: Se (i), (ii) e (iii) ent3o a partir do Corolario
IT1.4 mostra-se que para toda matriz A similar em sinal a A exis

tem matrizes P > 0 e Q > 0 diagonais (onde Q = LL' e L' similar

em sinal a L') tais que

It
1
O

PA + A'P (111.28)

e satisfeita. Se ainda o par (A, L") é.qua]itativamente observa-
“vel entdo todo par (A, L') similar em sinal a (A, L') & observa-
vel e pelo Teorema III.9 toda matriz A similar em sinal a A e

sign stable.
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Necessidade: A necessidade das condigoes (i), (ii) e (iii) é.”,
vista nos Teoremas III.7 e III.8, mostramos a seguir a necessida
‘de da condigao (iv). Sendo A "sign stable" entao para todas - as

-

matrizes A similares em sinal a A temos que Re(A.

'l)'< 0, i=

1, 2, v.ou,s N,

Supondo por hipotese que éxiste um par (K, LYy si
milar eh sinal a (A, L') tal que (A, L') nio & observavel, ou se
ja, (A, L') nio & qualitativamente observavel. Neste caso (pelo
Teorema III.12) existe uma solugdo x(t) ndo 1dent%camente . nﬁ]a
para o sistema % = K§,>dada por

~

x(t) = etx(0) (I111.29.a)

tal que

i)
-
[¢2)

—
o
~—

1]
o

-
<<
ct
\4
o

y(t) (I11.29.b)
A partir da definigcao de L', y(t) = 0 — xk(t) = 0
Vit 0; xk(t) correspondentes aos indices k tais que O 0

Chamando de X11 a0 vetor formado por estas variaveis, reindexan-

do-as convenientemente podemos reescrever o sistema g = 55 ‘na
, forma:
X1 Mo Rl [X | |
. e ;0-.0-0 (III.30)
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Neste caso temos as seguintes implicacbes para todo t > 0:

(y(t) = 0= x;(t) = 0) e (x;;(t) = 0— x;;(t) = 0) e 0o sistema
(ITI.30) fica reduzido a

1<
i

11
(111.31)
0 =A '

X
ot

21

e como por hipotese existe uma‘solugﬁo (I1I1.29.a),. satisfazendo
(II1.29.b),esta solucao necessariamente sera dada pelo sistema
(I11.31). Como todavia a matriz K]1 tem diagonal nula,isto impli
k
cara que a solugao (III.29.a) tera modos (r;) tais que ) A;= 0
. i=1
(onde k & o nimero de elementos nio nulos de A) o que contradiz

o fato de A ser est3vel. Portanto se A & sign stable necessaria-

mente o par (A, L') & qualitativamente observavel.

Sobre o Teorema acima podemos colocar os seguintes

pontos:

(a) embora o Teorema III.10 caracterize as matrizes sign . stable
no caso geral, recai-se no problema de caracterizar (para as

matrizes aciclicas-3) a dbservabi1idade'qua1itativa.

(b) recentemente Jeffries, Klee e Driessche [*%| deram as condi-
coes necessarias e suficientes para sign stability (as condi .

goes (i) a (iii) sao as meémas). Destas; as condigoes equi-
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valentes (duas ) a condigao (iv) do Teorema III.T0 s3o dédaéf
em termos do grafo GA associado a matriz A, uma bﬁseada ;ho
conceito de "Co]oring" do reférido grafo e a outra _re1ativa 
a0 conceito de "comp]ete matching" associado ao grafo GA.
‘(esta correspondendo a condiggo (iv) do Teorema III.8). |

(c) no caso da matriz A = (aij) ser decomponivel, identifica-se
0os blocos decomponiveis e aplica-se o Teorema III1.10 a cada -

um dos blocos.

Embora para o caso de matrizes aciclicas-3, (comen-
tario (a)) a caracterizagao da observabilidade qﬁé]itativa ainda
esteja em estudo, assim como sua relacao com a observabilidade-
estrutural, para o caso de matrizes Jacobi.podgmos estabelecer
as cpndigaes de observabilidade qualitativa do bar (A, L') e por
tanto pelo Teorema II1.10 estabelecer as condicoes de sign sta-

bility para o caso Jacobi a partir dos resultados seguintes:

Definicao III.26: Dada uma matriz Jacobi A = (aij) nxn, chamamos

.de,"b1ocos de ordem (p + 1) da matriz A" a toda sub-matriz prin-
cipal de A de ordem (p + 1) x (p + 1) cuja diagonal principal e
formada por elementos diagonais consecutivos de A i.e., ak;k’
JBkaT, k41 e Bap,kep COM 1 <k<nel=<p<n-1sendo que 0s
elementos .fora da diagonal sao os mesmos elementos da matriz A
que restam ao se eliminar todas as linhas e colunas corresponden

tes aos ndices j e {1, 2, ..., n} ‘tais que j £ {k, k+#l, ... .

k+p}.
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Definigdo III.27: Chamamos de "bloco zero de ordem p" da- matriz
A= (aij) a todo bloco de ordem p que tem p elementos diagonais

nulos consecutivos de A compreendidos entre dois elementos diago

nais nao nulos de A. Caso ayp = 0 o "bloco zero inicial® corres-
ponde aos elementos diagonais A1 = ¥pp = ee. = AP = 0 com
ak+1,k+1 # 0. Analogamente, se ah,n = 0 definimos o bloco zero

final. Caso A = (a,.) tenha diagonal nula, A tera um Unico "blo-

as .
1]
co zero" que coincide com a matriz A.

-

Lema III.13: Sejam os pares (A, ¢) e (A, €) tais que A & uma ma-

triz Jacobi (nxn) indecomponivel e

¢=1[0,0,0, ...,0,¢]s¢C #0
E:‘_[ET, 0, 0, , 0]5 ¢y #0

entdo ambos pares sao qualitativamente observaveis.

Prova: Seja o sistema

(111.32)

nas condigoes acimasconsiderando o primeiro par,podemos escrever

(I11.32) explicitamente na forma:
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Xp = BpyXy * BppXy + dpaXy
X3 = dgpXp  + dgzXy * AgyXy
(I11.33)
RN ‘ 5n—l,n—ZXn-—Z * 5n—],n—]xn-=1 * an—],nxn
*n © ‘ =151 " + A, n*n
y = [0, 0, ..., En] X

Claramente, pelas equagoes (III.33) (y(t) =0V t > 0— x(t) =
0V t>0) pois sucessivamente (y(t) = cpxp(t) = 0) >
(x,(t) = 0)= (x,_q(t) = 0)= (x,_1(t) = 0) ... (xq(t) = 0) ,

Y t > 0 e portanto pelo Lema II1I.12 (A, c) & observavel. Como to

davia isto ocorre independentemente dos valores numericos. dé‘
En e aij’ (A, T) & qua]ftativamente observavel. Observe-se  que
isto ocorre independentemente de ﬁ ter diagonal toda nula ou
nio (no caso (A, €) a prova & idéntica). )

Dada uma matriz de Jacobi A = (aij) nxn indecompo-
nivel tal que Ay < 0 (com ao menos um elemento diagonal nulo)

definimos:

ny: numero de "blocos zero" de A

ny: numero de elementos diagonais nao nulos de A

L': cf. definic3o utilizada no Teorema III.10.
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A partir das definicoes acima podemos enunciar:

Lema III.14: Dada uma matriz A = (aij) Jacobi (nxn) indecomponi-

vel tal que as; < 0, (com ao menos um elemento diagonal n3o nu-

lo) se ny = ng entdo (A, L') & qualitativamente observavel.

Prova: Seja o sistema

1=

1
>

=

(I11.34)

<
n
—
><..‘

onde y = (y], Yos «ees yn)' e X = (x1, Xos «eus xn)

Se ng = Ny ent3ao necessariamente uma das seguintes

situacoes (ou ambas) ocorre na matriz A:

(a) existe um elemento diagonal negativo a,,, tal que a,, < 0 pa
ra k = 1 ou k = n.
(b) existem dois indices consecutivos(k‘ek+])tais que a; e

ak+],k+1 ;ao ﬁegat1vos.

No caso (a) pelo Lema III.13 (A,L') & qualitativa-

mente observavel.

No caso (b), supondo que os indices k e k+] Sao

distintos de (1 e 2) e (n-1 e n) respectivamente (caso contrario



L-u‘u, 1 M 0 -4 1Ay T
% 0
L=1°2-9
m o . .m *
mo. HNN< m s N = _._.<
g oTAtERA, 0 L2y
EHA° 2+, o | - ¢ly 0
__”CX €5 o nN+v_X”_ - .._..Hm m__”_.lv._x G e n nNX n_.X“_ - M.m_”.uco
, AQ.mM.HHHV HHM _HO € o o ‘aO nO AR _.+v_,mu = .._”.._”\A.
115 22y _ 11y
9
Am.mm.HHHv | w,m ﬁ_.lv_ v_m cree < nO“_ = H>.
I3 11y o Iy
anb

SLe3 sewalsLs-qns sLop we ojlsodwodoap Jas apod (yg III) eWdISLS O

s (0 = Apv_+M>nApvu%v+ 0=(2) % anb sowsuay 0 < 2 A “(3)% = Apv+x

ap | opueweyd no (0 < 3 A ‘0 = Auv~+¥z = Apvxxv tonb eoljdwt 03

+
=st (0 <3 A0 = (3)F) opuodwi (yg*III) eWaISLS ON

:93ULNBIS O SOWaJa) ((e) oseo ou soweLuLedsdd

88



89

Se y:(t) yz+1(t) = 0 entao y;Ktj = y?l(t) = 0 (pois y{(t)=&tkt)>
e y;I(t) = §E+](t)) logo como os sistemas (III.35.a) e
(III.35.b) s30 qua]itativamente.observéveis (pelo Lema IT1.13)
entdo (X+(t) = 0),— (5+(t) = 0) e portanto pelo Lema I11.712
(A, L') & observavel. Como todavia a observabilidade se verifi-
ca independentemente dos valores numericos de (A, L') =~ enfﬁo
(A,.L') e qua]itativamente observavel. °

Obs: E facil ver que se ng > nys utilizando o mesmo  raciocinio

b’
mostra-se que (A, L') tambem sera qualitativamente observavel,

Lema-III.]S: Dada uma matriz A = (aij) Jacobi tal que
ai i+ Ai41,9 < 0, i=1,2, ..., n-1ce a5 < 05 J = T52,0..,n
(com ao menos um elemento diagonal nao nulo) entao temos que:

se nao existem blocos zero de ordem r (r > 2) em presenga de blo
cos zero de ordem 1 entdo ng = nb"é uma condicao necessaria pa-
ra que o par (A, L') seja qualitativamente observavel.

Prova: Supondo que N4 <,nb((nd) = nb—1), neste caso nao pode-

min
- rdao ocorrer 0S casos em que Ay < 0 para k = 1 ou k = n,.

Vamos uti]izar o Lema III.12 para mostrar que nes-
“te caso o sistema (II1.34) apresenta valores numericos para 0
par (A, L') tais que (y+(t) = 04 §+(t) = 0), ou seja, que 0 par

(A, L') nao e qualitativamente observavel.

Impondo y*(t) = 0 o sistema (II1.34) pode ser es-

crito na forma de ny sistemas Jacobi (blocos zero) acoplados



dois a dois pelas sajdas escalares yi, i=1, 2, s nb-l, como
abaixo: '
Xp = Ap %
yi = [0, 0, ¥, 0%, 0, 0, o..ns, 0]x
11 T Ay 11
92 = [03 09 S e s v 0 0 s 0 e o*’ K. ..O]X
(IT1.36)
-1 ¢ Ai-1 Xp-1
~ : _ * % X
y(“b"” [0, 0y viirirrnnenneneneinernenneanes , *, 0,...0]X
n T A %
onde g = [),SII’ -)s(-'II’ s 51‘[] > (H = nb)
Obs: "*" indica um elemento nao nulo.
Se mostrarmos que nestas condigoes, com Ng < Nps

existem valores numéricos para A tais que (?:(t) = 03

1,2, oous np-1)4 xT(t) =

mente observavel.

i =

0 éntao (A, L') nio sera qualitativa-
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Vamos considerar separadamente os casos em que:

(a) todos os blocos zero (Ay) i =1, II, «.., m = ny sao dé or-

~dem r tal que r > 2.

(b) existe um bloco zero A, de ordem 1 e todos os Ay i o= I, II,

«ves m = ng sdo de ordem impar.

Caso (a): Analisemos primeiramente o caso em que hi apenas . dois
blocos zero de ordem n > 2, i.e., app < 0 & Unico. Se em
(111.34) (z+(t) = 0) entao podemos escrever o sistema na forma

(I11.36), ou seja,

)
1
I

1 X1 (II1.37.a)
y . = [O, LI I Y ak,k'-l, ak’k+1,.0] 5

= : | A (I11.37.b)

11 211
onde Xy = [Xys Xps wues X 7]"s
2117 Dgers oo X1t %= Dxps xpg]”

Temos qué (yT(t) = 0) = (57 (t) = 0)

- . + * -
se (77(£) = D)= 2 g Xpoq(8) = = 8 yuq Xpaq (8) (111.38)

Mostra-se a seguir que e possivel determinar valo-

-res numericos em A tais que (II11.37) e (IIL.38) podem ser satis-
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feitas V t > 0 para xT (t) e x¥ '(t nioc identicamente nulos.
=~ k-1 k+1*" ,

0s sistemas (111.37), acima, formados pelos blocos

zero Ay e AII‘tEm as solucoes dadas respectivamente por: .

onde:

(k=1) p,t
§I(t) = CI. v e
i=] i Ii
(I11.39)
g AIIit ’
Xep(t) = C, v e

CII : sao constantes que dependem das cdndigﬁes ini-
i i :

ciais 51(0) e 511(0) respectivamente.

VI . VII : sao 0s auto-vetores correspondentes aos -auto-
i TN :

valores xli,e A1 respectivamente de AI e AII'

.i

Como as matrizes AI e AII sao blocos zero de ordem

n > 2 pelo Lema A 2.1 (Apendice A2) & sempre possivel arbitrar

valores numéricos a seuselementos de modo que ambas (AI e AII)'tg

nham os mesmos auto-valores imaginarios puros (rg & - AO) distin

tos dos demais.

Sejam V. eA!f (!II e MTI) os auto-vetores (pares

complexos conjugados) de AI (AII) relativos aos auto-valores A

e - g respectivamente.

Desde que:
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Xxy(t) = CI YI e + C¥ V¥ e

. . 07 * '
xpp(t) = Cyy Yyp e 7 "+ C7 ¥Yyp e

sao,respeétivamente solucoes de Xy = A xy e xy7 = Ayy xyp Ppara

C; e Cg constantes (complexas) arbitrarias. No caso,C; e Cqyg

podem ser escolhidos de modo a que (III.38) seja verificada. Is

to pode ser obtido fazendo-se

%KL k41

C Vk+] onde

k-1 I1°

L k-1
..VUI = [V-l, V2, e e s Vk_-l:l.

Vip = Dpgpe oo Vgl
0 que e sempre possivel para CI e CII # 0 pois pelo Lema A2.2-

(Apendice AZ) Vk-] # 0. e Vk+1 # 0.

_ Portanto existem valores para os elementos de A
tais que (y'(t) = 0)== (x(t)¥ = 0),donde (A, L') ndo & qualita-

tivamente observavel.

Considerando o caso geral quando (II11.37) e forma
do de ny > 2 blocos zero, chega-se por argumentos .analogos @
ny sistemas do tipo:

x. = A

Xy = Ay xg (3 =1, II, ...y =) (111.40)
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e ao inves de (III.38) considerando y+(t) = 0 teremos (ny-1) re
lagoes '

a.
+ S J+1 4
x5 q(t) = - 250 x5 (t) (T11.41)

j;j']

para (J = kys kps «oos k(nb_])) onde kys kos w.ns k(nb_]) sao
os Tndices correspondentes aos elementos diagonais negativos.

A cada um dos blocos A, podem ser atribuidos valo

J
res numericos tais que todos blocos tenham os auto-valores XO e
- XO em comum. Por procedimento analogo ao caso de dois blocos.
e possivel satisfazer todas as (nb?l)'re]agaes (I11.41), mos -
trando desta forma que neste caso (A, L') nao e qualitativamen-

te observavel, portanto ng = ny € uma condigdo necessaria para

observabilidade qualitativa de (A, L').

Caso (b): A provaAé analoga ao caso (a) somente que nesta situa’

¢ao a solucgao §+(t) # 0 que existe para Z+(t) = 0, e dada por
um valor constante (§+(t) = C # 0). Pelo fato de todos os blo-
cos AJ.em (II1.36) serem de ordem impar, eles possuem 0 auto-
valor (1 = 0) em comum. Por procedimento analogo ao caso (a)
;mostra-se gue as relagoes do tipo (III.41) podem ser satisfei-

tas e portanto o par (A, L') n3do sera qualitativamente observa-

vel.
‘Lema II1.16: Dada uma matriz A = (a;;) Jacobi tal que
a_i,_i_*_] . a_i_l_],i < 0; 1 = -I, 2, e s e g n"] e ajj _<_ 0, j=],2,..’-,n‘,
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(com ao menos um elemento diagonal nao nulo). Se existem blocos
- zero de ordem par em presenca de blocos zero de ordem 1 entao

(A, L*) & qualitativamente observavel.

Prova: Considerando ng < Ny (caso contrario de imediato pelo Le
ma II1.14 (A, L') seria qualitativamente observavel). Novamente
utilizaremos o Lema III.72 ou seja vamos mostrar que neste caso

no sistema (III.34) (Z+(t) = 0)— (§+(t) = 0) para quaisquer va

Tores numericos do par (A, L').

Assumindo X+(t) =0 em (II1.34) recaimos no siste
ma (IIi.36)vcom m blocos zero (m = nb). Supondo primeiramente
como na prova do Lema anterior que temos apenas dois blocos ze-

ro, um de ordem par e um bloco zero de ordem 1, ou seja,

X11 = Arr Xqp (111.42)

onde x = [xy» x11]"s Xpp = [ X35 Xg5 -oos xg]"
neste caso (y+(t) = 0)—+ a5, xT(t) = ; 54 x;(t) (III.43)
Veremos que se ¥+(t) = 0,nestas ‘ coﬁdi95e§

(I11.43) nao pode ser satisfeita V t > 0. Ciaramente o bloco ze

ro de ordem 1 tem um unico auto-valor A = 0 e portanto xT(t)%O
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“somente poderé ser tal que xT(t) = cte = x1(0). Como o bloco ze
ro A;q & de ordem par,este somente poderd ter raizes em pdres

complexos conjugados, logo (III.43) somente podera ser verifica

S(t) = 0) =

(5;I(t) = 0) e portanto (X+ = 0)— (§+(t) = 0), logo no caso de

da se xT(t) = x;(t) = 0. Pelo Lema III.13 (x

um bloco zero de ordem 1, em presenca de um bloco zero de ordem
par, (A, L') € qualitativamenté observavel. Pelo fato de que 0
bloco zero de ordem 1 somente édmite'§+(t) £ 0 sé’§+(t) = cte,
.1mplica em que no caso geral, os blocos de 6rdem impar podem sa
tisfazer SsrcondiQEes do tipo (II1I1.43).Todavia e facil verifi-
car que a presenca de um bloco par, pelo exposto acima, 1impede
que -as (nb-l) relagoes do tipo (III.4) se verifiquem para.so1u-
gﬁes;nao identicamente nulas,quaisquer que sejam os valores nu-
mericos atribuidos ao par (A, L'), portanfo (X+(t) = 0) —
(§+(t) = 0) e (A, L') & qualitativamente observavel e
A partir dos Lemas (III.14), (III.15) e (III.16)

podemos enunciar o seguinte:

Teorema ITI.11: Seja A = (aij) uma matriz Jacobi nxn indecompo-

nivel, A e sign stable se e somente se:

’(1) a'i,'i+] 'a'i'i‘],'i <'O i =1, 2, ..., n-1

(ii) asg < 0 para i = 1, 2, ..., n e existe ao menos um akk<0

para 1 < k < n.

(iii) ao menos uma das condigOes abaixo se verifica:
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(ﬁﬁﬁ)a Bg = Ny

(741), existe ao menos um bloco zero de ordem 1 em re-
b p

sencga de um bloco zero de ordem par.

Prova: A suficiencia & dada a partir do Teorema III.10 juntamen.

te com os Lemas III.14 e III.16.

A necessidade & dada pelo Teorema III.10 juntamente com o Lema

I11.156 ' o

Considerando o Exemplo III.2 ve-se claramente que
ng = 1 e Np = 2 e nao existindo blocos zero de ordem 1 em pre-

senca de blocos de ordem par a matriz B nao e sign stable.

No Teorema III.11 acima as condicoes (114), e
(11i)b $30 equivalentes a observabilidade qualitativa do - par
(A, L'), cré-se que para o caso mais geral em que a matriz A G
aciclica-3, ¢ondi95es semelhantes possam ser obtidas a partir
da utilizacao do Lema III.12,como foi feito no caso Jacobi, ou

de alguma outra maneira equivalente que seja menos trabalhosa.

Considerando que a partir do Teorema III.11 & pos
sTvel identificar as matrizes Jacobi sign stable,podemos estabe

lTecer a seguinte conjectura para o caso nao-linear.
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. "0 sistema §'= A fgé) (f(.) & tal como no Teorema
11.5) onde A @ Jacobi sfgn stable (com diagonal ndo estritamen-

te negativa) & absolutamente estdvel A_".

A partir da uti]izagﬁo’de uma funcao de Lyapunov
do tipo (II.7) onde os coeficientes a, sao obtidos de (I11.11)
recai;se em ﬁma funcao V(x) < 0 (semi-definida negativa). Toda-
via cré;se que, com a utilizacao do Teorema de LaSalle e do Teo

rema III.11, sera possivel provar a conjectura acima.

A classe das matrizes D no contexto deste traba-
Tho caracteriza as estruturas favoraveis e cémo fdf mencionado
no injcio deste capitulo, esta classe foi recentemente caracte-
rizada |°®] porem por condigoes de dificil-vérificacdao, dai a ra
zao do desenvolvimento dos resultados deste capitulo visando a
obtencao de condigoes relativamente simples em termos algebri-
cos e/ou estruturais que caracterizassem sub-classes de D. Ati
vemo-=nos ao caso dés matrizes aciclicas-3, D-anti-simetricas e
sign-stable. A partir da caracterizaggo de suas propriedades

sao determinados os resultados contidos nos capitulos IV, V e

VI.

Consfderando-se que a classe D pertencem outros
| tipos de matfizes com prdpriedades conhecidas, como € o caso
das matrizes quase-dominantes |*?|, os resultados dos capitulos
subsequentes podem ser perfeitamente estendidos para éstes 'tiQ

pos de matrizes.
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CAPITULO IV

RESULTADOS EM TERMDS ESTRUTURAIS

A partir dos fesu]tados dos capitulos II e 11,
neste capitulo s3o dados os resultados de estabilidade absoluta
dos sistemas do tipo (II.2) em termos estruturais, ségundo a de
finicao de estrutura. utilizada no ambito deste trabalho.Na sua
maior parte os resultados apresehtados neste capitulo sao conse

quencia direta dos resultados dos capitulos II e III.

Do ponto de vista estrutural sao considerados com
maior enfase os sistemas do tipo Lur'e-Postnikov, dado a impor-
tancia que apresentam no estudo de sistemas de controle nao-1i

neares |2], [*'], |°%].

Na pafte final do capitulo, utilizando a aborda-
gem estrutural proposta, sao analisados exemplos c]assibamente
abordados pelo metodo de "sistemas interconectados" que geral-
mente utiliza fungoes de Lyapunov vetoriais para analise de es-
tabilidade |®|, |**], |7®], |®%]. Mostra-se que no caso de sis-
temas interconectados tambem e importante a consideragao das
-propriedades estruturais do sistema, posto que,a partir de con-
siderag5e§ sobre a estrufura dos sistemas,consegue-se obter con
digaes.de estabilidade sensive]hente menos conservativas ‘do

que aquelas obtidas pelos metodos usualmente conhecidos.
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IV.1 - RESULTADOS ESTRUTURAIS RELATIVOS AOS SISTEMAS DO TIPO

(11.2).

Nesta segao 556 apresentados alguns resultados de
estabilidade absoluta considerados importantes em termos estru
turais e tambem pelo fato de caracterizarem a filosofia que nor
teia a analise de estabilidade de sistemas nao-lineares em ter
mos estruturais, a qual basicamente busca a obtencao de condi-
coes algebricas ligadas a estrutura e relativamente simples de

serem testadas.

Combinando os resultados dos capitulos II e ITI
podemos enunciar uma Serie de resultados estruturais deles de-
corrente, todavia cremos que um estudo exaustivo neéte sentido
estaria fora dos Timites deste trabalho. Nos ateremos com maior
detalhe aos resultados estruturais relativos aos sistemas tipo

Lur'e que sao tratadas na segao seguinte.

Considerando os sistemas de estrutura fortemente
conexa, ou Seja, sistemas nao decomponiveis (vide secao III.T)
e em particular sistemas com estrutura aciclica-3 (cf. Defini-

cao III.11), podemos enunciar os resultados abaixo:

Teorema IV.la: Se o sistema (II.5) tem "estrutura sign stable"

(R = (rij) e sign stable com diagonal estritamente - negatiVa)

entao o equilibrio x = 0 e absolutamente estavel A,
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Prova: Decorrencia do Corolario 1.1 e Corolario III.4,pois nes

te caso R ¢ QZC D.

Teorema IV.1b: Se o sistema (II.12) tem estrutura “sign stable"

(A = (aij) sign stable com dfagona] estritamente negativa) en-

~tao o equilibrio x =0 € absolutamente estavel A,-

Prova: Decorrencia do Teorema II.6 e Corolario III.4,pois - como

no Teorema anterior A ¢ DZCZ D

Teorema IV.1c: Se o sistema (II.14) tem estrutura "sign stable®

(C = (A, + D) sign stable com diagonal estritamente negativa
0

entao o equilibrio x = 0 & absolutamente estavel A_.

Prova: Decorrencia do Teorema II.7 e Corolario III.4,pois neste
caso C e DZ
Sobre os resultados acima cabe ressaltar .os se-

guintes pontos:

(a) a condigao imposta sobre as estruturas dos sistemas (II.5)
(I1.12) e (II.14) de modo que estas tenham diagonais estri-
tamente negativas, conjecturamos que podera ser relaxada
utilizando-se o Teorema de LaSalle (Teorema 1I1.4), visto
que neéte caso as derivadas temporais das fungoes de Lyapu-
nov utilizadas passariam a ser apenas semi-definidas negati

vas (isto e feito no caso do Exemplo IV.2).
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(b) sobre a verificacao da condigﬁb de estrutura sign stable,

como foi mostrado na secao III.3, ela & relativamente sim-
ples de ser testada e portanto e relativamente simples iden

tificar as classes de sistemas que satisfazem as condigoes

dos Teoremas acima.

note-se due 0os resultados acima tem a caracteristica de
serem puramente qualitativos,i.e.: a estabilidade absoluta
e determinada a partir da "estrutura qualitativa" destes
sistemaé, ou seja, e determinada simplesmente a partir  do
digrafo "signed" do sistema ou ainda, & determinada simples
mente a partir dos sinais das interconexoOes entre os esta-
dos do sistema independentemente dos valores numericos dos

parametros, bastando que a estrutura seja "sign stable" e

as nao-linearidades pertencam a A_. Estes resultados vem

mostrar que a conﬁectura'feité no -injcio deste trabalho, pa
ra uma certa classe de sistemas, mostrou ser yerdédeira.
Realmente, para esta classe de sistemas, a estrutura quali-
tativa, por si so,pode determinar a estabilidade absoluta do

sistema nao-linear.

Quirk e Ruppert |[®®%| em seu trabalho inicial sobre "sign
stability" chamaram a atencao para a dificuldade da determi
nacao da estabi1idadé qualitativa de sistemas dinamicos em
termos globais. Destacamos que o Téorema IV.1 acima, consti
tui-se em uma extensao dos resultados de "sign stability"
para o caso de uma classe de sistemas nao-lineares e em ter

mos globais.
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Com base nos resu]tédos dos capitulos 11 e  III
podemos dinda,estabe]ecer 0s seguintes resultados referentes
aos sistemas (II.5), (II.12) e (II.14). Como foi estabelecidono
inicio desta se¢do estamos considerando sistemas nao-decomponi-
veis e em particular sistem&s com estrutura aciclica-3 (cf. De-

finicao III.11).

Teorema IV.2a: Se o sistema (II.5) tem estrutura aciclica-3 (R
nao possui ciclos de ordem k para k > 3) e satisfaz
(—'1)1 deti(R+) >01i=1,2, ..., n, entdo x =0 e absolutamen-

te estavel A .

Prova: Decorrencia do Corolario II.1 e Teorema I1II.4, neste ca-

SO R ¢ D.

Teorema IV.2b: Se o sistema (II1.12) tem estrutura aciclica-3 e a

matriz A satisfaz (-1)' det;(A") >0, i =1, 2, ..., n entdo

x = 0 ¢ absolutamente estavel A.
Prova: Decorrencia dos Teoremas II1.6 e III.4

Teorema IV.2c: Se o sistema (II.14) tem estrutura D-anti-siméj

“trica (C e D-anti-simetrica cf. Definigao III.21) x = 0 e abso-

~ Tutamente estavel A_.

Prova: Decorrencia dos Teotémas 11.7 e IIL.15. - S
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Sobre os resultados acima ressaltamos o seguinte:.

(i) nofe que o Teorema IV.2c nao requer a caracter?sticé aci-
~clica do sistema II.14. Pelo Coro]é?io III1.2 podemos carac
terizar as condicbes necessarias e suficientes (em‘ termos

de ciclos de C) para caracterizar uma estrutura D-anti-si

metrica.

(ii) os resultados acima,baseados na estrutura dos sistemas nao
' lineares considerados, embora quantitativos sao simples de
seremlverificados. As condicoes de estabilidade absoluta

sao. puramente algebricas baseadas na verificagao de carac-

teristicas de matrizes (ou grafos).

Exemplos de utilizacgao destes resultados encon-

tram-se na secao IV.4 e nos capitulos subsequentes.

IV.2 - SISTEMAS TIPO LUR'E-POSTNIKOV

Nesta secao, visando a obtencao de condigoes de
estabilidade absoluta, serao abordadas as caracteristicas estru
turais dos sistemas do tipo Lur'e-Postnikov |?], [®'| com wuma

unica nao-linearidade, descritos pelas equagOes abaixo:

é = AX + bu 7
(IV.1)

y = cx

u = f(y)
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onde x ¢ R" & o vetor de estados A(nxn), b (nx1), ¢(1xn) sdo ma-
trizes constantes e f(.) & uma funcao real n3o-linear, sem me-

moria, continua, satisfazendo:

f(t) . t >0 . (7 #-0); f(0) = 0.

(condicdo de setor positivo infinito) (IV.2a)
) Yy

Tim j f(r) d1 = = (IV.2b)

y»e 70 '

Fig. (IV.1) - Sistema do tipo'Lur'e PostnikoV: diagrama de blo-

cos

Como na Definigao II.7a chamaremos de A_ a classe
de fungodes f(.) reais, continuas, sem medria que ‘satisfazem

(IV.2a) e (1V.2b).
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Diremos,como na Definigao II.6b,que x = 0 do S{Sf
tema IV.1 e absolutamente estavel A_ se for globalmente

assintoticamente estavel para toda f(.) e A_.

Na anzlise da estabilidade de sistemas do tipo
(IV.1) pela utilizacao dos resultados dos capitulos precedentes
e mais especificamente pela utilizacao de uma abordagem estrutu
ral e necessérib que 0 sistema IV.1 pertenca a uma classe simi-
Tar @ dos sistemas (I1.2). Todavia, como em geral este ndo € o
caso, nos restringiremos aos sistemas do tipo (IV.1) com carac
teristicas particulares, como & visto a seguir. Por outro lado
veremos no capitulo seguinte que o fato de sistemas do tipo
(IV.1) nao pertencerem a classe (II.2) pode ser apenas uma ques

tao de representacao matematica.

Considerando os sistemas do tipo (IV.1) vamos de-
terminar condicOes, em termos estruturais,‘que assegurem estabi
lidade absoluta no setor positivo infinito. Para podermos utili
zar Fungaes de Lyapunov do tipo (II.7) para o sistema (IV.1)con
sideraremos casos particulares em que o argumento da funcgao
f(.) & formado a partir de uma Unica variavel de estado, ou se-
»ja, a matriz ¢ = [c], Cos +evs cn] sera suposta ter uma Unica
-jcomponente nao nula. Tendo em mente esta hipotese, necessitare-
mos ainda'das seguintes definigoes:

Definigao IV.1: Sejam M = (mij) e N = (n. duas matrizes reais

1j)

nxn tais que m;:

i; - Niy 2 0 paté todo par (i, j). Entao defini-

mos a operagdo "*" entre as matrizes M e N dada por [M N] o=

M+ N.
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Definicdo IV.2: Dizemos que o sistema IV.1 satisfaz a,"condfgﬁo_

(*)" se e somente se a matriz C = [A x bc] e definida.

Definigao IV.3: Diremos que a matriz C = [A * bc] determina a
"estrutura do sistema (IV.1)" ou equfva1entemente o digrafo as-
sociado a matriz C (cf. Definigdo II1.4) determina a estrutura.

do 'sistema (IV.1).

Obs: Note-se que a condigao (%) & uma condicao que assegura es-
tarmos somando fungoes contidas no mesmo setor infinito, positi
vo ou negativo. Resultando esta dperagﬁo em uma nova func¢ao tam
bem cohtida no setor infinito positivo ou negativo respectiva-

mente.

.Serﬁo tratados sistemas (IV.1) nos quais a matriz
[A * bc] tem caracteristicas estruturais peculiares. Tal qual
na secao IV.1 nao sera feito um estudo exaustivo das estruturas
que favorecem a estabilidade absoluta de (IV.1); ater-nos-emosa
alguns casos considerados mais importantes e que mostram como a
consideracgao da eétfutura auxilia na obtengéo de resultados de
estabilidade absoluta. Novamente, assim éomo na secao anterior,
0s casos mais importantes estarao relacionados a sistemas néo

"decomponTveis e com estrutura aciclica-3 (cf. Definigao III.1).

z

N
Consideramos ainda (sem perda de generalidade)

que a matriz [A % bc] tem a mesma estrutura da matriz A, ou em
outras palavras, a operacao (%) nao introduz novos arcos ao di-

grafo associado & matriz A. Esta condig¢do no entanto nao € as-
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sencial e pode ser relaxada na maioria dos casos fratados. Dado
este fato, por vezes no referiremos indistintamente as proprie’
‘dades estruturais da matriz A, assim como as propriedades estru
turafs da matriz C = [A % bc]. Assumimos ainda que'a matriz

A = (agj) tem diagonal estritamente negativa.

Nestes termos, dentre as possibilidades que se po
de encontrar para as caracteristicas estruturais do sistema
(IV.1), foram tratados os seguintes casos referentes as matri-

zes A = (aij)’ b = [b], b, '5".bn]' e ¢ = [c1, Cps wvns cn]:

Caso I: b, # 0, ¢, # 0 para um dado k,‘l < k < nj; bj =cy = 0

para todo j # k. Neste caso temos:

Teorema IV.3: No caso I, x =0 e absolutamente estavel A_ se o0

sistema (IV.1) e tal que:
(i) satisfaz a condigao («)
(1) A tem estrutura favoravel (A e D).

'Pé

1

Prova: Utilizando a fungao de Lyapunov quadratica V(x) =
onde PA + A'P = - Q < 0 com P = diag[Py, Py, ..., P ] > O(cond.

(ii)), neste.caso:

9(5) 2x'P[Ax + bf(cx)]

V(x) = x'(PA+A'P)x + 2p,.b,.f(c,x,).x, < O (defini-

da negativa)
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Obs: 0 resultado acima pode ser generalizado para o caso de va-
rias ﬁEo—]inearidades (vide Teorema IV;7).

Para os casos em que a matriz A = ( ) e indecom

a. .
- 1‘]
ponivel e tem todos elementos diagonais negativos, podemos enun

ciar os seguintes Corolarios do Teorema acima:

Corolario IV.1: No caso I, x =0 e absolutamente estavel A se

o sistema (IV.1) e tal que:

(i) satisfaz a condigao (=*)

(ii) tem estrutura sign stable

Prova: Se A @ sign stable, pelo Corolaric III.4 A ¢ D, e a esta
bilidade absoluta pode ser demonstrada a partir da funcao de
Lyapunov quadratica como no Teorema IV.3.

Obs: No caso especifico em que a matriz e Jacobi sign stable, a

fungao de Lyapunov que neéte caso garante a estabilidade absolu

ta A_ do sistema (IV.1) & dada por:
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Corp15rio,IV.2: No caso I, x = 0 & absolutamente estavel A_ se

q sistema (IV.1) e tal que:

(i) satisfaz a condigao (%)

(i1) tem estruturg aciclica-3

(i11) (-1)7 dety(AY) >0, i =1, 2, ..., n.

Prova: Consequéncia do Teorema IV.2 e TgoremaiII;4

Interpretando o$ resultados do Caso I pddemos con ‘
cluir que: desde que a matriz A do sistema (IV.1) tenha "estrutu-
ra favoravel" e a realimentacd@o da ndo-linearidade f(.) e feita
na "posigao diagonal", satisfazendo a condig¢ao (x), o sistema
sera absolutamente estavel A_. Veremos que este fato tambem se
verifica para o caso de varias nao-linearidades (Teorema IV.7);
mostra-se que nestes casos @ possivel estabelecer a conexao en-
tre o conceito de sistema de estrutura favoravel com os concei-

' tos de sistemas passivos e hiperestaveis (vide secgao V.4).

- Caso II: ck'# 0 e a matriz b tem elementos b, # 0-onde L e

{1, 2, ..., n}, £ # k.

Neste caso, em geral, o procedimento basico para
uma analise estrutural & o seguinte:

(i) a partir do sistema (IV.1) definem-se as fungoes ¢-(Xj)=

J
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+ b, f(c, e procura-se recair em sistemas do tipo

ap3%j * by Fleyxy)

(11.5), (I1.12), (I1.13) ou.(I1.14).

(ii) a partir das caracteristicas da matriz [A % bc] ou do di-
grafo a ela associado, procura-se determinar condigoes de
estabilidade absoluta utilizando os resultados dos capitu-

Tos II e III.

Tal procedimento & mostrado a seguir no caso de

sistemas do tipo (IV.1) com estrutura n3ao decomponivel.

0 Caso II consideraremos como sendo subdividido

em diferentes sub-casos:

Caso Ila: A matriz C = (Cij) = [A * bc] € tal que:
IT.al: Cok © Crp sao os unicos elementos nao nulos fora  da
Vdiagona1 principal na coluna e linha k respectivamente.

I11.a2: sao os Unicos elementos nao nulos fora da

“k,e € “e,k
diagonal principal na coluna e 1inha-£ respectivamente.

" Caso IIb: Engloba os casos relativos ao Caso II e_que nao se en

quadram no Caso Ila.

Obs. 1: ao indice k corresponde a cbmponente Ch de ¢ tal que

'Ck # 0 e os indices £ correspondem as componentes b, de b tais

que b£ # 0.
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Obs. 2: note que o0 caso I um caso particular dd'Caso_II.

oy

(D1

Neste ponto conveniente introduzirmos as segquin

tes definigoes.

Definigao IV.4: Dizemos que x ref{l, 2, ..., n}, e um "esta.

r’

do terminal" do sistema (IV.])'se e somente se no digrafo (for-
temente conexo) associado a matriz A {(ou [A % bc]), conforme as
Definicoes 11.8 e I11.4, a X corresponde um RO que esta conec-

tado a um Gnico estado (nd) x_. (s # r)deste digrafo.

S

Definigao IV.5: Dizemos a partir da Definigao acima que neste

caso 0S arcos (Xr’ Xs) ou (X, xr) sao arcos terminais do digra

s
fo associado ao sistema (IV.1).

No caso II.a, analisando a estrutura do sistema,
a matriz [A % bc] corresponde um digrafo tal que o estado X
(ou xﬂ) e um estado terminal e a nao-lTinearidade esta associada
a um dqs ramos terminais correspondentesﬁcomo‘mostra a figura

IV.2.

e:-.‘ T xt . - R b[‘ f ( Ck- xk)

brfleoxg 74 N\ \ ~ ,
/ ! /[ /
l /’ | y
\\ s \\ '//
- . ' S~

Figura 1V.2 - Sistemas de estrutura equivalente (Caso ITa)
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Evidentemente o sistema (IV.1) pode ter uma estru
tura tal que nao apresente estados terminais. Todavia no- caso
de sistemas com estrutura aciclica (para n > 2) ao menos dois

0

estados terminais necessariamente existem.

Para considerarmos o problema no Caso Ila, primei
ramenfe vamos hostrar que 0s Casos II.al e IIl.a2 sao equivalen-
tes do seguinte ponto de vista: se mostrarmos a éstabilidade ab
‘soluta no Caso II.al isto imp]%ca na estabilidade absoluta no

Caso II1.a2 e vice-versa.

Considerando que existe ao menos um estado termi-
nal Xk ligado a um estado X p do sistema (IV.1), (aos quais esta.
associada a nao-linearidade - f(ck xk)). Podemos a partir de
uma transformégéo de simi1arﬁdade, dada por uma matriz de permu
tacdo P, encontrar uma representacdao para o sistema (IV.1) - tal
que X = Px; A = PAP' ; b = Pb; ¢ = cP' na qual, ao estado X
corresponde o estado ?1 e ao estado x, corresponde o estado Xos

0 que corresponde a rernumerar as variaveis de estado do sistema

(ou reindexar os nos do digrafo).

A partir desta transformacao chegamos ao sistema

1<
i
>
>
=+
o
L
—~
<
N

(IV.3)

onde:
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Bk e O 0 0 Ck
Ak qer 3 en by 0
0 a 0 0
- 3£ . b = . T o=
i 0 an,ﬂ an,nJ LO _0

A e uma matriz indecomponivel e bys ¢y # 0; o sis

tema (IV.3) corresponde ao Caso II.al.

0 mesmo procedimento nos levaria ao Caso II.aZ ca
SO remumerassemos as variaveis de modo que a xé e Xy fizessemos
corresponder ?1 e X, respectivamente obtendo o sistema (IV.3)

com A, b, ¢ dadas por:

8y s Ay 0 0 | by 0 1
e Ak 33 qn 0 Cy
R = ; b = ; ¢ o=
0 a3k 0 0
i 0 ank annJ _O L0 J
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Computando a funcao de transferéncia da parte 1i-
near do sistema, G(s) = Y(s) (cf. V.3) teremos:
i U(s) .

tdet(sT,_p - Ay

no Caso (II.al): G](s) = ¢ b,a
_ kL7 Lk
det(sIn R)

ﬂk)
det(sIn - A)

det(sI, _, - A

no Caso (II.a2): Gz(s) = Ckbﬂazk

onde Azk e a matriz obtida a parfir da matriz A suprimindo-se as
linhas e colunas correspondentes aos indices £ e k.  Portanto
'G](s) = G,(s), donde conclui-se que os casos Il.al e Il.a2 sao
equiva]entés para efeito de estabilidade, ou seja, se II.al for

estavel 11.a2 tambem sera e vice-versa.

Tomemos (sem perda de genevalidade) o caso II.al
em que arbitramos k =1 e £ = 2. A partir disto podemos demons~

trar os seguintes resultados:

Teorema IV.4: No Caso II.a, x = 0 e absolutamente estavel A_ se

o sistema (IV.1) e tal que:

(i) satisfaz a condicdo (%)



Prové: Tomando-se a fungao-de Lyapunov

' Y
V(x) = 1 X'Px + o J f(r)dr
- 2 - 7 0
onde: P > 0, P = diag[p], Pps «ces pn] tal que
PA + A'P = - Q<0 (A e D)
p b
e o = - 2 2
12 9
pela condicao (%), sgn bzc] = Sgn a,; @ COmo $gn a;, = -5gn a,

teremos o > 0. Neste caso:

i

V(x) | §'P[A§+bf(§§)] + aclf(c]x])a]]x] + ac1f(¢]x1)a12x2

1

Loxt (PR + A'P)x + a.agqf(cyxy)(cyxq) < O ]
> X X

Note-se que caso tivessemos a matriz b =
[bys bys 0, ...]5 bys by # 0, @ mesma fung@o de Lyapunov pode-
ria ser utilizada para demonstrar a estabilidade absoluta neste

caso.

[oe]

Corolario IV.3: No Caso Il.a, x = 0 & absolutamente estavel A

se 0 sistema (IV.1) & tal que:

(i)  satisfaz a condigdo. (%)
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~(i1) tem estrutura aciclica-3 .

(iii) 319857 < 0

(iv) (-1)" deti(A") >0, i =3,4, ..., n.

Prova: Consequencia do Teorema IV.4 e Teorema III.4

Corolario IV.4: No Caso Il.a, x = 0 & absolutamente estavel A_

se o sistema (IV.1):

(i)  satisfaz a condicao (%)

(ii) tem estrutura "sign stable"

Prova: Dado que o sistema tem estrutura sign stable, isto impli
ca nas condigoes (ii), (iii) e (iv) do Corolario IV.3 e a prova
decorre diretamente do Corolario IV.3.

Caso o sistema apresente uma estrutura Jacobi
sign stable a seguinte funcgao de Lyapunov pode ser utilizada pa
ra demonstrar a estabilidade absoluta A_:
| | y |

onde

P = diag[pi, Pos +ons pn]
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a k
-com P, = 0, P, = T ; P ='(-1)k p, . I
1 2 k 2 -
, sgnag, i=3 ai,i-]
Obs: Observe—se 0 carater puramente qualitativo do ~Corolario

V.4 acima.

Interpretando intuitivamente os resultados do ca-
so II.a podemos resumi-los no seguinte: "Desde que a matriz A
(ou (A « bc)) ou o digrafo a ela associado tem estrutura favora (/*

vel e a nao-linearidade f(.) esta localizada em um/igggg\\}ermi |

nal" do digrafo, o sistema (IV.1) sera absolutamente estavel
N T 4
A.. Analisando-se uma serie de exemplos mais gerais em que 0 a

mesmo resultado se verifica (Exemplo IV.3), podemos fazer a se-
guinte conjectura para o caso de varias rao-linearidades: "Des-
de que a matriz A (ou [A BC]) tem.estrutura favoravel e as
ndo-linearidades se localizam nos arcos terminais do digrafo as

sociado podemos gerantir a estabilidade absoluta A_ do sistema”.

No Caso II.b, dado que a estrutura da - mdtriz
[A « bc] & tal que a n3o-linearidade n3ao estara necessariamente
associada a um ramo terminal do sistema, (como exemplifica 0 0
sistema (IV.5) abaixo) sera necéssériOu(em geral) introduzir uma
~condicao adicional sobre o sistema (IV.1) para derivarmos resul
: tados de estabilidade absoluta utilizando funcles de Lyapunov
do tipo Lur'e "diagonais". Esta condicao chamamos de ."condigﬁo

de proporcionalidade" definida mais abaixo:
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) ] ] )
X1 | a4 0 Byg e 0
Xo 0 a22 a23 5 ............... b2
X _ da1. . a5 a a ' cel o
I B B 34 x* 19 £(y) (1v.5)
A2 %
X :
N i %nn] i O_

y = [0, 0, cg5 0, ..., O]

1323

Figura IV.3 - Um exemplo relativo ao Caso II.b’ sistema do ti--

po IV.1

Considerando que a condicao (%) se verifica, defi

nimos as fungoes T ¢jk(')’ para todo par (j, k), tal que:
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A}

ajk'¢jk(xk) = [ajkxk + bjf(ckxk)]

onde ujk

podemos colocar o sistema na forma (II.2) satisfazendo as condi

= sgn(ajk); nestes termos temos que ¢jk(xk).xk >0 e
coes (I1.3a) e (I1.3b).

Definicao IV.6: Diremos que o sistema (IV.1) no Caso IIb satis

faz a "condicao de proporcionalidade" se para todo Xy # 0 as
fungoes éjk(') satisfazem

bk (X

(constantes) para todo

par (s,r)(r # s) . (Iv.6)

= B
sr
¢rk(xk)

ou g (X)) = Bgp-opp (xy)

Considerando um sistema (IV.1) que verifica a .

"condigdo de proporcionalidade” podemos reescreve-lo na forma

x =R g(x) +Df(x) | (1v.7)
onde 1
9(5) - [X]’ Xos > érk(xk)’ s Xn]'
f(f) - [X]’ Xos s Qkk(xk)’ > Xn]'
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0 aF. %, kB, e Ay X1
51 0 . X
ocrk P Xr
A = . ; o(x) =
‘ 0 ¢rk(xk)
Lan1 %k Bor 0 ] an

Neste caso podemos enunciar o seguinte:

Teorema IV.5: No caso II.b, x = 0 & absolutamente estavel A_ se

0 sistema (IV.1) & tal que:

(1) satisfaz a condigao (%)

(i) satisfaz a condigao de proporcienalidade

(1) (A'+ D) e D,

Prova:.Ut11izando o Teorema II.7 e a funcgao de Lyapuﬁov:

X
. o k

1
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_onde:

o)
'

= d'iag[p1’ Pos =-es Ppoqo 0, Prss ---» pn]

-~
1

= diag[p], Pps «oes Pps wees pn]

Neste caso:

V(x) = 2'(x) Q@ o(x) + &(x) PD f(x)
onde Q = 0 e portanto 9(5) <0 ' ‘ )
Corolario IV.5: No caso II.b, x = 0 e absolutamente estavel

A, se o sistema (IV.1) e tal que:

(i) satisfaz a condicgio ()
(ii) satisfaz a condigcao de proporcionalidade

(ii1d) (R + 5) tem estrutura sign stable

Prova: Como pelo Corolario III.4 a condigao (iii) acima‘imp11ca

naAcondiggo (iii1) do Teorema IV.5, a prova decorre deste fato.e
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No caso particu1ar em que a matriz A do sistema
(IV.1) e uma matriz Jacobi 1rredutTVe1, (caso tratado no capitu
lo seguinte visando condi§6es de rea]izabi]idade;nesta'estmﬂura)‘
0 caso II1.b pode ser caracterizado pelas seguintes condigoes sg'
bre as matrizes b e ¢ do sistema; i.e., ¢ # 0eb;, =0 para

todo i > k + T ou i <.k - 1;para um dado k, tal que 2 < k < n-1.

Definindo

Ui Ptk ¥kt P T = Fgy 1 0

i= (-1, 0, +1)

onde o, . = sgn(a,, ;)

Se a condigio («) & verificada temos que f (Xk)xk > 0 para

k+i,k
Xy £0;1=-1, 0, +1,_e assumindo que a condicao de proporcio

nalidade se verifica temos:

fk—1,k(xk) = Bk'fk+],k(xk)’ com B, > 0; 2 <k <n-T.

A partir dai podemos enunciar o seguinte:

,Corolario IV.6: No caso Il.b, x =0 e absolutamente estavel A_

se o sistema (IV.1) & tal que:

(i) satisfaz a condigao (x)

(ii) satisfaz a condigao de proporcionalidade
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(iii) [A % bc] & Jacobi sign stable.

Prova: Utilizando a funcao de Lyapunov

onde

= -sgn a,; para i # 3 ej # ky; caso contrario 6ij = a.

ij - ij’
P = diag(1, Pos voess Pk_], 0, Bk'Pk+1’?k'Pk+2""’Bk'Pn)'
®
A condicao adicional introduzida para obtencao de
resultados de estabilidade absoluta no caso II.b, ou seja, a

"condicao de proporcionalidade" podera a principio parecer ex-

tremamente restritiva, todavia pelas

guem mostramos que na realidade isto

Tanto a "conjectura de

“conjectura de Aizerman |'| relativas

consideracgoes que se se-

nao ocorre.

Kalman" |*®| bem como a

a estabilidade assintotica

global do sistema (IV.1) podem ser reformuladas para sistemas

com estrutura Jacobi sign-stahle. Considerando a primeira con-

jectura, esta pode ser reformulada nos seguintes termos:
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"Se a matriz Jacobiana do sistema (IV.1) que sa-

tisfaz a condigao (%) dada por

3(x) = [A*b . (A5 (cx))']

€ uma matriz Jacobi sign stable para todo X ¢ R" entdo o siste-

ma (IV.1) & globalmente assintoticamente estavel".

Esta conjectura e mostrada ser falsa pelo contra-

exemplo a seguir:

Exemplo IV.1: Considerando o sistema (IV.1) que tem a fungao de

transferencia da parte Tinear G(s) = Y(s)/U(s)
dada por:
G(s) = k(s+a)(s+c)

[(s+b)24(0,9)2] [(s+b)2+(1,1)7]

com k = 10; a = 0,013 b = 0,01; ¢ = 10_5, e a nao-linearidade

Este sistema e basicamente o sistema consi-

dada por f(y) = y?3.
derado por Fitts |%°].
Verifica—sé que o sistema dado pela funcao de

transferencia e nao-linearidade acima,pode ser representado - na

forma do sistema abaixo:
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X, ] ’—10'5; £ | IBES 0]

X, -0,8101  -0,02  +10 X, 0

Xs | : 0~ =0,01 -1 | [xg . 1] )
_>'<44_ 121 -0,01] |xg o) (1v.8)

y = [0, 1, 0, 0] x

que tem estrutura Jacobi sign stable.

Este sistema no entanto apresenta oscilagoes -au-
to-sustentadas e portanto ndao e globalmente assintoticamente es
tavel. As hipoteses da conjectura sao verificadas a menos da

condicao de proporcionalidade que nao e verificada.

Note-se que em todos os casos considerados nesta
secao, algumas condigoes podem facilmente ser relaxadas, tais
como a exigencia de que a matriz A = (aij) tenha diagonal estri
tamente negativa e a exigencia de que A seja indecomponivel.Nes
tes casos os mesmos tipos de fungoes de Lyapunov podem ser uti-
A1izados; No caso, por exemplo, em que o sistema do tipo (IV.T)
fé tal que A e decomponivel e nao tem diagonal estritamente nega

tiva podemos ilustrar a afirmativa acima com o exemplo a se-

guir:
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Exemplo IV.2: A equagao abaixo representa um sistema de ‘potén-

cia: uma maquina com governador de velocidade |®°].

;'>'<1' 0 10] ] [ 0]
x| - 0 0 - Xol &« |71 f(y) | (IV.9)
_x3_ -0 g -a _X3J I OJ
y = [1, 0, 0] X
onde: D, g, a sao consténtes positivqs e f(y) = —P1(1—cosy) +

1

/T - P seny: P. <1 (constante).

Por inspegao, identificamos que 0 Sistema apresen
ta explicitamente uma estrutura Jacobi sign stable indecomponi-:
vel, ou seja, a matriz [A x bc] & Jacobi sign stable (Caso
IV.a). Neste Caso A & decomponivel e ajq = 0. Outro aspecto e
o fato de que f(.) nao esta inteiramente contida no setor posi-

tivo infinito.

Considerando apenas o intervalo em que f(.) satis
- faz a condigao de setor posifivo infinito podemos determinar
imediatamente a funcao de Lyapunov referente ao Corolario IV.4

ou seja:

V(x) = x'Px-+ 2 . IZ f(t) dt ' (1v.10)
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onde P = diag(0, 1, g ), e que devido a (IV.9) determina

1

0(5) = —2D§§ - 2ag x§ <0

Nota~se que devido ao fato de termos a1 = 0 a derivada V(x) e
uma funcao semi-definida negativa, todavia aplicando-se o Teore
ma II.4 |®%] a estabilidade assintdtica do sistema € assegura-

da.

Este exemplo i]ustfa o fato de que mesmo no caso
em que A @ decomponivel e com diégona] nao estritamente negati-
va podemos aplicar os resultados das segoes precedentes, desde
que [A * bcl tenha estrutura favoravel. Um outro aspecto impor-
tante a ser sublinhado neste exemplo e o fato de que uma vez
identificada a estrutura do éistema‘(sign stable no caso) a de-

terminag¢do da funcdao de Lyapunov e praticamente imediata.

Neste caso especifico a mesma fungao'de Lyapunov
(IV.10) foi obtida em [8°] a partir do método de Kalman para
determinacio de funcbes do tipo Lur'e,assim como tambem foi de-
|2

terminada por E1 Abiad e Nagappan a partir de considera-

- ¢oes da energia do sistema.
’ A determinacao da funcao de Lyapunov, neste caso,
esta ligada a determinagao do dominio de estabilidade da posi-
gab dgfequi]?brio. Este dominio pode ser determinado a partir
da fubgao de Lyapunov, juntamente com o conhecimento do 1nterva-

To (-yy> Yol y; >0, 1 =1, 2, no qual a funcao f(.) esta in-
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teiramente contida no setor positivo. Este dominio & do tipo

D = {x|V(x) < b} onde b > 0 e uma constante.

Procedendo-se a uma comparacao em termos da re-
giad D determinada pela fungao‘(iv.]O) podemos dizer que ela. @
mais conservativa do que aquelas detefminadas para 0 mesmo Sis-
tema por outros metodos |''?].

Todaviq desejamos enfatizar‘QUe a maneira direta
com que foi'obtida e importante'quando.consideragﬁes- baseadas
na energia do sistema sao incapazes de conduzir a uma funcao de
Lyapunov, como € o caso de sistemas de geragéo em que governado
res de ordem mais elevada sao utilizados |[''?].

A seguir considerarembs sistemas do tipo (IV.1)
nos quais as matrizes b e ¢ ndo sao necessariamente matrizes
colunas. Alguns resultados, para casos particulares, podem ser
obtidos a partir de fungdes de Lyapunov do tipo "diagonal", to
davia cremos que 0 caso multi-nio-linearidades deverd ser inves
tigado com maior profundidade,com vistas a obtencdao de resulta

dos mais gerais em termos da estrutura do sistema.

Seja o0 sistema
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up, = ¢(y)
y = Cx

onde A, B, C s30o matrizes reais (nxn) (C sem nenhuma linha nu-

la).

t—h
—
=<
N
!

[f1(y1), fZ(YZ)’ caes fn(yn)]

-
—
1%
~—
{

[¢](y])s ¢2(y2)= s ¢n(yn)]

com ¢1(.), () satisfazendo as>c6ndi96es (IV.2a) e (IV.2b)

para i=1, 2, ..., n.

0 sistema (IV.11) pbde ser esquematizado pelo dia

grama de blocos abaixo’

@(@)

AN

S v

RN

Figura IV}4 - Sistema (IV.11): Diagrama de blocos
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Para o sistema (IV:11) consideraremos, a  partir
das caracteristicas das matrizes A, B, C, D, oS seguintes ca-

sos particulares:

(Cago (a): A =D =0)

Teorema IV.6:0 ponto de equilibrio x = 0 do sistema (IV.11) e

absolutamente estavel A_ se a matriz C8 e D.

Prova: Analoga a prova do Teorema II.5, neste caso utilizando a

fungao de Lyapunov:

n 7
V(x) = 121 m, . JO fi(t) dt
V(x) = £'(y) MCB f(y)s; M = diag(m;)
V(x) = % £'(y) [M(CB) + (CB)'M] f(y)

Se CB ¢ D entdo existe M = diag(m;) > 0 tal que M(CB) + (CB)'M=

- Q < 0 e portanto 0(5) < 0 ecomo lim V(x) = <, o ponto de

[ ] [

i

"equilibrio x = 0 do sistema € absolutamente estavel A

[oe]

~

0; C, D Diagonais)

(Caso (b): A

Corolario IV.7: 0 ponto de equi1Tbrio x = 0 do sistema (IV.11)

e absolutamente estavel A_se CB e D e CD < O.
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Prova: Utilizando a mesma fungao de Lyapunov do Teotema IV.6

V(x) =

e~

Y ’
m, J fi(T) dt
i=] o .

9(5)

% fr(y[M(CB) + (CB)'MIf(y) + f'(y)MCD ¢(y); M=diag(m;)

com os mesmos argumentos da prova do Teorema IV.6 V(x) < O

(Caso (c): D = 0; B, C diagonais)

Teorema IV.7: 0 ponto de equilibrio x = 0 do sistema (IV.11) &

absolutamente estavel A_se A e D e BC < 0.

Prova: Utilizando V(x) = x'Px

V(x) = 2x'P(Ax + BF(y))
V(x) = x'(PA + A'P)x + 2x'PB f(y)
Como A ¢ D existe P > 0, P diagonal tal que PA + A'P = - Q < O

0 que Jjuntamente com BC < O implica em que V(x) < 0; a divergen

cia de V(x) neste caso e imediata

Obs. 1: Note que o Teorema acima e uma genera]jzagﬁo do Caso I
(Teorema IV.3) referente ao sistema Lur'e-Postnikoev (IV.1), ou
seja, todas as nao-linearidades realimentadas na "posigao dia-

gonal".
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Obs. 2: Heste caso a parte linear do sistema (IV.11) e dada por

Aﬁ + Bu1

12 =
1

Cx

~

B
1

e se tivermos BC < 0, pode ser conjecturado que no caso,o0:siste

ma (IV.11) & um sistema passivo (vide secao V.4).

Obs. 3: Ao se considerar sistemas do tipo (IV.11) o conceito du
estrutura devera ser reformulado, devera estar provaveimente re

lacionado as matrizes CA, CB e CD.

Obs. 4: No caso do sistema (IV.11) com varias nao-linearidades,
evidentemente nao & necessario que as .matrizes B e C sejam qua-
dradas (nxn), resultados com B e C retangulares estao sendo in

vestigados do ponto de vista estrutural. 0 exemplo IV.3 recai

neste caso pois pode ser colocado na forma

> e
1

Ax + B f(y)
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1 a1 . r
51 a.]2 0 0
al -al 1
21 22 k12 b2 0
onde A = - . , . B = ,
Koy “a, a5 0 b
2 a2
i —62] a22-| —O 0 ]
c] 0 0 0 fi(y)
C = i 5 f(x) = -
0 0 0 C% fz()’g)

0 sistema acima, com aﬁj, b?, c? todos positivos, apresenta um

tipo de estrutura favoravel como e mostrado na secao seguinte.

IV.3 - COMPARAGAO DE RESULTADOS BASEADOS NA ABORDAGEM ESTRUTU-
RAL COM RESULTADOS DO METODO DE SISTEMAS INTERCONECTADOS:

EXEMPLOS

Nesta secao, utilizando a abordagem estrutural
proposta neste trabalho, sao analisados alguns exemplos que co-
mumente sao abordados pelo "metodo de sistemas interconectados”
1%, %], |”"] visando mostrar que a consideracao das proprieda

7

" des estruturais dos sistemas pode conduzir a resultados menos

restritivos do que aqueles obtidos a partir de metodos que nao

tem em conta a estrutura do sistema.
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Ativemo-nos especificamente ao "método de siste-
mas interconectados” (Composite Systems Approach) para fazer es
ta comparagao: entendemos por "metodo de sistemas interconecta-
dos" a abordagem que estuda a estabilidade de sistemas dinami-
cos-(nao-lineares) de grande porte e que baseia-se na sequéncia
de procedimento sumariada abaixo |[®], |7%], |°%]:

(a) o sistema de grande porte e particionado em varios sub-sis-

temas.
(b) a cada sub-sistema determina-se uma fungao de Lyapunov.

(c) a partir das interconexoes entre os sSub-sistemas e das fun-
¢coes de Lyapunov de cada sub~sistema estabelece-se um siste

ma de referencia linear.

(d) a partir de condigoes de estabilidade do sistema de referen
cia determinam-se as condigoes sobre as interconexoes, as

quais garantem a estabilidade do sistema interconectado.

Embora esta abordagem tenha variagoes de autor pa
ra autor |°|, os pontos acima sao os aspectos fundamentais do

- metodo.

Dado o carater "universal" destes metodos, nota-
se que a sua aplicacao a certas classes de sistemas nao-linea-
"res conduz a condicoes muito conservativas. Por outro lado, ana

Tisando-se os mesmos sistemas e tomando-se em conta suas  Ppro-
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priedades estruturais inerentes, chega-se a resultados menos
conservativos, a par do fato de que nestes casos as condigoes
de estabilidade sao comparativamente muito mais simples de se-

rem obtidas.

Isto ocorre basicamente em tres casos Tistados

abaixo:

(Caso A): 0 sistema apresenta explicitamente uma estrutura "fa-

voravel® do ponto de vista da estabilidade.

(Caso B): 0 sistema & considerado como tendo uma estrutura favo

ravel Tigeiramente perturbada.

(Caso C): 0 sistema originalmente nao apresenta uma estrutura
favoravel, todavia pode ser matematicamente representado de ma-
neira a recair no Caso A. Neste caso dizemos que o sistema apre

senta uma estrutura favoravel implicita.

Consideraremos, nos casos tratados, o conceito de
"estrutura favoravel" dentro do contexto das definic¢Ges do capi

tulo II.

E mostrado, nos exemplos que se seguem, que 0 Ta-
to de ndo se considerar as caracteristicas estruturais de cer-
toé sistemas n50w1ineares; aplicando-se a eles o metodo de sis-
temas interconectados para estahelecer condigoes de estabilida-

de,pode levar a resultados muito restritivos, mormente no Caso
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em que estes sistemas tem explicitamente caracteristicas estru-

turais favoraveis.
Nestes termos, para efeito de comparacgao, nos ati
vemos a tres tipos de sistemas, sao os tres tipos considerados

por Michel e Porter |7%]:

Sistemas do tipo (IL): Sistemas nao-lineares com interconexoes

lineares:
n 0. -
~1..= fi(ﬁi) + jZ1 Cij X5 i=1,2, ..., m (1v.12)
1#J
n; n. ‘
onde iiz R+ R °, f](O) = 0, ij(ni X nj); 0.sistema (IV.12)
e formado por m sub-sistemas X, = fi(ﬁi) interconectados pelas

matrizes Cij‘

Sistemas do tipo (LP): Lur'e-Postnikov

y = By + cf(o); o = d'y (IV.13)

onde y' = (y1, Yos oo yn+1); B, ¢c e d sao matrizes constan-

* tes, B & estavel; o & um escalar, f(.) & uma fungdo real nao 1i

near.

Se B tem um auto valor real (~pn < 0) eo par
(B, d) e observavel, entao existe uma transformagao nao singu-

Tar T tal que Ty = (xq, Xos wovs Xpo o)' reduz o sistema
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(IV.13) & forma [°%]:

é = AX + bf(d)
) v (IV.14)
¢ = -p,0 =~ rf(o) + a'x

com A estavel e x € R",

Neste caso o sistema (IV.14) e considerado como

sendo a interconexdao de dois sistemas dinamicos autonomos |”°],

221
(S]) X = AX

e

(52) o = PO - rf(o)

Sistemas do tipo (INL): Sistemas lineares com interconexoes nao-

lineares
n N
x. o= Ay oxg o+ jz1 Bij fij(ﬁj) (IV.15)
£

_ . n.
onde 0s sub-sistemas dinamicos sao lineares Xi = Aixgs xye RO

_ n, n.
Ao Bij sao matrizes constantes e fij: RYJ >R ' s3o as funcgoes

nao-lineares.

Para os tipos de sistemas acima serao dados exem-

plos dentto da classificagao dos Casos A, B e C explicitados no
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inicio desta secao.

Exemplo IV.3: (Sistema tipo IL, Caso A):

Seja o sistema interconectado S dado pela interco
nexao linear de dois sistemas S, e SZ nao-lineares do tipo

Lur'e-Postnikov:

Xi = Ayxg + byfi(yy) .

(S;) | (IV.16)
Yi T G4

_5% = [x}, x;], i=1, 2; fi(') sao funcgoes escalares continuas,.

sem memoria satisfazendo:

V 2 " “ - .
0 < fi(yi)'yi < kiyi para y, # 0; f(0) =0

Assume-se ainda que os (Ai’ bi’ Ci) sao completa-

mente controlaveis e obhservaveis, sendo dados por:
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y , -
ajy 12 by 0

Ry = 3 by = } Cp =
2 a2 2
~ag) a5 0 €5

sao positivos.

, . k k k
Qnde todos os aij’ bi’ C;

Definindo as matrizes de interconexzo por:

0o 0] 0 k1

C = ; C = ; k]2, k21 > 0

Verifica-se que, em termos estruturais, nao somente cada um dos
sistemas 51 mas tambem o sistema interconectado S apresenta uma

estrutura favoravel do tipo "sign stable™ (Fig. IV.5).

N
\ sub sistema Sgp

interconexdes —=Z —

Fig. IV.5 - Estrutura qualitativa do sistema interconectado S
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Pelo Coro15rio IV.4 cada um dos sub-sistemas S
admite a fungao de Lyapunov:

Y . R _
V1()~(1) = 51 Pi -)S'l + Zq.i JO fj('f) dt; 1 =1, 2 '(IV.-I/)

. i i .
onde P, = diagfasqs ay0) 3 1 =1, 2.

Considerando que f](.)be fz(.) estao contidas em
setores positivos finitos, osvsub—sistemas S] e 82 sao global-

mente exponencialmente estaveis |'°°].

Tomando-se qualquer um dos metodos de sistemas in
terconectados, embora uns levem as condigcoes menos restritivas
do que outros, sempre serao obtidos Timitantes finitos para -

os parametros de interconexao kip € koqs 51, |°%].

A razao basica para esta restricao esta no fato
de“que a estrutura de sinais das interconexoes nao e considera-
da neste tipo de abordagem. Para efeitos ilustrativos,pelo me-
“todo proposto por Michel e Porter |7%|, utilizando ||A]] =

~ (max Ai(AﬂA))]/Z chegaremos a seguinte relacao:

kyp-kpp < (075 « ©93)/(874 « Opg) | (1V.18)

onde 0535 O4gs 1 = 1, 2, sao tais que:
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Vi(ﬁi) < ej3l|§1l|3 IIVV1(§1)|[ < 914||§11|> i=1, 2

e 0sS parﬁmetros‘@i 3 € 0.4 sao obtidos a partir das caraBteris
5 3 -

ticas dos sub-sistemas S, como e sugerido por Siljak ['°°].

A relacao (IV.18) assegura a estabilidade exponen
cial global para o sistema S, e nao e dificil concluir que a re

lagao (IV.18) conduz a limites finitos para o produto(k12.k2]).

Todavia, desde que o sistema S verifica condigGes
de estrutura relativas ao Teorema IV.1 e Corolario IV.4, con-
clui-se que a estabilidade exponencial global se verifica para
quaisquer valores positivos de k12 e'k21, ou seja, k]Z'kZ] < o,
Isto @ mostrado a partir da funcgao de Lyapunov ( do tipo utili-
zado no Coro]ério_IV.4) para o sistema 1nterconéctado S, ou se
Jja: | | |
Vixys Xp) = agVylxg) + 0y Vp(xp)

' (IV.13)

- . — 2
onde ay = 13 Op = a12‘k12/a2]’k21

Evidentemente o sistema S foi construido de manei
?ra a apresentar caracteristicas estruturais favoraveis, basica-
mente para que pudessemoé aplicar o Teorema IV.1 e Corolario
IV.4. 0 que desejamos ressaltar e que se tiyessemos aplicado os
metodos de sistemas interconectados ao sistema S, sem antes in-

“vestigarmos suas propriedades estruturais, terTamos chegado a

condigoes sensivelmente mais restritivas do que aquelas que sao
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obtidas quando se leva em conta a estrutura do sistema.

Nos casos en que o sistema nao apresenta explici-
tamente uma estrutura favoravel, sera visto mais adiante, pode-
mos»investigar a possibi1idéde de representa-lo sob um outro
sistema de coordénadas conveniente que faz com que o sistema
apresente uma estrutura favoravel. Isto corresponde ao que nos

referimos como sendo o caso C do inicio desta secgao.

Exemplo IV.4 (Sistema tipo IL; Caso B)

Ainda considerando o sistema do exemplo anterior,

suponhamos que as matrizes de interconexao Ci sejam ligeiramen

J
te diferentes daquelas definidas no Exemplo precedente, neste

caso:
0 €12 0 ko1

Cyp = » Cye 7 s kygs kpp > 0
k]2 0 | o1 0 -

onde 1e]2}, Iez][ sdo suficientemente pequenos em relacao a

k12 e k21 e representam ligacOes fracas entre oS sub-sistemas

' 51 e,SZ. Neste caso a mesma restrigao (IV.18) obtida a partir

do metodo proposto em |73| assegura a.estabilidade exponencial

global desde que kyp > [eq,] @ ko > leoq |-

No entanto, utilizando a funcao de Lyapunov
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(IV.i9) obtida de uma maneira re]étivamente simples a partir de
cdnéideragBes estruturais para ey, = e,y = 0. verifica-se que
9(51, Xo) & negativa definida para !e]zl, |e2]| suficientemente
pequenos. A par disto, para um dado conjunto de parametros "k"
e "e" mantendo-se a re1ag§o'k12/ké1 congtantea 9(51, Xo) sera
negativa definida independente da magnitude de k]2 e k21' Esfe
fato assegura a estabilidade exponencfa1 global do sistema in-
terconectado S e portanto novamente a relacgao (IV.18) sera mui-

to restritiva no caso em que |e;,| e |e,;]| sdao suficientemente

pequenos.

Exemplo IV.5 (Sistema tipo IL, Caso A)

Considerando o sistema:

X_S = —psxs+g; g = BSXS+Y‘DZO'="F(G); S = -l, 2, 3, 4 (IVZO)

o~

s=1]

onde Pgsls=Pp > 0; f(0) = 0, o.f(o) > 0.

Este sistema, abordado pelo método de sistemas in
terconectados |%2], |7*| representa a dinamica longitudinal de
oum aerpp{ano. Em ambas as referéncias acima o sistema (IV.20) e
tratado como sendo formado pé]a interconexao {linear) de dois

sub-sistemas (S]) e.(Sz) onde:

(81) Xg = "pgXc 3 S = 1, 2, 3, 4.

(1V.21)

i

(SZ) é rp,o - f(o)



e Cyp = T, 1, 1, 11'; Cpq = [319 By» Bgo 34] sao as matrizes

de interconexao.

Uma condicao suficiente para estabilidade, utili-
zando fungoes de Lyapunov vetoriais foi obtida por Pionkovskii
‘I62|

e Rutkovskaya e e dada por:

4
,21 £ < = 5 &5 = (By)/pypyr o (1V.22)
1=

-
©
e
A
o)
N
I A
ko
w
A
©
I
o

Outra condigao suficiente, menos restritiva, foi
obtida por Michel e Miller |’*| a partir de um metodo de siste-
mas interconectados que utiliza fungoes de Lyapunov escalares,
esta condigao e dada por:

4

Jog2 < (IV.23)
i=1

onde &, e como definido em (IV.22)

Todavia, analisando-se a estrutura do sistema in-
terconectado, verifica-se que ela possui uma caracteristica aci
clica-3 (¢f. Definigao II1I.11) pois podemos escreve-lo na forma

z = Az + bf(o)

onde:
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ol - -
Py 0 1 0
“P3 1 0
N - . b = (1v.24)
0 "0y ] 0
B B By By TPy -1

z = [Xys X5 Xz Xg5 0]

e 0 digrafo associado ao sistema e representado pela figura

IV.6 abaixo.

f»Figura IV.6 - Estrutura do sistema (IV.24)

Portanto o sistema (IV.20) recai no Caso I da se-~
cdo IV.2. Utilizando-se o Corolario IV.2, visto que o sistema

“tem estrutura aciclica e satisfaz a condigdo («), a condigao su
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ficiente para estabilidade absoluta e dada por:

+

(—1)1det1.(A ) >0, 4 =1,2, ..., n. Dado que py, i=1,2,3,4

sao positivos, a condicao acima fica reduzida a det(A

+) < 0. A
expressao do determinante de A e:
4
det A = rp, + ) B:/p; (IV.25)
i=1 1T
Caso tenhamos os sinais das interconexoes (61.)S

ou todos positivos ou todos negativos,a condigao suficiente pa-

ra a estabilidade absoluta sera. dada por:

1D~

Y‘pz +

_ B:/p; <0 ' (IV.26)
1 .

p 10T =

A funcao de Lyapunov nestes casos e obtida a partir dos Teore-
mas III.4 e IV.3:

V(x, o) = ) |B.[x% + o2 (IV.27)

Analisando-se a desigualdade (IV.26) wverifica-se
que nestes casos esta comdigéo nao é apenas suficiente porem e
témbém necessaria para a estabilidade abso?ufa A_ do sistema
(IV.20). Isto pelo fato de que (IV.26) & equivalente a condigao

~det A < 0 que e uma condigao necessaria para a estabilidade as-

sintotica do sistema (IV.20) com f(o) = eo para e>0,. Portanto
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(IV.26) & tambem necessaria para a estabilidade absoluta A_ e
evidentemente nestes casos e menos restritiva que (V.23) obti-

da pelo metodo de "sistemas interconectados”.

Exemplo IV.6 (Sistema tipo LP, Caso A)

Considerando sistemas do tipo Lur'e-Postnikov
(IV.13) o problema da estabilidade absoluta pode ser relaciona-
do ao sistema transformado, colocado na forma (IV.14),neste ca-

so, analisam-se as propriedades estruturais da matriz

---------

Caso esta matriz tenha propriedades estruturais
favoraveis, pode-se aplicar os resultados das secoes IV.] e -
IV.2. Para exemplificar, um caso especifico e tratado em Segui~
da. Este exemplo tambem foi tratado em [°*| utilizando o metodo

de "sistemas interconectados™":

Supondo que todos os auto-valores da matriz B do

'sistema (IV.13) sao reais negativos e distintos, e mostrado em

|®2| que o sistema (IV.13) pode ser colocado sob a forma:

1%

D . b fﬁ 1o
S U IR S BT B IRrae) (1V.28)
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3]

onde D d‘lag[rp]s “'025 e s ey —pl

P20, b= [1, 1, coos 107 p5 > 0, 4 =1, 2, ..., ntl;

a' = [Y1(pn+1'p1)’ Vo(Ppyq7Pp)e wovs Y (pn+1mpn)1;

Yio® i=1, 2, ..., n sao constantes.

Analisando o sistema (IV.Z28) vemos que ele perten
ce a classe (II.2) e apresenta uma estrutura aciclica-3. Pode-
mos, neste caso, utilizar uma fungao de Lyapunov do tipo (II.7)

obtida a partir do Teorema III.4 dada por:

n
V(ésg) = Z

O .
3 Ivylepeme) lxd v 2 [ f(e) o (1v.29)
1 . !

1

Nos casos em que 0SS Sinais de [Yi(pn+1-pi)}’ i =
1, 2, ..., n sejam todos positivos, ou todos negativos; a par-
tir da fungao (IV.29) e do Teorema III.4 obtem-se a seguinte

condigdo suficiente para estabilidade absoluta no setor [0, k],

k > Qs
n Y1(pn+1-p1) pn+1
) - <r (1V.30)
i=1 0. k
1
Btilizando o metodo de fungoes de Lyapunov vetoriais Piont-

kovskii e Rutkeovskaya |%%] obtiveram a seguinte desigualdade:
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n - i szp%
2_[ Y'i(pn-;--]"pi) < n ~—
’]:

» (IV.31)
n .

onde foi assumido que p1‘= min Pyt (1 <1 < n)
1

Acontece no entanto que, nestes casos, a vrelacgao

(1V.30) & equivalente a condigao necessaria para estabilidade

assintdotica para o caso Tinear no setor [0, k] e que & dada
por:
D . kb
(1) ™ot i i, > 0 | (1v.32)
a’ 59h+] rk

Portanto, nestes casos, a desigualdade (IV.30) e necessaria e
suficiente para a estabilidade absoluta no setor [0, k] e & por

tanto menos restritiva que (IV.37).

Obs: Como exemplo de sistemas do tipo INL; (sistemas com inter-
conexoes nao-lineares) e tratado o caso de sistemas de energia

elétrica (sistemas multi-maquinas) na segao IV.1.

Pelos resultados e exemplos ate aqui apresenta-
dos, verifica-se que o método proposto neste trabalho mostra-
se eficiente e de facil aplicacao quando sao identificados sis-
temas com estrutura favorével‘exp17cita. Poderé, no entanto,
parecer que estes resu]tados estao restritos a casds bastante

particulares de estruturas favoraveis e que, em geral, dificil
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mente serao encontrados sistemas que recaiam nos casos trata-
dos. 0s exemplos .abordados neste capitulo mostram que esta im-

pressao nao e inteiramente verdadeira.

v

Tcdavié e verdade que o fato de um sistema apre-
sentar explicitamente uma estrutura favoravel nao € a regra.
Nos casos em que oS Ssistemas nao apreséntam estruturas favora-
veis de uma maneira explicita, foram desenvolvidos metodos de
"realizacdo de estfuturas favoraveis", que buscam investigar a
possibilidade de um determinado sistema apresentar uma estruiu—

ra favoravel, poréem implicita; este problema e tratado no capi-

tulo subsequente.

Considerando os exemplos tratados na secao IV.3,
procura-se enfatizar a importancia de se investigar as proprie-
dades estruturais de determinados sistemas antes de se aplicar
este ou aquele metodo de anilise de estébi]idade. Especificamen
te em relacao ao metodo de "sistemas interconectados" compara-
do ao metodo proposto neste trabalho, nota-se que, quando ‘um
determinado sistema apresenta uma estrutura favoravel em forma
explicita os resultados via "sistemas intetconectados" geral-
‘mente conduzem a resultados mais conseryativos do que aqueles
obtidos atraves de uma abordagem esttutura1. Neste caso a vanta
éem tambem e extensiva ao esforco computaciona1,‘visto que, tan
to as funcoes de Lyapunov bem como as condigoes de estabilidade
sao facilmente obtidas, fato que nao ocorre no caso do metodo

de "sistemas interconectados".



Ja nos casos em que o sistema ndo apresenta uma
estrutura favordvel explicita e dado que ainda nao se dispoe de
algoritmos, nos cas;s gerais, para verificar a existencia de
uma estrutura favoravel ihp1?cita (vide capitulo seguinte), nos
parece que o metodo de "sistemas interconectados", pelo fato de
ser mais geral e de certa forma ja sistematizado, este teria
preferancia no caso de uma possivel aplicacao. Todavia em ter-
mos de resultados, dado o seu carater universal, cremos que con
duziria a resultados relativamente conservativos, principalmen-
te se fosse identificado (de alguma forma) .que o sistema apre-
senta uma estrutura favoravel implicita. Este fato justifica
um esforgo adicioné? para investigar a existencia de estrutu-
ras favoraveis implicitas (vide a apTicagao‘a sistemas de ener-

gia eletrica, segao VI.1).

Pélo exposto acima, considerando-oe um determina-
do sistema nao-Tinear de grande porte, uma Sequencia mais ade-
quada de abordagens que poderia ser utilizada e a « Seguinte:
(a) primeiramente investiga-se a existencia de uma estrutura
favoravel sob forma explicita, caso exista, aplicam-se os resul
tados da‘abordagem estrutural; (b) caso o sistema nao apresente
uma estrutura explicita e nao recaia nos casos em que sistemati
camente pode-se investigar a existéncia de estrututas favora-
veis implicitas (Capitulo V), utiliza-se o método de "sistemas
interconectados"; (c) tenta-se investigar a existencia de uma

estrutura favoravel sob forma implicita.



Cabe ainda tessa1taf que, em termos estruturais,
nos ativemos a classe dos sis%emas fortemente conexos. Cremoé
entretanto, que o aspecto da decomposicdo de um Ssistewa %raca—
mente conexo |*7], [®°], "|"*|, em sub-sistemas “fortemente cone
xos" merece ser investigado, dado que boa parte das caracterTSu
ticas estruturais de sistemas fracamente conexos sao decorren-
cia das propriedades de seus sub-sistemas fortemente conexos.

GComo consequencia deste fato, o tipo de¢ abordagem
estrutural utilizada neste trabalho podera ser exp]orada in—

cluindo-se ainda este aspecto.



CAPTTULO V

REALIZACUES DE ESTRUTURAS FAVORAVEIS

Analisando os resultados dos capitulos preceden
tes, de uma maneira intuitiva, eles poderiam ser sintetizados
da seguinte forma: "desde que um sistema dinamico ndo-linear
da classe (II.2) apresente uma estrutura favoravel, podemos

assegurar a estabilidade absoluta deste sistema".

Considerando~se a afirmativa acima, algumas
questoes que naturalmente ocorrem sac as seguintes: "neste ca
so estes resultados estariam restritos & uma classe de siste-
mas que explicitamente apresentassem a chamada estrutura favo
ravel ?. E no caso em que oAsistemi nao anresentasse esta es-
trutura favoravel, nada se poderia afirmar sobre sua estabili

dade com base nestes resultados"?.

A finalidade deste capitulo & a de exatamente
procurar responder estas questoes. Mostra-se que mesmo quan-
do um sistema nao-linear nao apresenta explicitamente uma es~
trutura favoravel (caso do Exemplo II;1) ou nem mesmo perten-
ce a classe (II,1) (Exemplo V.5), pode-se por uma mudanca de
variaveis conveniente, fentar dar-The uma representacao mate-
matica equivalente (do ponto de vista de estabilidade). No ca
so desta nova representacio ﬁatemética possuir caracteristi-

cas estruturais favoraveis poderemos assegurar a estabilidade
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absoluta do sistema original com base nos resultados apresen-

tados nos capitulos precedentés.

A derivacgao de métodbs sistematicos para a ob-
tencdo desta nova representacdo matematica faz com que a po-
tencialidade dos resultados obtidos neste trabalho seja consi
deravelmente ampliada. Evidencia-se desta maneira que a repre
sentacao matematica de um sistema em uma determinada base
“"conveniente" pode explicitar certas propriedades interessan
tes que sao "ocultadas" quando a sua representacao nao e "ade

quada".

A mudanca de variaveis relativa a nova represen
tacdao, no nosso caso e obtida de uma maneira indireta utili-
zando- o que chamamos de "algoritmos de realizacgao". Em

particular nos ativemos aos sistemas do tipo Lur'e-Postnikov.

Mostra~-se paralelamente como é possivel, a par-
tir destes algoritmos de realizagio, estabelecer novos crite-
rios algebricos para a determinacao da estabilidade absoluta
de sistemas de controle contendo uma nao~linearidade contida
no setor positivo infinito. Mostra-se, outrossim, a conveniéﬂ
cia da utilizacao destes a1gor1tmos para o caso de sintese de
reguladores em sistemas'n50~11neares |*°], dado que os meto-
dos frequenciais |7®]| em geral sio restritos a problemas de

analise.
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No capitulo subsequente sao dadas aplicacgoes
destes algoritmos de realizacao ao problema da sintese de re-

des passivas, bem como para derivar:resultados em estabilidade de

sistemas de energia eletrica.

V.1 - 0 SISTEMA x = A

[

Uma questao que pode ser Tevantada no caso mais
simples do sistema dinamico linear % = A X € a seguinte: "to-
do sistema linear autonomo que seja assintoticamehte .estével
pode ser representado sob uma_estrutura favoravel e em parti-
cular sign stable" ? ou equivalentemente, "sempre existe uma

1

transformacao nao singular T tal que TAT ' tem estrutura

"sign stable" ?

A resposta a questdo acima e afirmativa, de vez
que diferentes tipos de estruturas sign stable podem ser obti

dos sistematicamente a partir de uma matriz A estavel.

A obtencao de uma destas estruturas sign stable,
a partir de uma matriz estavel (e "non derogatory"), baseia-
se na transformacao desta matriz para a forma de Schwarz|®7]|,
[5],]*2|, pois a forma de Schwarz, dado que A & estavel, pelo
Teorema III.11 & uma matriz Jacobi sign stable (vide secao
VI.2) e portanto o nosso problema seté de passar de A (esta-
vel) para S (forma de Schwatz e Jacobi sign stab]e)..A esta
passagem corresponde uma transformaggq T (héo singular), que

pode ser obtida de uma maneira sistematica |**°|, |'?|, |**].



ras:

(1)

(i11)

Podemos obter a matriz S de diferentes maned-

a partir dos coeficientes do polinomio caracteristico de

A e dos determinantes de Hurwitz (vide secao VI.2).

determinando a forma de Hessenberg da matriz A, o que @
sempre possivel |*!'°|, |2!|, e posteriormente a partir
da forma de Hessenberg obter construtivamente a forma

de Schwarz pelo metodo sugerido em |[21].

a partir de A, obter a sua forma companheira (e por con
seguinte os coeficientes do polinomio caracteristico de
A), o que & problematico do ponto de vista numerico,
Todavia, tendo-se a matriz A na forma companheira, uti-
lizamos o metodo sugerido em |2'| para chegar a matriz
Jacobi sign stable (na forma de Schwarz), dade que a

matriz companheira & uma matriz de Hessenberg.

Esquematicamente temos:

(coef1c1entes do po11nom1ﬂ

//ﬁ mcaracter1st1co de A

A i _—
[estéver]—ia»H(fOVma de Hessenberg) ]f:f;mé (Schwarz, Ja

J

\ : %ok ok
F (forma companheira) - ]

obi .sign stab1eJ
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*  via algoritmo de Wilkinson |*1°]

*%* yia determinantes de Hurwitz |*?]

**% yvia algoritmo de construcio da matriz de transformagao T

de B. N. Datta |?%'].

Outra maneira alternativa de se obter a partir
de A (estavel) uma forma Jacobi sign stable e pela determina-
cao da "eigen-structure" de A (nxn) |''*]. Neste caso chega-
se a forma real de Jordan, ou sejé, a forma constituida de
blocos de Jordan (para as raizes reais) e blocos Jacobi sign
stable (para os pares complexos conjugados) como mostra -a ma

P

triz A abaixo:

onde A, @ o bloco correspondente as raizes reais formado por

blocos diagonais tais que

-~

A1q

=

A, = : 12

=1

im
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My 1 0 e 0
0 . 1 “en 0
3
onde: A.. = ,
R F , . o
Y3

e 0 bloco de Jordan correspondente ao auto valor real “j < 0

de multiplicidade vj e

21

e o bloco real correspondente aos auto-valores complexos con-

jugados
M. I,
0 M.
i
au I
Aai = .o f
M, I,
0 Myl 2vy x (A
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“Ho U',_J 0 1

onde: Mi e o bloco real correspondente a um par de auto-valo-
res complexos conjugados e A2i e o bloco de Jordan (real)cor

respondente a este par de auto-valores de multiplicidade Vi

A obtencao da transformacao de similaridade T

tal que TAT™! = A encontra-se discutida em [tt*|. Claramente

~

A & sign stable desde que A seja estavel.

A investigacao no sentido de obter metodos que
transformem uma matriz qualquer A (estavel) em uma forma qual
quer sign stable que nao Jacobi nao foi abordada neste traba-

tho.

V.2 - SISTEMAS TIPO LUR'E-POSTNIKOV

Considerando os sistemas tipo Lur'e-Postnikov

descritos pela equacao abaixo:

~

onde x ¢ R", & o vetor de estados A (nxn), b(nx1), c(1xn) sao
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matrizes constantes e f(.) @ uma fungao real nao-linear, sem
memoria, continua, satisfazendo as condigoes (IV.2a) e

(IV.2b) e (A, b, c) controlavel e observavel.

Dado que em geral os sistemas do tipo (V.1)
nao se enqguadram na classe dos sistemas (I1.2), a wutilizacgao
dos fesu1tados dos capitulos anteriores, nestes casos hao se-
ria pbésTve1o 0 que se pretende, neste caso, e investigar a
possibilidade de obter uma nova representacgdo matematica do

sistema (V.1) tal que seja possivel aplicar tais resultados.

Neste sentido foram desenvolvidos metodos para
" obter um novo sistema do tipo Lur‘é»Postnikov, equivalente ao
sistema (V.1), e que apresentasse uma estrutura "conveniente"
para a aplicacdo dos resultados do capitulo anterior. Note-se
que neste caso o0 problema e mais complexo do que aquele refef

rente a secao V.1.

Neste capitulo foi desenvolvida uma maneira in-

direta, via funcdo de transferencia, de se obter um sistema

X =KX+ bu
y = E-:—)':(: (Vv.2)
u = f(y)

tal que: (é) (V.2) e equivalente ao sistema (V.1), ou seja,
existe uma transformagao de simi]éridade dada

por uma matriz ndo singular T onde, A = TAT °,
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a

(b) (V.2) tem uma estrutura Jacobi, ou seja,[A % bc] @

uma matriz de Jacobi.

(c) (V.2) recai em um dos casos tratados na secao

(IV.2).

A preocupagao foi de investigar a classe das es-
truturas tridiagonais (Jacobi), ou seja, foram desenvolvidos al
goritmos de realizagao que dao uma representacao (V.2) com es-
trutura Jacobi aos sistemas do tipo (V.1). Esta representacao,
uma ez obtfdég possibhilita a rapida verificacao das condicoes

relativas as estruturas favoraveis.

Considerando~se a parte Tinear dos sistemas (V.1)
e (V.2), exploraremos a sua fungao de transferencia que no caso

e dada por:
a(s) =ML o st -y = -1 -7 E (V.3)

os sistemas (V.1) e (V.2) podem ser representados pelo diagrama

. de blocos abaixo:

HHZ0 () e u(t) 2 (1)
— f(e) =t  G(s) o

Figura (V.1) - Sistema de Controle Nao-Linear
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onde

ags) = As) - Y(s) (V.4)
U(s) U(s)

Dado o fato que a fungao de transferencia G(s) da
parte linear do sistema (V.1) independe do sistema de coordena-
das em que o sistema da Figura V.1 & descrito, utilizaremos es-
ta fungao de transferencia para, a partir dela, obter uma repre

H

sentacao matematica equivalente e que possua uma estrutura "con
veniente", Isto sera obtido a partir de uma realizagao irreduti
vel de G(s), utilizando os "algoritmos de realizagao" derivados

na secao V.3.

Nossa preocupa¢ao basica com relagdao aos sistemas
do tipo (V.1) sera de saber se estes podem ter uma representa-
cao do tipo (V.2) e que, a]ém dissd5 apresente uma estrutura -
favoravel. Caso isto se verifique, poderemos assegurar a estabi
lidade absoluta A_ do sistema (V.1) baseados nos resultados da

secao IV.2,

V.2.1 - Condicoes Necessarias para que o Sistema Tipo Lur'e Se-~-

ja Absolutamente Estavel A,

Dado que a representacdo do sistema (V.T7) na for
ma (V.2), com estrutura favorﬁve1; estaﬁ& baseada na realizacgao
da funcao de transferéncia G(s), ﬁada mais natural que investi-
‘gar as condicoes que G(s) deve satisfazer para que isto seja

possivel.
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Analisaremos as condic¢Oes necessarias para que o0
sistema (V.1) seja absolutamente estavel no setor positivo infi
nito, estas condigcoes serao dadas em termos das caracter?sticas
da funcao de transferencia da parte linear (G(s))o' Claramente
estaé condicoes tambem serao necessarias para que se obtenha

uma representacao (V.2) com estrutura favoravel.
Neste sentido temos o seguinte:

Léma V.1: Para que o ponto de equilibrio x = 0 do sistema (V.1)
seja absolutamente estavel A_ € necessario que G(s) dada por

(V.3) satisfaca as seguintes condigoes:

(i) G(s) tenha polos e zeros no semi-plano lateral esquerdo(fe

chado).
(i1) AG(s) A gr D(s) - gr N(s) < 2.

Prova: Considerando o sistema da Figura V.1 e raciocinando em
termos do lugar das raizes deste sistema para 0 caso lTinear
i.e., f(y) = h.y (0< h < «), sabemos que: os polos do sistema
em malha fechada, para h » o, tendefae para os zeros de G(s) e

" que portanto n3ao poderao estar no semi-plano lateral direito.

No caso de h - 0 os polbs do sistema em malha fe-
chada tenderdo aos polos de G(s) que deverio estar no semi-pla-
no lateral esquerdo fechado, pois h > @. Caso tivessemos

0 < f) ¢ » deverfamos ter polos de G(s) no semi-plano lateral
Y
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esquerdo aberto.

Analogamente, raciocinando em termos do Tugar das
raizes para o caso 1inear, f(y) = h.y (0 < h < «), para que 0
sistema seja incondicionalmente estavel (0 < h < =) as assinto-
tas do lugar das raizes (para h » ) nao poderao cruzar o eixo

imaginario. Como o angulo das assintotas e dada por:

by 2941) 4y g =0, 1, 2, ..., (n-m-1)(n=gr D(s);m=gr N(s))

n-=m .

portanto g = 1, donde AG(s) < 2

ma X

Portanto as condi¢oes acima sdao condigOes necessa
rias para a representacao do sistema (V.1) sob qualquer estrutu
ra favoravel. Como consequencia da condicdo (ii) acima- tem-se

0 seguinte:

Lema V.2: Se para o sistema (V.2) a matriz [K % b.c] € sign sta =
-1

ble ent3o: G(s) = c(sI - A) '.B @ tal que AG(s) < 2.

Prova: Tomando-se a € R, o > 0, a matriz [A % a.b.C] sera sign

stable V o > 0. Considerando que esta matriz "caracteriza" 0

- 'sistema (V.2) no qual u = a.y, ou seja,.

Claramente o sistema acima e estavel para todo o > 0. Pela con-

dicao (i1) do Lema V.1 isto implica que necessariamente AG(s) <2 &
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V.2.2 - Condicoes de Realizabilidade do Sistema tipo Lur'e sob

Estrutura Favoravel

Trataremoé dos sistemas do tipo (V.1) para inves-
tigar a possibilidade da obtencdo de uma representacao favora-
vel e mais especificamenteapara que esta representacao recaia
nas condicoes dos Corolarios iV°1 a IV.6 com estrutura Jdacobi.

Em termos das matrizes A, b e T, para que o siste
ma (V.2) apresente uma estrutura Jacobi conveniente e que re-
caia em um dos casos tratados na segao IV.2, algumas condicoes

devem ser satisfeitas:

(a) Uma condigdo necessaria para que o sistema (V.2) tenha es-
ij) e b.c = (bi°cj)
'sejam Jacobi. Pois se A ou b.c nao forem Jacobi, a matriz

trutura Jacobi & que as matrizes A = (@
[A % bc] nao sera Jacobi (vide Definigdes IV.1 e IV.2).

(b) Uma condigdo necessaria para que o sistema (V.2) recaia em
um dos casos da secao IV.2 e que tenhamos a . matriz

T = (c1, EZ’ cees En) com apenas um elemento nao nulo

c, #0317 <k <n, (amatriz nxn, b.c = (Ei'Ej) tera  ape-

nas a coluna k ndo totalmente nula).”

Dado que a realizagao do sistema (V.2) sob uma es
trutura favoravel, que recaia nos casos tratados na segao IV.2,
sera obtida a partir da funcgao de transferéncia (v.3) da parte

linear do sistema (V.1) ou (V.2), a seguir sdao dadas as fungoes
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de transferencia relativas a cada caso(Casos I, Ila ellb da se-
cao IV.2) bem como sao analisadas as condigoes de realizabilida

de destas funcoes sob estruturas favoraveis do tipo Jacobi.

As funcoes de‘transferéncia ahaixo sao determina-
das'conéiderando-se que o sistema (V.2) esteja representado sob
uma estrutura Jacobi, que e aquela que sera buscado obter a par
tir de uma dada G(s). Considera-se tambem que a matriz A (ra
forma Jacobi) e nao-decomponivel e que a,s <0, i=1,2,...,n. Es

tas duas ultimas condicOes no entanto, nao sao essenciais e

em certos casos podem ser relaxadas.

As funcgOes de transferencia relativa aos casos
(I, ITa e IIb) da secgao IV.2, considerando o sistema (V.2) com

estrutura Jacobi, sao dadas por:

Caso 1I:

st . - &, |
n-1 K (V.6)
|s1, - A|

onde: I e 1

0 n-1 sao as matrizes identidade (nxn) e (n-1) x (n-T)

respectivamente.

K, e a matriz (n-1) x (n-1) obtida a partir da matriz A
k .

(Jacobi) (nxn) eliminando~se a k-esima linha e coluna.Cla

ramente neste caso temos AG(s) = n-m = 1,
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Caso Ila: Como na secgao IV.2 foi mostrada a equivalencia dos ca
sos IIal e IIa2, a funcao de transferencia relativa a este ca-

so, utilizando os argumentos da secao IV.2 e caracterizada por:

[sT, o = Ayl

|sI, - A

(V.7)

onde: KTZ e a matriz (n-2) x (n-2) obtida a partir da matriz &

a

(Jacobi) eliminando-se a 1% e 2% Tinhas e colunas da ma-

triz A (nxn). Claramente neste caso temos AG(s) = n-m = 2.

Caso IIb: No caso em que o sistema (V.2) tem estrutura Jacobi a

fun¢dao de transferencia relativa ao Caso IIb & dada por:

1
iéz1ek+i det(sI -A),,;
G(s) = S — (V.8)
|sI, - Al
onde: (sI_ - A . e a matriz formada a partir da matriz
n k+1

(sIn - A) eliminando-se a (k+i)ésima linha e a k-ésima co
Tuna.

k+1 =
Ok""i ("]) . b

neste caso, dependendo de © teremos AG(s) = n-m = 2 ou

k+i?

Obs: 0 caso I & um caso patticu]ar do caso Ilb.
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As condigoes de realizabilidade de uma funcao de
transferencia G(s) sob "estruturas favoraveis", devido ao fato

de estarmos tratando estruturas Jacobi nas quais gij # 0 para

|i-3| < 1, passam a ser mais estritas do que aquelas dadas pe-

1o Lema V.1,

Tomando-se o caso especifico em que o sistema
(V.2) tem uma estrutura favoravel do 1ipo sign stable, tem-se o

seguinte:

Lema V.3: Uma condicao necessaria para que G(s) = N(s)/D(s) (ir
redutivel) seja realizavel na forma do sistema (V.2) com estru
tura Jacobi sign stable, nos casos I (AG(s) = 1), Ila (AG(s)=2)
e IIb (AG(s) = 2 ou AG(s) = 1), e que N(Q) e D(s) sejam polineg
mios de Hurwitz.

Prova: (Casos I e Ila): Como A = ( ) e tal que Eij # 0 para

aij

|i-j] < 1 entdo (B = b c) ser sign stable implica em que A e
sign stable e portanto por (V.6) e (V.7) D(s) nos casos I e Ila

e Hurwitz, Analogamente por (V.6) e (V.7), como qualquer sub-ma

triz principal de uma matriz sign stable (com a,: < 0; i=
1, 2, «o., n) tambem & sign stable entdo Kk e KTZ tambem sao
;sign stable e portanto N(s), nos casos I e Ila, tambem 530

Hurwitz.

(Caso IIb): No caso IIb analogamente aos casos antetiores D(s)

@ Hurwitz. Todavia o fato de que N(s) neste caso tambem @ estri
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tamente Hurwitz nao & imediata e e mostrada a partir do Lema

A3.1 (Apendice A3).

Pelo Lema A3.1 podemos afirmar que um polinomio
P(s) de grau n > 1 que seja obtido a partir da combinacgao Ti-

near de (m > 1) polinomios de Hurwitz P.(s) i.e. P(s) =

onde: o >0; i=1, 2, ..., Mme a diferenca de grau entre 0s
polinomios Pi(s), i=1,2, .., m & nao superior a 2, entao

P(s) tambem sera Hurwitz.

Como no caso da funcao de transferencia (V.8)
N(s) & um somatdorio que recai neste caso, entao N(s) tambem se-

ra Hurwitz. e

No caso em que a condicgao Eij £ 0 para [i-J| <1
seja relaxada, e mais especificamente para gii < 03 i=1,2,.005n
as condicoes do Lema acima poderdo ser relaxadas para as condi-
coes do Lema V.1, levando-se em conta que neste caso, a obten~-
¢do de uma estrutura Jacobi sign stable estara sujeita as condi

¢oes do Teorema III.11 (caso Jacobi sign stable com diagonal

. n3ao estritamente negativa).

Considerando-se ainda as caracteristicas particu-
lares das estruturas relativas aos casos I e Ila, condigoes adi
‘cionais devem ser satisfeitas para que seja possivel a obtengao

de estruturas favoraveis; estas condigOes sao dadas pelo:
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Lema V.4: Uma condicdo necessaria para que a funcao de transfe-
rencia G(s) = N(s)/D(s) seja realizavel na forma do sistema
(V.2) com estrutura Jacobi sign stable, relativa aos casos I e

Ila, & dada por:

a; > 61; i=1, 2, , M (V.9)
onde: N(s) = s+ B sy + B,
_.n n-1i
D(s) = s + ay S toees F o0y

Prova: Considerando as funcgoes de transferencia G(s) = N{s)/D(s)
relativas aos casos I e Ila dadas respectivamente por {V.6) e

(V.7) temos que:

(a) N(s) &€ o poTinomio caracteristico de uma sub-matriz princi-

pal da matriz A (Jacobi sign stable).
(b) D(s) & o polindmio caracteristico de R.

(c) os coeficientes dos polinomios caracteristicos D(s) e N(s)

sao formados a partir dos menores principais de A i.e.

B.o= (-1 T M (R (caso I)
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ou

B: = (—1)i ) Mi(ﬁlz) (caso Ila)

Mi(ﬁ): sdao os menores de ordem i da matriz A (nxn) e Kk e K]z

sao sub-matrizes principais de A (cf. (V.6) e (V.7))

(d) todos os menores principais de uma matriz sign stable A
(nxn) (indecomponivel com diagonal estritamente negativa)

satisfazem (“1)i Mo(R) >0, 1 =1, 2, ...y 1.

Portanto de (a), (b),’(c) e (d) tem-se que:

para todo i =1, 2, ..., m e portanto (V.9) se verifica.

Obs. 1: No caso em que a matriz A & decomponivel e com diagonal
nao estritamente negativa a condigao (V.9) pode ser relaxada
paraa; > Bi’ i=1, 2, oo M,

Obs. 2: E facil verificar que a condigao (V.9) nao e necessaria
no caso IIb e em casos em que, por exemplo as matrizes b e ¢

sao dadas por b = [by, by 0, ..., 0] e ¢ = [cy, 0, ..., O].
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V.2.3 - Algoritmos de Realizacao de Estruturas Jacobi

As fungOes de transferencia (V.6), (V.7) e (V.8)
sugerem que ha uma forte relacdo entre os polinomios caracteris
ticos da matriz A e os polinomios caracteristicos de suas sub-
matrizes principais na formacao do numerador e denominador das
fungoes de transferencia G(s). Com base nesta ideia foi determi
nada a relacao existente entre os elementos gij de uma  matriz
de Jacobi Kre os coeficientes dos polinomios caracteristicos de
suas sub-matrizes principais (tambéem Jacobi). A partir desta re
lacao, dada pelo Lema V.5 abaixo, € que foram desenvolvidos o0s
algoritmos de realizacao apresentados a seguir.

Lema V.5: (Vide Apendice A4): Sendo A = ( ) uma matriz de

aw

Jacobi real nxn, a relacao entre os elementos gij da matriz A e
os coeficientes dos polinomios caracteristicos das sub-matrizes

principais inferiores Ki’ como definido abaixo,e dada por:

k  ~ k-1 k-1 - k-2 \
ay = app'ai tag gt ap+]’p.u1 (V.10)
k =n, n-1, vo., 13 1 = k-1, k=2, ..., 1, 0
P = (n-k) + 1
onde: ajj = - ajj; J =1, 2, cvs, N

a‘€+] 9'@ - —aﬂﬂ ,K'aﬁ,l’ﬂfl; I‘ = 1’ 29 LI n"']
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=

e a; sdo os coeficientes do polinomio caracteristico P (s) =
sk 4 ui gk-T o el oF K da sub-matriz principal ﬁn-k' Onde

-1 %0
R (3 =0, 1, ooey n-1) &

tir da matriz K eliminando-se as suas J primeiras linhas e colu

a sub-matriz principal obtida a par-
nas (KO - A).

Em (V.10) adicionalmente temos que:

-— }’l )‘,‘ .
Ane1,n - 03 og=1 (se r=s>0); a.,=0 (se r<s ou r<0 ou s<0) (V.11)

V.2.3a ~ Uma Realizacao Jacobi para o Caso AG(s) = 1

Para a estrutura do sistema (V.2) relativa ao ca-

so I e em particular com E] e E] (ou de maneira equivalente ¢

n
e Bn) os elementos nio nulos de T e b, a funcio de transferén-
cia dada por (V.6) e
Ny (s) |sT. 1=K1| _ Sn—1+an:;5n-2+. aB“T
G1(S)=T] - - ~1 - - Y1 T nn—] n n-2 n
D, (s) |sI-K] sTHag 9ST Hap oS The..og
(V.12a)
¥ = - By (V.12b)

I

10 In'e n.7 como em (V.6),

Para determinarmos os elementos da matriz A utili

zamos 0 seguinte:
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Algoritmo V.1: Fazendo k = n, em (V.10), obtemos um sistema al-

gebrico de n equacCes a n incognitas que, embora nao-Tlinear, e
de solugao bastante simples pela sequencia de operagoes dada
abaixo. A partir de (V.10):

com (k = n); i = n-1 obtemos 3

i = n-2 obtemos a

21
Co_ n-2
i = n-3 obtemos o3
i=0 obtemos ag_g

com (k=n-1); i = n-2 obtemos 522
i = h-3 obtemos a5,

i = n-4 obtemos o

i =0 obtemos u8_3
] -
com (k = 1)5 1 =20 obtemos ag = A,

-

0s a.. e a

a SE obtidos pela sequencia de opera-

cOes acima, constituem a matriz &,

Portanto no caso I, para que se obtenha um siste-

ma (V.2) com as caracteristicas desejadas, a matriz A e obtida
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pelo Algoritmo acima e como neste caso as matrizes b e ¢ tem
estrutura pre-determinada, os valores numericos correspondentes
ads elementos destas matrizes sao obtidos diretamente a partir

do ganho de G(s) (cf. V.12b).

Obs: Segundo o algoritmo acima, desde que para algum par (k,i)

obtivermos um coeficiente (&.. ou a?) negativo; isto significa
1

J

que uma estrutura em que (A % b c) seja Jacobi sign stable com
as caracteristicas desejadas nao pode ser obtida a partir da

G(é) dada. Para que (A x b c) no caso I seja Jacobi sign stable

todos os coeficientes aij e a? necessariamente deverao ser posi
tivos. Todavia, para obtermos uma realizacao sob estrutura favo

ravel, esta nao necessariamente devera ser Jacobi sign stable

(vide Teorema IV.3 e Corolario IV.2).

V.2.3b - Uma Realizacao Jacobi para o Caso AG(s) = 2

Para a estrutura do sistema (V.2) relativa ao ca-
so Ila, e em particular para E] e 52 como os elementos nao nu-

Tos de ¢ e b, a fungao de transferencia dada por (V.8) e

- n-2, n-2 n-3 n-2
6 (s) - 7 N2(s) s lsIn?2~A2| = s *0, 35S tooag
2 12 RS - R n.n n-1 n
D, (s) |sI - &| sTHa L 1S t...0g
(V.13a)
72 = - 512 52 51 (V.13b)
A, R,, 1,1 , como em (V.7)
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Para determinarmos os elementos da matriz A utili

2amos o0 seguinte:

Algoritmo V.2: Fazendo k = n em (V.10) obtemos um sistema alge-

brico nido-linear de n equacdes e n + 1 incbgnitas que sao: 5]1,

- n-1 . .
dg9s Gy s 1= 0, 1, ..., n=-2, Portanto neste caso, em princi-

pio, podemos ter uma infinidade de solugdes para a matriz A,

0 Algoritmo para este caso consta de 3 passos ba-

sicos:
Passo 1: Arbitrar um valor para 51]

Passo 2: Solucionar o sistema linear (V.14) abaixo, obtido a

partir das relagbes (V.10):

- n = - - r.n=T4
On-17297 1 0 0 Gy o
. . n-1
ug-Z a1 ] 0 ] “n-3
n-1
: = o ] 0 ol T8 (%4l (v.14)
n ~ n-2 n-1
%y ay, - %9
n a an-—Z é‘
A R N 11 % | %21 ]
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Passo 3: Com a solugao de (V.14) fazemos k = n-1 no Algoritmo

V.1 e recaimos no caso de realizacoes Jacobi com AG(s) = 1.

Passo 4: Como a estrutura das matrizes b e ¢ e dada, determina-
se 0s seus valores numericos a partir do ganho 7?, equagao

(V.13b).

Visto que a nossa preocupacao principal, em rela-
cao a estes Algoritmos, € a realizacao de sistemas do tipo
(V.2) a partir de uma G(s) dada e que apresentem estruturas fa-
voréveis; a sua utilizacao e em particular o Algoritmo V.2, as-
sume caracteristicas peculiares que podem Ser expressas pelas

sequintes observagoes:

—

Obs. 1: No Passo -1 o intervalo utilizado para arbitrar 511 e
tal que: 0O<a < o - an-Z. Tal intervalo e de terminado pelo
11 n-1 n-3 " :
: . noo_ = N2 3 -
seguinte: dado o fato que o 4 = izl aj; € o 3= Z a ., eco

;
mo, para que seja obtida uma estrutura favoravel, @ necessario

que tenhamos 5?1 >0, i=1,2, ..., n (Lema III.2, condigao ne

n n-2

cessaria para que A ¢ D) devemos ter 0O« apy < @pq T o3

Obs. 2: Sobre o Passo 2; caso exista solugao "viavel" para
(V.14) somente ai e que passamos ao Passo 3. Caso contrario re-
tornamos ao Passo 1 alterando o valor de a;;, ate que todo o in

tervalo seja testado. Dizemos que (V.14) tem solucgao “v15v¢1"

n- . .
se a21 > 0 e oy T, 0, i =1,2, ..., n-2; de vez que nosso in-

teresse prende-se a realizacao de estruturas favoraveis. Eviden
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temente caso (V.14) nao tenha solucao viavel, para toda a faixa
possivel de 511, a funcao de transferencia nao tem uma realiza-

¢ao sob aquela estrutura favoravel na classe Jacobi.

Obs. 3: As observagoes relativas ao Passo 3 sao aquelas perti-

nentes ao Algoritmo V.1.

As observacgoes acima relativas a cada passo des
Algoritmos V.1 e V.2 prendem-se a busca de estruturas favora-
veis e nao se aplicam quando apenas se deseja realizar estrutu-

ras Jacobi.

Sumariando o Algoritmo (V.2) no caso da vrealiza-
¢ao de estruturas Jacobi favoréveis, para o sistema (V.2), pode

mos esbhoga-10 pelo diagrama de blocos da Figura V.2.

Obs. 4: No diagrama de blocos da Figura V.2 a verificagao do fa
to de ter-se chegado a uma estrutura favoravel ou nao,e decidi-

do com base nos resultados da segao V.3.

Obs. 5: A conclusdo da existéncia ou nio de um valor de 5]]
(pelo algoritmo V.2) que gera uma estrutura favoravel deve ser
" cercada de um certo cuidado: -dado que o valor de 5]] que gera
uma estrutura favoravel em principio pode ser um valor isolado,
este fato, dependendo dos acrescimos que sao utilizados para

testar o intervalo, podera levar a falsa conclusao da nao exis-

“teéncia de realizacao favoravel.
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Fig. V.2 - Algoritmo V.2: realizacao de estruturas favoraveis



181

Obs.‘6: Analisando-se o procedimeﬁto baseado no a1goritmo V.2
vemos que no caso em que AG(s) = 2 (caso IIa) a realizacao de
uma G(s) dada, em uma estrutura favoravel pode nao ser  unica,
fato que podera determinar diferentes condicoes para a estabili
dadé absoluta do sistema (V.1); algumas poderao ser mais conser
vativas que outras. Cremos que este aspecto devera merecer wuma

investigacao complementar.

Obs. 7: Outro aspecto relativo aos Algoritmos V.1 e V.2 que de-
vera ser investigado & o seguinte: independentemente de se ob-
ter estruturas favoraveis, determinar em que condigoes uma fun-
cao de transferencia G(s) admite uma realizagao com estrutura
Jacobi. Este aspecto & de importancia quandb se aborda o proble
ma da sintese de sistemas absolutamente estaveis, dado que, uma
vez obtida uma estrutura Jacobi (por exemplo) pode-se atribuir
valores aos parametros de G(s) pafa que se obtenha uma estrutu-

ra favoravel.

Considerando o problema das realizagoes, em ter-
mos gerais, acredita-se que um maior esforgo de pesquisa devera
ser efetuado para a determinagao de maneiras sistematicas de se
obter outros tipos de estruturas mais gerais do que aquelas tra

tadas nesta segao.
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V.3 - CONDICOES SUFICIENTES PARA ESTABILIDADE ABSOLUTA A_: CRI-

TERIOS ALGEBRICOS

Tomando por base os Algoritmos de realizacao da-
dos na segao anterior, podemos estabelecer novos criterios alge
bricos para determinar a estabilidade absoluta de sistemas do
tipo Lur'e-Postnikov (V.1). Normalmente os criterios de estabi-
lidade absoluta relativos a estes sistemas baseiam-se nas carac’
teristicas frequenciais de G(s), |78], |83|, |87], todavia es-
tés criterios nem sempfe s3ao de facil aplicacao, principalmente
no caso em que se considera o problema da sintese de regulado-

res que assegurem a estabilidade absoluta do sistema regulado

!113'

0 estabelecimento de criterios algebricos basea-
dos nos coeficientes dos polinomios N(s) e D(s) de G(s), propor
ciona metodos alternativos para o problema da analise de estabi
lidade de sistemas nao-lineares. Cremos todavia que sua poten-
cialidade maior esta ligada ao problema da sintese de regulado-
res em sistemas nao-lineares. Alguns trabalhos recentes neste

sentido comprovam esta assergao |22], |%0].

A determinacgao destes critéerios algebricos ba-
seia-se na "realizabilidade" da funcao de transferéncia G(s)
sob uma estrutura favoravel referente aos resultados da segéo
IV.2, esta realizabilidade e verificada em termos dos resulta-

dos e Algoritmos estabelecidos na segao V.2.
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Considerando 0s casos em que AG(s) =1 e AG(s) =

2 (vide Lema V.1) podemos estabelecer 0s seguintes resultados:

Teorema V.1: Condigoes suficientes para que o equilibrio do sis

tema (V.1) seja absolutamente estivel A_ sao:

(i) AG(s) =1

(11) Todos os elementos a.. e a obtidos a partir do Algo-

i+,

ritmo V.1 sejam-positivos.

Prova: Desde que a condigao (ii) € satisfeita, isto implica que
para (V.2) existem, uma matriz A Jacobi sign stable e matrizes
b e ¢ (obtidas a partir de V.12b; caso I) tais que (A = b c) e
sign stable. Pelo Corolario V.1 o s{stema (V.2) e consequente-
mente (V.1) tem o equilibrio absolutamente estavel A_. |

Teorema V.2: CondicOes suficientes para que o equilibrio do sis

tema (V.1) seja absolutamente estavel A_ sdo:
(i) aG(s) =1

‘(ii) os elementos aij obtidos a partir do Algoritmo V.1 sao

tais que: a,. > 0; i =1, 2, ..., n e a matriz de Jacobi

11
B = (3],) satisfaca (-1)7 det,(R") > 03 § =1, 2, ..., n.
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Prova: Analogamente ao Teorema V.5, se a condigao (ii) neste ca

so for satisfeita, entac existe uma matriz A = (gij) tal que

A-¢ D e como neste caso AG(s) = 1 (caso I) existem matrizes b e
€ tais que §;.€; < 0 (V.12b). Pelo Teorema IV.3 o sistema (V.2)

e consequentemente (V.1) tem o equilibrio absolutamente estavel

Teorema V.3: CondigOes suficientes para que o equilibrio do sis

tema (V.1) seja absolutamente estavel A_ sao:
(1) AG(s) = 2

(ii) Todos os elementos aii e 5~.1,1 obtidos a partir do algo-

1+

ritmo V.2 sejam positivos.

Prova: A partir da condigao (ii) existe uma matriz Jacobi A
sign stable e como AG(s) = 2 no caso IIa existem matrizes b e ¢
(V.13b) tais que (A = B C) & sign stable, portanto pelo Corola
rio IV.4 o sistema (V.2) e consequentemente o sistema (V.1) tem

o equilibrio absolutamente estavel A_.

Teorema Y.4: Condigoes suficientes para que o sistema (V.1) se

ja absolutamente estavel’A_ sdo:

(i) aG(s) = 2

(ii) Os elementos a,; obtidos a partir do algoritmo V.2  sejam

J
tais que:
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Prova: Analoga a prova do Teorema V.3, neste caso utilizando o

Corolario IV.3.

As condicoes suficientes dos resultados acima
apresentados podem ainda ser relaxadas permitindo-se que os ele

mentos diagonais da matriz A = (a,.) nao sejam todos negativos

iJ

<0, 1i=1,2, ..., n, isto pode ser oObtido a partir

foe. a,, <

da utilizagao do Teorema III.1T.

Um aspecto que deve ser considerado e o de que
os resultados acima sao derivados a partir de realizacoes em es
truturas aciclicas-3 do tipo Jacobi, e embora outros tipos de

realizagoes aciclicas-3 devam ser investigados, cre-se que: "ca
so uma realizagao Jacobi nao seja possivel, nenhuma outra estru
tura aciclica-3 podera ser obtida a partir da fungao de transfe

rencia dada", esta proposicao no entanto nao foi demonstrada.

0s resultados acima constituem-se em criterios al
gebricos alternativos para a determinagao da estabilidade abso-
Tuta do sistema (V.1), todavia, em termos gerais, a comparacao
destes resultados com outros obtidos atraves de metodos frequen
ciais |77, |78], ]3'], |'9%| ainda ndo foi estabelecida. Apa-
" rentemente eles conduzem a resultados mais ou menos consetvati-

vos dependendo do sistema considerado.
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Sabe-se no entanto que sendo as funcgoes de Lyapu
nov, referentes aos resultados da secao IV.Z, do tipo Lur'e e
desde que se verifiquem as hipoteses destes resultados ,as G(s)
correspondentes verificaﬁ 0 critéhio de Popov para nao—lineari

dades no setor positivo infinito [87], ou seja,
Re{[1 + aqjo] G(juw)} > 05'j = V¥ = T1; q cte (V.15)
para todo 0 < w < + =

Cabe ainda salientar que os criterios algebhricos
acima estabelecem uma nova classe de sistemas que satisfaz a

conjectura de Aizerman |!], |2].

Mostramos em seguida a aplicacao destes crite-
rios, bem como exemplos especificos em que,a partir deles, ob-
tem-se resultados menos conservativos do que aqueles obtidos

por métodos frequenciais, como € o caso do exemplo V.5 |[103],

Exemplo V.1: Seja o sistema (VI.1) com a funcao de transferen-

cia da parte linear dada por:

$% + ByS + B s? + s + 1
G(s) = 1 0 _
3 - =
s3 + azsz *ays +oay s3 + 352 4+ 5s + 3

Aplicando o Algoritmo V.l a partir dos coeficientes de G(s) te

mos:
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Exemplo V.2: Seja

s + 453 + 95?2 4+ 10s + 5

G(s) =
s5 % Bgh 4 1453 + 2252 + 20s + 8

utilizando o Algoritmo V.1, obtemos 511 = 51+1 ;o= 1 e por-

tanto pelo Teorema V.1, temos a estabilidade absoluta do siste-

ma de controle da Figura V.1 com f(.) e A_.

Exemplo V.3: Sendo a funcao de transferencia (V.3) dada por:

2, N=2 n-2
524 +
G(s) = @y ST0y B S24+5+2
by Nes n n n by e 3 2 [
+0.5340,5+ayS+a + -
STto S ta,StayStag $*+45°+8,552+105+5,5

utilizando o a]gbritmo V.2:

-~

Passo 1: Arbitrando o valor a;; = 0,85 0 < 3y4 < (a

ey e

w S
1
Q

— 5

1
[a]

—
il
w

Passo 2: Montando o sistema (V.14) para a G(s) dada, temos:

[ n ] i 1 T n-1]
a3 a]] 1 0 0 0 0y
ol 3 1 0 1 o1
2 11 1
ol 0o 3 1 1 i
1 11 “0
n = =
] ao | ] 0 0 81] 2_ _az] |
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obtemos a seguinte solugdo: [ag-];uq_];a8—1;501] = [3,20; 5,23;
£

5,10; 0,71]

Passo 3: Fazendo, em (V.10), k = n - 1 =33 j = 2; k =1 suces-
sivamente temos:
i=2 o7 = 3,20 = 3,, + o) s By, = 2,2
N N n-1 _ = n-2 n-2 - ~ B
(k=3){ i=1 o = 5,23 = CPPLR +oag + A5, > 83y = 1,03
. n-1 _ _ = n-2 = n-3 n—3_
i=0 ag = 5,10 = PV + a0 > ooy = 0,68
. n-2 _ o~ n-3 - B
i=1 oy =1 = az3 * o > dgg = 0,32
(k=2)
. n-2 _ = n-3 = ~ _
i=0 g = 2 = a5 Oy + a4 T agq = 1,78
- . _ n-3 _ = - _
(k=1) 1=0 oy 7 = 0,68 = a,, -~ a.44 = 0,68

portanto, como todos os 5ij sao positivos, pelo Teorema V.3, o

sistema da Figura V.1 com a G(s) dada & absolutamente estavel

A_. Uma das realizagoes possiveis & dada pelas matrizes:

[-0,8 -1 0 0
0,7 ~2,2 +1 0 b =1[0,1,0, 0]
R = ,
0 -1,08 0 -0.32 ¢ =1[1,0,0, 0]
. 0 0 ”‘-l 378 ‘"’0,68_
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Exemplo V.4: |58

k(s+a)
(s+b)(s2+cs+d)

as condigoes suficientes para a estabilidade absoluta A_ neste

caso sao:

(1) a, b, c, d, k > 0

(ii) ¢ > a

Estas condicoes decorrem do fato de podermos obter a seguinte

realizagao:

~-b N 0 1

o -k -a a 0 . _ -

X = 22 23 x + |7 . o(y)s y = [0, T, 0] x (V.16)
i 0 Ag9 -a | LOJ

onde: do9 = C = 2

dpy3 A4y = (c - a). a~-d

Considerando o sistema (V.16) e analisando as con
digoes em que (A % bc) apresenta estrutura favoravel temos 0
seguinte: Neste caso AG(S) = 2 e podemos utilizar o Teorema V.4

e o Corolario IV.3 (caso Ila); para que o sistema tenha estrutu

ra favoravel relativa ao caso Ila devemos ter as seguintes con-
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0 que demonstra a suficiéncia das condigoes (i) e (ii). Cabe
ressaltar que tais condigoes que sao algebricas, dificilmente

seriam obtidas a partir de metodos frequenciais.

Obs: Note-se, no exemplo acima, que se a2‘3a32 = (c-a).a~d < O
(A % b c) sera uma matriz éign stable e a estabilidade absoluta
decorre do Corolario IV.4. Caso (c-a).a-d > 0 a condicgao (iv) .
do Corolario IV.3 & satisfeita i.e. det A7 < 0. 0 caso

(c-a).a-d = 0 nao pode ocorrer, visto que neste caso o sistema

V.16 & redutivel (G(s) €& redutivel).

Exemplo V.5 [103]: Seja o sistema abaixo, dado na sua represen

tagao de estados:

g = X + Co(y)s e(.) e A (V.17)
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Utilizando metodos freduenciais baseados no crite
rio de Popov; Siljak e Weissenberger [103] determinaram uma fun
cdo de Lyapunov que garante estabilidade absoluta do sistema no
setor [0; 41,6]. Porém, utilizando-se os resultados da sec¢ao an

terior, computando-se G(s) obtemos:

G(s) = s + 1
s2 4+ 4s + 4

e aplicando-se o Algoritmo V.1 temos a seguinte rea1iza§50,‘ ou

representagao equivalente do sistema (V.17)

X = X+ c oY) (V.18)
| OJ

e pelo Corolario IV.4 temos que o sistema (V.18) e consequente-~
mente x = 0 do sistema (V.17) e absolutamente estavel no setor

positivo infinito, 0 < k < e,

Este exemplo tambem ilustra o fato de como uma re
' presentacao matematica do mesmo sistema e que apresenta uma es-
trutura "favoravel" possibilita a obtencao de resultados sensi-

velmente menos conservativos.
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Claramente os Teoremas V.l a V.4 constituem~-se em
novos criterios algebricos para analise de estabilidade absolu-
ta de sistemas do tipo (V;l), todavia desejamos enfatizar o fa-
to de que, a par da utilidade no problema da ané]iée, os algo-
ritmos acima derivados sao de grandé utilidade no problema da
sintese de sistemas absolutamente estaveis |["*0]|, [92] de vez
que o0s métodos frequenciais sao menos adequados ao problema da

sintese.

V.4 - ESTRUTURAS SIGN STABLE E PASSIVIDADE

Considerando o fato de que os sistemas da <classe
(V.1), com G(s) satisfazendo as condigoes dos Teoremas V.1 e
V.3 admitem realizacoes que apresentam elevada. insensibilidade
ou "robustez" do ponto de vista da estabilidade, ou seja, pode-
mos realizar sistemas do tipo (V.1) nos quais a matriz [A * bc]
e sign stable. Isto implica no fato de que mesmo havendo varia-
goes nos valores numericos dos elementos dé A, bec, sem que

seja alterada sua estrutura de sinais, o sistema continuara sen

do absolutamente estavel.

A partir deste fato, uma questao que pode ser cb=
- lTocada & a seguinte: "haveria uma relag3o entre a realizabilida
de de uma funcao de traﬁsferéncia sob uma estrutura sign stable
e a realizacao de sistemas passivos |[°2], |75|, [%8| e por con
seguinte uma relagao com fungoes reais positivas e hiper-estabi

Tidade [%], |8%], |85|" ?
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Esta questao parece bastante natural de vez que
sistemas passivos teém caracteristicas que Thes diao uma  “vyoca-

¢ao" natural para a estabilidade [52], [8%].

No capitulo subsequente mostra-se a existencia de

uma estreita relacdo entre estruturas sign-stable e redes passi

‘U’)

seja, mostra-se que & possivel, por uma escolha conve-

*QJ

vas, ou

niente das variaveis de estado de circuitos RLC, dar-lhes  uma

=5

epresentagao com estrutura "sign-stable”. Fato que foi utiliza

do na determinacao da sTntese destes circuitos a partir destas

“

alizagoes "si

(ﬂ)
N’D
W

ns

féa]

able”. Todavia os Timites precisos da rela-

¢ao sign-stability =~ passividade, do ponto de vista formal,

ainda nao foram estabelecidos.

Censiderando que tal questdo merece uma investiga
¢8o mais aprofundada, podemos no entanto estabelecer algumas
conclusdes baseadas em resultados que caracterizam a passivida-

de em termos da estrutura interna do sistema |52], |8%|, [28].

Dado o sistema linear invariante no tempo

N -
]
;:
4+
Lwe)

b{ =

(V.19)

» m . :
gom X e R"s u, y ¢ R" e A, B, C, matrizes constantes de dimen-

s0es adequadas, temos .a seguinte:
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Definicao V.1 [98|: 0 sistema (V.19) e chamado passivo - se e

somente se para 5(0) = 0 temos

T 7 .
fo ut(t) . y(t) dt >0, VT >0 | (V.20)

para toda u(t) quadrado integravel .

Do ponto de vista da teoria de circuitos, de onde
o conceito de passividade tem origem, a relacao (V.20) represen
ta a "energia fornecida" ao sistema, portanto a passividade e
definida em termos da nao-negatividade desta energia. Do ponto
de vista da teoria de sistemas e sistemas de controle, 0 concei
to fisico e implicacoes de passividade sao menos evidentes, de
vez que a conceituagaoi do que representa a "energia do siste-

ma" nao fica suficientemente caracterizada |79%].

Dado que a relagao entre sistemas passivos e fun-
¢Oes reais positivas e conhecida |52, |!1%|,nos preocuparemos
somente em situar as G(s) (no caso uma entrada uma saida) que

tem realizacao "sign stable",no contexto de sistemas passivos.

Embora a passividade, como definida acima, esteja
baseada na relagao entrada-saida do sistema (V.19) & possivel de:
termina-la a partir da estrutura interna deste sistema |°?]|. Es
te fato nos permite situar os sistemas que apresentam estrutura

sign-stahle em relagao aos sistemas passivos como & mostrado a

seqguir.
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Para o sistema (V.19) os pares (A, B) e (A, C)sao.
admitidos completamente controlavel e observivel respectivamen-

te.. Consideremos o0s seguintes resultados:

Teorema V.5 |°2%|: Condicoes necessarias e suficientes para que

0 sistema (V.19) seja passivo sao que: exista uma matriz defini

da positiva P(nxn) e uma matriz L(nxm) tais que as relacgaes

A'P + PA = - LL' (V.21a)

B'P = C (VI.2b)
sejam verificadas.

Para o caso em que as matrizes B e C sao respecti
vamente (nx1) e (Ixn), ou seja, (V.19) corresponde a parte 1i-
near do sistema (V.1), em termos da funcao de transferéncia es-

calar G(s), tem-se o seguinte:

Teorema V.6 |°%|: Para que o sistema (V.19), com B(nx1) e

C(hxn) seja passivo e necessario que G(s) = c(sI - A)_] b satis

faca as seguintes condicoes:
(i) tenha n-1 zeros finitos

(11) tenha todos os n-1 zeros finitos no semi-plano lateral es-

querdo (fechado) do plano éomp]exo.
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Obs: 0 resultado acima, embora conhecido na literatura referen-

te a teoria de circuitos |[*°%}, |*°?|, foi generalizado para o

caso multivariavel |98],

Utilizando o Teorema V.5 podemos mostrar o seguin

te:
Lema V.6: 0 sistema (caso particular de (V.19))

b u

[
n
p
X

+

(V.22)

e ‘sign stable

=
o
O
=
o3
—_—
—
-
~—
x=
(9>

—
—
—

~
o

I}
-
o
—
-
o

C = (Cys Cops weres Cp) sao tais que

b, e ¢, (1 2 k<) sao unicos elementos nao

nulos com bk Cy > 0

€ um sistema passivo.

Prova: Como A e sign stable entao pelo Corolario IIl.4 existem

matrizes diagonais P > 0, P = diag[p], Pys «oes P e LL' > 0
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tais que (V.21la) se veﬁifica. Dado uma mat(iz P diagonal que sa
tisfaz (V.2la), a expressgo (V.21b) ficé reduzida a b, p, = Cy -
E facil ver que se P € solugao diagonal de (V.21a), para qual-
quer real K > 0, KP tambég e solucao, entao tomando-se um K > 0

tal qhe

c
K = —K , a relacao (V.21b) e verificada
byPy ‘
Tendo em vista as caracteristicas da funcao de

transferencia (V.13a) do sistema (V.2) podemos ainda concluir o

seguinte:

As funcgoes de transferencia que saiisfazem as
condicoes do Teorema V.3, ou seja, que tem realizacao sob estru
tura "sign stable" ndo correspondem a fungGes de transferencia
~de sistemas passfvos e portanto as realizacoes com estruturas
"sign-stable" correspondentes ndo se constituem em sistemas pas
sivos. Isto pelo fato de que neste caso AG(s) = 2 e portanto o
sistema tem n-2 zeros finitos e nao satisfaz as condigoes do

Teorema V.6.
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A questao que se colocava em relacao aos siste-
mas do tipo (V.1) com estrutura (ou realizagao) sign stable era
a seguinte: "Seriam os sistemas do tipo (V.1) com _A estrutura
"sign stable" um caso particular de sistemas passivos ?" Clara-
mente pelo exposto acima, a resposta e negativa, embora haja

uma grande intersecao entre estas duas classes de sistemas.

Dado a identificacao existente entre sistemas

passivos, fungoes reais positivas [115] e hiperestabilidade .

|*1, |8*], pode-se concluir que as fungbes de transferéncia re-
lativas aos Teoremas V.1 e V.2 sao fungoes reais positivas e

consequentemente os sistemas correspondentes sao hiperestaveis.

0 fato acima foi explorado para, a partir dos a?l
goritmos de realizacao, determinar metodos de sintese de redes

passivas como e mostrado no capTtulo subsequente.

Note~se que o Algoritmo V.1 constitui-se em um
metodo algebrico que pode ser uti]izado na sintese de funcgoes
reais positivas e por consequéncia na sintese de sistemas hi-
perestaveis [%|, |8%]|, o que podera ser de utilidade no proje-

to de sistemas auto-adaptativos [©®3].

Concluindo este capitulo queremos salientar que
o problema de realizagoes em estruturas favorgveis devera ser
explorado no caso de varias nEo»Tinearidades, (o problema da se
¢cao VI.1 & um exemplo) assim coho no caso de outros tipos de es-

truturas que nao necessariamente Jacobi, visto que, se forem de
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terminadas formas sistematicas de se obter estas realizagoes,
tal fato podera determinar novos critérios algebricos para ana-

Tise e sintese de sistemas nao-lineares nos casos mais gerais.

No caso do probTeha da sintese de sistemas nao-
Tineares, com varias nao-linearidades, a aplicagao relativa aos
sistemas de energia eletrica tratada na secao VI.1 constitui-se
em um exemplo da yiabilidade da ap11cag§d das tecnicas de reali

zagao de estruturas favoraveis para os casos mais gerais.

Outro aspecto que ainda cabe ressaltar e o de

que -no problema de nao-linearidades contidas em setores finitos;

f(x)
k k <

tratados pelos critérios algebricos desenvolvidos neste capitu-

f(.) ¢ A, onde A, = {f(.)]0 < < k, x # 0}, alguns exemplos

1o, apresentam resultados que justificam uma pesquisa exploran-

do esta questao.
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CAPTTULO. VI

APLICACOES

A finalidade deste capitulo e o de apresentar al
- gumas aplicagoes dos resultados da abordagem estrutural conti-
dos nos‘cathu1os precedentes. Sao abordados dois problemas ba-
sicamente distintos: o primeiro trata da estabilidade de um sis
tema de n-maquinas sincronas interconectadas,e o segundo trata
do prob1emavda sintese de redes passivas lineares e invariantes

no tempo.

Em ambos casos exploram-se as caracteristicas ine
rentes a estrutura destes sistemas. A partir da abordagem pro-
posta, mostra;se como o fato de se considerar a estrutura, de
uma maneira explicita ou implicita, auxilia no tratamento do

problema da estabilidade de sistemas complexos.

No primeiro problema (nao-linear), verifica-se
que certas peculijaridades de sua estrutura permitem utilizar a
abordagem estrutural na determinacao de resultados para o pro-
blema de controle P-f (Potencia-frequencia) do sistema multi-hé
;quinas. Mostra-se que € possivel, utilizando os algoritmos de
realizacao (capitulo V),‘sintetizar controladores para cada uma
das h—méquinas, de uma maneira descentralizada, os quais por
sua vez asseguram a estabilidade absoluta do sistema interconec

tado.
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No segundo problema, a partir de uma definicao
adequada das variaveis de estado- que descrevem as redes passi-
vas do tipo ladder RLC, verifica-se a existencia de uma JTntima
re1q§50 entre a estrutura destas redes e as estruturas do tipo
Jacobi signAstab1e. Este fato e explorado para, com base nos al
goritmos de realizagao de estruturas Jacobi sign stable (CapTtu
1o V), determinar metodos sistematicos alternativos para a ob-

tencao da sTntese destas redes.

VI.1 - SISTEMAS DE ENERGIA ELETRICA: COM CONTROLE (P-f) DESCEN-

TRALIZADO

A aplicacao do metodo direto de Lyapunov ae pro-
blema da estabilidade de um sistema de n;méquinas sincronas in-
terconectadas tem.sido objeto de inUmeros trabalhos [112],|80],
[25], |?*|. A maioria destes trabalhos utiliza, como hipoteses
simplificadoras, desprezar a dinamica dos reguladores de veloci
dade de cada uma das maquinas, ou entdo, considera-las a partir
de modelos extremamente simplificados . Por outro lado,
trabalhos que incluem a dinamica dos reguladores, determinam con
digoes suficientes de estabilidade absoluta a partir de funcgoes

de Lyapunov do tipo Lur'e. Estas condicgoes, no entanto, san da-
" das de uma maneira 1mp1fc1ta'em termos da resolucao de equacoes

matriciais algebricas nao-lineares bastante complexas |1124,

l'2'+| .

A partir da utilizacao da abordagem esfrutura]

proposta neste trabalho @ possivel demonstrar um resultado inte
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ressénte. Este resuitados considefado nao infuitivo, basicamen-
te mostra que: a estabilizacao jaca1 de cada area (ou maquina)
guando feita de uma maneira “adequada", implica na estabiliza-
¢ao do sistema global. Esta estabilizagao "adequada", no caso,
& obtida a partir de uma "realizacdo" sign-stable das equacoes
que regem a dinamica de cada umaAdas areas. Sao considerados

tanto os reguladores de velocidade, bem como as nao-linearida-

des referentes as interconexoes entre as maquinas.

Como consequencia deste resultado, as condigoes
suficientes para a estabilidade do sistema interconectado podem
ser colocadas explicitamente de uma maneira descentralizada, ou -
seja, conjuntos de condicbes relativas aos parametros de cada

uma das areas em separado.

Obgerve-se que a eétabi1izag€o a que nos referi-
mos, significaia estabilidade absoluta no setor positivo infini
to em relagao as nao-linearidades presentes e nao apenas a esta
bilidade local em relacao a um ponto de operacao. Neste caso a
condigao de setor positivo infinito, juntamente com a fuhgéo de
Lyapunov obtida para o sistema, pode ser utilizada na determina
¢ao do dominio de estabilidade em torno do ponto de operacgao
|1t2]. Cabe ressaltar que a fung¢dao de Lyapunov que garante a es
tabilidade absoluta do sistema & obtida de uma maneira inédita
e bastante simples a partir dos resultados dos capitulos II e

ITI.
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Pelo fato de que, ﬁelo metodo proposto, as condi
¢oes de estabilidade absoluta sdo dadas de uma maneira explici-
ta em termos dos ganhos das realimentagoes referentes a cada ma
quina, elas tambam podem ser utilizadas no problema da sintese
de reguladores. Este aspecto foi explorado em [%2| para sinteti
zar, no caso de duas ‘maquinas, regu1adores que assegurgm estabi

lidade absoluta e que sao localmente otimos sob um determinado

criterio quadratico.

VI.T.1 - Descrigdao do Sistema e Modelo Matematico

Com a finalidade de manter a frequencia nominal
do sistema, assim como as potencias de interligacao prescritas,
independentemente das variagoes de carga; e necessario estabe]é
cer uma estratégia de controle adequada. No caso em que as va-
riagﬁés de carga 550 do tipo degrau, estas podem ser compensa-
das pela inclusao de uma integracao do sinal ACE. (Area Cbntrol.
Error)-lzel. No caso de variacGes mais gerais da carga, do tipo

polinomial seria necessaria a inclusao de integradores em casca

ta |2%].

Considerando, sem perda de generalidade, 0 <caso
de perturbagoes em degrau, sera utilizado apenas um integrador
pafa cada maquina (o que & convencionalmente utilizado nos sis-
temas reais). A partir das hipoteses simplificadoras, explicita
das mais adiante, o diagrama de blocos correspondente ao siste-

“ma representativo de cada area e dado pela figura a seguir.
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aji Ci
MAQUINA
GOVERNADOR TURBINA SINCRONA
! IR P
I+sBg; Py; l+sBmy M;s+d;
b €
Py
Figura VI.1 - Diagrama de blocos do sistema de geracao relativo

a cada uma das areas
onde para a i-esima area temos:

r. : sinal de referencia

ACE.: sinal de erro para contro}e de geragao da area (Area Con-

trol Error)

w. : velocidade da maquina

_ Mi : inercia mecanica do rotor
d1 : amortecimento da maquina
Ty, constante de tempo da turbina
;

P, ¢ potencia mecanica fornecida pela turbina
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Tgi : constante de tempo do govetnadot

Pgi : posigad da valvula do gove}nador

P. k potencia de inter]igagéo ("tie Tine")
v. : perturbagao (variacao na carga)

Ui s By bi’ Ci» €54 ganhos do regulador

Verifica-se (Figura VI.1), que a estrategia de
controle adotada e descentralizada, visto que somente sao utili
zadas informacoes locais na composicao do sinal de controle
u;. 0 sinal P, (poténcia de interligacao ("tie-Tine") da i-ési-

ma area) e localmente mensuravel |2%].
Assumindo as hipoteses, abaixo:

(a) as maquinas sincronas sao consideradas como sendo uma ten-

sao constante atras de sua reatancia transitoria.
(b) as reatancias das linhas de transmissao sao desprezadas.

(c) os modelos dinamicos da turbina e governador sao considera-

dos lineares.

(d) as ndo-linearidades devidas as interconexdes da rede sao

mantidas.
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0 sistema de n-maquinas interconectadas pode ser
descrito, sob uma forma conveniente, pelas seguintes equagoes

diferenciais: (o indice i refere-se a i-esima area).

‘ S,i X = Ai Xi o+ vy 9(%) + D, Vi b By oug Gi P (VI.1)
g =B X
onde:
. .
xi = [w1, Pm1’ Pgi, Z;]; S, = diag[M,., Too T .’ 1]
X' = (x1s X5 o > Xp)
-d; 1 0 0 0 -1] 0
0 -1 0 0 0 0 0
A‘i = : G'i = H D'i = 5 B_i =
0 0 -1 0 0 0 1
L-a1 0 0 0 1 0 0
- . n
e g' = [01, Oos voos om] e definido a partir das diferengas de
“angulos de potencia 055 = (8; - sj) entre a i-ésima e a j-esima

J
- maquinas,.ou seja:

c]'= 0]2; o, = 613; e el On-l = O]n; On = 023; On+] =v024;..etc.

(n-1)n/2

4]

- M

my
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Neste caso, chamando de Ti aos n-vetores de di-

mensao m que formam a matriz Cn dada por:

= [Ty 17, . ;Tn'];'ni,z (VI.2)
onde:
CZ = [1 "'-I]
R -1 0 0
1 -1 0] 1 0o -1 0
Cy = |1 0 15 Cy = 1 0 0 -1]; etc.  (VI.3a)
0 1T -1] 0 1T - 0
0 1 0o -1
0 0 T -1
temos que:
Bo=[By 1Byt .o toB )iy = [Ty 20101 0] (VI.3b)
v = [T P00l BTy (VI.3c)

8(a)" = (07(07)s 0p(ap)s +ovs b (o))

Para o caso de maquinas de polos lisos ¢y (o))

Fij sen(ok); onde Fij'é o coeficiente de sincronizacao entre a
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i-esima e a j-esima maquinas.

Considerando o sistema de n-maquinas, representa
do na forma das equacgoes (VI.1), convem ressaltar que uma condi
cao adicional e necessaria para que (VI.1) represente correta-
mente o sistema fisico. Esta condicdo adicional refere-se a de-

pendéncia linear entre as variaveis o, (diferencas de angul

e e expressa pela relacao:

(0,5 Opuqs -ves 0.0 = =Co (075 0ps «evs 0 1) Yt >0 (VI.4)

Cn_.l dada por (VI.3a).
Note-se que (VI.4) nao esta implicita no sistema
(VI.1T) e portanto tem que ser associada a equacgao (VI.1) para

que se obtenha uma representacao correta do sistema fisico.

Sem perda de generalidade, considerando os ga-
nhos dos reguladores, tal que C; = e; = 0, i =1, 2, ...,n, 0

sinal de controle sera dado por:
u; = I - aW, - b.P. (VI.5)
0 ponto de equilibrio do sistema (VI.1) ou equi-
valentemente, o ponto de operacao em regime & dado a partir das

relagoes:

¢(a¥) = r; ‘1’?=0‘;1=1,25 cees (VI.6)
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. [ iy . a 2 -
onde: r = (Y‘-]s Y'Zs s rn) e g = d1ag[8]: 82: s Bn]
W= (W WEs s RS g¥ = (ofs o ooos o)
Observe-se que ¢g* e w* sao determinados indepen-
dentemente dos valores de Vi (constantes). Caso o ponto

de opera¢do seja assintoticamente estavel, ap0s uma perturba-
¢ao (em degrau) o sistema tendera (assintoticamente) para as

condicgoes (VI.6) apBSbum determinado transiente.
0 problema da estabilidade pode ser facilmente
reduzido ao estudo da estabilidade em relagao a origem, conside

rando-se neste caso o modelo incremental dado abaixo (o  ponto

de operagao apos a perturbagao e dado por (x*, o*)):

(VI.7)

wk(sk) = ¢k(6k + UE) - ¢k(0§)5 (wk(o) =0), k=1,2,...,m
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"di 1 0 0 -7
0 -1 1 U .-6.“
R R

VI.17.2 - 0 Sistema sem os Reguladores

Para proporcionar um methor entendimento da es-

trutura basica do sistema multi-maquinas, eliminamos a dinamica

dos reguladores, neste caso o modelo incremental & da forma
(VI.7) com:
e i R S Tt A T R

Chamando M = diag(Mi) e D = diag(di) 0 sistema

(VI.7) pode ser escrito na forma:
W) v
} = A | (VI.8)
8 p(8) |

onde:
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0 -D —Crl W-I 6]
A R EE R TRy sow o= |Y2]; 6 = [%2] (vI.9)
] 0 ImJ _Cn 0 | Wn‘ 5m~

Desde que o sistema (VI.8) e do tipo (II.5), com
esfrutura favoravel (ﬁ e D-anti-simetrica, c¢f. Definicao I1I.20)
com A ¢ DZ, portanto pelo Teorema (II.5) uma fungao de Lyapu-
nov possivel para o sistema (VI.8) e dada por:

8
V(w, 8) = ] f k v (e) de (VI.10)

A derivada temporal V(yg §) ao longo da solucgao

de~(VIﬂ8) neste caso & dada por:

. n
— 2 "
V(w, 8) = _2 di W (VI.11)
i=1 :
e onde, a partir de (VI.4), a reiagéo entre as variaveis 855

i =1, ..., me mantida, ou seja:
~<6n’ §opps <eeo am) = —Cn_](s], 8o wnes 5n_1) (VI.12)

Neste caso, admitindo que o sistema de n-maqui-
nas e fortemente conexo, tem-se que: (n-1) das fungoes wk(ak)
(com os &,s independentes) associadas as interconexoes entre ma

quinas nao sao jdenticamente nulas.



A partit deste fato e utilizando o Teorema de
LaSalle demonstra-se que o sistema (VI.8) e absolutamente esta-
vel no setor positivo infinito em relacao as nao - linearidades
wk(.) nao identicamente nulas. (Vidg Apéndfce A5).-

A fungao de Lyapunov (VI.10) que @ a fungao ener
gie do sistema, utilizada em outros trabalhos, foi aqui obtida
diretamente a partir de consideracoes da estrutura (favoravel)

do sistema,determinada pela matriz A (VI.9).

Quando sao inc]u?&os os reguladores, esta estru-
tura favoravel em principio e alterada, todavia utilizando-se
uma "realizacao" conveniente para o sistema de equagOes repre-
sentativo de cadé uma das areas podemos ﬁovamente recair no ca-

so de uma estrutura favoravel como & mostrado em seguida.

VI.1.3 - 0 Sistema com os Reguladores

Neste caso, como vimos, as equag0es que represen
tam o sistema sio dadas pela equacao (VI.7). Este sistema serd
considerado como sendo um sistema interconectado composto de n
sub-sistemas lineares interconectados por fungoes nao-lineares,

ou seja, cada um dos n sub-sistemas e descrito por:
s 1= 1,2, ..., n - ' ‘ (VI.13)

A partir desta decomposigéo, cabe ressaltar que

as interconexoes nao sao feitas diretamente pelas fungoes . nao
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11neafes y(.), estas intetconexﬁes sao feitas a partir das inte
grais das variaveis de cada sub-sistema combinadas Tinearmente
(6). Em outras palavras, podemos dizer que as interconexdes sao
dinamicas (integragﬁes).qA Figura VI.2 ilustra este tipo de in-
terconexao entre os submsistemas'(VI.13) e neste caso o sistema
global interconectado pode ser representado pela equacao dife-

rencial abaixo:

lestva| (VI.14)
8 p(8)
onde:
A Y
A=l
B 0

= diag[Ays ..., /"xn]; S = diag[Sy, Sy, ..., S]]

=
ol

<
I

(Yi5 Yés e s g YA)
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Figura VI.2 - Estrutura das interconexdes entre os sub-sistemas

(VI.13)

Analisando o sistema (VI.14), verifica-se que
este nao apresenta uma estrutura favoravel de uma maneira expli
cita. Neste caso busca-se obter uma nova representacao, a par-
tir de uma mudanca de variaveis conveniente, tal que o sistema
(VI.14) seja representado por uma nova equagao e que apresente

uma estrutura favoravel.

Pretende;se, em outras palavras, obter uma "rea-
lizacao" do sistema (VI.14) sob uma estrutura favoravel. Como o
sistema (VI.14) & um sistema com m ndo-linearidades, em princi-
~pio os "algoritmos de realizacao" da secao V.2.2 nao seriam

aplicaveis ao caso.
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Considerando, no entanto, as peculiaridades da
estrutura do sistema, pode-se aplicar os "algoritmos de realiza-
cao" a cada um dos n sub-sistemas em separado e obter uma reali-

zagao, sob estrutura favoravel, para o sistema interconectado.

Tomando o caso de uma maquina (i-esima) contra
barramento infinito, as equagoes diferenciais que a representam

sao dadas por:

by, (8,) (VI.15)

Utilizando-se o Algoritmo A.T obtem-se o sistema

equivalente a (VI.15) na forma Jacobi |[92]:

= R + b wi(ai) (Vi.16)
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[0 1 0 0 ~ 0 | 0
(a55)

d; 23’1 0 ~1/M,
0 - 1 i

M M,

i
- -1 -
0 (35305 -(agg)y ~(agy)y O 0
onde Ki = ‘ . b =

0 0 “(agg); ~lagg)y  -(ag5); 0
0 0 0 “(agg);  ~(355)4] 0]

A partir dos parametros do sistema, chamando

(01)1 = (bei)/(Tmi-Tgi)B (Do)i = éi/(Tnli-.Tgi);
(0904 = dj/My = (a3/My = By)3 (0g)y = (dy-8;5/M5-0; /M) /by
temos as relacoes para os coeficientes da nova representacao
(VI.16):
2 . . ' : = . -
(a23)i = biMi/(Tmi.Tgi),(a33)i 1/rm1 + ]/Lgi (91)1

(VI.17)
(agq)F =mlpy)s(agg)y-(07)4-(eg)y3(ags);=((rg)j=(agg)y-(0g) )/ (agy)]
(ag5)% = (0g)y = (aga); = (355)55 (ag0); = (89); = (agg),

Caso 0s parametros da maquina sejam tais que as

relacoes acima fornecam valores positivos para os coeficientes
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a;y em (VI.17), o sistema (VI.16) tera uma estrutura Jacobi
sign stable. Neste caso havera uma transformacao (para cada ma-
guina) dada por matrizes nao singulares Ti tais que: g; = Tiﬂi‘

Estas transformagOes tem a seguinte caracteristica:

T B S (VI.18)

Note-se que a variavel 8, nao foi alterada ao se
passar da forma (VI.15) para a forma (VI.16). Por esta Yazao,
se a transformagao ¢ + n for feita a partif de (VI.18) o0 siste-

ma global (VI.14) passa a ter a forma:

n n J -8
_ % N R RREEE (VI.19)
5] v(8) 8 0
onde: DM = d1ag[M], I3s M2: 139 v s Mna 133 Im]

I e I sio as matrizes identidade (3x3) e (mxm)

. respectivamente.
g: definida em (VI.3a) e (VI.3b)

J o=diag[dy, dos oo, Jn]
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J. e a sub-matriz de Ki na forma Jacobi,ou seja:

x|
1l

(el
<

No caso de cada uma das matrizes Ji ser sign sta
blem o sistema (VI.19) apresenta estrutura D-anti-simetrica (De

fin1¢5o I11.20) e a partir do Teorema (II.5) uma funcao de Lya-

punov possivel e dada por:

$
1 J g (0) dr (VI.20)

Neste caso, embora V(n, 8) seja semi-definida po

sitiva, pelo Teorema II.4 (LaSalle), a éstab11idade assintotica

_e assegurada de uma maneira similar ao caso do sistema (VI.8)

sem reguladores.

Obs: A determinacdo da fungao de Lyapunov nas variaveis origi-

nais (g) pode ser feita a partir da transformagao (VI.18).
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Considerando o sistema multi-maquinas, a partir
do que foi exposto nesta secao, podemos enunciar os seqguintes

resultados:

Resultado VI.1: "Se os parametros dos controladores de cada uma

das n maquinas sao tais que uma realizagao sign stable do tipo
(VI.16) pode ser obtida, (assegurando a estabilidade assintoti-
ca para cada maquina contra barra-infinita) entac o sistema glo
bal interconectado e absolutamente estavel no setor positfvo in

finito em relagao as nao-linearidades y(.)"

Resultado VI.2: Caso as condigoes do resultado VI.1 sejam veri-

ficadas, entao o sistema interconectado apresenta estabilidade
(absoluta) "conectiva" |1”°[, ou seja, a propriedade de esta
bilidade absoluta e invariante sob a suprzssao (ou adigao) de

linhas de transmissao.

Sobre o0s resultados acima deseja-se ressaltar os

seguintes aspectos:

(a) 0 resultado VI.2 nao implicam que o novo equilibrio seja ne
cessariamente atingido ap0s o transiente resultante da su-
pressao de uma linha, isto pelo fato de que 0 sistema nao €

globaTmente assintoticamente estavel;

(b} A maneira com que eles forem obtidos, a par de facilitar o
problema da analise, favorece a determinacao de condicoes

para a sintese de controladores (P-f) no caso de n-maqui-
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ﬁas. Assim como a funcgao de Lyapunov (VI.20) que foi obtida
de uma maneira simples, pode ser utilizada na determinacao
do dominio de estabilidade assintotica do sistema global
[112]. Para tanto & necessario expressar a fungao de Lyapu
‘nov nas variaveis origihais do sistema (vide transformacao

VI1.18)).

VI.2 - SINTESE DE REDES PASSIVAS

A finalidade desta secao atem-se a dois aspectos
basicos: o primeiro e mostrar a existencia de uma estreita rela
cao entre estruturas sign stable e redes passivas lineares inva
riantes no tempo; o segundo & o de mostrar como e possivel ex-
plorar este fato, utilizando os "algoritmos de realizacao" deri

vados no capitulo anterior, para determinar novos metodos de

sintese para este tipo de redes.

Alguns dos metodos assim obtidos, mostram-se
mais simples e mais sistematicos do que aqueles existentes na
Titeratura relativa a sintese de circuitos. Em outros casos 0s
metodos propostos carecem, por enquanto, de uma avaliagao mais
cuidadosa.

0 que se deseja ressaltar, a partir do que e
apresentado nesta secao, e o fato de que uma investigacdao mais
ampla da re1ag§o existente entre sistemas passivos e '"estrutu-
ras favotéveis" poderé contribuir, tanto na solucao de proble-

mas de sintese de sistemas passivos e hiper-estaveis [©3],]|8"],
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bem como possibilitar um melhor entendimento das. propriedades
de sistemas com "estrutura favoravel". Entendendo-se por "siste
mas com estrutura favoravel" aqueles sistemas que tem a proprie

dade de admitirem funcoes de Lyapunov do tipo "diagonal".

Sera tratado apenas .0 caso de estruturas Jacobi,
0 que corresponde ao caso das redes passivas do tipo "ladder",
embora seja facil ver que nos casos mais gerais, o tratamento
seria semelhante. Para o0 caso ae redes com estrutura ladder sao
abordados dois problemas tipicos de sintese: (a) sintese de fun

coes de transferéncia; (b) sintese de imitancias de porta.

No problema da sintese de fungOes de transferen-
cia ativemo-nos ao caso das fungoes de transferencia do tipo
passa-baixas, sintetizadas por redes LC terminadas resistivamen

te em uma ou em ambas extremidades. Para estes dois casos foram

propostas solugoes alternativas comparadas, respectivamente,
aquelas dadas pelo metodo "Recorrente-Continuante", ou de
Holbrook |*2] e o metodo de Jha e Prasad |*®] o qual por _ sua

vez & uma extensao do metodo Recorrente-Continuante para o caso

de redes LC (ladder) duplamente terminadas.

No problema da sintese de imitancias de porta,
com estruturas Tadder (RLC,_LC ou RC), mostra-se a equivalencia
do Algoritmo V.1 (de reé]izagao de estruturas Jacobi) com o me-
todo de sintese de Cauer o qué] por sua vez basefa-se no metodo

da expansao por fragoes continuadas [18], [105].
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VI.2.1 - Equacoes da Rede Ladder

Tomando-se a rede ladder esquematizada na Figura
VI.3 na qual os blocos em serie sao dados por suas 1impedancias
(Zi) e oS blocos em paralelo pbk suas admitancias (Yi)’ a par-
tir das leis de Kirchhoff de corrente e tensao, escritas alter-

nadamente, chega-se as equacoes da rede:

Figura VI.3 - Estrutura basica da rede ladder

. Z]i1 = -Vy 0 +V,
Ly, = -V, 0 +Vg (vi.21)
Zq-1 Te-1 ° _Vq-! 0 +V
0
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Observa-se que a estrutura do sistema (VI.21) e
uma estrutura Jacobi e considerando os casos mais usuais de re-
des RLC, quando escrevemos as equagoes dinamicas relativas ao
sistema (VI.21), a estru;ura basica e preservada, ou seja, 0
sistema de equagoes diferenciais continua apresentando uma es-
trutura Jacobi. No caso de redes RLC teremos estruturas Jacobi
sign stable e no caso RC teremos outro tipo de estrutura Jacobi

favoravel, como sera visto nos casos a seguir.

VI.2.2 - Sintese de Fungoes de Transferencia

0 problema da sintese de uma fungao de transfe-
rencia do tipo passa-baixas, por meio de uma rede ladder LC do
tipo da Figura (VI.3), e aqui considerado para dois casos; o ca
so em que a rede (LC) possuilresisténcia em apenas uma das ex-
tremidades e o caso em que tem resistencia em ambas as extremi-
dades. As vantagens da segunda configuragao sobre a primeira
prendem-se ao fato de esta possuir caracteristicas de sensibili

dade mais baixa |29].

Para o caso da sintese de funcgoOes de transferéﬂ
cia do tipo passa-baixas, por redes ladder LC terminadas resis-
.tivamente em uma extremidade, e sugerido um metodo baseado em
uma realizagio Jacobi sign stable na forma de Schwarz [°7[,]|5].
Este método sob certos aspectos assemelha-se ao metodo Recorren
te¥Contihuante proposto por H61brook, porém apresenta vantagens
sobre este ultimo por eliminar as opefagﬁes com 1{nhas e colu-

nas de determinada matriz (na forma Recorrente) que s3ao necessa
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rias para a obtencao da forma Continuante (tridiagonal) [*2].

0 metodo aqui sugerido fornece a realizagao (e a
sintese da rede) a partir dos coeficientes do polinomio (de
Hurwitz) que determina o denominador da funcao de transferencia
passa-baixas do tipo "all pole". Verifica-se por outro lado,
que ha uma relacdao entre este metodo com outros meétodos classi-

cos de sintese de funcgoes de transferencia.

Para o caso de redes ladder LC duplamente termi-
nadas € proposto um método baseado no algoritmo de realizagao de
estruturas Jacobi. A partir das relagoes (V.10) e (V.11) deter-
mina-se um sistema de equacgbes algebricas nao-lineares que wuma
vez so]ucionado, fornece os elementos de uma matriz Jacobi sign
stable. A partir dos elementos desta matriz sao facilmente de-

terminados os elementos R, L, € da rede.

Este metodo por sua vez, assemelhan-se aquele
proposto por Jha e Praéad, na medida em que tambem busca a ob-
tencao de uma matriz tridiagonal (Jacobi) a partir da funcgao de
transferencia a ser sintetizada. Analogamente, neste ultimo,
tambeém recai-se na necessidade da solu¢ao de sistemas algebri-
;cos ndao-lineares. Todavia o méetodo proposto possibilita a obten
| cao sistematica das equacgoes algébricas nao-lineares, 0 que nhao

ocorre no metodo de Jha e Prasad |%3].
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VI.2.2.1 - Redes Ladder LC Terminadas Resistivamente em uma Ex-

tremidade

0 metodo de sintese proposto, para este caso, ba
seia-se em identificar a equagao diferencial vetorial que repre
senta a rede, com a forma canonica de Schwarz |%7], |%]. Uma
vez estabelecida esta identidade, os elementos R, L, C, da rede
s3o obtidos a partir dos elementos da matriz de Schwarz. Os e]g-
mentos da matriz de Schwarz, que € uma matriz Jacobi sign sta-
'b1e, sao por sua vez obtidos a partir dos coeficientes do poli
nomio (de Hurwitz) que determina o denominador da funcao de

transferencia ("all pole") a ser sintetizada.

T G - - - GO
R‘ Ly Lz Lq-l
== ¢ == ¢z Cq &=
Figura VI.4 - Rede Tadder LC terminada resistivamente em uma

extremidade

Considerando a rede ladder LC esquematizada na
Figura VI.4 podemos, a partir das equagoes (VI.21), representar

a dinamica da rede na forma da equagao diferencial abaixo:



<

S

1
1l

e dada por:
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b u

+L

—_

Neste caso a funcdo de transferencia

(VI.22)

(VI.23)
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1 | |
6.(s) = c(sI-A) b = (1) deta (V1.24)
: det(sI-A)

' H+1 _ . -1
(-1) detA "V(R1C1LTC2L2 e Cq)

Analisando a estrutura da matriz A, devido ao fa

to de os elementos Ri’ L.

i Ci,serem positivos, temos que:

sgn A =

e pelo Teorema (IIT.1T1) a matriz A e sign-stable, e mais, tem a

estrutura de uma matriz de Schwarz |%7], |5].

Desde que, dado qualquer polinomio em s, com coe

ficientes reais ‘e de grau n

P(s) = s" + 'E 7. " (VI.25)

podemos obter uma matriz R = (rij) nxn na forma de Schwarz tal
que P(s) = det[sI-R] |°|, dado que & possivel obter sistematica
- mente os elementos da matriz R a partir dos coeficientes 31;.

i=1,2, ..., n, (vide segao V.1), estes fatos serao explora-
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dos para estabelecer um metodo de»sTntese da rede da Figura

VI.4.

Dada uma fungao de transferencia Gp(s) =
Vs(é)/ve(s) de filtro passa?baixas ("all-pole") a ser sintetiza

da pela rede da Figura VI.4, onde:

G,(s) = = ; GR(0) =1 (VI.26)
D A n n-1i ) D
PD(s) ags’ + 245 + to]
ou
gn En
Gn(s) = = - (VI.27)
D P(s) s 4 31sn Ty + a
n
a, 5‘§1/a03 i = 1?‘2, cees N

A partir dos coeficientes Ei podemos obter os de
terminantes de Hurwitz, ou seja, os menores principais superio-

res da matriz de Hurwitz

9 ag a5 . ’
. 32 54 0 OA 0
: A IR EPS 0.0 ... 0 (V1.28)
0 1 a, 0 0 0
L :J
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Chamando de Di ao i-ésimo destes menores princi-
pais da matriz H, definimos os coeficientes W i=1, 2, ...,n

tais que:

Wy = D]; Wy = DZ/D1; Wy = D3/D]D2

Wg = DyDy/DpDas o W = D oD /D oD, (V1.29)

Yp T Dn~3Dn/Dn—2Dnﬂ1'
0s elementos W tambem podem ser determinados a

partir dos coeficientes do polinomio P(s) dispostos segundo o

algoritmo de Routh |32]:

1 32 54 ag
E] 33 35 57
*2
o3

Chamando os termos da 1% coluna de ag = 1;a]=5];

ay = (5] 52 - 33)/51 ... etc., temos que:
Wy = 0q3 Wy = 0p3 Wg S as/u] cee WS an/an_2 (VI.30)
A partir dos elementos w,, i =1, 2, ..., n cons

truimos a matriz R = ( ) na forma de Schwarz

"5
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-Wy 1
R = . o (VI.31)
. -w 0 :
3 1
i -wn OJ

Obs: A matriz R (forma de Schwarz) tambem pode ser obtida siste

maticamente a partir do método proposto por Datta |2!].

Tomando-se a matriz R (VI.31), podemos montar o

sistema linear abaixo:

z =Rz+ b u

(VI.32)
y =c¢z
Onde: EI=[B—‘19 529 ---9En]= [W'Is 0, O, N O]
S = (s Tpa cees T, 1 = [0, 04 oery 0, 1]

Computando-se a fungao de transferencia GR(s) =
Y(s)/U(s) tem-se:

det(sI-R)  P(s)

-1

GR(S) = ¢c(sI-A)

ou seja, GR(s) = GD(s).
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Comparando-se os sistemas (VI.22) e (VI.32) e as
fungoes de transferéncia, dadas respectivamente por (VI.z4) e
(V1.33), desde que as matrizes A e R sejam "principally equal"

(Definigéo I11.18), ou seja:

(VI.34)

- N P O o= W. .5 1 =1, 2, ... -
3, i+1 %+, 1,741 r1+1,1 S I 2T » n-1

pelos Lemas (III.5) e (III.6) teremos que:
GD(s) = GR(s) = GT(s) : (VI.35)

A partir de (VI.35),_sabe;se que neste caso exis
te uma transformagao de similaridade dada por uma matriz T (nao
singular) tal que z = T x e R =TA T—T; b =Thb; c=c T"] on

de a matriz T pode ser sistematicamente determinada |'2]|, |2!].

Voltando ao problema da determinacac dos elemen-
tos da rede RLC, estes sao obtidos a partir das relacgoes
(VI.34), ou seja:

W—1
1

il

RiCys wpo = Cylys wg = Colys

CZLZ; L = i/2; i par
-1 i> 2 (VI.36)

! Copp-Lys M = (i-1)/25 i impar
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Una vez determinados o0s Wi i =1, 2, ..., n 0
sistema (VI.36) tem n equagoes e n+l incognitas que correspon-
dem aos n+1 valores dos elementos da rede. Estes valores sao fa

cilmente determinados arbitrando-se, por exemplo, Ry = 1 Q.

‘Um dos resultados obtidos por Wall |108] mostra
que: "dado o polinomio P(s) onde P(s) = |[sI-R|, se os w,, i =
1, 2, ..., n s3o positivos, P(s) tem todas as raizes no semi -
plano lateral esquerdo aberto e os elementos W $a0 determina-

dos a partir da expansao por fragoOes continuadas":

, W
G(s) - L (VI.37)
H(s) ¢ 4 — 2
S + W
"n
s
onde:
P(s) = G(s) + H(s)
= .n-1 - .n-3
e G(s) = ays + ass +
_.h - _h-2
H(s) = s + 8, +

0 resultado acima mostra a equivalencia do meto-
do apresentado com o metodo de sintese baseado na expansao por
fracoes continuadas da relagao entre a parte Tmpar e a parte

par do polindmio.P(s) |*8]. Por outro lado tambem pode-se mos-
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trar a relagao existente entre a expansao por fracoes continua-
das (VI.37) com a existencia de uma expansao em fracoes par-

ciais de G(s)/H(s) |'08]. .

Neste ponto podemos sumariar o procedimento da

sintese da funcao de transferencia

GD(S’) = =

dando a sequencia da sintese:

Passoc 1: Calcular os coeficientes 51 = ai/ao, i =0, 1, 2,...,n.

Passo 2: Dispor os Ei na matriz H cf. (VI.28) (ou dispor os Ei

segundo o algoritmo de Routh).

Passo 3: Calcular os W cf. (VI.29) (ou calcular os W cf.
(VI.30).

Passo 4: Arbitrar (por exemplo) R1'= 1 o e obter 0s elementos
L. Ci a partir de (VI.36).

-l,

Utilizando o metodo proposto (calculando os de-

terminantes de Hurwitz) damos o exemplo a sequir:

(s) de 39

Exemplo VI.1: Tomando a fungao de transferéncia GD

grau, maximamente plana na origem ou de Butterworth, tratada em

IHZI:
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Bpls) = 3 ]2 - ‘
S '+ 2s% + 2s + 1
néste caso 51 = 23 ?2 = 23 53 = ]
51 53 0] Wy = Dy = 31 = 2
PR R o;w2=nz/u1=’a’2—€3/é‘1=2-1/2=3/2
0 ay  ag| lwy = D3/DyDy = 23D5/DyDy = ag/ay = 1/2

arbitrando R] =1 g temos:

-1 - -
-1 _ - -
Wy o= 2/3 = C1L1 + L] = 4/3H
-] _ _ _
Vg Vs
o VA, “GO00——1
10 4 H
l - —e 3 i e
Er S , 2F~m~
&

Figura VI.5 - Circuito correspondente a GD(S) do Ex. (VI.1)

ou arbitrando-se o valor de Ry = 3/2 o obtemos Cy = 1/3F; L, =
2H; Cy = 1F que Sao 0S valotes obtidos pelo metodo Recorrente-

Continuante em [*?].
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0 exemplo acima moétra a simplicidade do metodo
comparativamente ao metodo de Holbrook [%2Z[, de vez que a sTnte
se pode ser obtida sistematicamente em quatro passos, sem a ne-
cessidade de se proceder a operacgoes com linhas e colunas que
sao inerentes ao método Recorrente-Continuante. Fato que no ca
so de filtros de dimensao mais elevada, torna o processo dif%—

cil para alguem sem certa experiencia.

Deseja~se ressaltar que, qualquer que seja o me-
todo de sintese utilizado, o objetivo final @ o de realizar um
sistema do tipo (VI.22) no qual a matriz A € .uma matriz Jacobi
sign stable do tipo Schwarz. Considerando este aspecto, poderTg
mos alternativamente nos utilizar do algoritmo de realizacao de
estruturas Jacobi sign stable (secao V.2.2) para estabelecer a
sintese da rede da Figura VI.4 . Todavia o metodo acima, basea
do na forma de Scﬁwarz, mostra-se em principio mais simples e

direto.

Obs: Para o caso em que o grau do polinomio P(s) & par, o pro-

cesso de sintese e analogo |59].

VI.2.2.2 - Redes Ladder LC Duplamente Terminadas

Pelo fato de que redes LC, com resistencias. nas
duas extremidades, tem caracteristicas de menor  sensibilidade
comparadas aquelas com tesisténcia em apenas uma das extremida-

~des [20], os metodos de sintese neste caso tornam-se mais impor

tantes e por outro Tado mais complexos.
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0 méetodo exposto na segao anterior, bem como 0
de Honbrook |*2], n3ao sdao adequados para este caso. Dos meto-
dos de sintese exjstentesrpara este caso, um deles e o propos
to por Jha e Prasad |"5| e baseia-se no metodo  Recorrente-
Cont1nuante para sintetizar funcgoes do tipo passa-baixas com

estruturas lTadder LC duplamente terminadas.

Nesta secao e proposto um metodo que assemelha-
se ao de Jha e Prasad no aspecto em que tambem se busca a reali
zacao de um.sistema tridiagonal a partir de uma funcao de
transferencia passa-baixas com tbdos'os zeros no infinito ("all

po1e");

0 metodo aqui proposto;baéeia—se-nas relacgoes
existentes eﬁtre os coeficientes dos polinomios caracteristicos
das sub-matrizes principais de uma matriz de Jacobi e os elemen
tos desta matriz (relacgoes (V.10) e (V.11)). A partir destas re
lacoes pode-se construir sistematicamente um sistema algebrico
de'equagaes nao-lineares que uma vez resolvido, Teva a sintese
da reder ladder correspondente a fun¢ao de transferencia deseja

da. 0 sistema algebrico ndao-Tinear a que se chega, (de n equa-

coes e n incognitas) corresponde basicamente as equagoes

. ooy N V
ap_; = (-1) g Mes i =1, 2, ..oun (VI.38)
M
onde os a__. sao os coeficientes do polinomio ' P(s)=
n : :
s" + ) a . s = det [sI-A] e M, s@o os menores principais

i=1 N7
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de ordem i da matriz A, que no caso tambem €& Jacobi sign sta-

ble.

Em principio poder-se-ia estabelecer as n equa-
96e§ (VI.38) diretamente, todavia no caso de n elevado tal tare
fa seria trabalhosa e passivel de erros. A partir das relagoOes

(V.10) e (V.11) podemos determina-las sistematicamente.

Considerando portanto o problema de sintese de
uma fungao de transferéncia GT(S) = V. (s)/V,(s) do tipo passa-

baixas, por uma rede ladder passiva esquematizada abaixo,

v Vi V2 ' Vg= Vs
LYY BEH0 — BT~ 000~
R| Ly Lo . L3 Lg °

:f ¢ T Cz . cq T éﬁz

Figura VI.6 - Rede ladder LC duplamente terminada

poderemos encara-lo como sendo o da realizacao do sistema des-

crito pela equagao (VI.22),onde neste caso:

x' = [x], Xos «ons xn] = [1], [P PIE iq, Vq] |
b' = [bys by, ..on b T = [-L71, 0, ..., 0, 0] (VI.39)
C = [C-l, Cz, v ee s Cn] = [0: 0: » 0: 1]
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. iy g -
Ry L] +L]
-1 -1
'CT 0 +C1
A = Lot 0 e (VI.40)
2 2 ‘
'Lq 0 +L
-1 -
-C_ "=(C_ R
i q ( q 2 |
e portanto sgn A € dada por:
- N -
- 0 +
sgnA = B 0
0 +

e pelo Teorema III1.11 A & uma matriz "Jacobi sign stable".

Normalizando-se as resistencias de entrada e sai

da para Ry = R; Ry = 15 Gp(s) = Vs(s)/ve(s) sera dada por:

GT(S) - n n-1i
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a, = L1C1C2 ces Cq; e o ganho d.c. e dado por GT(O) = (14R)

Podemos escrever:

A l/an
G.(s) = ; O, R
T . sn+an_]sn+.;.+(1+R)/an oo

il
e}
~
Q

Tomando os elementos da matriz A dada em (VI.40) estabelecemos

as seguintes igualdades:

‘a1i = —a11 =0; 1 =2, , h-1
3. = -a R/L.3 5 = -a. = ¢!
11 11 12 “n,n n,n
5., = -aq.a (C.L.)7 15 & a8 (C L) s
21 12721 171 > 732 23732 1-2 >
z -1

Cpelpyqs £ = p/25 p par

-~ -1 ' }
(ap+15p) = _ (VI.41)
Cm.Lm; m = (p+1)/2; p impar
Nas igualdades acima, chamando L{] = Xy C;]
S
X2> Lz - X3
Lps £ = (i+1)/2; i Tmpat
Wl - (VI.42)
Cpps M =

i/z, 1 par

podemos colocar as equac¢oes (VI.41) sob uma forma conveniente,
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utilizando as relagoes (V.10), (V.11), (VI.41) e (VI.42), fato

que implicitamente determina a sequencia de sintese, ou seja:

Passo 1: A partir de (V.10) e (V.11) com k =1, 2, 3, ..., n es

tabelecer (por substituicoes sucessivas) as h equagoes:

n,ns 3.213 3323 e v e an-l-],n) (VI.43)

Passo 2: Utilizando (VI.41) e (VI.42) colocar o sistema (VI.43)

determinado no Passo 1, na forma de n equacgoes do tipo:

a; = 91(X1’ Xos ues xn); i=1,2, ..., n | (VI.44)
Passo 3: A partir dg GT(S) calcular os aixai = ai/an; : i=

Passo 4: Com R estipulado, determinar (em geral numericamente)
uma solucao para o sistema estabelecido no Passo 2, tal que

x}.>0;1’=],2, ... N

" Passo 5: Calcular os elementos da rede a partir das igualdades

(VI.42).

Obs. 1: Para os filtros de uma determinada ordem (do tipo consi
“derado) os passos 1 e 2 sao utilizados apenas uma vez, para es-

tabelecer aé equacoes (VI.44). Para diferentes GT(S) (de mesma
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ordem) a sintese e feita a partir dos passos 3, 4 e 5,

Obs. 2: Em geral, caso nao seja obtida uma solugao no passo 4, -
com x% >0; i=1, 2, ..., n, o valor de R deve ser alterado. O
passo 4 tem inerentes os prob1émés de solugao de sistemas alge-
bricos nao-lineares, todavia as nEo—?jnearidades do sistema sao
do tipo "produtos de variaveis" o que naoc torna o sistema

(VI.44) por demais complexo, como & visto no exemplo que se se-

gue:

Exemplo VI.2: Seja uma funcgao de transferencia de grau 4 onde

Pyls) e dado por:

= boyp 763 4+ FT.¢2 4 3 T
Pd(s) = A,St 4 agst + a8t + ays +oag

-1

com ganho d.c. igual a (1 + R) Entao temos que:

G(s) = LI
61451+ + a353 + a,s? + ays + ag
a; = E;l a, (1=0,1,2,3,4), ou
4
1/a, . . . .
4
GT(s) =
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Utilizando os passos 1 a 8 chegamos ao sistema

algebrico nao-linear abaixo:

Gy = R x1 + x4

Ay = R'x] Xg ¥ Xy Xp + Xg Xg ot Xg Xp _ (VI.45)
W

ay = R X1 x2 x3 + R x1 xg Xg + X x3_x4 + x1 x2 x4

ay = (R + 1) X1 Xo Xg Xg

0 qual, uma vez solucionado (com valores positi-
VoS para X;, i=1,2, 3, 4), nos fornece os valores dos elemen
tos da rede (por VI.42) ou equivalentemente a realizagao do sis

tema (VI.22) com A, b, ¢ satisfazende (VI.39) e (V1.40).

Aplicagao Numerica: Seja Py(s) = s* 4+ 4s3 4+ 8,552 + 10s + 5,5,

substituindo-se os valores de o;; 1 = 1, 2, ..., nem (VI.45),"

com R = 0,1 obtemos uma solucao (pelo metodo de Newton-Raphson)

dada por:
X1 = 25,6590 =~ Ly = 0,039 H
Xo = 0,18256 + Cy = 5,477 F
x3.= 0,74431 » L, = 1,343 H
Xg 1,43404 > C, = 0,697‘F
Comparando—se a maneira sugerida acima, caom 0

método proposto em |*®| vemos que em ambos casos recai-se na
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solugao de equagoes a]gébticas n50»1ineates, no entanto, ho me -
todo que propomos, o sistema de equacoes nEo—Tineares e obtido
sistematicamente a partir dos coeficientes do denominador da
funcao de transferéncia,qo que nao ocorre no caso do metodo - de
Jha e Prasad [*°], o qual baseia-se na manipulacao de linhas e
colunas tal como o método de Holbrook®[*2|. Do ponto de vista
de haVer uma relagao‘entre os dois metodos, ela nao parece 0b-
via, considerando-se inclusive o aspecto de que os resultados
numéricos obtidos por um e por.outro método nao necessariamente

S30 0SS mMesmos.

Por outro lado, comparados a outros metodos de
sintese, cremos que somente a continuada utilizacgdo do metodo

proposto podera estabelecer as suas vantagens ou desvantagens.

Desde que existe uma transformacao simples entre
redes passa-baixas e redes passa-faixa e passa-altas |!09]
nao houve a preocupacao em se determinar a sintese destes dois
ltimos tipos de redes. Todavia a obtencao da sintese nestes

casos, assim como no caso dos filtros elipticos |109], d uma

[¢v)

maneira direta baseada nos metodos propostos & um aspecto  que

devera ser investigado.

VI.2.3 - Sintese de Imitancias de Porta

0 intuito desta secao & o de mostrar a = relagdo
existente entre os algoritmos de realizacao de estruturas Jaco-

bi sign stable (Algoritmo V.1) e o metodo de Cauer ou metodo
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de efpansEo por fragGes continuadés. Mostra-se que o metodo de
sintese de Cauer e equivalente ao A]goritmo V.1 de realizacao
de estruturas Jacobi (sign stable em particular) vindo confir-
mar que, no caso da realizacao referente ao Teorema V.1, chega-

se a um sistema passivo (vide Lema V.6).

Verifica-se, por outro lado, que no caso de cir-
cuitos Tladder RC, o sistema que os representa nao necessariamen
te possui uma estrutura Jacobi sign stable, mostrando desta for
ma que emboka a toda estrutura Jacobi sign stable (referente
ao Corolario IV.1, Caso I) podemos associar um circuito passivo
ladder RLC cuja imitancia de porta e uma fungao real positiva

|105], a reciproca no entanto, nao e obvio que seja verdadeira.

Dada uma imitancia de porta H(s) (irredutivel) a
ser sintetizada por um circuito ]édder RLC, éomo H(s)=N(s)/D(s)
e real positiva, entao temos que necessariamente AG(s)=}ng(s)—-
grb(s)] < 1 |195]. Tomemos o caso em que grD(s) >grN(s). Para
0 que se pretende mostrak nao ha perda de generalidade com esta

consideracgao.

Tomando o sistema representativo da rede ladder

*RLC esquematizada abaixo, na forma (VI.22).

7
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i V=V \Y \Y VQ
== T s~ ek
Ly Ry Ly R4
§ __L $ __L . %
A == == 3
—— ha R
c, TR €, TRy Cy Cq n

Figura VI.7 - Circuito ladder RLC

onde neste caso:

1>
1)

[x], Xos <oy xn] = [Vys iy e 1q—1’ Vq]

[C;] , 0, ..., 0]

b' = [bys bys «vvs b ]

pA
c = [c], Cos vnrs cn] = [1, 0, 0, ..., d]

q = (n+1)/2; n > 1, n Tmpar

r-(R]C])"] +C; ]
7! R, LT !
A = =3 Ryt . +P§] | (VI.46)
. +L;1]
L g R

"onde A, como nos casos anteriores e facilmente verificado ser

sign stable; neste caso temos:
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- det(sI-A | '
Z(s) = V(s) - B ]) = — . (VI.47)
I{s) det(sI-A) n ) gn-i :

onde Ay e a matriz obtida a partir da matriz A eliminando-se a
1? Tinha e a 12 coluna. Tomando as relagdes (V.10) e (V.11) nas

quais neste caso:

n
a.i":a.i;-l'_‘us]s 29 5n"1
. n".,
b = o Y 1 = O’ -l, 2, 5 n"'2
i i
e identificando os elementos da matriz A cdm os elementos do

circuito temos o sequinte algoritmo de sintese do circuito da
(Figura VI.7), ou equivalentemente de realizacao do sistema
(VI.22) com estrutura Jacobi sign stable. Arbitrando (por conve

niencia) o valor de C, =1 temos:

Passo 1 (K = n)

com i = n-1 obtemos a

|
—
el
[gp}

—

~——

v
~

11

n-2 obtemos a,; = (L;C ) o> L

-
1

n-3 obtemos o

e
1}

2
n
n

W N

0 obtemos dS_Z

s
it
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Passo 2 (K =n - 1)

N . _ -1
com i = n-2 obtemos.a22 = RZL] > R2
s ~ _ -1
i = n-3 ob?emos Aqp = (L]C]) > C2
i = n-3 obtemos an'3
n-4
i = 0 obtemos u8"3
Passo n (K = 1)
. , - _ -1
com i = 0 obtemos an,n = Ran S Rn

| PeTo algoritmo acima, os elementos gij assim ob-
tidos deverao ser nao-negativos (alguns 511 poderao ser hulos)
para que a matriz A seja sign stable e consequentemente tenha-
mos a sintese do circuito ladder RLC com polos no semiplano la-

teral esquerdo.

-Obs: Note-se que, caso tenhamos grN(s) > grD(s), a aplicagao do
algoritmo se faria de maneira analoga, sintetizando Y(s) (admi-

tancia) ao inves de Z(s).

Consideréndq a sintese da impedancia de porta
Z(s) = N(s)/D(s) pelo metodo de Cauer |18 baseado na expansao
por ftagaes continuadas da funcao Z(s) a sér sintetizada, este
consiste em: a]ternadamenfe remover os elementos em série e em

paralelo de Z(s) e no caso grD(s) > grN(s) temos:
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Y(g):g.gé__)__—sc‘].yl___{ 1

N(s) Ry s L, + R, + 1

17 72 1
SC2+—+
R3 S L2 +

e portanto obtemos sucessivamente os valores de C], R1, L1,
RZ’ cons Cq9 Rn e caso a expansao acima seja completada (com va
Tores positivos para os elementos Ri’ Lis Ci) teremosvsintetizg .
do a impedancia Z(s) na estrutura da rede da Figura V.1, ou

equivalentemente, obtido a realizacao de Z(s) (VI.47) sob uma

estrutura Jacobi sign stable.

Exemplo VI.3: Seja

- s2 4 ByS + B s?2-+ s +.1
Z(s) = : =
s3 + “252 +oays + oag s3 4+ 352 + 55 + 3

utilizando o algoritmo acima, temos:
Passo 1 (K = 3)

L - -1 _
wp = gy + By > Ayq = 2 = (RyCy) > Ry = 1/2 a
N - - -1 L

-

it

811:8g + 2y7:vp > vg = 1/2
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Passo 2 (K = 2)
. = - N T
B‘-l = Ag, * Yo * 2pp = 1/2 = RZL] - R2 = 1/4 @

By = 8pp-¥g * A3p > 3, = 3/4 = (L]C]) > Cp = 8/3 F

Passo 3 (K = 1)
Yo = G3g gy = 1/2 = (R3Gp) 7| > Ry = 3/4 0

Pelo metodo de Cauer (via algoritmo de
temos:

s3 + 352 + bs + 3

v(s) = s2 + s + 1

s2+5+1)s3+352+455+3(s+2

5345245
252+4s+3
2s2+2s+2
T 1

Zs+1)52¥s+1(ls + -
2 4

s2+1/2s
1/2s+1
1/2s+1/4
3)23+](§s + 4

2s

1

1
0

Euclid)
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donde:
_ 1
Y(s) = s + 2 + . -
1oy
2. - & 8,14
3 3
e portanto os valores dos elementos do circuito sao: C1 = 1F;
R, = 1/2 93 Ly = 1/2 Hy R, = 1/4 9; C. = 2 F; R, = 3/4 g
1 1 2 & 3 3
v
CTIN W
FH o
IF
== é%n _g;:J: },né

Figura VI.8 - Circuito correspondente a Z{s) do exemplo VI.3.

Obs: Para que seja possivel sintetizar uma impedancia de porta
- sob uma estrutura ladder, os polinomios N(s) e D(s) de Z(s) =
N(s)/D(s) (e equivalentemente de Y(s)) devem satisfazer as con-

digoes (V.9), ou seja, sendo n = m+1 e

m = m-1 -
= s 4+ S .. 4
_.n - n-1 -~
D(s) = s + a4y S + + o
1 n
uma a condigao necessaria para que a sintese seja possivel e
que tenhamos a; > B.3 1 =1, 2, ..., m, isto além das condicOes

LI B
inerentes ao fato de Z(s) ser uma fungao real positiva [10%].
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Considerando o caso em que, utilizando este algo

ritmo, chega-se a valores negativos de aij

(i, J), 1 # J, isto implica que nao e possivel obter uma estru-

para algum par

tura Jacobi sign stable a partir da Z(s) dada, como por exem-

plo no caso em que Z(s) e dada‘por:

i

@ T Ayt B Ay =2

1]

ag = Ayq Bg * Apq Ay = -]

Passo 2 (K = 1)

Bp = ¥pp 7 2
e a estrutura Jacobi sera realizada na forma da equacgao
(VI.22) com

-2 +1 1 1]
A= 3 b = ;. ¢! o=

+1 -2 0 0

Nestes casos a realizagado, ou a sintese de Z(s),

cerresponde a uma estrutura ladder RC (o que tambem pode ser

visto pelo métode de Cauer), isto pelo fato de que a partir de
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~(VI.21) onde Z, = R, e ¥, = C, (i =1, 2, ..., n) o sistema e

representado por:

X = p! A X + ™! by
(VI.48)
y = ¢ x
onde u = i; y = V]
D = diag[Cqy» Cps C35 -nvs C]
Z(’: [X.], ng s Xn] - I:V-Is V2, S Vn]
b = [_b'ls bzs s bn] = [13 0, 0, s 01
c = [ET’ Cos «-vs ¢l = [1, 0, ,.0]
[ o1 -1 i
wR1 +R]
-1 _ -1
+R] Ko _+R2
A = 3 o (VI.49)
+R2 —K3
L Ry "Kn_
K, = (R1»] + R )/(R1_1 Ri)’ 1 <i<n

e portanto
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- . -
+ - +
- + - . .
sgn A = . ‘.
+ . - +
. ¥ o
Observe-se que neste casc.a matriz A nao e sign

stable, todavia & D-estdvel e além disto satisfaz (w])idi(ﬂ)>0;
i=1,2, ..., n 0 que assegura que A ¢ D (Teorema I11.4). 0
fato da existencia da fungao de Lyapunov V{x) = x' P x, para o
sistema (VI.48) onde P > 0 & diagonal (A ¢ D), pode ser associa
do a fungao energia armazenada no circuifo e que tem uma forma

"diagonal®" |%2].

Este @ um aspecto que devera ser explorado para
jdentificar completamente as estruturas "favoraveis" no contex-

to de sistemas passivos e fungbes reais positivas.

OQutro aspecto que o casc acima ilustra @ o fato
de gque um circuito passivo (RC) naoc necessariamente tem uma re-
presentagao sob estrutura sign stable embera a partir de
(VI.46) & facil ver que a uma estrutura Jacobi sign stable sem-

pre podemos associar uma rede ladder passiva.

Facilmente pode-se mestrar gue a relagao existen

te entre redes passivas, sistemas passivos, estruturas sign sta
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ble e estruturas favoraveis nao esta restrita ao caso das estru
turas Jacobi |°%|. Apesar de ter sido estabelecida uma relagdo
entre elas, tanto nesta secao como na secao V.4, cremos que uma
determinacao formal de 1%m1tes mais precisos em que esta vrela-
cdo & valida devera ser feita, visto que sua determinacgdao pode-
ra tanto auxiliar nos problemas de sintese de sistemas e redes
passivas, bem como propiciar um melhor entendimento das proprie
dades de estruturas "favoraveis" do ponto de vista da estabili-

dade.

Tomando-se o fato de que a fungao de Lyapunov
V(x) = x'" P x com P > 0 diagonal pode ser identificada com a
energia armazenada nos capacitores e indutores de uma rede pas-
siva |52], este talvez seja um ponto de partida para que esta

questio seja formalmente esclarecida.



CONCLUSDES

Dado que a dimensao e complexidade dos sistemas
com os quais a engenharia tem-se deparado nas ultimas  decadas
tem cfescido sensiveimente, este fato como e natural, tem obri-
gado a investigacao de novos métodos de analise e sintese des-
tes sistemas, de vez que a utilizacdo dos metodos classicos na
maioria dés vezes fica restrita a sistemas de dimensao nreduzi-

da.

Estes novos metodos basicamente buscam, de certa
maneira, "simplificar as coisas" pois @ natural que um problema
de dimensao pequena que seja complicado, fique muito mais com~

plicado quando a dimensao aumenta.

Especificamente falando do problema de estabilida
de de sistemas dinamicos nao-lineares, nas ultimas decadas, em-
bora baseados em teorias mais antigas e resultados de Lyapunov
e Popov, as pesquisas tambem tem-se dirigido neste sentido "sim

plificador".

Uma das abordagens que tem-se destacado e que’
genericamente chamamos de “sistemas interconectados" (Compﬁsite
Systems Approach) 11, |%], 17| a qual basicamente & uma abor-
dagem "diakoptica" [°®'|, ou seja, baseifa-se em dividir o siste
ma de grande dimensao em uma sErie de sub-sistemas, fe§o1v§—Tos
(em geral por metodos classicos) e da’ partir para a solucao do

sistema global interconectado. Nesta Tinha tal abordagem utili-
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za 0 que se chama de modelo de referencia (linear) que intuiti-
vamente pode ser entendido como a versao reduzida e simplifica-
da do sistema. A partir deste modelo tiram-se as conclusoes so-

bre o sistema global.

Uma das ferramentas, embora ainda nao devidamente
explorada, que tem-se mostrado de gfande valia neste tipo de
abordagem-é a teoria de grafos. Alguns trabalhos vem utilizando
esta teoria basicamente para identificar sub-sistemas fortemen-
‘te conexos em um sistema de dimensao maior que geraimente'é fra
camente conexo, ou em certos casos ate nao conexo..A constata-
cao de que um sistema e fracamente conexo em geral 'possibilita
a particao do sistema global em componentes fortemente conexas.

de dimensao mais reduzida que a do sistema.global, e evidente-

|19|’ |74|"|60|’ |27

mente mais faceis de serem tratadas .

Dado que o conceito de grafo esta intimamente 1i-
gado a nocao de estrutura, |°°|, |®°|, |'°?*] os trabalhos  que
utilizam direta ou indiretamente a teoria de grafos, classifi~
cam-se entre aqueles que ddo uma "abordagem estrutural" ao pro-

blema.

Considerando este aspecto, para uma classe de sis
temas nao-lineares, o presente trabalho tambem propGem uma abor
dagem estrutural ao problema da estabilidade de sistemas nao-1i

neares tendo presente a ideia de "simplificar as coisas”.
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Embora nao exclua a possibilidade da utilizacio de
uma filosofia diakoptica (vide segao VI.1) este trabalho nao se
classifica entre aqueles que utilizam a metodologia de "sistemas

interconectados” a qual getaimente utiliza funcgoes de Lyapunov ve

toriais (ou escalares) para o sistema global,obtidas a partir
de func¢oes de Lyapunov referentes a cada sub-sistemas |®], |[?],

751

Comparativamente a outros trabalhos e abordagens
podemos destacar os seguintes aspectos relativos ao presente tra

balho:

Utiliza-se um conceito de estrutura a partir da de
finicao de um digrafo associado ao sistema.nio-linear. A partir
deste conceito de estrutura explora-se as propr{edades do digra-
fo associado ao sistema (ou da matriz de adjacencia) e que nao
se restringem apenas a conexidadé com vistas a decomposicao em
sub-sistemas fortemente conexos. Ou seja, mostra-se que no pro-
blema da estabilidade a estrutura pode fornecer informagGes mais
importantes do que apenas a conexidade. Mostra-se por exemplo,
que oé sinais associados aos ramos da estrutura tem importancia
fundamental para a estabilidade do sistemaﬂfato que nao foi ex-~

plorado em outras abordagens estruturais,

Embora nao explicitamente, assim como na metodolo-
gia de "sistemas interconectados", e utilizado o conceito de "mo
delo de referencia" Tinear, visto que as conclusoes sobre estabi

lidade absoluta do sistema nao-linear szo baseadas na analise de
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sua estrutura que esta associada a uma matriz e que por sua vez

esta associada a um sistema linear (Teoremas II.5 a II.7) |°'].

Outro aspecto novo que foi introduzido neste traba

Tho héfere~se aos "a]goritmos.de rea]izagﬁo”, visto que define

uma nova possibilidade de se explorar a Teoria de Lyapunov. Este

“aspecto pode ser interpretado-da seguinte maneira: A wutilizagao
do metodo direto de Lyapunov basicamente consiste em: dado um

sistema (S) procura-se uma fungao (V) positiva definida tal que

(V); ca1cu1adé a partir de (S), seja negativa definida, caso se-~

ja encontrada esta (V) entdo (S) sera estavel.

Quando no capitulo V nos preocupamos com realiza-

~ - . v .

coes de "estruturas favoraveis" estavamos, em outras palavras,
utilizando o metode direto de Lyapunov de uma forma indireta, ou
seja: temos uma classe de sistemas nao-lineares {S}, com determi

-—

nada estrutura, para a qual conhecemos a fungao de Lyapuncv (V)
{do tipo "diagonal™) tal que (V) e negativa definida. Dado um sis
tema (S) que queremos saber se e estavel ou nao, ao inves de pro
curarmos uma funcao de Lyapunov (V) correspondente, procuramos

saber se (S) tem uma bepresentagﬁo matematica equivalente (f),ta]
que (S) ¢ {S}, caso isto ocorra, (S) seré estavel. Como para 0s
Casos tratadds, isto pode ser feito de uma maneita sistematica,
podemos de uma maneira si§tem5tica "procurar uma funcao de Lyapu

nov" para o sistema(S).

Este tipo de procedimento vem'enfatizar 0 aspecto

de que, embora a estabilidade de um sistema seja uma propriedade
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ﬁ]ivre.de coordenadaS?, a-propriedade de ter uma estrutura favo-
réve] (ter fungEo de Lyapunov “diagona1f) depende da representa-
¢ao matematica do sistema e portanto, apresentar uma  estrutura
favoravel podera ser uma caractep?stica explicita ou implicita

do sistema.

Como consequencia deste tipo de procedimento, "de-
terminacdao indireta" da funcao de Lyapunov, e que foram determi-
nhados novos critérios a]gEbricos de estabilidade absoluta dados
no capitulo V; 0os quais a par da vantagem de serem algebricos e
Uteis no‘prob1ema da analise mostraram ter sua grande utilidade
no problema da sintese de sistemas.de controle n3ao-lineares,-co-
mo € o caso do problema da sintese de reguladores de maquinas ele
tricas tratado na secao VI.1 |®2].

Este ultimo aspecto, 6 da sintese a partir de meto
dos algebricos, e outro dos aspectos que o presente "  trabalho
tras como contribuig¢ao significativa. Isto pelo fato de que, com
parativamente a metodos frequenciais que tratam do problema da
estabilidade de sistemas n§o~1ineahes, em geral baseados no cri-

terio de Popov, o metodo ptoposto tem-se mostrado de utilizacao

‘mais simples e mais conveniente |2%|, |*'|, |**%].

* Cabe Tembrar que uma comparagao mais aprofundada
das condicbes que sao obtidas a partir dos criterios algebricos
propostos nheste trabalho (Capitulo V) com condicoes obtidas a
partir de metodos frequenciais |77], |7®], |3%], |*°%] devera

ainda ser feita. Exemplos nos quais foram aplicados tanto um coO
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mo outro metodo, mostram que aparentemente pode~se chegar a re-
sultados mais ou menos conservativos dependendo do problema par-

ticular tratado.

Fazendo um breve sumario dos aspectos mais impor-
tantes que foram desenvolvidos neste trabalho, podemes relacio-

"na-los da seguinte forma:

(a) extensdao dos resultados de estabilidade absoluta de S. K.

Persidskii (Capitulo II);

(b) introdugao do conceito de estrutura para os sistemas da clas

se (II.2) (Capitulo II);

(c) caracterizacdao de estruturas favoraveis: aciclicas-3,D-anti- -

simétricas e sign stable (Capitulo III);

(d) caracterizagao das matrizes sign stable a partir do conceito

de observabilidade qua]itafiva (Capitulo III);

(e) determinacao de resultados de estabilidade absoluta baseados

na estrutura; qua]itativos.é quantitativos (Capitulo IV);

() determinagﬁo de A1gotftmos de realizacao de estruturas favo-

raveis para sistemas do tipo Lur'e (Capitulo V);

(g) determinacao de critétios algebricos de estabilidade absolu-

ta para sistemas do tipo Lur'e (Capitulo V);
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(h) aplicacao dos resultados a:

(i) problema da estabilidade de sistemas de energia eletri-

ca;
(ii) problema de sintese de redes passivas.

Por outro lado, considerando os aspectos que deve-
rao dar sequencia a este trabalho, em pesquisas subsequentes, a
par daqueles que foram referidos no texto, podemos destacar 0S
seguintes:
(a) investigacao de realizacOes de uma classe mais ampla de es-

truturas do que as estruturas Jacobis

(b) investigagcao do problema de realizacoes de estruturas favoré

veis para o caso multi-nao-linearidades;

(c) extens3ao dos resultados de estabilidade de sistemas lineares

nos quais V < 0 (semi-definida) para o caso nao-Tinear.

(d) determinagao de limites mais precisos da relagao entre estru

turas favoraveis, sistemas passivos e dissipativos.

(e) utilizacdo dos "algoritmos de realizagiao" na sintese de sis-
temas passivos e hiper-estaveis visando a sintese de siste-

mas auto-adaptativos.
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(f) extensao dos resultados para o caso de sistemas .ndo-lineares

variantes no tempos;

(g) investigar apossibi1idhde da utilizacao da abordagem estrutu -
ral proposta para o caso dos sistemas nao-lineares discre-

tos no tempo;

(h) investigar a possibilidade de extensao do conceito de estru-
tura favoravel (nao necessariamente cf. Definigao II.10) pa-

ra classes mais amplas de sistemas nao-lineares.

Concluindo queremos ressaltar que a proposta conti
da neste trabalho nao tem a pretensao de serruma proposta alter-
nativa em relagio a outros métodos de analise eis?ntése de siste
mas nao-lineares. A idgia & de chamar a atencgao nb>sentido | de
que a estrutura, como definida no contéxto deste fraba1ho, tem
grande importancia na'anET%se da estabilidade de sistemas hao-11i
neares e portanto, antes de se investigar por um ou outro metodo
a estabilidade de um sistema -nao-linear, & conveniente analisar
sua estrutura. Se-esta for identificada como favoréve1, explici-
ta ou implicitamente, muito trabalho podera ser poupado e simpTi
ficado. Ainda em termos do problema da sTntesé, verifica-se que a
estrutura tem o papel de servir como "guia de referéncia”, ou
seja, busca=-se sintetizat sistemas que apresentem estruturas fa-
voraveis, se isto for conseguido, a estabilidade do sistema n3o-

Tinear estara assegurada.
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Desta maneira, com este trabalho, cremos ter dado
uma contribuicio, tanto para a solucio, como para a indicacdo de possi
veis solucoes para problemas relacionados com a estabilidade de

sistemas nao~-lineares.
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APENDICE Al

0 Teorema mais geral da teoria de "sign  stabi-

Tity" demonstrado por Quirk e Ruppert [®8]| e o seguinte:

Teorema Al.1: &gja A = <aij) uma matriz real nxn e nao decompo-

nivel. As condigOes necessarias e suficientes para que A  seja

"sign stable" sao:

Condicao (1): a.. . a,. <0 i # ]

ij ji =
Condicao (2): sendo ﬁ] # i2 # ... # 1, se tivermos a. . # 0,
m iy,
a. . # 0, ..., a. . # 0 entdo a. . =0 para todo m > 2
T2013 Tm=1°"m e T : '

11

Condigao (3): a.. < 0 para todo 1, 3y < 0 para ao menos um k3

T <k <n.

Condicdo (4): existe um termo nao nulo na expansao de det A.

Seja {B} o conjunto das matrizes similares em
~sinal a matriz B, dada abaixo pelos sinais de seus elementos,

Aou‘seja:
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sgn B = 0 - - + 0
0 0 - 0 +
0 0 0 - 0

Vemos que a matriz B satisfaz as condigoes (1)
a (4); mostramos abaixo que o conjunto {B} tem matrizes que nao
sao estaveis segundo a definigao utilizada em |88], na “qual
"uma matriz'é estavel se e somente se todos os seus auto-valo-

res tem parte real negativa”.

Chamando de B] a matriz de {B} para a qual atri-
buimos valores numericos +1 para os elementos com sinal positi-
VO e-—l para 65 elementos coh sinaT.negafivo. Neste caso tere-
mos Que: +j e -J sao auto-valores de B,, donde B, nio & esta-
vel. Como B, ¢ {B} isto implica que B n3ao & "sign stable" e
portanto as condigoes (1) a (4) nao sao suficientes para garan-

tir "sign stability".

A prova utilizada pelos referidos autores baseia-

se na extensao do seguinte Teorema (do -mesme artigo).

Teorema Al.2: Seja A = (aij) uma matriz real nxn com a.y < 0 pa

ra todo i =1, ..., n. Condigoes necessarias e suficientes para
"sﬁgn stability" de A sao: condigao (1) e condigdo (2) do Teore

ma anterior.
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Apresentamos a seguir o racfoc?nio utilizado, a
pattif do Teorema acima, no qual os autores se baséaram para
provar o Teorema dgeral, indicando o argumento falso que foi uti
lizado.

Se a condigcao de todos os agq < 0 for vrelaxada,
entao as condigoes (1) e (2) nio mais serdo suficientes para ga
rantir "sign-stability" (evidentemente se para aigum i, tiver-
mos a.. > 0, A nao sera "sign stable"). Como os autores mostram
em |88], retirando-se a condicdo de todos a;. < 0, a instabili-

dade somente podera ocorrer devido a existencia de raizes nulas

ou imaginarias puras no polinomio caracteristico de A. -

Como os coeficientes do pd]inﬁmio caracteristico
de AAre1at1vo§ a0 trago de A e ao determinante de A devem ser
positivos, para haver estabilidade e necessario quevtenhamos ao
menos um dos as4 < 0 (condigao (3)) e det A # 0 (condigao (4)).

A prova.da suficiencia das condicoes (1) a (4)
dada pelos autores em |88| baseia-se nos seguintes  argumentos
que aqui transcrevemos: "As condigoes (1) e (2) sendo suficien-
tes para "sign-stability", no caso da diagonal estritamente ne-
;gativa, asseguram que 0S termos em qualquer dos determinantes
de Routh-Hutwitz, apos a eliminac3o de termos iguais, sao todos

positivos.

Portanto se as condigoes (1) a (4) deixam de ser

suficientes para "sign stability" de A, isto & devido ao fato
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de que alguma condigao de Routh-Hurwitz e identicamente nula,
i.e. alguma raiz caracterTstica de A tem parte nula para todo

conjunto de valores atribuidos aos elementos de A.

Donde, para provar a suficiencia das condigoes
(1) a (4) para sign-stability € preciso somente que mostremos
que tais condicoes sao suficientes para a estabilidade de A, pa

ra alguma escolha de valores para os elementos de A".

A seguir mostramos que o argumento de que, no ca
so da ocorréncia de instabilidade, "alguma condicao de Routh-
_ Hurwitz & identicamente nula para todo conjunto de valores atri
buidos a A", e falso. Tomando-se a matriz B, temos os seguintes

valores para os Al (determinantes de Routh-Hurwitz).

Ou seja, os determinantes de Routh-Hurwitz A4-e
Ag sao nulos. Definindo-se a matriz B, e {B} tal que em relagao
a matriz B1 apenas 0 primeiro elemento da segunda coluna tem
seu valor numerico: alterado (de 1 para 2), teremos os seguin-

tes valores numericos para os A; de By:
Ay =1 > 05 8, =13 >03 A3 =350; 8, =150; a8, =2050
donde conclui-se que a matriz 82 e estavel e que a condigao dos

determinantes de Routh-Hurwitz Ay e Ag que eram nulos para By,

alterando-se apenas 0 valor numerico de um elemento de By eles
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- nao permaneceram nulos como argumentam os autores em |88],

Do exposto acima conclui-se que nao basta mos-
trar que as condicoes (1) a (4) 550 suf{cientes para "sign sta-
bility" de A, mostrando apenas‘que elas o sao para "alguma esco
Tha de valores para os elementos de A", invalidando assim a pro

va utilizada pelos autores em |88].
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APENDICE A2

Lema A2.1: Seja A = (aij) uma matriz de Jacobi real nxn nao de-

componivel satisfazendo a.

1,1-1,'.a

. . < 0; a.. <0 i =

i-1,1 CEE para i

1, 2, ..., n. Entao temos que: atribuindo-se valores numéricos

convenientes para os elementos de A & sempre possivel fazer com
' . +

que A apresente um par de polos complexos conjugados - VAU (de

multiplicidade 1), qualquer que seja W, o> 0 arbitrando.

Prova: Seja A - (aij) dada por:

Fo k2 i
-1 0 €1
"-l O 82
A = 3oeg > 01i=1, , h-2
-1 0 . €2
i -1 0

Sabemos que a matriz A, nas condigOes acima tem

todos os auto-valores sobre o eixo imaginario.

Considerando primeiramente o caso em que n =2, 0
Lema e obvio pois e suficiente tomar k = W
Pela relagao de recorrencia para determinacao do

polinomio. caracteristico de uma matriz de Jacobi |'2]| temos que:
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ogls) 2 13 ¢](S) = S5 ¢,(8) = s? + k%3 95(s) = s(s2 + k?) +
e e ()3
bp(s) = s v ep q(s) + e 5 - 0 5(s)5 p =3, ..o (A2.1)

Onde ¢j(s), j=1,2, ..., n sao os polinomios
caracteristicos das sub-matrizes principais de A corresponden-

tes as J primeiras linhas e colunas d- A.

Vamos analisar a varijagao das raizes de %ﬂs)(p=n)
em fungao de seus parametros; analisemos primeiramente em rela-

¢do a variagio do parametro e A partir de (A2.1) esta anali

p-2°
se pode ser feita considerando-se o lugar das raizes de F(s) on

de: ‘ ' .

¢p_2(5)

F(s) =1 + ¢ ———
S ¢p_1(5)

p-2 (A2.2)

e onde €p-2 pode variar no intervalo (0, + =).

O0s angulos das assintotas do lugar das raizes de

(A2.2), sao dados por:

b, = (29 + 1) O 0; 1, 2, (n. = n_, - 1)
Ay o P z
, D .
onde n, = numero de raizes de s . ¢p_1(s)
n, = numero de rafzes de ¢p_2(s)
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Pelo fato de que n, =N, = 2, as assintotas sao:
+ - . -
op 7 " m/2, 0 que e esperado pois todas as raizes de ¢p(s) es-
tao no eixo imaginario.
- - + .
Tem~-se tambem que: duas raizes - Q- tendem a

infinito com ¢

_1(5)-

p-2 T a partir das raizes de maior modulo de

¢

Portanto se as raizes = ij de ¢p(s) que deseja-

mos "posicionar" em fungao de e tem modulo maior que as rai-

p-2
zes .de maior modulo de ¢p_1(s), entao o Lema se verifica, - e
mais, as raizes (complexas conjugadas) que "posicionarmos" em

funcao de €2 serao as de maior modulo para ¢p(s) e distintas

. e - + .
das demais. Portanto para "posicionarmos" duas raizes - Q@ J em

n
~ - o . « + .
fungao de €q-2 © suficiente que "posicionemos” as raizes -2 _4J

de ¢ (s) (em fungao de Ep—S) de modo que as raizes de maior

p-1
modulo de ¢p_](s) tenham modulo inferior ao modulo das raizes

desejadas para ¢ _(s) (Qp_1 < Qp). Ora, para "posicionarmos" as

_ p
raizes de maior modulo de ¢p_](s) em fungao de €p-3 dependemos
(pelo mesmo raciocinio) de "posicionarmos" as raizes de ¢p_2(s)
em funcgao de €t "o e assim sucessivamente ate chegarmos a

;;¢2(s) = s2 + k? que sao "posicionaveis" em fungao de k.

Portanto para que tenhamos Q = w, = C> 0, onde
c & arbitrario, escolhemos k- < ¢, se €5 >0 (j = n-2, n-3,...,1)

forem suficientemente pequencos (nao nulos) teremos que .



523 < 94 Qn——Z < Qn_] < C

E portanto €& sempre possivel, variando-se convenientemente 0S

valores de kys eys €55 .00y e,.p» fazer com que a matriz A apre
) - ' . + . . .

sente um par de raizes complexas conjugadas = W J (de multipli-

cidade 1) para w_ > 0 arbitrario.

Lema A2.2: Seja A uma matriz de Jacobi nxn nao decomponivel e
seja A um auto-valor de A,entao temos que: 0 auto-vetor V e c",

correspondente a A, tem a primeira e a n-ésima componentes nao

nulas.
Prova: Como V's= (v1, 92, Cees Vn) e um auto-vetor de A relati-
vo a A temos que (sendo B = (bij) = (A - "aI)):

BV =0 | (A2.3)

A equagao (A2.3), no caso de A ser uma matriz Ja

cobiana nao decomponivel, pode ser escrita explicitamente:

bH vyt b]2 Vo = 0
byy Vq * byy Vo + byg Vg = 0 (A2.4)
bgp Vo + bg3 V3 *+ bgy vy =0
Bﬁ n ; n-1 " bnnvn )

Neste caso temos que:
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donde, se vy = 0, isto implica em que V = 0 e portanto V-'ndo e

auto vetor. Analogamente se Vo ® 0 chegamos a mesma conclusao
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APENDICE A3

Lema A3.1: Dados n polindomios de Hurwitz de grau n; (n > 2; i =

1, 2, ..., n)

Py (2)

1
>
£

n
i iV, .

Definindo o conjunto P de polindmios P(A) tal

que:

-

P = {P(r) =

N~
Q
-
o
—
-
~—~
k%]

; = (d1; azs v s oes dn) e g E.Rz}p

dizemos que "P & Hurwitz" se e somente se V P(r) e P isto impli

Hurwitz.

i

ca em que P(A)

Chamando de &y = max | n
Paq

" nq|; P, q ef{l,2,...,n}

temos o0 seguinte:

Lema A3.7: "A condi¢do necessaria e suficiente para que P seja

Hurwitz @ que tenhamos ay < 2°.

Prova: Baseamo-nos ne fate de que es zeros de um polinomio de

‘grau g, onde g = ?%? fni’ nj) dado por: Pij(x) = a;PL(2) F
aij(A) séo os polos de
Py(3) |
Pj(l) + :“ Pj(x)
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e podemos neste caso aplicar as regras do Tugar das raizes.

Suficiencia: tomando-se, sem perda de generalidade, os polino-

mios Pl(x) e PZ(A) de P. Como os polos de

Po(2) | :
Fys(h) = 5 (ny < nq) (A3.2)
P](A) + — PZ(A)
o
1
pelo fato de as assintotas do lugar das raizes de (A3.2) nao
cruzarem o eixo imaginario (AM < 2) e todos os zeros de Fij(x)

estarem no semi plano lateral esquerdo (aberto) do plano comple
X0, para todo par (u1, az);a], a, > 0 os zeros de PTZ(A)(P]Z(A)=

o P1(x) + 0, Po(2)) tambem estarao no s.p.l.e.aberto.

Aplicando o mesmo raciocinio adicionamos um ter
ceiro polinomio P3(x) e analisamos as raizes de P123(k) =
o5 PB(A) + P]Z(A) que tambeém estarao no s.p.l.e.a (semi plano
lateral esquerdo aberto) para todo valor de ag > 0 e portanto

para todos os valores positivos de (dT, Ay d3).

Assim procedendo sucessivamente, ate adicionar-
.mos o Ultimo polinomio Pn(A), mostramos que:

s

() =a P (A) + P],Z..-n-](x)

e portanto P e

& estavel para todos valores positivos de o

Hurwitz.
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Necessidade: Utilizando o mesmo raciocinio acima, caso existam

tais que

ao menos dois polinomios P.(X) e PS(A)(nS-< nr)

Np = N, > 2, entao dado o fato de que neste caso havera um va-

Tor para oes/ar acima do qual Pg(n) nao sera Hurwitz, neste ca-

so fazendo com que os valores dos ¢ restantes tendam a zero e

a./a, » » teremos valores de o tais que P12 n(>\) nao sera

s/ Uy
Hurwitz.
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APENDICE»A4

Sendo A = (aij) uma matriz Jacobi nxn indecompo-

nivel onde:

Chamando de Aj (3 =0,1,2, ..., n-1) as sub-matrizes princi-

pais de A que sao obtidas pela eliminacao das j primeiras 1i-

nhas e colunas de A (AO = A). Chamando de a? aos coeficientes

dos polinomios caracteristicos -

oOxK

P (s) = [sI - An—kl = s 4+ (A4.1)

~das sub-matrizes principais An—k; k =n, n-1, n-2, ..., 0

Sabendo- que cada um dos coeficientes u§= i =
k-1, k-2, ..., 1, 0 de (A4.1) & formado a partir do somatorio
de todos os menores prfncipais'de ordem(k - i) da matriz An—k’

ou seja,
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e L DALRID S TOUPR VNP U I o PO S SRS I

(k-5 (A4.2)

onde: M(k—i)(An—k) sao 0s menores principais de ordem (k-i) da
matriz A _,
(;) representa o niumero de combinacoes de x elementos tomados

y ay.

-~ .. k .
Para k = n,escrevendo a expressao dos coeficientes aj a partir

dos menores principais de A (k=n), e reagrupando convenientemen

te os termos temos que:

no_ _ n-1
%po1 T 8 el
n _ n-1 n-1 _
Opez T T By %2 F %3 7 By2 ¥
(A4.3)
n _ n-1 n-1 n-2
On-3 T 7 971 %p-3 T %pog 312 221 %p-3
n. _ n-1 n-1 _ n-2
u1 = - a]] u] + ao a12 a2] a]
oon o n-1 - n-2
% T 7 %11 % %12 321 9
Dado que A].também € uma matriz Jacobi com as

mesmas caracteristicas de A, podemos escrever os coeficientes do

polinomio caracteristico de Ay (k= n - 1) da seguinte forma:
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=1 _ L "2
*n-2 22 7 %n-3
n-1 _ _ n-2 n-2 _ '
%n-3 T T 822 %oz Y %o T ¥p3 832
n-1 _ n-2 n-2 , ,n-3
On-4 T 7 222 %pog T Oplp T %23 832 %oy
(Ad.4)
n-1 _ n-2 n-2 n-3
Op T T ¥y 9y Fag T dp3 83 %
n-1 _ n-2 _ n-3
%9 T T %22 % 423 %32 %o -

Visto que todas as sub-matrizes principais fnfe-
riores de A i.e., Aj (3 =0, 1,2, ..., n-1) também sao matri-
zes Jacobi indecomponiveis, as expressoes do tipo (A4.3) e
(A4.4) tambem sao verificadas para as matrizes Ajs _ j =
3, 4, ..., n-1.

do a;, = - a,.3 J=1,2, ..., n.
Chaman 0 aJJ a5 J 1 7 n
Bpe1,0 = "Real, e te, 04138 T1e20e s o
e definindo que:
a = 0; o =1 (se ro=s > 0); o =0 (se r < s ou r <0
n+l,.n S : — > s :

ou s < 0) podemos estabelecer a re]agéo entre os coeficientes
dos polinomios qaracter?sticos das sub—mattizes principais infe
riores Ai e os elementos (aij)‘da matriz A; esta re1ag§o e dada
por:



k oz k=1, k-1
3 pp'ui %=1
para

k =v Ny h"'19 ’ ]5
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(A4.5)



282

APENDICE A5

Prova da estabilidade absoluta do sistema (VI.8)

(no setor positivo infinito).

Hipoteses: (a) Todas as fungoes wk(.); k =1,2, ..., m satisfa

zem a condigao de setor positivo infinito.

(b) n-1 destas fungoes wk(.); correspondem a 6&5 in-

dependentes; (o grafo de interconexao entre maquinas € conexo).

A fungdo de Lyapunov (VI.10),V(w, §) & definida
positiva, todavia V(w, $§) e apenas semi-definida negativa. Para
demonstrarmos a estabilidade assintotica, utilizaremos o Teore-

ma II.4 (LaSalle).

0 conjunto de estados no qual V(w, §) =0, Vt>0
T,

o

§)|w-= 0 e Ch

8 v(g) =

e dado por N(w, §) = {(w,

1

Sendo a equagao Cﬁ Y(s) = 0 equivalente a

[Iﬂ_1 L= Coql w(s) =0 | (A5.1)

S

e considerando a re1ag56 (VI.4)

(sn, 6n+1" Gm)’ = "Cn~1(-51’ 8o «vus an_1) , (A5.2)

podemos construir o seguinte sistema "auxiliar":
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[0 Ch 1] n-1 V-1 (8p)
§= ....o-z ------ . ‘!}n(an) = Im M (Sn ' (A5;3)
_7Cn—'l 0 i
U (85) S

Se § = 0 entao (A5.1) e (A5.2) sao satisfeitas sjmultaneamente;
se mostrarmos que § = 0 somente para § = O,teremos mostrado que
N(w, §) = {0} V t > 0 e portanto (VI.8) sera assintoticamente

estavel pelo Teorema (I1.4).

Considerandd o sistema dinamico (A5.3) vemos que
ele e do tipo (II.14) com estrutura favoravel; neste caso pode--
mos aplicar o Teorema II.7 para mostrar a estabilidade assinto-
tica utilizando a fungao de Lyapunov do tipo (II.7) ou seja:

. n-1
VI(§) = J J ¢j(5)ds + 1/2 ) 6% (A5.4)
n :

J 0 v i=]

ne~-13

“A partir do sistema (A513) obtemos:

Vi(s) = -

=]

5 vy (8 ) (A5.5)

k=1

Considerando as hipoteses (a) e (b) temos que

~ -

VI(G) e - VI(S) sao fungoes definidas positivas e portanto
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(A5.3) e absolutamente estayel A_e § = 0 & o Unico ponto de

—~

equilibrio.

Como consequéncia, as relacdes (A5.1) e (A5.2)
sao satisfeitas somente para § = 0 e portanto N(w, §) = {0}, o
que asseguréf pelo Toeremg IT.4 (LaSalle), a egfabi1idade abso-
luta do sistema (VI.8) com as‘fungaes wk(.) satisTazendo a con-

.dicao de setor positivo infinito.
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