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I .  I n t r o d u c ã o  

O a1 gorTtmo de d i r e ç ã o  v i ã v e l  que desenvolveremos 

n e s t e  t r a b a l h o  é propos to  pa ra  r e s o l v e r  problemas de programa - 

ção matemática do t i p o ;  

Max f ( X )  $ = ( x l ,  x 2 ,  . . . ,  k n  

s u j e i  t o  à x  < . b k  l k j  j k E I 2  

com f ( X )  s u p o s t a  d i f e r e n c i ã v e l  em t o d o  ponto  do c o n j u n t o  de s o  - 

1 uções . 
Os métodos de d i r e ç ã o  v i á v e l  s u r g i r a m  na l i t e r a t u  - 

r a  na forma de l i v r o  t e x t o  em 1960,  com a  p u b l i c a ç ã o  de Methods 

o f  F e a s i b l e  D i r e c t i o n s  po r  G .  Z o u t e n d i j k  1121. T a i s  métodos p ro  - 

curam a  cada p a s s o ,  d e t e r m i n a r  uma d i r e ç ã o  v i ã v e l  que p r o d u z a ,  

no caso  de maximização,  um a c r é s c i m o  da função  o b j e t i v o  f ( X ) .  Os 

d i v e r s o s  métodos e x i s t e n t e s  s e  d i f e r e n c i a m  na e s c o l h a  d e s t a  di - 

r e ç ã o ,  e  d i z - s e  que o  a l g o r i t m o  é de d i r e ç ã o  v i á v e l  Ótima,  quan - 

do e s t a  d i r e ç ã o  maximiza a  d e r i v a d a  d i r e c i o n a l  de f ( X )  d e n t r e  

todas  as  p o s s i v e i  s  d i r e ç õ e s  v i á -ve i s .  O a1 gor í tmo  por nós desen - 

vo lv ido  é de t i p o  de d i r e ç ã o  v i á v e l  ó t i m a .  

Os p r i m e i r o s  e s f o r ç o s  pa ra  a  obtenção  d e s t e s  t i  - 

pos de a1 gor7tmos foram d e s e n v o l v i d o s  por  Zoutendi  j k  ( 1 1  ,121 pa - 

r a  r e s o l v e r  problemas da forma ( I ) .  Vamos c o n s i d e r a r  de  i n í c i o ,  



u m  ponto v i á v e l  X de ( I ) ,  e  uma d i r e ç ã o  de d E E " .  Tratemos de 

d e f i n i r  cond ições  pa ra  que d  s e j a  v i á v e l ,  ou s e j a  p a r a  que  e x i s  - 

t a  A,,,, > O t a l  que todos  o s  pon tos  X + Xd, com X E ( . O ,  A#( se jam 

pontos v i á v e i s  de  ( I ) .  Notaremos p o r  J ( X )  e  1 2 ( X )  os c o n j u n t o s  d e  
-r i d i c e s  c o r r e s p o n d e n t e s  à r e s t r i ç õ e s  a t i v a s  pa ra  X .  I s t o  é,  

Para que d s e j a  v i á v e l ,  devemos t e r  

Onde <x,y> é a  no tação  usada p a r a  r e p r e s e n t a r  o  produto  i n t e r n o  

v e t o r i a l .  Se além da v i a b i l i d a d e  de d ,  quizermos que e s t a  maximi - 

z e  a  de r ivada  d i r e c i o n a l  de f ( X ) ,  deveremos r e s o l v e r  o  s e g u i n t e  

problema de programação ma temát i ca .  

Max: Dr f ( X )  = < V f ( X ) ,  d > 

O que r e p r e s e n t a ,  p e l a  i n c l u s ã o  de ( d l  = 1 ,  um 



problema com r e s t r i ç õ e s  não l i n e a r  e  c u j o  c o n j u n t o  de s o l u ç õ e s  

e  não convexo.  Supondo ( B )  r e s o l v i d o ,  s e j a  d , a  s o l u ç ã o  com 

< V f ( X ) ,  d, > > O e  se jam h M  e  h, d e f i n i d o s  p o r :  

A,,, = max { h / X + h . d x  é v i a ? e l  pa ra  ( I ) }  

h, maximiza f ( X  + h . d , )  com h E ( O ,  X M  I 
- 

s e  h, e  f i n i  t o ,  e n t ã o  X + X,.d, é t a l  que f ( X  + X x . d x )  > f ( X ) .  

Assim sendo ,  a  p a r t i r  de X f o i  possTvel o b t e r  u m  o u t r o  ponto  

com ac rezc imo  da função  o b j e t i v o .  

Vamos s u p o r  que n u m  de te rminado  passo  do algorTtmo 

t e n h a - s e  X, t a l  que a  s o l u ç ã o  d, de ( B )  para  e s t e  pon to  f o r n e ç a  
- 

< v f ( X , ) ,  d, > 5 - O .  Nes te  c a s o ,  demonst ra-se  que X, e  um ponto  

s a t i  z fazendo Kuhn-Tucker, e  p o r t a n t o  é um ponto  e s t a c i  o n á r i  o  res - 

t r i t o .  O p r o c e s s o  é i n t e r r o m p i d o  também s e  n u m  de terminado p a z  

s o  s e  tem que h,  = . Finalmente  pode a c o n t e c e r  que o p r o c e s s o  

ge re  uma s u c e s s ã o  de  pontos  v i á v e i s  de ( I ) ,  n e s t e  caso  s e  e l a  

f o r  d i v e r g e n t e  e n t ã o  uma s o l u ç ã o  i l i m i t a d a  é e v i d e n c i a d a ,  c a s o  

c o n t r á r i o  o  ponto l i m i t e  s e r á  n e c e s s á r i  amente u m  ponto e s t a c i o  

n á r i o  r e s t r i t o .  Como veremos n o  desenvo lv imen to  do t r a b a l h o ,  e s  v 

t a  p r o p r i e d a d e  de convergênc ia  p a r a  pon tos  s a t i s f a z e n d o  K u h n -  

Tucker é uma c a r a c t e r T s t i c a  dos métodos de d i r e ç ã o  v i á v e l  Ótima. 

Vol tando ao  problema ( B ) ,  mostraremos que e s t e  é equi  v 

val  e n t e  o  s e g u i n t e  problema de programação q u a d r á t i c a  . 

Min u , u  > 

< L k ,  u > = O  K E  1, 

s u j e i t o  à 
< L k ,  U > ( - O K E 1 2 ( X )  

ui. > O j E J ( X )  
J = 

< v f ( X ) ,  u > = 1  



E f á c i l  v e r  que e x i s t e  uma r e l a ç ã o  b i - u n i v o c a  e n t r e  as  s o l u ç õ e s  

v i á v e i s  de  ( B )  t e n d o  a  d e s i g u l a d a d e  < V f ( X ) ,  d > > O ,  e  a s  s o  - 

1  uções v i á v e i  s  de ( C ) .  Demonstraremos a  s e g u i r  a  . . equi !va lênc ia  

e n t r e  a s  s o l u ç õ e s  dos problemas ( B )  e  ( C ) .  

Se d x  é a  s o l u ç ã o  de ( B )  com < Q f ( X ) ,  d x >  = o  > o  
X 

e n t ã o  u x  = - dx é a  s o l u ç ã o  pa ra  ( C ) ,  p o i s  supondo que u x  não mi - 
o  v ,, 

nimiza < u , u  > , e n t ã o  e x i s t i r á  U *  v i á v e l  t a l  q u e ,  < u*,u* > 
- 

'* e n t ã o  d* e  < < u x , u x >  ou s e j a  l u * /  < U .  F a z e n d o d *  = - -  

v i á v e l  pa ra  ( B )  e  t e remos ,  
I u*'l 

l ogo  d x  n ã o  é s o l u ç ã o  de ( B ) ,  o  que é absurdo .  Por o u t r o  l a d o  , 
. -ux 

s e  u x  é s o l u ç ã o  de (C)  e n t ã o  d x  = - a  s o l  ução de (B)  ,poi  s  
I uxI 

c a s o  c o n t r á r i o  e x i s t i r i a  d* v i á v e l  t a l  que :  

d *  é v i á v e l  p a r a  (C)  com e n t ã o  u *  = - 
o* 

o  que c o n t r a d i z  a  h i p ó t e s e  de s e r  ux s o l u ç ã o  de ( C ) .  

Assim, nosso  problema (B)  f o i  t r ans fo rmado  em ( C )  



que 6 um problema de programação q u a d r ã t i c a  convexa ,  com r e s t r i  - 

ções  1  i  n e a r e s  . 
Tal problema,  abordado p e l o s  métodos . c1 ã s s i c o s  

como por  exemplo o  método de Wol f e ,  deve rã  r e s o l v e r  a  cada i  t e -  
I 

r a ç ã o  u m  s implex  de pe lo  menos n + m l  + m 2  + m r e s t r i ç õ e s ,  o n  
j - 

de  m l ,  rn2 e  m r ep resen tam r e s p e c t i v a m e n t e  o  numero de r e s t r i  
j - 

çóes  do t i p o  1 1 ,  1 2 ( X )  e  J ( X )  do problema ( C ) ,  o  que s i g n i f i c a  

um e s f o r ç o  compu t a c i o n a l  mui to  g r a n d e ,  mesmo pa ra  computadores  

p o t e n t e s .  

Z o n t e n d i j k  11 21 s u g e r e  uma abordagem a1 t e r n a t i v a ,  

procurando s i m p l i f i c a r  o t r a b a l h o  computac iona l .  S u b s t i t u i  no 

problema (B)  a  r e s t r i ç ã o  < d , d :  > = 1  p e l a  d , d .  > - 1 ,  com i s s o  

o  c o n j u n t o  de s o l u ç õ e s  passa  s e r  convexo e  a  s o l u ç ã o  ó t ima  não 

s e  m o d i f i c a ,  j á  que es tamos  maximizando < v f ( X ) ,  d  > . Incorpo  - 

rando as  r e s t r i ç õ e s  de n ã o - n e g a t i v i d a d e ,  o problema ( B )  pode 

s e r  co locado na forma;  

s u j e i t o  à 

Max Dr f ( X )  = V f ( X ) ,  d > 

M d < O  
y = 

< d , d . >  5 1  - 

Apli cando a s  cond ições  de Kuhn-Tucker e  u t i  l i z a n d o - s e  a i n d a  do 

método s i m p l e x  adap tado  a o  problema r e s u l  t a n t e , Z o n t e n d i  j k  desen  - 

volveu uma me todo log ia  no qual  a s  m a t r i z e s  b á s i c a s  s ã o  de ordem 

m ,  + m 2  + m a  cada  i n t e r a ç ã o .  
j 

Lemke 121, d e s c r e v e  um método l i g e i r a m e n t e  d i f e  - 

r e n t e  p a r a  r e s o l v e r  ( C ) ,  mas n e s t e  c a s o  a s  m a t r i z e s  s ã o  de  o r  - 

dem n a cada p a s s o ,  a que r e p r e s e n t a  uma devantagem, p o i s  depen - 



dendo da s u c e s s ã o  de  pontos  v i á v e i s  o  p rocesso  de Z o n t e n d i j k  t r a  - 

bal ha rã  com m a t r i z e s  cons i  de rave lmen te  menores.  

Estamos vendo p o r t a n t o ,  que a  busca da d i r e ç ã o  Óti  - 

ma g e r a  u m  problema de o t i m i z a ç ã o  a  cada p a s s o ,  que por  sua vez 

é o  re sponsáve l  p e l o  grande  e s f o r ç o  computaci onal . P r i  ncipalmen - 
- 

t e  por  i s s o ,  su rg i r am os métodos de d i r e ç ã o  v i á v e l  não o t i m a ,  

que bas icamente  procuram d e t e r m i n a r  uma d i r e ç ã o  v i á v e l  que garan  - 

t a  t ã o  somente a  r e l a ç ã o  < V f ( X ) ,  d -  > > 0 , p o i s  a  p a r t i r  d e s t a ,  

sabemos que u m  ac résc imo  pode s e r  o b t i d o  p a r a  a  função  f ( X ) .  Tais 

métodos ,  embora se j am mais s i m p l e s  computaci ona lmnete ,  podem 

c r i a r  problemas d e  convergên ica  do t i p o  Zig-Zag,  que r e p r e s e n t a  

uma convergênc ia  pa ra  um ponto l i m i t e  não s a t i s f a z e n d o  K u h n  - 

Tucker .  Dentro d e s t a  c l a s s e ,  a q u e l e  que mais s e  d e s t a c a  pe la  sim - 

p l i c i d a d e  computac ional  é o  G r a d i e n t  P r o j e c t i o n  Method d e s e n v o l -  

vi do por  Rosen 17 1 .  
Retornemos as cond ições  ( A )  de v i a b i l i d a d e  para d ,  

com as s e g u i n t e s  modif icações . :  

ou  m a t r i c i a l m e n t e ,  M x .  d = O 

Onde Mx r e p r e s e n t a  a  m a t r i z  formada p e l a s  l i n h a s  L k  com 

K E { I ,  C 1 2 ( X ) }  e p e l a s  l i n h a s  e  com j E J ( X ) .  
j 

A p r o j e ç ã o  

a, de V f ( X )  no e s p a ç o  complementar e  o r togona l  a o  g e r a d o  pg 

l a s  l i n h a s  de  M x ,  s a t i s f a z  à Mx 3, = O e  ademais a p r e s e n t a  a  

i n t e r e s s a n t e  p r o p r i e d a d e  < V f ( X ) ,  a, > 2 - 0 .  
- 

A d i r e ç ã o  a, e  o b t i d a  p o r :  

ax = P . V f ( x )  
X 



onde P x  é a  m a t r i z  de p r o j e ç ã o  dada por :  

1  2 n 
com Q x  = ( q  Y q x  3 , q, )  onde q b  s ã o  a s  c01 unas 1  inèa rmen te  

X T i ndependen tes  da m a t r i z  M x  . A s i m p l i c i d a d e  do método i  t e r a t i v o  
- 
e  dev ido  p r i n c i p a l m e n t e  ao f a t o  de que a  m a t r i z  M x  s o f r e  peque  

nas v a r i a ç õ e s ,  j á  q u e ,  ou permanece i  na1 t e r a d a  o u  e n t r a  e/ou s a i  

u m  v e t o r ,  e n t r e  i t e r a ç õ e s  s u c e s s i v a s .  Tal f a t o  f a c i l i t a  o uso de 

fó rmulas  de r e c o r r e n c i a  p a r a  a  o b t e n ç ã o  das m a t r i z e s  de p r o j e ç ã o  

s u c e s s i  v a s .  O p r o c e s s o  i  t e r a t i v o  f i c a  i  n te r rompido quando para  

a l g u m X  v i á v e l  s e  t e n h a a x  = O .  N e s t e c a s o ,  V f ( X )  é combina - 

ção l i n e a r  das l i n h a s  de M,, ou das  c o l u n a s  de Q , ,  

Se a X  1 O k $ 1 1 ,  e n t ã o  s ã o  cumpridas a s  cond ições  de K u h n  - 
k - 

T u c k e r ,  e  X é u m  ponto e s t a c i o n á r i o  r e s t r i t o .  Caso c o n t r á r i o ,  i s  - 

t o  é s e  ]ax < O K 8 I1  é p o s s i v e l ,  r e l a x a n d o  . a  r e s t r i ç ã o  
k 

k-és ima ,  o b t e r  a  p r o j e ç ã o  de V f ( X )  no sub-espaço  complementar e  

o r t o g o n a l  ao e spaço  gerado p e l o s  v e t o r e s  a n t e r i o r e s  com exceção  

de L k .  Es t a  nova p r o j e ç ã o  ak a t e n d e r á  as condições  de v i a b i l i d a  
X 

de  com ac résc imo  da funçiio f ( X ) .  I n f e l i z m e n t e ,  e s t e  a l g o r i t m o  no 

modo s i m p l e s  como f o i  a p r e s e n t a d o  p o r  Rosen, não tem a  sua  con - 

v e r g ê n c i a  g a r a n t i d a ,  e  pode de a c o r d o  com Luemberg ( 4 1  t e o r i c a  - 

mente a p r e s e n t a r  o  fenômeno de Zig-Zag,  embora na p r ã t i c a  o  meto - 

do venha sendo l a r g a m e n t e  u t i l i z a d o  e  jamais  a p r e s e n t o u  e s t e  i n  - 

c o v e n i e n t e .  Além d i s s o ,  nenhum exemplo,  nem mesmo t e ó r i c o ,  de 



Zig-Zag  f o i  a p r e s e n t a d o  a t e  h o j e .  Uma v e r s ã o  mais  compl i c a d a  do 

a l g o r i t m o ,  f o i  p r o p o s t a  p o r  P o l a k j  E .  161 que g a r a n t e  : a  c o n v e r  - 

gentia s e  f ( X )  é c o n c a v a  e  s e  a lgumas  c o n d i ç õ e s  de r e g u l a r i d a d e  

s ã o  a t e n d i d a s .  E n t r e t a n t o ,  mesmo n e s t e s  c a s o s  e s p e c i a i s  de con  - 

v e r g ê n c i a ,  o  a1 g o r i t m o  p e r d e  a  s u a  mais  i m p o r t a n t e  c a r a c t e r i s t i  - 

ca  que  é a  s i m p l i c i d a d e ,  d e i x a n d o  d e  s e r  c o m p e t i t i v o  com o u t r o s  

métodos  da c l a s s e  não  ó t i m o  como p o r  exemplo o  Convex S imp lex  

Method c u j a  c o n v e r g ê n c i a  é g a r a n t i d a  p a r a  p rob l emas  do  t i p o  ( I ) .  

E s t e  a l g o r i t m o  é d e v i d o  a  Wolfe 181 e  a p r i m o r a d o  p o r  Zangwi 11 

1101. H i s t o r i c a m e n t e  e  d i d a t i c a m e n t e ,  o  r e f e r i d o  a l g o r i t m o  pode  

s e r  a p r e s e n t a d o  como u m  c a s o  p a r t i c u l a r  do Reduced Gradi  e n t e  

Method,  que é um a l g o r i t m o  não  c o n v e r g e n t e  no c a s o  g e r a l  do p r o  - 

blema ( 1 ) e  q u e  a p r e s e n t a r e m o s  a s e g u i  r .  

Trans fo rmando  a s  d e s i g u a l d a d e s  em i g u a l d a d e s ,  a t r a  - 

vés  d a s  v a r i á v e i s  d e  f o l g a ,  n o s s o  p rob lema o r i g i n a l  pode  tomar  

a  s e g u i n t e  forma m a t r i c i a l :  

Max f ( X )  X = ( x l ,  X 2 >  , x n )  

s u j e i  t o  a  L . X = b  

X Z O  - 

Onde L é m a t r i z  d e  ordem m x  n .  

Dado u m  p o n t o  X v i á v e l  p a r a  ( 1 1 ) ,  c o n s i d e r e m o s  a  

p a r t i ç ã o  X = ( Y , Z )  com Y > O .  Y é d i t o  v e t o r  de v a r i á v e i s  b á s i -  

c a s  o u  d e p e n d e n t e s ,  e  Z o  v e t o r  d e  v a r i á v e i s  não b á s i c a s  ou i n  - 

d e p e n d e n t e s .  

A c o n d i ç ã o ,  Y > O p o d e r á  s e r  a s s e g u r a d a  s empre  que 

a  h i p ó t e s e  d e  não  d e g e n e r a ç ã o  p u d e r  s e r  g a r a n t i d a .  E n t ã o  ( 1 1 )  , 



p o d e  s e r  e s c r i  t o :  

Max f ( Y , Z )  

s u j e i t o  M . Y + N . Z = b 

Z - > 0 ,  com L = I M , N (  

Como, Y = M-' b  -M- ' .  N . z 

e n t ã o ,  f ( X )  = f ( ~ - ' b  - M-' . N . Z ,  Z) = g ( Z )  e  V g ( Z )  p o d e  s e r  

c a l c u l a d o .  Assim, n o s s o  p r o b l e m a  f i c o u  r e d u z i d o  a  e n c o n t r a r  uma 

d i r e ç ã o  r v i á v e l  p a r a  Z e  q u e  m a n t e n h a  a  v i  a b i  l i d a d e  d e  Y > O 

com a c r é s c i m o  d a  f u n ç ã o  g ( Z ) .  Dado u m  a c r é s c i m o  r p a r a  Z ,  t emos  
1  q u e  A Y = - M -  . N . r . P o r t a n t o  o  p r o c e d i m e n t o  p a r a  a  d e t e r m i  = 

n a ç ã o  d e  r s e r á :  

V g i  ( Z )  s e  V g i  (2) ou Z i  > O 

r -  = [ 
' O c a s o  c o n t r á r i o  

E m  s e g u i d a ,  devemos  d e t e r m i n a r  o s  p a r á m e t r o s  a l  , a 2 ,  a3  d e f i  n i  - 

d o s  p o r :  

a 2  = max { a  / Z + a r - 0 1  

e  a3 m a x i m i z a  f ( X  + a A X) c o m  O < a < min I a l ,  a21 

E n t ã o  o  novo  p o n t o  s e r á  X + a 3  A X ,  s e  a j  < a , ,  r e c a l c u l a - s e  

A Z com a  mesma p a r t i ç ã o  a n t e r i o r ,  c a s o  c o n t r á r i o  uma d a s  v a r i á  - 

v e i s  b á s i c a s  s e r á  a n u l a d a  e  uma nova  p a r t i ç ã o  d e v e r á  s e r  o r g a n i  - 
z a d a .  P a r a  g a r a n t i r  a  c o n v e r g ê n c i a  d o  m é t o d o ,  uma s i m p l e s  modi - 



f i c a ç ã o  na e s c o l h a  da d i r e ç ã o  r t o r n a - s e  n e c e s s á r i a ,  o  que d a r á  

o r i gem a  u m  a l g o r y t m o  denomindo Convex S imp lex  Method.  A p r i n c i  ' - 

pa l  d i f e r e n ç a  e n t r e  e l e  e  o  Reduced G r a d i e n t  é que e n q u a n t o  ne s  - 

t e  a d i r e ç ã o  r pode m o d i f i c a r  t o d a s  a s  v a r i á v e i s  i n d e p e n d e n t e s ,  

no CSM somen te  uma v a r i á v e l  i n d e p e n d e n t e  é m o d i f i c a d a  . a  cada  

p a s s o .  

Dado u m  p o n t o  v i á v e l  X = ( Y  ,Z)  j á  d e v i d a m e n t e  p a r  

t i c i o n a d o ,  a  d i r e ç ã o  r s e r á  d e f i n i d a  p e l a  v a r i á v e l  i n d e p e n d e n t e  

Z i  da s e g u i n t e  f o rma :  

' i l  = max { r i }  i 

r i 2 .  Z i 2  = m i n  I r i ,  Z i }  
i  

Se r i  = r i i  ' i2  = O ,  o  p o n t o  X s o l u ç ã o .  Por o u t r o  l a d o  s e :  
1  

Tal p r o c e d i m e n t o  t o r n a  c o n v e r g e n t e ,  v e r  Zangwi l l  1101 ,  o  a l g o  - 

r i t m o  p r o p o s t o .  E i m p o r t a n t e  r e s a l v a r  q u e ,  a  h i p ó t e s e  . de não 

d e g e n e r a ç ã o  é m u i t o  i m p o r t a n t e ,  j á  q u e  na o c o r r ê n c i a  d e s t a  o  a 1  - 

g o r i t m o  CSM pode não c o n v e r g i r .  



11. Fundamentos T e ó r i c o s  

O problema de programação não l i n e a r  com r e s t r i  - 

ções  l i n e a r e s  pode s e r  co locado na s e g u i n t e  forma g e r a l :  

< L k >  X > = b k  k E I  
s u j e i t o  à 

< L k 2  X > - 5 bk ~ E J  

C o m  I e  J r e p r e s e n t a n d o  r e s p e c t i v a m e n t e  os 

c o n j u n t o s  de T'ndices p a r a  a s  r e s t r i ç õ e s  de i g u a l d a d e  e  d e s i -  

g u a l d a d e s .  Onde pa ra  todo  k ,  L k  6 v e t o r  de c o e f i c i e n t e s  p e r -  

tencente à e  b k  6 nümero o r a l .  

O c a s o  p a r t i c u l a r  de  r e s t r i ç ã o  de n ã o - n e g a t i v i  - 

dade do t i p o  x .  2 O e s t a r á  c o n s i d e r a d a  nas r e s t r i ç õ e s  do t i  
1 = - 

po J ,  f azendo  L k  = - e  i  onde e i  r e p r e s e n t a  o i - é s imo  v e t o r  da 

base  E u c l i d i a n a  de E n .  

Assumiremos a  h i p ó t e s e  que a  função  f : ~ ~  + R , 

possu i  d e r i v a d a s  de p r i m e i r a  ordem c o n t i n u a  em todo ponto d o  

c o n j u n t o  de s o l u ç õ e s .  

Notaremos, 

x : c o n j u n t o  das  s o l u ç õ e s .  X E x ++ X s a t i s f a z  ( 1 )  

r : subespaço  de E n  g e r a d o  p e l o s  v e t o r e s  I L k / k  E I }  

Q : subespaço  de orttogonal e  complementar à r .  



w E Q + +  < L k y  w > = O p a r a  t o d o  k  E 1. 

\ 

ACX): c o n j u n t o  de  Y n d i c e s  a s s o c i a d o s  a  X E x e  c o r r e s p o n d e n  - 

t e  às  d e s i g u a l d a d e s  a t i v a s  p a r a  X ,  i s t o  é :  

~ E A ( X ) + + ~ E J  e  < L k , X > = b  k 

P a r a  e v i t a r  c o m p l i c a ç õ e s  d e s n e c e s s á r i a s ,  vamos 

s u p o r  q u e  a  d i m e n s ã o  d o  s u b e s p a ç o  v e t o r i a l  n d a d o  p o r  

d ( n )  = n - d  ( r )  

é d i f e r e n t e  de  z e r o ,  d ( n )  > 0 .  

No temos q u e  s e  I = @ e n t ã o  = E ~ .  

D e f i n i ç ã o  1 

Dado X E X ,  uma d i r e ç ã o  6  E En 6 v v i ã v e l  p a r a  X ,  

s e  e x i s t i r  u, r e a l  p o s i t i v o  t a l  q u e  p a r a  t o d o  O < u  I - u, i m -  

p l i c a r  q u e  X + uP E x. 

P r o p o s i ç ã o  - - 1  

Dado X E X ,  e n t ã o  6 E En é d i r e ç ã o  v i á v e l  p a r a  

X s e  e  s o m e n t e  s e  $ E i2 e  Lk ,  6' > - I O com k  E A ( X )  

Dem. 

n - 
-+ ) Se 6 E E e  d i r e ç ã o  v i á v e l  p a r a  X E x e n t ã o  u  a  q u e ,  

X + u 6  E x p a r a  O < u  - L U ,  , l o g o  

p a r a  k  E I; b k  = < L k  ,X+uB > = b k + u  < L k y  6  > com O < u ~ u ,  - 

o  q u e  i m p l i c a  q u e  < L k ,  6 > = O e  p o r t a n t o  6  E .L? ; p a r a  

k E J ,  s o m e n t e  a s  d e s i g u a l d a d e s  a t i v a s  s ã o  r e s t r i t i v a s  pa - 



r a  a v i a b i l i d a d e  d e  6 e  n e s t e  c a s o  k  E A ( X )  t e r e m o s  

-+ ) Se B E n e  < L k ,  6 > I O k  E A ( X ) ,  e n t ã o  é f á c i l  v e r i f i -  - 

c a r  q u e  é s e m p r e  p o s s T v e l  e n c o n t r a r  u, p o s i t i v o  t a l  que  

p a r a  t o d o  O < u  5 I u, s e  v e r i f i c a  a  d e s i g u a l d a d e  

u  L k y  B > i b k  - < L k y  X > p a r a  k  E J - A ( X )  - 

P r o p o s i ç ã o  2 

Dado X E X, o  c o n j u n t o  d e  d i r e ç Q e s  v i á v e i s  

D ( X )  a s s o c i a d o  à X um s u b c o n j u n t o  de  n d e f i n i d o  p o r  

D ( X )  = { B / @  E a ;  < L k y  6 >IO k  E A ( X ) l  - 

Se A(,X) = @ ,  e n t ã o  D ( X )  = a .  

Dem. 

C o n s e q u ê n c i a  i m e d i a t a  d a  P r o p  1 ,  

P r o p o s i ç ã o  - .  3 

S e j a  C um c o n e  g e r a d o  p o r  uma c l a s s e  f i n i t a  de 

n  
v e t o r e s  { E 1 .  < 2 y * .  . . S p l  d e  E . Dado o E e n t ã o  a  d e s i -  

g u a l d a d e  < o, > I O o c o r r e  p a r a  t o d o  < E C s e  e  s o m e n t e  

s e  o c o r r e  p a r a  t o d o  Si. i = 
. . 

Dem. 
P  

> O  i = m  Se 5 E C e n t ã o  5 = a i t i  9 - - 
i = l  



+- ) Se < a ,  5-i > I O i  = l,p , e n t ã o  5 E C tem-se 

j á  que a .  2 O 
1 - 

Dada uma c l a s s e  f i n i t a  de v e t o r e s  ~ ~ 1 , E 2 , . . y ~ p 1  

de u m  subespaço  v e t o r i a l  n de consideremos a  c l a s s e  C * 

de v e t o r e s  o  E n, t a l  que a  d e s i g u a l d a d e  i o ,  < i  > I O o c o r r a  

para t o d o  i  = m. Então a c l a s s e  C* c o n s t i t u i  u m  cone conve - 

x o  f e c h a d o ,  d i t o  dual  em n do cone C gerado p e l a  c l a s s e  de ve - 

t o r e s  { C , ,  t2.. tP1.  

Dem. 

S e j a  5  E C e  sejam o, e  a 2  p e r t e n c e n t e  à C*. 

Então com a l  z - O e  a 2  2 - O temos que 

< 5 ,  a l o l  + azo2  > = a l  < 5 %  O l  > + a 2  < 5 ,  > L O  O2 - 

p o r t a n t o ,  a l o l  + a z o 2  E C* o que prova que C *  é cone convexo.  

S e j a  o  o l i m i t e  de uma s e q u ê n c i a  {o  1 de v e t o -  
q 

n r e s  de C * ,  e n t ã o  como a  função  < . , .>  é contynua em E , temos 

que:  



- 
p o r t a n t o  C* e  cone convexo f e c h a d o .  

Neste  ponto é c o n v e n i e n t e  l embra r  que R e  r 

s ã o  s u b e s p a ~ o s  v e t o r i a i s  o r t o g o n a i s  e  complementares ,  e n t ã o  
- - 

todo  v e t o r  L E é unnivocamente e x p r e s s o  da forma L = L + L 
- - 

onde 1 E 0, e  b E r .  P o r t a n t o  na Prop 2 , como 6  E C2 a  con 
- - = 

d i ç ã o  < L , , ,  f3 > O pode s e r  s u b s t i t u i d a  por < rk, i3 > 5 O - 

Notando por  C(X) o cone convexo fechado  a s s o c i  - 

ado a  X E x e  ge rado  p e l o s  v e t o r e s  {Lk/k E A ( X ) }  podemos 

c o n c l u i r  das  p r o p o s i ç õ e s  a n t e r i o r e s  que 

p r o p o s i ç ã o  -- ~ . 5 

Dado X E X ,  e n t ã o  D ( , X )  = C*(.X) 

S e j a  Vf(.X) o g r a d i e n t e  da função  f  no ponto 

X E x e  notemos por  a f ( X )  e  f f ( ~ )  a s  p r o j e ç õ e s  de Vf(X) nos 

subespaços  fi e  r ,  r e s p e c t i v a m e n t e .  

P ropos ição  - ~ - - ~~ - 6 ~ - -  

S e j a  X E X, s e  e x i s t i r  6  E D C X )  t a l  que 

< V f ( X ) ,  P > > O 

E n t ã o ,  e x i s t i r á  t,> O t a l  que pa ra  todo  O < t i t ,  - 

f ( X  + t P )  > f ( X )  



C o n s i d e r e n d s  q u e  $  E D(X) R ,  e n t ã o  é - ve rdade  

que  < B f ( X ) ,  B > = < V  f ( X ) ,  B > .  Usando a  d e f i n i ç ã o  de  d i r e  - 

ção  v i á v e l  sabemos que  l u ,  > O t a 1  que p a r a  t o d o  O < u - u, + 

-t ( X  + u B )  E x . 
Da h i p ó t e s e  de que  f : ~ ~  + R p o s s u e  d e r i v a d a  de p r i  - 

mei ra  ordem c o n t i n u a ,  i m p l i c a  q u e  é d i f e r e n c i a l  e  que p o r t a n t o ,  

Logo, 3 v, > 0  t a l  que p a r a  t o d o  O v < v, 

temos 

f a z e n d o  t, = min l u , ,  v,l a  p r o p o s i ç ã o  f i c a  demons t r ada  

Nes t e  e s t á g i o  do t r a b a l h o  e s t amos  de p o s s e  da 

c a r a c t e r i z a ç ã o  do c o n j u n t o  de d i r e ç õ e s  v i á v e i s  dada p e l a  Pro - 

p o s i ç ã o  5 ,  e  sabemos também a t r a v é s  da P r o p o s i ç ã o  6 ,  que  a  

p a r t i r  de  u m  p o n t o  X E x e  de uma d i r e ç ã o  v i á v e l  B com a  p r g  

p r i e d a d e  < 17 f ( X ) ,  6  > > 0 ,  poderemos  " c a m i n h a r "  d e n t r o  do con - 

j u n t o  das  s o l u ç õ e s  com a c r é s c i m o  da f u n ç ã o  f ( X ) .  

As p r o p o s i ç õ e s  q u e  s e  seguem nos a j u d a r ã o  a  d e t e r  - 

minar  a  d i r e a ç ã o  v i á v e l  Ót ima ,  a q u e l a  que  maximiza a  de  - 



r i v a d a  d i r e c i o n a l  de f ( X )  em D ( X ) ,  ou f i c a r e m o s  sabendo que 

não e x i s t e  B v i ã v e l  com < v f ( X )  , B > > O 

Propos'i ção 7 

Dado u m  cone convexo e f echado  C em um s u b e s p a -  

ço v e t o r i a l  0 Ç s e j a  C* seu dual em 0. 

Então todo  v e t o r  c E 0 pode s e r  univocamente ex 

p r e s s o  da forma:  5 = a + 6 onde a E C e  B E C* C O M  < a ,  B > = O .  

Dem. 

Consideremos u m  v e t o r  E fi e  s e j a  ao  o v e t o r  em C 

mais próximo de c,, i s t o  é,  o v e t o r  queminimiza a  f u n ç ã o ,  

Se a E C ,  e n t ã o  ao + t a  com O - L t < também 

p e r t e n c e  à C ,  f azendo  B o  = 5, - a temos que a  f u n ç ã o ,  o ' 

2 r ( t )  = g ( a o + t a ) = ~ 6 0 - t a ~ 2 = ~ ~ 2 - 2 t < B o , a ~ t t  laI2 

d e f í n i d a  pa ra  t 2 - 0 ,  tem um m'inimo em t = 0 ,  l o g o  a  d e r i v a d a  

de r ( t )  no ponto t = O s e r á  n e c e s s á r i a m e n t e ,  

r ' ( 0 )  = - 2  < B o ,  a > 2 O - 

Como a é a r b i t r á r i o  em C, podemos a f i r m a r  que o ve- 

t o r  6, E C?. Se a, = 0 ,  e n t ã o  ao , B a  > = O . Se ao#O 

podemos f a z e r  a = ao na função  r ( t ) .  Neste  caso  como 

a + ta0 = ( 1  + t )  ao p e r t e n c e r á  a  C sempre que t 2 - 1 ,  en-  o  - 



t ã o  a  função  rCt) tem u m  mlnimo pa ra  t = O .  Consequentemen- 

t e ,  

r l ( 0 )  = - 2  a  > = O 
O 

o que i m p l i c a  d i z e r  que a, e @o s ã o  o r t o g o n a i s .  

A prova da u n i c i d a d e  é conseguida  p o r  redução  

ao a b s u r d o .  Vamos supor  que e x i s t a m  a E C e  B E C* t a i s  

que < a ,  B > = O com to  = a + B .  E n t ã o ,  

l a I2  = < a ,  <o>=<a ,ao  +p > = < a , a  >+<a,B > I. <a > 
O O o  - ao 

l a o I 2 =  < a o y S o > = < a  ,a+B>=<a , a > + < a  , E >  i <a > o o O - 

Essas duas d e s i g u a l d a d e s  s ã o  possTve i s  somente s e  a = a 
o  e  

e n t ã o  B = 6,. 

P ropos ição  -- - 8 

Dado X E X, e n t ã o  g f ( x )  é univocamente e x p r e s s o  

da forma P f ( X )  = a X  + B X ,  onde aX  E C ( X )  e  b X  E D ( X )  com 

< a X y  B X  > = O .  Além d i s s o ,  a d i r e ç ã o  B X  maximiza a  d e r i v a -  

da d i r e c i o n a l  de f ( X )  em D ( X ) .  

Dem. 

Como C ( X )  é u m  cone convexo fechado  em a ,  g e r a -  

d o  por uma c l a s s e  f i n i t a  de v e t o r e s  de n ,  e  como D(X) p e l a  

P repos ição  5 ,  c o n s t i t u i  o seu  dual  em n ,  segue  que Vf(X)  E 

pode s e r  co locado  p e l a  P ropos ição  7 na forma a p r e s e n t a d a .  Pa y 



r a  todo  6 E D(.X), temos que:  

temos f i n a l m e n t e  que 

Se B X  = 0 ,  e n t ã o  vf (x)  = a X  E C ( X )  o que i m p l i -  

ca que p a r a  t o d o  B v i á v e l  < V f ( X ) ,  8 > L - O 

E de extrema i m p o r t â n c i a  para  o a l g o r i t m o  que 

es tamos  desenvo lvendo ,  a  a n á l i s e  d e t a l h a d a  de c a s o s  em que 

dado X E x tenhamos B X  = O ,  e de o u t r a s  s i t u a ç ó e s  p a r t i c u l a -  

r e s  que s e  seguem; 

a )  Se B X  = O e n t ã o  Vf(X)  = a X y  i s t o  é ,  B f ( X )  E C ( X )  e  p o r t a n  - 

t o  pa ra  todo  8 E D(X) que é cone dual de C(X) em n s e  ve- 

r i f i c a  que V f ( X ) ,  p > - I 0 .  



N e s t e  c a s o ,  BX = 0 ,  i n t e r e s s a n t e  o b s e r v a r  q u e  X E x s a -  

t i s f a z  a s  c o n d i ç õ e s  de  K u h n - T u c k e r  p a r a  a  n o s s o  p r o b l e m a .  

De f a t o ,  como t o d o  X E x a t e n d e  às  c o n d i ç õ e s  d e  r e g u l a r i -  

d a d e  e  s e  v e r i f i c a m  a s  r e l a ç õ e s ;  

7 - 
V f ( X )  = ax E C(X) + v f ( X )  = 1 a k . L k  com a k  O 

k&A (. X) 

p a r a  t o d o  k  E A ( X ) .  A i n d a ,  

- 
L k  = Lk  - L k  k E A ( X )  e  como L k  E i' +- L k  = 1 c k . L k  

k & I  

~ n t ã o  o g r a d i e n t e ,  v f ( X )  = õ f ( X )  + i f ( ~ )  p o d e  s e r  c o i o c a -  

do  da  s e g u i n t e  f o r m a  

> O k E A ( X )  com h k  = 

O q u e  m o s t r a  o  a t e n d i m e n t o  d a s  c o n d i ç õ e s  de  K u h n - T u c k e r .  

Um c a s o  p a r t i c u l a r  s e  v e r i f i c a  q u a n d o  V f ( X )  = 0 ,  p o i s  

t a l  f a t o  i m p l i c a  q u e  Q f ( X )  G r e p o r t a n t o  p o d e  s e r  e s c r i -  

t o  da  f o r m a ,  

o q u e  r e p r e s e n t a  a  c o n d i ç ã o  de  K u h n - T u c k e r .  

c .  O b v i a m e n t e ,  q u a n d o  v f ( X )  = O o  p o n t o  X ,  m a i s  q u e  s a t i s f a z  

a s  c o n d i ç õ e s  de  K u h n - T u c k e r ,  i n d i c a  a  e x i s t ê n c i a  d e  um 

p o n t o  c r i t i c o  i r r e s t r i t o .  



d . Q u a n d o  X E x é t a l  q u e  A C X )  = 0 ,  e n t ã o  t e m o s  a i d e n t i d a -  

d e  D ( X )  = R e p o r t a n t o  a d i r e ç ã o  v i á v e l  B X  s e r á  o p r ó p r i o  

- 
V f  C X  > 



O A l g o r i t m o  

As p r o p o s i ç õ e s  a p r e s e n t a d a s  sugerem n a t u r a l m e n t e  

o  s e g u i n t e  p r o c e d i m e n t o  i t e r a t i v o  p a r a  a  b u s c a  d e  u m  p o n t o  

d e  x q u e  s a t i s f a ç a  a s  c o n d i ç õ e s  d e  K u h n - T u c k e r .  Dado X E x 

1 .  C a l c u l a r  V f C X ) .  S e  O f ( X )  = O p a r e  X é u m  p o n t o  s a t i s f a -  

z e n d o  K - T .  

2 .  C a l c u l a r  V f ( X ) .  S e  V f ( X )  = O p a r e .  X é u m  p o n t o  s a t i s -  

f a z e n d o  K - T .  

3 .  C a l c u l a r  o s  v e t o r e s  rk p a r a  k E A ( X ) .  S e  A(X) = 9 ,  e n -  

t ã o  f a z e r  V f ( X )  = B X  e i r  p a r a  o  i t e m  5 .  

4 .  C a l c u l a r  B X .  S e  B X  = O p a r e .  X é u m  p o n t o  s a t i s f a z e n d o  

K - T .  

5 .  C a l c u l a r  u,  e  t, r e s p e c t i v a m e n t e  

i, m a x i m i z a  { f ( X  + t B X )  l t  E ( O ,  u , l }  

6 .  R e t o r n a r  a o  i t e m  1 ,  com o  novo  p o n t o  d e  x d a d o  p o r  X + t , B X ,  

s e  t* é f i n i t o .  Caso  c o n t r á r i o  p a r e ,  s o l u ç ã o  i l i m i t a d a .  

1 1 1 . 1 .  A C o n v e r g ê n c i a  ~- - - -  

S e j a  { X n }  s e q u ê n c i a  d e  p o n t o s  d e  x g e r a d o  p e -  

l a  a p l i c a ç ã o  s U c e s s i v a  do a l g o r i t m o .  Obse rvemos  q u e  a  s e -  



quencia  { X n l  t e r m i n a r á  após u m  número f i n i t o  de i n t e r a ç õ e s ,  s e  - 

j a  X F  e s t e  p o n t o ,  somente s e :  

a .  a  d i r e ~ ã o  B F  = 0 ;  f azendo  B F  = B 
X~ 

b .  para  B F  $ O ,  s e  tenha  que X F  + t B F  E x p a r a  todo  t > O e  

t * = m .  

No caso  a .  o ponto X F  é um pon to  s a t i s f a z e n d o  

K .  - T .  , e  o  c a s o  b .  f icamos  sabendo que e x i s t e  uma s o l u ç ã o  

i 1  i m i t a d a .  

U m  a l g o r r t m o  é d i t o  s e r  t e o r i c a m e n t e  convergen te  

p a r a  u m  dado t i p o  de problema s e  a  p a r t i r  de um ponto s o l u ç ã o  

q u a l q u e r  a s  s e g u i n t e s  cond ições  s ã o  s a t i s f e i t a s .  

i .  Se a  s e q u e n c i a  { X n l  t e r m i n a r  n u m  ponto X F  após u m  número 

f i n i t o  de i t e r a ç õ e s ,  e n t ã o  i m p l i c a  que X F  ou é u m  ponto s a  - 
d 

t i s f a z e n d o  K - T ,  ou à p a t i r  de X F  uma s o l u ç ã o  i l i m i t a d a  e  

e v i d e n c i a d a .  

i  i .  Se a  s e q u e n c i a  { X n }  c o n v e r g i r  pa ra  u m  pon to  l i m i t e  X, , en - 
d 

t ã o  i m p l i c a  que X, e  um ponto  de x s a t i s f a z e n d o  K - T .  

Devido a s  obse rvações  a .  e  b .  a n t e r i o r e s ,  a  con - 

d i ç ã o  i  obviamente v e r i  f i c a .  Assim s e n d o ,  r e s t a - n o s  a n a l i s a r  a s  

c a r a c t e r í s t i c a s  do ponto  l i m i t e  X, da s e q u e n c i a  { X n l ,  i s t o  é , 

para  que nosso  aIgorTtmo s e j a  c o n v e r g e n t e  b a s t a - n o s  m o s t r a r  que 

a  condi ção i i .  também é a t e n d i d a .  Observemos i n i c i a l m e n t e  que 



p e l a  c o n t i n u i d a d e  d a  f u n ç ã o  < .  , . > o  p o n t o  X, E x . C o n s i d e r e  - 
mos q u e  X, e u m  p o n t o  n ã o  s a t i s f a z e n d o  K .  - T .  , i s t o  é, vamos 

s u p o r  q u e  e x i s t a  B, # 0 ,  onde  p a r a  s i m p l i f i c a r  a  n o m e n c l a t u r a  

f a z e m o s  B X , =  B X ,  . M o s t r a r e m o s  p r i m e i r a m e n t e  q u e  e x i s t i  rã N '  
i m p l i c a r á  q u e  8, E D ( X n )  t a l  q u e  p a r a  t o d o  n  > N I  

- 
Como B, e  d i r e ç ã o  v i á v e l  p a r a  X , ,  e n t ã o  p o r  d e f i  

n i ç ã o  e x i s t i r á  u, t a l  q u e  p a r a  t o d o  O < u 5 u ,  s e  - v e r i  f i  c a  

q u e  X ,  + u @ ,  E x . C o n s i d e r e m o s  a s  r e s t r i ç õ e s  o r i g i n a i s  ( 1  1 

p a r a  X n  n a  d i r e ç ã o  $ , ,  

- < L k y  X n  + u B *  > - X > + u < L k Y B * >  L k '  n  

como 6, E R , e n t ã o  p a r a  t o d o  k E I ,  e  p a r a  t o d o  n  

< L k y  X n  > + u < L k ,  6, > b k  p a r a  u r e a l .  

P a r a  k E J ,  t emos  q u e  p a s s a n d o  a o  l i m i t e  

l i m  < L k ,  X n  + u @ ,  > = l i m  < L k y  X n  > t u < L k ,  B,>= 

n- n- 

e n t ã o  p a r a  c a d a  k s J ,  3 N k  t a l  q u e  p a r a  t o d o  n  > N k  t e m - s e :  



P o r t a n t o ,  e s c o l h e n d o  N' = max{Nk/k E J l ,  temos que 6, é d i r e -  

1  ç ã o  v i á v e l  p a r a  t o d o  X,  com n > N . 

Ademais ,  l i m  < V f ( , X n ) ,  B, > = < v f ( x , ) , ~ , >  > 0 .  
n -tm 

2 e n t ã o  ] N  t a l  que  p a r a  t o d o  n > N~ i m p l i c a  que  <Vf ( X  ),B,>>O. n 
1 2  Fazendo N~ = max{N , N  1 ,  t e m - s e  que  8, é d i r e ç ã o  v i á v e l  com 

a c r é s c i m o  da f u n ç ã o  f p a r a  t o d o  X n  com n > N 3  

Sem p r e j u y z o  de  g e n e r a l i d a d e ,  podemos s u p o r  

que a s  d i r e ç õ e s  B o b t i d a s  em c a d a  p a s s o  da a l g o r i t m o  s e r ã o  ve 

t o r e s  u n i t á r i o s  I P /  = 1 .  N e s t e  c a s o  a  p r o p r i e d a d e  de  máxima 

d e r i v a d a  d i r e c i o n a l  p a r a  B s e g u n d o  a  P r o p o s i ç ã o  8 ,  p o d e r á  

s e r  c o l o c a d a  da forma 

< v f ( X n ) ,  B n  > A < V f ( X n ) .  6, > p a r a  n > N 1  

- 
onde  8, r e p r e s e n t a  a  d i r e ç ã o  ó t i m a  p a r a  X n .  E n t ã o  como f e  

d i f e r e n c l á v e l ,  temos que p a r a  n > N 1  

f ( X n  + t B n )  - f ( X n )  
l i m  - =<Vf(Xn),Bn>f<Vf(Xn)'8,, 
t-to t 

Fazendo n > N ~ ,  podemos e s c r e v e r  q u e ,  

Como 1  i m  <Vf ( X n ) ,  6, > = <Vf (X,),B,> > 0 ,  podemos f i n a l m e n t e  
n -ta 

d i z e r  que 3 t,> O t a l  que p a r a  t o d o  O < t - I t,e p a r a  t o d o  

n > N ,  s e  v e r i f i c a  a  d e s i g u a l d a d e  



Como, Xn+l é igual a  (Xn + tBn) temos f i n a l m e n t e  que pa ra  

todo  n > N, a  d i f e r e n ç a  e n t r e  f ( X n t l )  e  f / X n )  é p e l o  menos 

maior  que uma c o n s t a n t e  p o s i t i v a ,  que j u n t o  com a  h i p ó t e s e  de 

c o n t i n u i d a d e  de f ( x )  c o n t r a r i a  a  h i p ó t e s e  da convergênc ia  da 

s e q u ê n c l a  {Xnl  pa ra  o  ponto X,. 

Assim sendo o  a l g o r i t m o  e s t u d a d o  é t eo r i camen-  

t e  convergen te  pa ra  o  problema p r o p o s t o  sempre que a  função  

n 
f :  E + R p o s s u i r  a s  p r i m e i r a s  d e r i v a d a s  c o n t 7 n u a s .  Es ta  Ú l t i  

ma h i p õ t e s e  de c o n t i n u i d a d e  é fundamenta l  para  a  demonst ração  

da c o n v e r g ê n c i a .  No problema a p r e s e n t a d o  a  s e g u i r ,  p r o p o s t o  

por  Wolfe 1 9 1 ,  o  a l g o r i t m o  pode c o n v e r g i r  para  u m  ponto X,  

não s a t i s f a z e n d o  a s  cond ições  K . - T .  

4  2 Max f ( X )  = - -(X1 - x 1 x 2  + x 2 )  2 3 /4  
3  - X 3  

s u j e i t o  à X , ,  X 2 ,  X 3  2 - O 

O que r e a l m e n t e  o c o r r e  quando ap l i camos  nosso 

a l g o r i t m o  p a r t i n d o  do ponto i n i c i a l  X o  = ( 1 / 4 ,  0 ,  1 ) .  O ve- 

t o r  g r a d i e n t e  tem a  fórmula  g e r a l  

Como I = Q> , temos n e s t e  caço q u e ' V f ( ~ ) = ~ f ( ~ ) .  



Além d i s s o ,  o c o r r e r ;  que para  todo  ponto X da s e q u ê n c i a  g e r a  n - 

da p e l o  a l g o r i t m o  a  d i r e ç ã o  v i ã v e l  õt ima c o i n c i d i r ã  com o  

g r a d i e n t e ,  6, = V f ( X n ) .  Como r e s u l t a d o  d o  p r o c e s s o  podemos 

v e r i f i c a r  que a  s e q u ê n c i a  c o n v e r g i r á  pa ra  o ponto  

que ev iden temen te  não pode s e r  u m  ponto de K . - T . ,  j á  que 

6  = ( 0 , 0 , - 1 )  é d i r e ç ã o  v i ã v e l  pa ra  X, com ac résc imo  da função  

f ( X ) .  Observemos que v f (X)  não s a t i s f a z  a cond ição  de c o n t i -  

nu idade  no ponto  X,, que como dissemos é de g rande  i m p o r t â n c i a  

para  g a r a n t i r  a  convergênc ia  d o  a l g o r i t m o .  Pode-se v e r i f i c a r  

a i n d a  n o  exemplo, que a  convergênc ia  {Xn} +- X, s e  f a z  a t r a -  

vés de um p r o c e s s o  de z i g - z a g  e n t r e  os p l anos  X = O e  X 2  = O ,  1  

que 6 u m  fenomeno i n d e s e j á v e l  e  com p o s s i b i l i d a d e  de o c o r r ê n -  

c i a  em a l g o r i t m o s  do t i p o  d i r e ç ã o - v i á v e l .  Mesmo que o a l g o -  

r i t m o  s e j a  c o n v e r g e n t e ,  como é o nosso c a s o ,  a apa rec imen to  

do z i g - z a g  r e t a r d a  muito a  c o n v e r g ê n c i a  do p r o c e s s o  e  deve 

p o r t a n t o  s e r  e v i t a d o .  Técn icas  pa ra  r e p a r a r  e s t e  inconvenien  - 

t e  são conhec idas  desde  1960,  quando Z o u t e n d i j k ,  que f o i  O 

p r i m e i r o  a  p u b l i c a r  t r a b a l h o  n e s t a  á r e a ,  s u g e r e  em seu  

t e x t o  1 2 ,  uma s o l u ç ã o  pa ra  o problema.  O mesmo Zoutendijk ,em 

sua p u b l i c a ç ã o  ( 1 3 1 ,  a p r e s e n t a  m e l h o r i a s  da sua i d é i a  o r i g i -  

n a l .  Ou t ra s  t é c n i c a s ,  como a  de Wolfe 1 9 1  e de McCormick 1 5 1  



s ã o  d i r i g i d a s  para  e v i t a r  o fenomeno do z i g - z a g .  

1 1 1 . 2 .  A - ~ - -  Implementação -~ - - -  

A c o n t i n u a ç ã o ,  algumas c o n s i d e r a ç õ e s  s e r ã o  f e i  - 

t a s  com r e l a ç ã o  a  implementação do a l g o r i t m o  a p r e s e n t a d o .  

Vimos que na a p l i c a ç ã o  é r e q u e r i d o  em d i f e r e n -  

t e s  i t e n s  o cálculo da p r o j e ç ã o  de v e t o r e s  n o  subespaço  e a  

de te rminação  de B X  . Trataremos  de f a z e r  a l g u n s  comentá r ios  

a  r e s p e i t o  do e s f o r ç o  o p e r a c i o n a l  e x i g i d o ,  

Consideremos uma base  {L1 ,  L 2 , . . . ,  Lmldo sub-  

e spaço  v e t o r i a l  r .  Como j ã  dissemos todo  o v e t o r  de por  

exemplo v f ( X ) ,  pode s e r  co locado  na forma 

v q x )  = Tf ( X )  + i f ( X )  

onde o f ( X )  E e  ? f ( X )  E r com < B f ( X ) ,  f f ( x )  > = O 

m 
En tão ,  ? f ( x )  = u i L i  

i = l  
- 

Fazendo,  L m a t r i z  n x m c u j a s  c o l u n a s  são  os  v e t o r e s  L i  ( i=l ,m) 

da base  de r ,  podemos e s c r e v e r  

I onde U é v e t o r  m x 1 ,  U = ( u l , u  2 , . . . y  u m )  

T 
M u l t i p l i c a n d o  a  i g u a l d a d e  a n t e r i o r  por  L , r e s u l t a  



T p o i s  que LT.7 f ( .x )  = O .  Lembrando que L . L  é n ã o - s i n g u l a r ,  

podemos e x p l i c í t a r  U 

P o r t a n t o ,  ! f ( ~ )  = L U  = L. ( L ~ . L ) - '  . L ~ . v ~ ( x )  

e  também, 

T -1 T A m a t r i z  P = ( I - L . ( L  . L )  . L  ) é denominado a 

m a t r i z  de p r o j e ç ã o  de Q. 

Logo para  o b t e r  V f ( X )  e  Lk k E A ( X ) ,  b a s t a  

e x e c u t a r  o p rodu to  m a t r i c i a l  

Notemos que a  m a t r i z  de p r o j e ç ã o  P permenece 

f i x a  d u r a n t e  o  p rocesso  i t e r a t i v o  do a l g o r i t m o .  

A de t e rminaçáo  de B X  j á  e x i g e  em sua ob tenção  

u m  maior  e s f o r ç o ,  p o i s  que seremos o b r i g a d o s  a  r e s o l v e r  u m  

problema de programação q u a d r á t i c a  como veremos a  s e g u i r .  

Recordemos que a  decomposição de Vf(X)  s e  f a z  

na fo rma ,  

Of (X)  = a X  + B X  



Onde a X ,  minimiza a  função  g ( a )  = Iõf ( -x)  - a I 2  com a E C ( X ) .  

Como c(X) r e p r e s e n t a  o  cone convexo fechado gerado p e l o s  ve- 

t o r e s  { I k / k  E A(X)}, podemos e s c r e v e r  a X  da forma 

Designando por L(X) a  m a t r i z  c u j a s  c o l u n a s  s ã o  os v e t o r e s  ik 

com k E A(.X) e  abandonando a  t í t u l o  de s i m p l i f i c a ç ã o  o í n d i c e  

k E A C X ) ,  a  de t e rminação  de a é e q u i v a l e n t e  a  s o l u ç ã o  do s e -  

g u i n t e  problema,  

Minimizar  g(Y) = I v f ( X )  - L ( X ) Y I 2  

Onde p r e p r e s e n t a  o  número de í n d i c e s  e x i s t e n t e s  no c o n j u n t o  

A ( X ) .  Desenvolvendo a  função  g ( Y ) ,  teremos que o nosso  pro-  

blema pode s e r  resumido em, 

T T Minimizar  Q(Y) = Y ( L  ( x )  . L ( x ) ) Y - ~ V ' ~ ( X ) ~ . L ( X )  . Y  

s u j e i t o  à Y 1 O - 

T Notemos que ,  a  m a t r i z  da forma q u a d r á t i c a  ( L  ( X ) . L ( X ) )  é d e f i  - 

n i d a  não-nega t iva  e  p o r t a n t o  s e ,  

T V f ( X )  . L ( X )  I O -+ o ponto Y ,  = O é s o l u ç ã o  õ t i -  

ma -+ a X  = O + Vf(X) = B X .  

T 
O que e r a  de s e  e s p e r a r ,  p o i s  s e  T f ( X )  , L(X)<O 

. . - 



e n t ã o  i m p l i c a  que O f ( x )  E D(X) e  p o r t a n t o  v f ( X )  = B X .  Por 

o u t r o  l a d o ,  s e  Q(Y,) = O e n t ã o  i m p l i c a  que v f ( X ) )  E C* e por - 

t a n t o  B X  = 0 .  

Para r e s o l v e r  o problema ( 2 ) ,  podemos l a n ç a r  

mão de u m  a l g o r i t m o  d e s e n v o l v i d o  por  C . E . L E M K E  em 1962 e  a -  

p r e s e n t a d o  em seu t r a b a l h o  " A  Method f o r  S o l u t i o n  of  Q u a d r a t i c  

Programs" ,  Management S c i e n c e ,  8 ,  1962,  pp.442-453.  (Ver anexo A) 

O a l g o r i t m o  de L E M K E  pa ra  r e s o l v e r  ( 2 )  é pro-  

vado s e r  c o n v e r g e n t e  n u m  número f i n i t o  de i t e r a ç õ e s .  E a p r e -  

s e n t a  a i n d a  a  vantagem de a d m i t i r  em p rocesso  i t e r a t i v o  bas-  

t a n t e  s i m p l e s .  



IV. Concl usões 

Embora nosso t r a b a l h o  t e n h a  e n f a t i z a d o  a s  q u e s t õ e s  

t e Õ r i c a s  do a l g o r i t m o  p r o p o s t o ,  a1 gumas c o n s i d e r a ç õ e s  de ordem 

p r á t i c a  podem s e r  a p r e s e n t a d a s  com o  i n t u i t o  de o f e r e c e r  s u b s i  - 

d i o s  que permitam s i t u á - l o ,  computac ionalmente ,  e n t r e  os e x i s  - 

t e n t e s .  É c l a r o  que não havendo e x p e r i ê n c i a  numér ica ,  nossas  

obse rvações  s e r ã o  d i r i g i d a s  pa ra  o  e s f o r ç o  e x i g i d o .  

É opor tuno  l embra r  q u e ,  p o r  s e r  nosso a l g o r i t m o  do 

t i p o  de d i r e ç ã o  v i á v e l  ó t i m a ,  e s t e  p o s s u i  a  i m p o r t a n t e  p r o p r i e -  

dade de s e r  c o n v e r g e n t e ,  E o  é ,  sem e x i g i r  cond ições  d e  r e g u l a -  

r i d a d e  n u i t o  r e s t r i t i v a s ,  b a s t a n d o  somente que f ( X )  s e j a  diferen - 

c i á v e l  no c o n j u n t o  de so.luçÕes. 

Quanto a  e s f o r ç o  c o m p u t a c i o n a l ,  o  a l g o r t t m o  propos - 

t o  r e q u e r  o c á l c u l o  da m a t r i z  de p r o j e ç ã o  e  a  minirgização de 

uma forma q u a d r á t i c a  na de te rminação  de p x  . O c á l c u l o  da ma - 
# 

t r i z  de p r o j e ç ã o  r e p r e s e n t a  um e s f o r ç o  não r e p e t i t i v o ,  e  c a l c u  - 

l a d a  na f a s e  i n i c i a l  do p r o c e s s o  e  permanecerá f i x a  a t é  o  f i m .  

Para d e t e r m i n a r  B X ,  o  que deve s e r  f e i t o  a  cada 

p a s s o ,  lançamos mão do a l g o r i t m o  de L E M K E  que opera  de forma 

muito semelhante  ao s i m p l e x ,  i n v e r t e n d o  m a t r i z e s  (Ver  anexo A )  

que s e  modificam simplesmente p e l a  t r o c a  de u m  v e l o r .  

Dentro do grupo de d i r e ç ã o  v i á v e l  Ótima,  nosso  mé - 

t odo  t r a b a l h a  com m a t r i z e s  b á s i c a s  sempre i n f e r i o r  aos  demais , 

i s t o  po rque ,  nossa ordem s e r á  i g u a l  a  m 2  + m . .Assim a  vantagem 
j 

do método, em r e l a ç ã o  a o s  demai s ,  aumenta com o  número de i g u a l  - 

dades m l  do problema o r i g i n a l .  Res ta  s a b e r ,  s e  e s t a  vantagem 

compensa a  o t i m i z a ç á o  de uma forma q u a d r á t i c a  em r e l a ç ã o  ao  mé 

todo d e  Zontendi  j k  que t r a b a l h a  com o  s implex  adaptado e  s u j e i  - 



t o  a  problemas de degeneração .  
- 

Q u a n t o  ao grupo de n a 0  o t i m a ,  o método de Rosen e  

b a s t a n t e  s i m p l e s  e  ce r t amen te  o  que e x i g e  menos e s f o r ç o  computa - 

c i o n a l ,  mesmo t r a b a l h a n d o  oom m a t r i z e s  e  ordem s u p e r i o r  a  nossa, 

o  p r o c e s s o  é s i m p l i f i c a d o  p e l a s  formas de r e c o r r ê n c i a .  F ica  en - 

t r e t a n t o  o  problema da c o n v e r g ê n c i a  que n ã o  pode s e r  r e s o l v i d o  

sem romper a  s i m p l i c i d a d e  do método e  a s s im mesmo s ó  g a r a n t i n d o  

convergênc ia  p a r a  problemas concavos e  sob condições  e s p e c i a i : ~  

de r e g u l a r i d a d e .  Com r e l a ç ã o  ao método Convex Simplex ,  que g a  

r a n t e  a  c o n v e r g ê n c i a ,  s e  u t i l i z a  sempre de m a t r i z e s  de 'ordem 

m l  + m2 a  cada i t e r a ç ã o .  Outra  v e z ,  vai depender  do v a l o r  de 

m ,  a  vantagem ou não do nosso a l g o r i t m o  em r e l a ç ã o  a  e s t e ,  como 

no c a s o  do metodo de  Z o n t e n d i j k  ocor rendo  degeneração  a  conver  - 

gênc ia  pode f i c a r  comprometida.  J á  o  método Reduced G r a d i e n t  não 

g a r a n t e  a  convergênc ia  e  s e u  e s f o r ç o  computacional  é e q u i v a l e n  - 

t e  a  C.S.M., sendo p o r t a n t o  supe rado  p o r  e s t e .  
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A N E X O  A 

A Method of S o l u c i o n  f o r  Q u a d r a t i c  - Programs 

C . E .  L E M K E  

A I  - I n t r o d u ç ã o  e  Transformações  

Cons ide re - se  o  problema de programação q u a d r ã t i c a  

da forma: 

T 1  "T Min. - a  X + - A Q o x  Y X E 

2 
(A 

s u j e i t o  ã A ~ X  5 - do y do E 

onde,  Q o  é m a t r i z  d e f i n i d a  p o s i t i v a .  

Sabe-se  que o  minimo i r r e s t r i t o  da função  o b j e t i v o  

a c o n t e c e  no ponto X o  = Q - '  a ,  onde o g r a d i e n t e  Q o X  - a  é anulado. 

Se além d i s s o  X o  s a t i s f a z  as r e s t r i ç õ e s  e n t ã o  é s o l u ç ã o  de ( A ) .  

Para  que X v i ã v e l  s e j a  s o l u ç ã o ,  a s  cond ições  de 

Kuhn-Tucker s ã o  n e c e s s ã r i a s ,  e  no c a s o  ( A )  tambgm s u f i c i e n t e s  ; 

T T 
devemos t e r  ( Q o X  - a )  + A Y  = O ; Y 2 - 0  e  Y (do  - A X )  = O ( 1 )  

E n t ã o ,  da p r i m e i r a  i g u a l d a d e  teremos que: 

x = Q - l  ( a  - A Y )  ( 2 )  O 

que nos dá a  s o l u ç ã o  de ( A )  a  p a r t i r  do conhecimento dos mul t i  - 

pl i c a d o r e s  l a g r a n g i  anos .  Usando ( 2 )  nas . r e s t r i ç õ e s  de (A) e  u t i  - 

l i z a n d o  a s  r e l a ç õ e s  d e f i n i d a s  p o r :  

além de i n c o r p o r a r  uma v a r i ã v e l  de f o l g a ,  podemos r e s c r e v e r  a s  

c o n d i ç õ e s  d e  o t i m a l i d a d e ,  

- Q Y t Z = d  Y , z L O  - < y T , Z > = O  ( 3 )  

onde Q ,  é m a t r i z  d e f i n i d a  n ã o - n e g a t i v a .  Resolvendo (3), podemos 

e n t ã o  a t r a v é s  de ( 2 )  o b t e r  a  s o l u ç ã o  de ( A ) .  



E n t r e t a n t o ,  e f á c i l  c o n s t a t a r  que  o  p r o b l e m a  ( 3 )  

r e p r e s e n t a  a s  c o n d i ç õ e s  d e  K u h n - T u c k e r  p a r a  o  s e g u i n t e  p r o b l e m a  

q u a d r ã t i c o  na  v a r i á v e l  Y .  

T 1  T 
M i n  f ( Y )  = d  Y + - Y Q Y s u j e i t o  à Y 2  O ( 4 )  

2' 
- 

A s s i m  s e n d o ,  b a s t a  r e s o l v e r  ( 4 )  q u e  a t r a v é s  ( 2 )  t emos  a  s o l u ç ã o  

d e  ( A ) .  N o t e - s e  q u e  um p o n t o  v i á v e l  p a r a  ( 4 )  é o b v i a m e n t e  Y = 0, 

q u e  é também o  u n i c o  v é r t i c e  d o  c o n j u n t o  v i á v e l .  Y = O é s o l u  - 

ç ã o  de ( 4 )  s e  e  s o m e n t e  s e  d  2 - O .  Obse rvemos  q u e  n ã o  s e  f a r á :  

i. h i p ó t e s e  d e  c o n v e x i d a d e  e s t r i t a  p a r a  f ( Y )  . 

ii. h i p õ t e s e  de n ã o  d e g e n e r a ç ã o  n a s  r e s t r i ç õ e s  de ( A )  

Vamos r e q u e r e r  u n i c a m e n t e  a  e x i s t ê n c i a  de uma s o l u  - 

ç ã o  f i n i t a  p a r a  ( 4 ) .  

A 2  - O A l g o r i t m o  

De ( 3 ) ,  os  p a r e s  Y e Z s ã o  ó t i m o s  s e  e  s o m e n t e  s e :  

i. Y 2 0  - 

ii. Z = v f ( Y ) e m ( 4 ) ,  z 2 O  - 

iii. < Y ,  Z > = O 

Em c a d a  i t e r a ç ã o ,  t e r e m o s  a s s o c i a d o  a o  p o n t o  Y 

v i á v e l  um c o n j u n t o  de n  d i r e ç õ e s  i n d e p e n d e n t e s .  Como n o  s i m  - 

p l e x ,  e s s a s  d i r e ç õ e s  s e r ã o  as  l i n h a s  da i n v e r s a  de uma m a t r i z  

n  x  n d e n o m i n a d a  b á s i c a .  A c a d a  p a s s o  e s t a  m a t r i z  s e r á  m o d i f i  - 

c a d a  p e l a  s i m p l e s  s u b s t i t u i ç ã o  d e  uma c o l u n a .  S e j a  B e s t a  ma - 

t r i z  b a ã i c a ,  B = ( b l ,  b 2 ,  . . . , b n )  o n d e  bi r e p r e s e n t a  a  i e z i m a  

- 1  T  2 n  i 
c o l u n a .  N o t a m o s  p o r  ( B  ) = ( b ' ,  b  , . . . , b  ) o n d e  b  r e p r e  - 



s e n t a  a  i e z i m a  l i n h a  da m a t r i z  B - I .  E n t ã o ,  t e m - s e :  

b . T  b i  = I ,  
1 

b i T b j  = O i + j  

Quando y i  = O  e  b i  = e  d i r emos  que b é uma co luna  r e s t r i t a .  i '  i  
I n i c i a l m e n t e  Y  = O e  B = I ,  t o d a s  a s  c o l u n a s  s e r ã o  r e s t r i t a s  . 
As demais  c o l u n a s  são. d i t a s  l i v r e s .  S e j a  R ,  u m  s u b c o n j u n t o  de  

i n d i c e s  t a l  q u e ,  

b i  é r e s t i r t o  ++ i E R 

Notaremos p o r  b r  a  c o l u n a  a  s e r  s u b s t i t u i d a  e  por  b a  s u b s t i t u  -r - 
- 1  t a .  O  c r i t é r i o  i t e r a t i v o  s e r á  b a s e a d o  em W = B - ' Z  = B ( d  + Q Y ) .  

Podemos a g o r a  d e f i n i r  o  a l g o r i t m o :  

O .  Dados i n i c i a i s ,  

Y = O  

- 1  B = I = B  
i  

= b i  = e i  

W = Z = d  

R = { I ,  2 ,  . . . ,  n )  

C a l c u l a r  W = B - ~ z ,  s e  o  p a r  Y  ,Z não  s ã o  ó t i m o s  o c o r r e  - 

rá : 

I .  3 i  1 R com w i  # O  

1 1 .  - V i  E R com w i  = 0 ,  mas W O  naó o c o r r e .  Se  ne - - 
n h u m  dos  c a s o s  o c o r r e ,  e n t ã o  temos a  s o l u ç ã o .  Se I .  - o  

c o r r e ,  3 r & R t a l  que w r  # O  e n q u a n t o  b, é uma c01 u 

na l i v r e .  No c a s o  1 1 ,  3 r E R t a l  que w, O com b r  

r e s t r i t a .  E m  c a d a  c a s o  b, a  c01 una s e l e c i o n a d a  a  

s a i r  da b a s e ,  s e  h o u v e r  mais  de uma podemos e s c o l h e r  



qualquer  u m a .  

Determinação de b -r 

Dada a  d i r eção  v iáve l  b r  com decréscimo d a  função f (Y) ,  

o novo p o n t o  v iável  s e r á :  

Y = Y - o b r  - 

como o  minimizando f  ( Y )  na d i r eção  b r  e  mantendo a vi - a 

b i l i d a d e  Y i - O .  A determinação de o d e f i n i r á  b -r ' c omo 

é evidenciado a s e g u i r ,  

T mas, (dT . b r + y T Q  br)  = ( d  + Y Q) br  = w r  

então, o = o  = - o é a solução 

IqT. b r  

Para manter a v i a b i l i d a d e  de Y - o  b r ,  temos que:  
- 

r Y - t o ,  b 2 - O ,  e T .  Y - t . o o . e T . b r  2 - O i  = 1 , n  
i  i  

T . eT Y i p a r a  o o . l  b r > O ,  t s - -  - 
i  r o, .(ei . b 

I 

para o. 1 . b r  - 5 0 , t ~ O  - 
i  

i , e: Y 
en tão  s e j a  t o  = Min : .  b r  > "o e i  

i  T 
o, e i  . b r  



F i n a l m e n t e ,  

P o r  o u t r o  l a d o , ,  s e  q = O t e r e m o s  

P o r t a n t o ,  p a r a  t o d o  o  com o  . Wr > O a  f u n ç ã o  f ( Y )  d e  - 

c r e s c e r á  n a q u e l a  d i r e ç ã o .  Da h i p ó t e s e  d e  Ót imo  f i n i t o ,  

o  v a l o r  a b s o l u t o  d e  o  n ã o  p o d e r á  s e  t o r n a r  i n f i n i t o .  

A s s i m  a  d e t e r m i n a ç ã o  de  o  s e r á  d e f i n i d a  em s i n a l  p o r  

o  . Wr > O e  em v a l o r  a b s o l u t o  p e l a  v i a b i l i d a d e  d e  

Y - o  b r  . R e s u m i n d o ,  

E n t ã o  o  v a l o r  d e  o d e f i n i r á  q u a t r o  c a s o s :  

r 
C a s o  I a  ou I I a  : o  = o  ===> . b r  = Q : b .  = q o  - 

e ;  Y b r  = e R  
Caso  I b  ou I I b  : o =  => - 

3 .  M o d i f i c a ç õ e s  dos  d a d o s  

B - '  é d e f i n i d a  p e l a s  r e l a ç õ e s  - 



Y = Y - o b r  - 

z = z - o q  - 

R o b t i d o  de R p o r  - 

i .  c a s o s  I a  ou I I b ,  i n a l t e r a d o .  

i i .  c a s o  I b ,  i n c l u i r  r .  

i i i .  c a s o  I I a ,  e x c l u i r  r .  

A j  - A c o n v e r g ê n c i a .  

P a r t i n d o  da s u p o s i ç ã o  que e x i s t e  s o l u ç ã o  p a r a  o  

p rob lema ( A )  e  p o r t a n t o  p a r a  ( 4 ) ,  e s t e  e s t a r á  na f r o n t e i r a  ou 

no i n t e r i o r  do  q u a d r a n t e  p o s i t i v o .  S e r á  p o n t o  i n t e r i o r  s e  e  s o  - 

mente s e  e x i s t i r  Y > O t a l  q u e  d + Q Y  = O .  Se no p r o c e s s o  i t e  - 

r a t i v o  Z = O e  R # 0 ,  e n t ã o  t e r e m o s  uma s o l u ç ã o  i n t e r i o r .  No 
- 

a l g o r i t m o  p a r a  c a s o  R # O não o c o r r e n d o  c a s o  I ou c a s o  I 1  e  

dado p o r :  

-bLi E R Wi = O W _ > O  - 

e v i d e n c i a n d o  a s  c o n d i ç õ e s  de Kuhn-Tucker p a r a  (4), p o i s  q u e  o  

q u a d r a n t e  Z = V f ( Y )  s e r á  dado p o r :  

Lema 1  - Quando c a s o  I  o c o r r e r ,  e s t e  p o d e r ã  s e  r e p e t i r  somen te  

u m  número f i n i t o  de  v e z e s ,  a p ó s  o  que  o c o r r e r á  o  c a s o  

I 1  ou o  p o n t o  ó t i m o .  



Dem. 

S e j a  s  o  nnmero d e  c01 unas l i v r e s  e  vamos s u p o r  

que o  caso  I  o c o r r a .  Se o c o r r e  I b ,  e n t ã o  o  número s  p a s s a r á  a  

s -1  na próxima i t e r a ç ã o .  Quando o c o r r e r  I a  o  número s  permane - 

terá f i x o .  Assim s e n d o ,  s e  mostrarmos que quando o  c a s o  I a  

o c o r r e  c0m.s  c o l u n a s  l i v r e s  e l e  somente poderá  s e  r e p e t i r  s 

i t e r a ç õ e s  c o n s e c u t i v a s ,  a  r e c o r r e n c i a  s u c e s s i v a  d o  c a s o  I  nos 

l e v a r á  a  s i t u a ç ã o  de s  = O ou s e j a  Y = O o  que é i m p o s s i v e l ,  a  

memos que d 2 - O que c o r r e s p o n d e r i a  a  não t e r  dado i n i c i o  ao 

p r o c e s s o .  Mostremos e n t ã o ,  que I a  não pode s e  r e p e t i r  conse - 

cu t ivamen te  mais que s  v e z e s .  S e j a  b r  o  v e t o r  que s a i ,  e n t ã o  
r  

br = Q b e n t r a ,  ocorrendo I a  v e r i f i c a r e m o s  que Wr = O o  qual  - 

permanecerá n u l o  enquanto  I a  c o n t i n u a r  o c o r r e r .  S e j a  B a  base  

e  vamos s u p o r  que para algum i  ; b i  = K Q b i ,  como pa ra  j # i  
T j b b = O b i T  . Q . b i  = O .  Então  t e n d o  - s e  no caso  Ia  pa 
i  

r a  a1 gum r # i  -r b = Q b r  t e  remos a  nova l i n h a  

i  T i 
b i = b  - (Lr - b ) b r = b i .  A s s i m o  novo - Z = Z - o  o  Q b r  = 

= e [ w i - a o  ( b i T  Q b r )  3 b r  a p r e s e n t a r á  o  c o e f i c i e n t e  de 

br n u l o ,  p e l a  d e f i n i ç ã o  de a o  . 
P o r t a n t o ,  pa ra  i  t a l  que s e  - t enha  . Wi = O e  

i  i  i  b i  = K Q b , t e remos  os novos v a l o r e s  - Wi = O e  - b = b , e n t ã o  

os W c o r r e s p o n d e n t e s  à c o l u n a s  l i v r e s  s e r ã o  anu lados  e  permane - 

terão nu1 o s .  

Lema 2 - Quando caso I11  o c o r r e r ,  a c o n t e c e r á  um dec résc imo  em 

f ( Y )  d e n t r o  de u m  número f i n i t o  de i t e r a ç õ e s  ou Ótimo 

s e r á  a l c a n ç a d o .  



Dem. 

Irarnos supor  que c a s o  I 1  o c o r r a  na forma I I a ,  e n t ã o  

1  2 te remos  que f ( Y )  - = f ( Y )  - - ( b r T  Q b r )  o. , r e p r e s e n t a r á  u m  
2 

decrésc imo e f e t i v o  f ( Y )  < f ( Y ) .  Se na proxima i t e r a ç ã o  c a s o  I  

o c o r r e ,  o  Lema 1 mostra  que o c o r r e r á  o  c a s o  I I  d e n t r o  de  u m  n u  - 

mero f i n i t o  de  i t e r a ç õ e s  ou o c o r r e r á  o  Ótimo. Como p a r a  cada 

c a s o  I I a  f ( 1 )  f ( Y ) ,  e s t e  somente o c o r r e r á  um número f i n i t o  

de vezes  ou Ótimo é a l c a n ç a d o .  Consideremos agora  c a s o  I I b ,  nes  - 

t a  s i t u a ç ã o  é p o s s i v e l  que f ( Y )  - = f ( Y ) .  Mostraremos que o  c a s o  

I  sempre a c o n t e c e  em s e g u i  da de um caso I  I b .  Expressando 

n T T Z = 1 Wi - ( W r  / e  . b r ) e T  b i ]  bi  + (w, / e  b r ) e k  em t e r  
k k 

- 
i  =l K 

mos da nova base  e  e s p e c i f i c a n d o  os novos c o e f i c i e n t e s  de - W . 
Como e.- n ã o  pode s e r  e x p r e s s o  somente em termos de c o l u n a s  r e s  

k - 
T 

t r i t a s ,  e n t ã o  algum e  b i  com i  $ R é não n u l o  e  p o r t a n t o  o  c o r  
k 

r e sponden te  c o e f i c i e n t e  de b i  é não n u l o ,  o  que c a r a c t e r i z a  o  

caso I .  Por o u t r o  l a d o ,  s e  c a s o  Ia  o c o r r e  e n t ã o  f ( Y )  - < f ( Y ) ,  e  

s e  caso  Ib o c o r r e r  pode a c o n t e c e r  f ( Y )  - = f ( Y )  mas c e r t a m e n t e  

n e s s a  h i p ó t e s e  - s  = s - 1 .  Assim sendo .  o  Único modo de não o c o r  - 

r e r  decresc imo em f ( Y )  em s u c e s s i v a s  i  t e r a ç õ e s  é a c o n t e c e r  s o  

mente c a s o  Ib e  caso  I I b ,  com o  = O permanentemente.  E n t r e t a n t o ,  

como caso  Ib sempre segue c a s o  I I b ,  e  n e s t a  s i t u a ç ã o  s é dimi - 

nuido de uma unidade  a  cada o c o r r ê n c i a  de I b ,  e n t ã o  a  s u c e s s ã o  

t e rmina r ;  ou no ó t i m o ,  ou numa s i t u a ç ã o  de decrésc imo e f e t i v o  

(Caso I a  ou I I a ) ,  ou s  = O que segundo Lema 1 é impossyve l .  Fi - 

nalmente quando caso  I I b  o c o r r e r  teremos g a r a n t i d o  ou o  Ótimo 

ou um decrésc imo e f e t i v o  em f ( Y ) ,  que por  s u a  vez s e r ã  s e g u i d o  

do Õtimo o u  do c a s o  I 1  d e n t r o  de u m  número f i n i t o  de i t e r a ç õ e s .  



ANEXO B 

EXEMPLOS 

B 1  a  Apresen tação  

Com o  p r o p ó s i t o  de  i l u s t r a r  a a p l i c a ç ã o  d o  a lgo r? tmo  

p r o p o s t o ,  u t i l i z a r e m o s  u m  probl.ema d e f i n i d o  em R ~ ,  mas d e  f á c i l  

r e p r e s e n t a ç ã o  em R'. Def in i remos  o  c o n j u n t o  das  s o l u ç õ e s  viáveis 

p e l a s  r e s t r i ç õ e s :  

x1 + x2 + x3 = 6 

X1 - < 1  x 2  = 

-2x1 - X2 = < -6  

- < -1 X1 = 

- < o X 2  = 

- < o X 3  = 

Rescrevendo a  p r i m e i r a  r e s t r i ç ã o  de i  gual dade ,  

x1 + x 2  5 6 ,  p o i s  x3 2 O 

2 teremos um c o n j u n t o  v i á v e l  em R ( x 3  = 0 )  r e p r e s e n t a d o  p e l o  g r á  - 
+- 

f i c o  que s e  s e g u e .  O e i x o  x 3  deve s e r  c o n s i d e r a d o  p e r p e n d i c u l a r  

à f i g u r a .  



C o n s i d e r a n d o - s e  a s  r e s t r i ç õ e s  ( I ) ,  a  m a t r i z  d e  p r o j e ç ã o  P ,  da - 

da  p e l a  e x p r e s s ã o :  

t e r á  a  m a t r i z  L f o r m a d a  p e l o  ú n i c o  v e t o r  d a  p r i m e i r a  r e s t r i ç ã o ,  

de s e r  a b a n d o n a d o ,  j á  q u e  e s t a m o s  i n t e r e s s a d o s  t ã o  s o m e n t e  n a s  

d i r e ç ó è s .  

P r o b l e m a  1 

D e t e r m i n a r  um p o n t o  s a t i s f a z e n d o  K-T p a r a  o  p r o b l e  - 

ma: 

2  
Min f ( X )  = ( x l  - 4 )  + ( x 2  - 5 1 2  + x  

2  

3 

X s a t i s f a z e n d o  ( I )  

O p o n t o  X *  s a t i s f a z e n d o  K-T f o r n e c e r á  na r e a l i d a d e  um mín im 

g l o b a l  d e  f ( X ) ,  p o r  s e r  e s t a  c o n v e x a  n u m  c o n j u n t o  c o n v e x o .  E s t e  
2  p r o b l e m a  é e q u i v a l e n t e  a  d e t e r m i n a r  no c o n j u n t o  v i á v e l  em R , 

v e r  g r ã f i c o ,  o  p o n t o  d e  menor  d i s t â n c i a  a  X o  = ( 4 , 5 ) .  E f á c i l  

v e r  q u e  e s s e  p o n t o  é d a d o  p e l a s  c o o r d e n a d a s  X A  = ( 5 / 2 , 7 / 2 )  e  

p o r t a n t o  X* = ( 5 / 2 , 7 / Z , O ) .  A p l i c a r e m o s  o  a l g o r i t m o  b u s c a n d o  o  

Max g ( X )  com g ( X )  = - f ( X ) ,  o  q u e  nos  d a r á  : 



1 .  S e j a  x ,  = 1; 1 p o n t o  v i s v e 1  d e  ( 1 )  

O v a l o r  d e  t* ' q u e  m a x i m i z a  g(X  + t 8 )  é d a d o  p e l a  e x p r e s  - 

s ã o  g e r a l  

B1 x 1  - 4 )  + B 2  ( x 2  - 5 )  + 8 3  X 3  
t* = - -- 



- 
a  c o m p o n e n t e  a 2  representa a p r o j e ç ã o  d e  7 g 2  em L 5  

3 , como V g 3  = - 
3 L 5 

d 

t e m o s  q u e  X 3  e  o  K-T  p o n t o ,  como h a v i a m o s  d i t o .  



P r o b l e m a  2  

D e t e r m i n a r  u m  p o n t o  s a t i s f a z e n d o  K-T, p a r a  o  p r c  

b l e m a :  

2  Min f ( X )  = ( x l  - 4 )  + (x2 - 5 ) '  - 2 0 x  2  

3 

X s a t i s f a z e n d o  ( I )  

Não s e n d o  f ( X )  c o n v e x o  o  p o n t o  X* s a t i s f a z e n d o  a s  c o n d i ç õ e s  de  

K-T n ã o  g a r a n t e  o  min imo g l o b a l .  T a l  f a t o  s e r á  c o n f i r m a d o  p e l o  

a l g o r i t m o  q u e  f o r n e c e r á  d i f e r e n t e s  s o l u ç õ e s  q u a n d o  p a r t i r m o s  

d e  d i f e r e n t e s  p o n t o s .  F a z e n d o  g ( X )  = - f ( X ) ,  t e r e m o s :  

Min Q(Y) = Y i:-;] Y - 2 [ - 1 8 . 9 l Y  Y 2 0  - 

q u e  r e s o l v i d o  p e l o  a l g o r i t m o  de L E M K E ,  d a r á :  



O v a l o r  d e  t* s e r á  d a d o  p e l a  e x p r e s s ã o  g e r a l :  

3 ; como B g 2  = - 
2  

t e m o s  q u e  X 2  é u m  K-T p o n t o  e r e p r e s e n t a  um m i n i m o  l o c a l  

p a r a  f ( X ) ,  q u e  s e r á  e v i d e n c i a d o  p e l a  a p l i c a s ã o  d o  a l g o r i t  - 

mo p a r t i n d o  a g o r a  d o  p o n t o  i n i c i a l  =I; j 



M i n  Q ( Y )  = Y T 1; :] Y -  2 [ 1 5 3 ,  4 5  1 Y, Y  2 - o  

q u e  r e s o l v i d o  p e l o  a l g o r í t m o  d e  L E M K E ,  d a r á  

1  17 
- 

y *  = - , l o g o  al = - - 
2 2 

- * L 3  

* * 8 c o m o  t > y = - 
1  1  6 3 



- - 
como, v g 2  = I 2 3  L j  + 6 L 3  temos q u e  X 2  e  um K - T  

p o n t o ,  c o r r e s p o n d e n d o  n e . s t e  c a s o  ao minimo g l  oba l  . 


