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RESUMO

0 modelo desenvolvido destina-se ao planejamento a cur-
to prazo da ampliagao da capacidade de uma rede com fluxo onde po-~

dem existir capacidades iniciais.

As ampliacoes da rede sao obtidas por acréscimos de ca-
pacidades (inteiros e limitados) aos ramos da rede, os quais impor
tam em um custo. Deseja—se encontrar um nimero k de ampliagoes
de mais baixo custo da rede, a fim de que uma demanda (nao satis -

feita na rede inicial) seja atendida.

O problema original & transformado em um problema de bus
ca de k caminhos de menores custos em um grafo, e para a sua re-
solugao apresenta-se tres algoritmos: o algoritmo de Programagao
Dinamica, uma adaptagao do algoritmo de Dijkstra e o algoritmo de

Programagao Heuristica.
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ABSTRACT

The model presented is foreseen to the short term
planning of the capacity expansion of a flow network, where initial

capacities may exist.

The network expansions are obtained by rising the
capacity (the values are integers and limited) of the network-arcs,
which results in a certain cost. The goal is to find a number k
of expansions with lowest cost of the network, so that a demand

(not satisfied in the initial network) may bhe attended.

The original problem is transformed into a problem of
the search in a graph of k paths with lowest cost. Three
algorithms are presented for the problem resolution: the Dynamic
Programming algorithm, an adaptation of the Dijkstra algorithm,

and finally the Heuristic Programming algorithm.
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CAPITULO I

INTRODUCZADO

O problema aqui estudado surgiu originalmente do pro
blema da ampliac¢ao a curto prazo de uma rede de poténcia. Este tra

balho entretanto, limita-se a abordagem tedrica do problema.

No problema original considerava-se uma rede de po -
téncia constitulida de usinas, subestagOes e centros consumidores
(nds da rede) e trechos entre as subestacodes,onde existem ou podem
existir linhas de transmissao (ramos da rede). Por razdes técnicas
o fluxo de poténcia que pode circular entre as linhas de transmissao

€& limitado (capacidade dos ramos).

Devido a limitacao do fluxo de poténcia que circula
na rede, o crescimento de mercado e da geracao de energia exigem u-
ma ampliagao da rede, a fim de que o fluxo de poténcia atenda as no

vas necessidades.

Para a ampliagao da rede, permite-se a introdugao de
novas linhas de transmissao ao sistema (acréscimos de capacidades).
A introdug¢ao destas linhas importam em um custo, e o nlmero de 1li ~

nhas a serem acrescidas em cada trecho & limitado.

Deseja-se determinar o nimero de linhas a serem in =~

troduzidas em cada trecho, a fim de que o fluxo de energia atenda



as exigéncias do mercado, e o custo de ampliacao da rede seja mini

mo.

Supoe-se que a capacidade inicial da rede & insufi-

ciente para atender as exigéncias do mercado.

Observou-se que por razoes nao s6 té&cnicas como tam
bém por consideracoes nao incluidas no modelo, a solucao de custo
ninimo fornece apenas subsidios para a determinagao de outras solu
¢oes. Assim, formulou-se um segundo problema para determinar ou -
tras solugoes de baixo custo, a fim de fornecer ao planejador op -

goes na escolha da solugao a ser implementada.

Este trabalho tem como objetivo a resolugao de um
problema como o descrito acima, sem levar em consideragao as carac
teristicas da rede de potencia. As técnicas utilizadas para a re-
solugao do problema, entretanto, podem ser adaptadas a qualquer ti

po de rede de transporte.

No capitulo II formula-se o problema como um proble
ma de programacao inteira e justifica-se a ndo utilizagao de técni

cas de programagao inteira para a sua resolugao.

No capitulo seguinte reformula-se o problema como um
problema de bhusca de caminhos de baixo custo em um grafo, e apresen
tam—-se dois algoritmos para a sua resolugéoﬁ o algoritmo de progra
macao dindmica e um algoritmo baseado no algoritmo de Dijkstra pa-

ra a busca de um caminho de custo minimo em um grafo.



No capitulo IV apresenta-se o algoritmo de programa
cao heuristica destinado & resolugao do problema de busca. No fi-
nal deste capitulo sugere-~se um método para a determinacao de uma
heuristica admissivel que garante um funcionamento razoavelmente e

ficiente deste algoritmo.



Notagao

N N . -
Denota~se por N (R7) ao conjunto de n-Uplas orde-
nadas de nimeros inteiros (reais) as quais serao consideradas veto

res linhas.

Um vetor serd caracterizado por uma letra mintscula.
No caso de haver mais de um vetor representado pela mesma letra u-
tiliza-se super-indices para diferencia-los. As componentes de um
vetor serao caracterizadas pela letra que representa o vetor e por
sub=-indices que indicam a componente a que pertencem. Por exemplo,

o vetor xl £ Rm pode ser representado por (xi, x%, ceey x;).

. s ~ 2
Sejam xl, x2 e R . Utiliza-se a notacgao: xl< X"
para indicar que xi < xi para i=1,2,...,m . Analogamente xlixz
se xi < xi , 1i=1,2,...,m . Indica-se xl < xz (xl # xz) se
1 2 . . . 1 2
X, S %5y i=1,2,..,m ,e existe 3j=1,2,...,m tal que Xj < xj .

Um conjunto serd caracterizado por uma letra mailscu
la e sua cardinalidade indicada pela letra gue o caracteriza entre
barras. Exemplo: conjunto A , cardinalidade de A : |A]. Um

conjunto de partes de A sera representado por P(A).

Quanto as referéncias, os capitulos serao enumerados
em algarismos romanos, expressoes e paragrafos serao indicados por
algarismos arabicos. Para referénciar expressao ou paragrafo  no
mesmo capitulo, utiliza-se sua numeracao entre parénteses. No ca-
so de referéncia a uma expressao ou paragrafo em outro capitulo,in

dica~se a numerac¢ao do capitulo seguida da numeracao da expressao



ou paragrafo a ser referenciado. Paragrafos e expressoes dos apén
dices serao referenciados por letras mailusculas seguidas do numero

do paragrafo ou expressao.

A bibliografia & apresentada no final do trabalho em

ordem alfabetica. A referéncia a bibliografia & indicada pelo nome

do primeiro autor seguido da data de publicagao da obra.



CAPITULO IT

O PROBLEMA

Introducao

Neste capitulo apresenta-se a formulagao do proble-
ma. A teoria ﬁtilizada & a teoria de redes com fluxo - Ver (Ford
i62b e (Berge |6ﬂ) ; um resumo desta teoria encontra-se no Apéndice
A,

Na secgao 1 serao introduzidos os elementos do mode
lo que serd estudado; formula-se um primeiro problema destinado a
encontrar uma politica de ampliacao de custo minimo e discute-se as
razoes que levaram a formulacao de wn segundo problema, destinado a
encontrar outras politicas de ampliagao além desta; este 0ltimo pro

blema constitui o objetivo deste trabalho.

Na seccao 2 apresenta-se trés extensoes possiveis do
modelo, para os casos: a rede dada possui varios nos de produgao e
demanda; a rede contém ramos miltiplos, e 0 caso em que € necessa -

rio um aumento de produgao.



SECGAO 1 - FORMULACAO DO PROBLEMA
Inicia-se esta secgao fixando-se os elementos do mo
Os conceitos basicos de teoria dos grafos que serao utiliza

(N,M) com

né fonte e b .

delo.

dos como os conceitos de rede, fluxo em rede, fluxo viavel,etc jsle}

dem ser encontrados no Apéndice A.

Considere-se uma rede orientada R n
a

nds e m ramos , onde distinguem-se dois nos:
R estard associado o vetor de capacidades
denominado demanda

nd sumidouro.
A rede
PR o
iniciais ¢®¢ WN" e o nfimero natural D > 0
de R .
Diz-se que um fluxo f de a para b em R aten
— ——
de 3 demanda D se
v(f) > D
Nos casos de interesse a rede R nao admite nenhum
, = ~ (o} = .
fluxo viavel em relagcao a ¢ , que atenda a demanda D . Admite-
se portanto ampliacoes da capacidade dos ramos através de acrésci -
para cada ramo ry & dado um acréscimo de capa
¢ IN;permite-se que a capacidade do ramo ry

cidade de wvalor

mos de capacidade:
Aci

seja ampliada através de um nimero inteiro e limitado de acréscimos
. 0O vetor Ac representa os acréscimos permissiveis.

Aci e WO
No problema aqui estudado busca-se politicas de am-
pliagdes das capacidades iniciais de forma a atender i demanda e o



timizar custos que serao definidos mais adiante.

A uma possivel politica de ampliacadao (que atenda ou

nao a demanda) denomina-se configuracao.

Definicao : Uma configuracao C é uma tripla ordenada (N,M,s)

onde N e M sao os elementos de R e s e N &

um vetor de estado.

O vetor de estado s de uma configuragao caracteri

za perfeitamente a politica de ampliacao: s é o nimero de acrés
. . o

cimos de valor Acy feitos ao ramo ry - O estado s =0 repre -

senta a configuracdo inicial , isto & : com capacidade igual a ca-

pacidade inicial.

A capacidade do ramo r, na configuragido (N,M,s) &

dada por :

(o]
.(8) = ¢l + s.AcC,
cl(s) c; s; Acy

O vetor c(s) = (cl(s), cy(8),evu 0y (8)) & o vetor

capacidade da configuracao C .

Devido a (2), s determina completamente a configu-
racao C , uma vez que- (N,M) & fixada. Daqui por diante, por
razoes de comodidade, utiliza-se a notagao s em lugar de C=(N,M,s)

identificando-se o estado com a configuragao.

Unm fluxo f & dito admissivel em s se

a) f atende a demanda



b) f£(x;) <c;(s) )Vlria M

Denota-se por te N© o vetor de limite de acrés-

cimos permissiveis onde t & o maior nimero de acréscimos admi-

tidos no ramo ri .

Uma configuragdao s & dita configuracao vidvel se:

a) 0 <s <t
b) existe um fluxo admissivel em s .
Uma configuracao viavel & portanto uma ampliagdo que permite aten-

der-se a demanda com fluxos viaveis.

A ampliacao da configuracao inicial importa em um
custo, que serda a soma dos custos de ampliacao de cada ramo. Por-

tanto, o custo de uma configuracao s & dado por :

m
p(s) = ] p,(s;)
i=1
+ - ~ -
onde Pi t: N — R e a funcao custo do ramo ry. pi(si) e o
custo da introdugao de s; acréscimos de valor Ac; ao ramo r,.

Supoe-se que as fungdes Py sdo estritamente crescentes, pi(si)

é finito ¥ s <t e p; (0) =0 .
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Formulacao do Problema

Com os elementos expostos pode-se formular um pri -

meiro problema.

Encontrar, se existir, uma configuragao viavel de

menor custo entre todas as configuragles viaveis.

O problema (Pl) admite solucao desde que exista uma
configuracao viavel, pois o conjunto de configuragoes s satisfa-

zendo s < t & finito. Supoe-se que a configuracdo s=t & viavel.

Métodos de Resolucao do Problema (P1)

No caso particular em que as fungoes custos sao 1li-
neares e os acréscimos de capacidade unitarios, o problema (P1) Po
de ser transformado num problema de circulagao e resolvido aplican

do-se out-of-kilter como exposto em Ford [62].

Pode-se ainda resolvé-lo através de técnicas de pro
gramagao inteira; a sua formulagao neste caso resultaria no proble

ma dado a seguir, com 2m variaveis e 2mtn-l restricdes.(Para a
resolugao deste problema, ver Hu |69

Dados: R = (N,M) , ae N , be N

D e IN

o m
¢ e IN

Ac € le

t e nﬁ‘
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Py tIN — ]R+ 1 Ty € M
m

Minimizar i£1 p; (s4)
sujeito a

f(n,N) - £(N,n) =0 ’aneN , n# a,b

£(N,b) - £(b,N) > D

o
0 < £(r;) =2 ¢ + s dc, Mry e M
0 < s; =< t AFry e M

s, inteiro

Quando se trata de aplicagSes do modelo, uma solu -
¢do do problema (Pl) pode nao ser muito significativa, pois, devi-
do a consideragoes nao incluidas no modelo, ela poderia ser rejei-
tada como uma possivel decisao implementadvel. Procura-se entao de
terminar um nimero k € N de configuragoes viaveis de mais baixo
custo, a fim de se ter um maior numero de alternativas a serem es-

colhidas.

A determinacao das k configuragoes de mais baixo
custo poderia ainda fornecer solugoes inadequadas pois entre elas
poderiam surgir configuragoes pouco eficientes. Por exemplo, a
segunda configuracao de menor custo poderia conter acréscimos dis-
pensaveis porém de baixos custos; ou seja, esta configuracao pode-

ria ser obtida a partir da primeira de menor custo através de al -
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guns acréscimos em ramos de custos muito baixos.

O argumento acima sugere a introducao da seguinte

definicao.

Definicdo: Uma configuragao s & dita viavel ndo supérflua se :

(¥ s <s , s'#s) s' & nao viavel

A definicao (5) explicita que uma configuragao & vi
avel nao supérflua se todos os acréscimos de capacidade feitos pa-
ra obté-la sao indispensaveis , ou seja, a retirada de qualquer des

tes acréscimos alterariam sua viabilidade.

. -

Uma configuragdo & dita vidvel supérflua se & via-

vel e nao satisfaz a condicao (6).

O problema que se propoe solucionar no presente tra

balho & enunciado a seguir.

Encontrar k configuragdes viaveis nao supérfluas
(ou todas, caso nao existam k) de mais baixo custo entre todas as

configuragdes viaveis nao supérfluas.

No capitulo seguinte demonstra-se que se R admite
uma configuracao viavel, entao R admite uma configuracao viavel
n3o supérflua; como se supdoe que a configuragao s=t & viavel ,

pode-se garantir que o problema (Pk) tem sempre solugao.

O problema (Pk) € equivalente ao problema (Pl) quan

do k=l. Nos demais casos a resolugao do problema (Pk) através de
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técnicas de programacao inteira seria muito dificil devido a com-
plexidade das restrigoes e ao nlmero de alternativas exigido. No-
te-se que verificar se uma configuracao viavel s & ou nao supér-
flua resultaria num processo bastante dispendioso, uma vez que de-
ver-se-ia testar a viabilidade de cada uma das configuragoes obti-
das a partir de s , pela supressao de um acréscimo presente em

s L]

Nos capitulos III e IV serao apresentados métodos
de resolugao para o problema (Pk) baseados em técnicas de proble -

mas de busca de caminho minimo em grafos.

Na secgao seguinte apresenta-se algumas extensodes

do modelo.

SECCAO 2 - GENERALIDADES DO MODELO

0 modelo tratado neste trabalho & suficientemente
geral para englobar uma série de problemas particulares que podem
ocorrer na pratica. Nesta secgao apresenta~-se alguns destes pro-
blemas e como manipuld-los a fim de transformad-los no modelo aqui

estudado.

Redes com Ramos Mualtiplos

Dada a rede R=(N,M) onde esta definido c® vetor

capacidade inicial da rede e D demanda de R , considere-se o ca
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SO em que a um ramo I, qualquer de R estao associados varios
possiveis acréscimos de capacidade de valores Acg r 3=1,2,...,95-

A cada acréscimo Acg estd associado tz , nimero maximo de acrés

cimos Ac? permissiveis ao ramo «r,

3 3 -
i i e pi(.) funcao custo asso

ciada ao ramo ry -

Deseja~se encontrar numeros sg de acréscimos de

capacidade Acg ’ j=l,...,qi ;o E;E M tal que a demanda da re-
de seja satisfeita e o custo de ampliacao seja minimo (a transfor-

magao que sera feita neste problema permite a determinagao nao 86

da solugao de custo minimo como das k solugdoes de menores custos).

- A formulagao deste problema como problema de progra

macao inteira & dada a seguir.

Dados: R = (N,M) , a eN , b ¢N

D e IN

@)

c® emw™

Acge N, 3=l,...,qy , Ty e M

pg t: N — R , j=l,...,qi y TyE M

. m Ca
8 Minimizar %1 I pis))
. . it7i
=1 i=1
sujeito a
£(n,N) - £(,n) =0 ¥neN , n#ab

£(N,b) - £(b,N) > D
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o N B
0 < f(ri) < ¢y + . s7 Aci r; e M
j=1
0 < SJ?_ < t:?- ri € M r j=lrzr-'-‘rqi
sg inteiro roe Mo 3=li2, 00y

Nota-se que a fungao objetiva e o conjunto de res -
trigoes do problema (8) diferem do problema (3) devido ao fato de
aqui ter-se mais de um acréscimo de capacidade associados a um mes

mo ramo da rede.

A transformagao do problema acima no problema estu-

dado sera ilustrada por um exemplo.

Exemplo I : Considere-se a rede R=(N,M) onde

M = {r} , como mostra a figura 1 .
r \
figura 1

O ramo r tem como capacidade inicial c® e aele

estao associados trés valores de acréscimos de capacidade Act ,
2 - - . 3 - . I

Ac™, Ac3. 0 nimero de acréscimos Ac? em r & limitado por

£J , 3=1,2,3 . Ao ramo r estd3o associadas as fungoes custo

pl(.)  3=1,2,3 .
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Como o problema original admite um Gnico tipo de a

créscimo de capacidade para cada ramo Ty criam-se g ramos, e a

cada ramo rg ; j=1,...,9 associa-se Acg ’ tg p pg(.) .
Faz~-se uma distribuicao de capacidade inicial nos

ramos rg tal que

e IN

e

ou seja, a soma das capacidades iniciais dos ramos criados deve ser

igual 3 capacidade inicial dada.

A rede do exemplo I pode ser transformada na rede

da figura 2. "

r

figﬁra 2
onde: ao ramo rl estad associado: col = ° ’ Acl, tl, pl(.)
ao ramo r, estd associado: c°? = 0 , Ac2, t2, p2(.)
a0 ramo I, Qsté associado: 003 =0 , Ac3 ’ t3, p3(.)

A solugdo do problema fornece os s’ , j=1,2,3 , sig

nificando que se deve fazer sJ

acréscimos do tipo 4Ac? ao  ramo

r para se obter uma configuragao viavel de R de menor custo.

A capacidade do ramo r na rede original serid dada

por :
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®+ 7 sdoadd
j=1

Observa—-se que esta transformacao e possivel uma

vez que a rede do modelo admite ramos multiplos (Ver Apéndice A).

10 Varios N6s de Producao e Demanda

Considere-se a rede R = (N,M) onde estao defini -
dos: co, t, Ac eM" e as fungoes pi(.) como no problema origi -
nal. Agui, porém, o conjunto de nds de R , N , estd particionado

em treés conjuntos.

A - conjunto de nds produtores
I - conjunto de nds intermedidrios

B - conjunto de nos consumidores

A cada elemento a, ¢ A estid associado um nimero

natural 21' denominado capacidade de producao do nd aj .

A cada elemento big B esta associado um numero

natural d; denominado demanda do néd by .

Define-se um fluxo admissivel de A para B como

sendo uma funcao £ : M — IR tal que

f(ai,N) - f(N,ai) < 4€i ﬁf‘ai e A

£(n,N) - £(N,n) = 0 Mn e
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£(N,b;) =~ £(b,,N) > 4 ¥b, e B

0 < fr;) <0¢4 Fr; e M

onde ¢ & a capacidade do ramo r; .

Deseja—-se encontrar Sy nimero de acréscimos de
capacidade do ramo ry e M tal que a nova configuragao s = (sl,
Sore-.,S) comporte um fluxo admissivel £ de A para B e o

custo de s seja minimo. (A transformacao que serd feita permite

a determinagao das k configuragaes de menores custos que compor-

tam um fluxo admissivel £ ).

A formulagao deste problema como problema de progra

magao inteira e dada a seguir.

Dados:

AU ITUB

=
i
=
S
=
]

sujeito a

f(n,N) - £f(N,n) = 0 ¥neI,n#a,b

£(N,by) - £(b,,N) > &, ¥b, ¢B
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13 fla,,N) - £(N,a;) < ﬂi ¥a; ¢ A
le]

0 < f(ri) < ¢y + s;hey -%ri e M

0 <s; 2ty ¥r;eM

s inteiro

14 Pode-se mostrar que este problema s6 tem solugao vi
dvel se a soma das capacidades de producdao dos nds a, for maior ou i

gual a soma das demandas dos nds bi , ou seja
|B

|
3oz b4y
1 i=1

O exemplo II ilustra um dos processos de transfor -

macao deste problema no problema original, estudado neste trabalho.

Exemplo IT : Seja R = (N,M) onde

N=AUIUB
A= {al,az}
B = {bl,bz}

I & o conjunto de nés limitados pelo retangulo da figura 3

gue representa a rede R .

Al
/

O
(1

()
(o)

7
A

figura 3
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Na rede R estao definidos os dados do problema

(11) onde £, & a capacidade de produgao do né a, ¢ A e d, &

a demanda do nod bi e B .

Para a transformagdo cria-se dois nds ficticios a
e b que serao ligados a rede R pelos ramos (a, ai), a, e A ;

e (bi,b) e B .

Pela restricao (13) L € a maior gquantidade de
fluxo que pode sair do nd a; i logo a capacidade do ramo (a, ai)

serad feita igual a £ .

A restricao (12) exige que a quantidade de fiuxo
que chega a bj seja pelo menos di ;, assim a capacidade do ramo
(b;,b) serd feita igual a dj , e esta capacidade deverd estar es-

gotada nas solugdOes Viaveis.

A figura 4 mostra a rede do exemplo II transforma-

da.
O~ S- 0
O &
(R 2362
figura 4

Aos ramos (a,ai) T A e (bi,b), big B asso

ciam-se acréscimos de capacidade, limites de acréscimos permissi -

veis e funcOes custos nulos , uma vez que nao teria sentido fazer-
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se acréscimos de capacidade e atribuir-se custos aos ramos ficti -

cios.
A demanda da rede é feita
IT]
b = ] 4
i=1
Suponha-se que foi encontrada a solugao do proble-
ma utilizando-se a rede R'= (N',M') da figura 4, onde a demanda

da rede & dada por

e os acréscimos de capacidade, os limites de acréscimos permissi -
veis e os custos associados aos ramos (a,ai) e (bi,b) , i=1,2
sdo todos nulos. Esta solugao fornecerd uma configuragao viavel
de R' de custo minimo. Logo existe um fluxo £ admissivel em s,

ou seja

v(f) > d,+d

172

£(ry) < ci(s) Yr, e M'

Como os acréscimos de capacidade nos ramos (bi,b) ’
i=1,2 sao nulos, as capacidades destes ramos na configuragéo ]

sao respectivamente dl e dz; logo, devido a (15) e (16)

v(f) = 4, + d

ou seja, o fluxo que chega aos nods bl e b2 sao respectivamente

d; e d, e portanto este fluxo é admissivel em R .
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Como nao sao permitidos acréscimos de capacidade
aos ramos (a,ai) e (bi,b) , i=1,2 , entao os acréscimos de capaci-
dade feitos para a obtencao da configuragao s ocorreram apenas
nos ramos da rede original R da figura 3, donde se concluil que

s & uma configuracao viavel desta rede, de custo minimo.

17 Planejamento de Acréscimo de Producao

Considere—-se a rede R do exemplo II e suponha-se

que:

dl + d2 > Kl + 12

como observou-se em (14) o problema nao tem solugao viavel.
Considera-se aqui o problema de ampliar nao sO as

capacidades da rede como.as capacidades de produgdo através dos a-

créscimos de producao de valor Aﬂi associado a cada a; e A. 0

niimero de acréscimos de produgao no nd a; e A estda limitado por

teN de tal forma que :

B
18 , DT Y TS £ a.

A expressao (18) obriga que o nlimero de acréscimos
de producao permitidos aos nos a; sejam tais que a soma das produ
coes acrescidas seja maior ou igual a demanda da rede; se esta con

dicao ndo for satisfeita o problema continua sem solugao.
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A cadand a; ¢ A estard associada uma fungao §i(.)

de aumento de produgao.

Deseja-se encontrar sj , hlmero de acréscimos de

capacidade no ramo r.e M e s, , nimero de acréscimos de produ

B
gao no né a;e A, tal que a demanda da rede dada por 1d; seja
=1

i
satisfeita e o custo de ampliacao seja minimo.

Formulando este problema como problema de programa-

¢ao inteira tem-se :

Dados:
R=(NM) , N=AUVUIUB
co, t, Ac ¢ n&“
pj(.) :IN — R
d E:N]B[
2 ew!?l
£, ot o2

sujeito a :

f£(n,N) - £(N,n) =0 ¥n ¢ I
£(N,b,) - £(b,,N) > 4, ¥b, e B

£(N,a;) - £(a;,N) < &, + siA£i -’d-ai e A



o
0 < £(r.) < c: + s.Ac, r., M
L Elry) <oyt osyhey ¥ryoe
0 <s, < t, . M
=852 J"LrJE
0 <87 <t Ya; eA

s. e EZ inteiros

A transformagao deste problema no problema do modelo
tratado & feita de maneira andloga a transformacao de (10), sendo

que aos ramos (a,ai) r 8 €A estao associados além das capaci-

dades de produgdo £; , os acréscimos de produgao AL, , os limites

de acréscimos t; e as fungbes custos p,(.) .

Conclusoes

Neste capitulo apresentou-se a formulacao do proble-
ma (Pl) como um problema de programagao inteira. A resolugéo deste
problema por meio desta técnica é em geral muito trabalhosa devido
ao nimero de restrigoes a que ele estd vinculado. Observou-se tam-
bém da dificuldade da resolucao do problema (Pk) através de té&cni-
cas de programagao inteira, nao s pela complexidade das restricoes,

como também pelo nGmero de alternativas exigidas.

Técnicas de programagao dinamica poderiam ser aplica
das para a resolucao do problema (Pk); porém o custo operacional se

ria muito alto, o que invalida a utilizagdo do processo.

No capitulo seguinte estuda-se a reformulacao de (Pk)



25

como um problema de busca em grafos, e apresentam-se dois algorit-
mos para a busca: o primeiro baseado em técnicas de programacao di
namica, e o segundo utilizando-se resultados da teoria desenvolvi-
da por Dijkstra para a busca de caminhos de custo minimo em um gra

fo.
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caAPITULO III

REFORMULACAO DO PROBLEMA

Introducao

Neste caplitulo apresenta-se a reformulagéo de (Pk)

como um problema de busca de caminhos em grafos.

Na secgao 1 encontram-se os elementos que possibili
tam a determinacao do grafo de configuragoes onde sera efetuada a
busca. O primeiro grafo provem de uma idéia intuitiva na determi-
nacao de sucessores. Este grafo fornece uma boa informagao da es-
trutura do grafo que se estd buscando; entretanto, serd posto de
lado devido a sua dimensao. Um segundo grafo de configuragoes ba-
seado nas propriedades estruturais da rede e das configuragoes vi-

aveis & apresentado em seguida.

Na secgao 2 encontram-se os algoritmos destinados &

busca dos k caminhos de menores custos no grafo.

Seccao 1 - O GRAFO DE BUSCA

Com o problema (Pk) deseja~se determinar k confi
guracOes viaveis nao supérfluas de menores custos, obtidas através
de acréscimos de capacidade aos ramos da rede R , a partir da con

figuragdo inicial €9 = (N,M,0).
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Este problema pode ser reformulado como um problema
de busca de caminhos em um grafo G = (T,T') onde T & o conjunto

de no6s de G dado por
T={s eN"/ s <t}

e T : T — P(T) & o operador sucessor que associa a cada ndo de T

um subconjunto de nds de T (Ver Bl).

A primeira idéia para a determinagao do operador su
ceséor ' seria tentar-se, a partir da configuragéo inicial, um
acréscimo de capacidade em cada ramo da rede indistintamente, ob -
tendo-se apds cada acréscimo uma configuragao maior que s? em u-
ma componente. Procedendo-se de maneira analoga com as novas con
figuragdes até que nao seja mais possivel nenhum acréscimo, ou se-
ja, até a configuracao s=t ser gerada. Encontra-se, dessa forma,
um grafo de configuragoes onde o nlimero de sucessores de cada con-
figuracao € proximo de m (nlGmero de ramos de R), uma vez que pa-
ra obter-se as sucessoras de uma configuracOes tentou-se acrésci -

mos em todos os ramos da rede. Este grafo contém todas as configu

~ s 1 = :
ragoes de R , inclusive as viaveis.

O grafo G obtido através deste 6perador sucessor

seria da forma G = (T,r) onde T & definido por (1) e TI:T = P(T)

é dado por

r(s) = {s' ¢ IF‘/ s' <t , s'=s+ei , T

Observa-se que se s' £ I'(s) entao s' & obtida a

partir de s por um acréscimo de capacidade em um ramo de R ;



os ramos do grafo G sao da forma (s,s'), s' ¢ I(s).

1

O custo do ramo (s ,sz) de G & dado por

§(sl,82) = p(s?) - p(sh

O custo do caminho so, sl,...,sj (Ver B4) em G &

portanto igual a p(sj) uma vez que

Co j-1 . .
i 1+l)=.z p(sl+l) _ p(sl)

0 i=0

p(sd) - p(s?)

3y

p(s

Em consequencia de (4), a configuragao terminal de
um caminho de custo minimo de s’ a uma configuracao viavel, & u-
ma configuragao viavel de menor custo. Logo se o grafo contiver
caminhos de s’ a todas as configuragoes vidveis nao supérfluas ,
entao as k configuracoes de menores custos obtidas através da
busca dos k caminhos de menores custos ligando s0 ao conjunto
de configuracodes vidveis nao supérfluas constitui uma solucao do

problema (Pk) .

Mostra-se que o grafo G definido por (1) e (2) con
tém caminhos de s’ a todas as configuragoes vidveis. De fato,con
sidere-se uma configuracao viavel qualquer s , e retire-se de s

uma unidade de cada vez de cada uma das suas componentes positi-

gJ

vas; obtem-se apds cada retirada uma ¢onfiguragao 0 < s.Con

<
. - . - 0
tinuando-se o processo ate encontrar a configuragao s =0, gerou -
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se em G um caminho de s a s .

Portanto, através do grafo G definido por (1) e
(2), pode-se encontrar a solugao do problema (Pk). Este grafo, po
rém, contém um nimero muito grande de caminhos pouco promissores ,
uma vez que sao feitos acréscimos em todos os ramos de R indis -
tintamente para a obtengao das sucessoras de uma configuragao.Con
sequentemente a busca neste grafo seria muito trabalhosa. Procu -
rou-se entao encontrar um grafo que contivesse menos caminhos atra

vés do qual fosse possivel a resolugao do problema (Pk).

A seguir introduz-se alguns conceitos necessarios a

determinacao do novo grafo.

Dado um corte X da rede R (Ver A8), a capacida-

de deste corte na configuracao s & dada por :

c(K,s) = I _cyls)
ie (X,X)

onde ci(s) foi definido em (II2).

Diz-se que um corte & minimo na configuracao s ,

se sua capacidade & minima entre as capacidades de todos os cor -

tes em s .

Propriedade das configuracoes vidveis

Na proposicao seguinte utiliza-se a solugao do pro
blema de fluxo maximo (Ver (Al0), na caracterizagao de configura

¢oes viaveis.
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6 Proposicao : Sejam uma configuragao 0 < s < t e um fluxo maximo

, -

f em s ; entao, s & viavel se e somente se

v(E) > D

Demonstracao: Se s €& viavel, entao 0 < s < t e existe um flu-

xo f , admissivel em s . Se f & fluxo maximo de s , entao:

v(E) > v(£)

>D pois t €& admissivel

A implicagdo inversa & consequéncia direta da defi-

nigao de configuragoes viaveis. ||

O corolario seguinte & uma decorrencia imediata do

teorema de fluxo maximo - corte minimo. (All),e da proposigao (6).

7 Corolario : Uma configuragao s & viavel se e somente se 0<s<t
e a capacidade de qualguer corte minimo na configura-

cao s & maior ou igual a D.

0 Grafo G

O corolario (7) fornece a base para a determinagao
do operador sucessor do novo grafo; o processo utilizado & dado a

seguir.

Seja s wuma configuragao nao viavel. Pelo coroli
rio (7), existe um corte minimo em s cuja capacidade & menor gue
D . Logo, para obter—-se a viabilizacao de s, torna-se necessa -

rio pelo menos um acréscimo de capacidade em algum ramo deste cor
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te. Observa-se que a configuragao resultante de um acréscimo des-
se tipo comporta um fluxo de valor maior ou igual ao fluxo maximo

de s .

0 bperador sucessor que serd definido faz um acrés-
cimo de capacidade em cada ramo de um dado corte minimo de s ,ob
tendo assim o conjunto de configuragoes sucessoras de s . Aumen-
ta-se desta forma a capacidade dos cortes minimos das configura -
¢oes, até que isto nao seja mais possivel; ou seja, até encontrar
as configuracoes cujos ramos dos cortes minimos tenham alcancado o

limite de acrescimos.

Como podem existir varios cortes minimos em uma con
figuragao, define~se a seguir uma aplicagcac H que estipula o cor

te minimo a ser utilizado pelo operador sucessor do grafo G .

Seja H o conjunto de todos os cortes de R e T
o conjunto de todas as configuragoes de R . Define-se H : T+ f
como sendo uma aplicagao que a cada s ¢ T associa um determinado
corte minimo de s . Em (15) sugere-se um procedimento que carac-

teriza um corte minimo de cada configuragcao s .
O novo operador sucessor T : T > P(P) & dado por:

r(s) = {s! e NN / s' <t ,s'" =8+ e, , Iy e H(s)}

Observa-se que s' e T'(s) se e somente se existe

i=1l,...,m , tal que
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O grafo G = (T,T), que sera utilizado pela busca
fica estabelecido por (1) e (8). A busca neste grafo torna-se mais
eficiente que no grafo definido de inicio, por conter em geral um

- - . ! 3 ~ y
numero menor de ramos (os acrescimos de capacidade sao feitos ex-
clusivamente em ramos da rede pertencentes a cortes minimos das con

figuracoes) e consequentemente um nimero menor de caminhos.

0 custo do ramo (sl,sz) , s2 ¢ P(sl) & dado em
(3).

De (3) resulta que o custo de um caminho ligando s0
a s no grafo G & igual ao custo de s . Note-se que dois cami

s . 0
nhos distintos ligando s a s correspondem a um mesmo esquema
de ampliacao, diferindo apenas na ordem em que sao introduzidos os
acréscimos. Portanto, possuem custos iguais, o que pode ser veri-

ficado atraves de (3) e (4).

Definicao : Denomina-se alvo ao conjunto T* de todas as confi

guracdes viaveis nao supérfluas de R .

Uma solugao de (Pk) consiste portanto em um con -
junto de configuracoes st , 1i=1,...,k , pertencentes a T¥* e

de menores custos entre todas as configuracOes de T*,
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Problema de busca de caminhos de baixo custo em G

Pbk Encontrar k caminhos em G de s0 a configura -
goes distintas de T* (ou todas, caso nao existam k) de mais bai

. 0
Xo custo entre todos os caminhos de s a T% ,

Observa—se‘que as configuragoes terminais dos cami-
nhos obtidos pela resolugao de (Pbk) & uma solugdo de (Pk), desde
que existam caminhos em G ligando s0 a todas as configuragSes
de T¥*. A propriedade que serd apresentada adiante garante é ob -

tencdo de uma solugdo de (Pk) através da resolugdo de (Pbk).

Lema : Seja s uma configuragao vidvel; entao existe uma configu-

ragdo s < s tal que s & viavel ndo supérflua.

Demonstracao : Seja s uma configuracdo viavel.

Seja X = {s' <s / s' @& viavel}
Seja s e X tal que

p(8) <p(s") ¥s'ex
s existe uma vez que X T & finito e evidente -~
mente s < s .
s & vidvel ndo supérflua. De fato, se s & supdr
flua, entdo por definicao existe s* viavel tal
que s* <s , s*#s . Como s < s , entao s*<s
e portanto s¥* £ X .

Mas p (s*) < p(s), uma vez que p; & estritamente

crescente, o que contradiz a definicao de s . ||
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O lema (10) garante a existéncia de pelo menos uma
solucao para o problema (Pk), desde que exista alguma configura -

cao viavel.

O lema seguinte € utilizado na demonstragao da pro

priedade de acessibilidade. (12)

Lema: Se s & uma configuragao viavel nao supérflua e s'<s(s'#s)

entao existe s" e I'(s') tal que s" < s .

Demonstracdao : Seja s uma configuragao viavel nao supérflua.

Seja s' <s (s' #s) .

Pela definigao de configuragoes vidveis nao supér-
fluas, tem-se que s' & nao viavel. Logo, pelo corolario (7) ,

todo corte minimo em s' tem capacidade menor que D .

Seja K = H(s') o corte minimo de s' que gera as

sucessoras de s (Ver definigao de T em (8)). Entao :
O 1 — ’d 1
] c. + slic, = c(K,s")
i i77i
ri e K

<D pois s' & ndo viavel

Ia

c(K,s) pois s & viavel

= 7 cg + s, 8¢,
r, € X
i
Logo, ] (s;=sj)éc, > 0 e como Ac; > 0 tem-

se:
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Seja s" = s' + el , entdo

s" <s pois s' <s e s% < S5 .

Portanto, s" e T(s') pois ry e K . ||

Diz-se que uma configuragio s & acessivel a par-

tir de sO se existe em G um caminho ligando sO a s .

12 Propriedade de acessibilidade : Se s & uma configuragao viavel

~ - ~ - I} 0
nao superflua, entao s e acessivel a partir de s~ .

Demonstracdo : Seja s uma configuragao vidvel nao supérflua ,

g0 < S .
se s0 =s , entdo a propriedade & valida.
Se so # s entao pelo lema (11), existe
s' € F(so) tal que s' < s.
Seja (so,sl,...,sj) um caminho em G tal que
13 a) sl+l e T'(sh) , i=0,1,...,3
14 b) s* <s ;o 1=0,1,...,]

onde sJ & a configuracdo de maior custo entre todas as configu-
ragoes que satisfazem (13) e (14). s? existe pois T & finito.

De (14) tem-se s < s .

Se sJ # s , entdo pelo lema (1ll) existe

sj+l 3+l s . Logo sj+l satisfaz (13) e

e r'(sd) tal que s

(14) e p(sj+l) > p(sj) o que & absurdo.
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Portanto, s =5 e (so,sl,...,sj) & um caminho

em ¢ de s’ as. ||

A propriedade de acessibilidade garante que existem

. . 0 . ~ \ . ~
caminhos em G 1ligando s a todas as configuracoes viaveis nao

supérfluas. Como o custo de todos os caminhos em G ligando so

a uma mesma configuracao & igual ao custo desta configuracao, os

k caminhos de s° 3s k configuragoes solucao de (Pk) sao k

. 0 . ~ A
caminhos de menores custos de s a configuracoes distintas de T*.

Por outro lado, se existem caminhos de so a todas
as configuragOes viaveis nao supérfluas, e o custo de um caminho
em G ligando s® a uma configuragao & igual ao custo desta con-
figuracao, entao as k configuragoes terminais dos k caminhos
obtidos através da resolugao de (Pbk) constituem uma solugao de

(Pk).

Conclui-se portanto, que os problemas (Pk) e (Pbk)

sao equivalentes no sentido de que se (so,sl,...,sﬂ) & um dos

k caminhos de uma solugao de (Pbk) entao st & uma das con

figuragoes de menor custo de T*; e se s & uma das k configu

ragoes de uma solucao de (Pk) entdo existe um caminho (so,sl,..

coy sg) de uma solugao de (Pbk) tal que s = st .
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Teste de viabilidade e obtencao das sucessoras de uma configuracao

A modelagem apresentada para a reformulacao do pro-
blema de busca € bastante eficiente; nao sb por gerar um grafo com
um numero reduzido de caminhos, como também por fornecer um proces
so simples para a verificagao da viabilidade de uma configuracgao.

Este processo & introduzido a seguir.

Através da proposicao (6) sabe-se que uma configura
¢cdo & viavel se o valor do fluxo maximo nesta configuragao & mai-
or ou igual a D . Pode-se, fazendo uso deste conhecimento, tes -

tar a viabilidade das configuracgoes.

Se for aplicado o algoritmo de rotulacao (Al2) para
o calculo do fluxo maximo obtém-se, além do teste de viabilidade ,
elementos para a determinagao das sucessoras das configuracoes. De
fato, como foi observado em Ford (62, pag. 18) o corte (X, X), con
siderando~se X como o conjunto de nds rotulados e X como o con
junto de nds nao rotulados no momento em que o0 algoritmo para, é
um corte minimo. Logo, pode~se utilizar o corte (X,X) para a ob -

tengao das sucessoras das configuracoes.

O método exposto permite portanto, além de testar a
viabilidade das configuragOes, caracterizar uma fungdao H que as-
socia a cada configuracao um corte minimo. A eficiéncia do méto-
do pode ser aumentada se o fluxo maximo de cada configuracao for
armazenado, e o calculo do fluxo maximo das sucessoras destas con-

figuragoes partir deste fluxo.
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Secgao 2 - ALGORITMO A

O algoritmo A estudado nesta secgdo & uma adapta-
cdo do algoritmo de Dijkstra para a resolugao do problema (Pk). A
importancia deste algoritmo se deve a sua razoavel eficieéncia e
por nele ser baseado o algoritmo de programacao heuristica apresen

tado no Capitulo IV.

Inicialmente apresenta-se o algoritmo de programa -
¢ao dinamica por ser comumente utilizado em problemas de busca e

-

discute~se a sua ineficiéncia em relagao ao algoritmo A .

Os treés algoritmos que serdo apresentados possuem ba
sicamente a mesma estrutura, diferindo apenas em alguns detalhes
que serao observados no devido momento. Todos eles geram um sub-
grafo parcial do grafo G , por uma conveniente aplicagao sucessi-

va do operador sucessor definido em (8).

Estrutura basica dos algoritmos

A expansao de uma configuracao s consiste em

encontrar o conjunto T (s) de sucessores de s definido em (8).

Os algoritmos que serao apresentados manipulam duas
listas de nGs: lista aberto, cujos nos ainda nao foram expandidos

e lista fechado, cujos nds ja foram expandidos.

Uma terceira lista, a lista final, € utilizada pelo

algoritmo para armazenar as configuragoes vidveis ja obtidas. Es
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ta lista & limitada por k posicoes e deve conter, ao término do

processo, uma solucao do problema.

Apresenta-se a seguir o modelo basico dos algorit -
mos, levando-se em consideragao as particularidades do grafo que
serao comentadas posteriormente. O algoritmo utiliza uma funcao =z
que associa a cada nd da lista aberto um valor real. A escolha des

ta funcao diferencia os diversos algoritmos que seguem este modelo.

Algoritmo

Inicialmente as listas aberto e fechado estao vazias.

Passo 1 : Ponha sO em aberto, associando-lhe z(so)

Passo 2 Verifique a regra de parada.

Passo 3 : Retire uma configuragcao s de aberto cujo valor =z(s)
é minimo. Se s & viavel, guarde s em final fazendo
as eliminacbes segundo a regra de eliminacoes.

Va para o passo 2.

Senao,va para o passo 4.

Passo 4 : Ponha s em fechado e expanda s .
Para cada s' € T(s) se s' nao esta em aberto ou fe-
chado, guarde-a em aberto associando-lhe z(s').

Va para o passo 2.

Como no grafo G o custo de uma configuragéo inde-

pende do caminho, as comparagoes com as listas aberto e fechado po
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dem ser simplificadas, dispensando-se comparacOes de custo. Pela
mesma razao nos algoritmos de Dijkstra e programacao dinamica sao
dispensaveis as comparagoes com a lista fechado no passo 4. No
algoritmo de programacao heuristica, estas comparacoOes aumentam a
eficiéncia exceto com heuristicas consistentes, o que serd justi-

ficado em (IV.1ll).

Além das observagoes acima, os trés algoritmos di-
ferem no cidlculo da fungao 2z e nas regras de parada e elimina -

coes em final.

Aqui nao ha necessidade de apontadores, uma vez que
nao se estd interessado no caminho percorrido para chegar a uma

configuragao do alvo e sim na propria configuracao.

Algoritmo de programacao dinamica

O algoritmo de programagéo dinamica para a resolu -
cao do problema (Pbk) possui a mesma estrutura do algoritmo (16)

com as regras abaixo:

O valor z(s) associado a cada configuracao s na

lista aberto & dado por :

m
z(s) =) s,

Regra de parada

O algoritmo para se a lista aberto esta vazia.

Regra de eliminacoes

a) a configuragao s' da lista final elimina a configura-
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gao s se

s!' < s

Se a lista final estd completa entao:

b) a configuragao s elimina a configuracao s' de final
se

p(s') > p(s)

e s' & a configuragao de maior custo em final.

c) a configuragao s' de final elimina a configuracao s
se

p(s') < p(s)

e s' & a configuragao de maior custo em final.

O valor z(s) definido em (19) estabelece em que
estagio se encontra a configuragao s ; ou seja, o nimero de ampli
acoes feitas a partir de s atéd a configuragao s . O algoritmo
retira da lista aberto a configuragaoc na qual foi feito o menor nil

mero de acréscimos de capacidade.

Segundo a regra de parada, o algoritmo de programa-
¢ao dinamica sO deve parar quando a lista aberto estid vazia. Isto
e, depois de expandir todas as configuracoes nao viaveis acessi -

veis a partir de s% . Note-se que devido & limitagao do numero de

acréscimos de capacidade permitidos em cada ramo, o algoritmo para

apds um nimero finito de iteracoes.
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O item (22) da regra de eliminagoes provoca a salda
de configuragoes vidveis supérfluas da lista final. Os itens (23)
e (24) eliminam as configuragoes de custo alto, fazendo com gue ao
término do algoritmo as k configuragoes da lista final sejam a-

quelas de menores custos.

A ineficiéncia deste algoritmo esta na necessidade
da expansao de todas as configuragoes nao viaveis acessiveis para
se chegar a solucao do problema. Entretanto, este algoritmo & bhom
quando se estd interessado em encontrar todas as configuracdes do

alvo.

Algoritmo A

Como o custo nos ramos de G sao todos positivos ,
o0 algoritmo de Dijkstra pode ser utilizado para a busca do caminho

de custo minimo em G sem maiores dificuldades. (Ver (B6) e(B7)) :

O algoritmo A destina-se & determinacao dos k ca
minhos de sO ao alvo (ou todos, caso nao existam k) de menores
custos. Para isto o algoritmo A funciona como o algoritmo de Di
jkstra sendo que apds encontrar um caminho de custo minimo, conti-

. . 0 o .
nua determinando caminhos de s ao alvo ate. encontrar k caminhos

(ou todos, caso nao existam k).

Como foi observado em (17) nao h&a necessidade de e
liminagOes por custo na lista aberto. As eliminagoes em aberto

serao feitas apenas por igualdade a fim de evitar a expansao de u
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ma configuragao mais de uma vez.

0O algoritmo A possui a mesma estrutura do algorit

mo (16) com as seguintes regras:

A funcao z & definida por
z(s) = pi(s)

onde p(s) & o custo associado & configuragao s .

Regra de parada

0 algoritmo para quando a lista final esta completa,
ou seja, suas k posicOes estao preenchidas; ou a lista aberto eg

ta vazia.

Regra de eliminacoes

A configuragao s' em final elimina a configuracgdo

Como o valor atribuido =z (s) a cada configuragao
s e igual ao custo de s , o algoritmo A , como o algoritmo de

Dijkstra, expande apenas as configuracoOes de custos baixos, dei -

- xando de lado momentaneamente aguelas de custos muito altos gue

nao parecem ser promissoras para a resolugdao do problema. Portan
to, o numero de configuragoes expandidas pelo algoritmo A pode

ser bem menor que o numero de expansoOes feitas pelo algoritmo de
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programagao dinamica.

A regra de eliminagoes nao permite a permanéncia de
configuragoes supérfluas na lista final (Ver teorema IV.4), dispen
sando a necessidade de se verificar se uma configuragcao pertence ai
nao ao alvo que, como ja foi comentado, seria um processo bastante

dispendioso.

Como as configuragoes expandidas pelo algoritmo sao
aquelas de menores custos, quando a lista final estd completa pode-
se garantir gue as configuragEes ali armazenadas sao as viaveis no
supérfluas de menores custos, O gue nao acontece com o algoritmo de

programagao dinamica.

Se nao existem k configﬁragSes no alvo, entao a
lista aberto fica vazia antes da lista final estar completa. Dal a
necessidade de parar o algoritmo se a lista aberto esta vazia. Nes
se caso o nimero de expansdes do algoritmo A & igual ao de Pro -

gramagao Dinamica.

A seguir apresenta-se o algoritmo A com as regras

ja& embutidas, com excessao da regra de eliminacoes.

Algoritmo A

Inicialmente as listas aberto, fechado e final estao vazias.

Passo 1 : Ponha sO em aberto , associando-lhe p(so) =0
Passo 2 : Se final esta completa ou aberto vazia. Pare

Senao va para o passo 3.
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Passo 3 : Retire de aberto a configuragao s de menor custo em a-
berto e passe—-a para fechado .
Se s & viavel, guarde-a em final fazendo as eliminacoes
segundo a regra de eliminacoes.
Va para o passo 2.
Senao va para o passo 4.

Passo 4 : Expanda s . Para cada s' e I'(s) se s' nao estda em
aberto, guarde-a em aberto associando-lhe p(s').

VA para o passo 2.

-~

O algoritmo A & uma particularizacao do algoritmo
de programacao heuristica A apresentado no Capitulo IV e a demons
tragao de que A encontra uma solugao do problema (Pbk) & uma

consequencia do teorema (IV.4) e do lema (IV.8).

A seguir apresenta-se um exemplo onde resolveu- se
o problema (Pk) através dos dois algoritmos introduzidos nesta

secgao.

Exemplo I : Na rede R da figura 1 formulou-se o problema (Pk)

para k=2 e custos lineares.
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Dados do problema :

0

c’ = (2,2,3,5) t = (4,4,4,4) D =9
Ac = (1,2,3,2) p = (2,3,3,1) k=2

A solugéo encontrada para este problema é dada pe -
las configuracoes da figura 2, com custos de ampliagao p(sl) =0
e p(sz) = 10 respectivamente.

figura 2

A rede admite ainda as seguintes configuragoes via

veis nao supérfluas:

(3,1,1,0) c(s3) = (5,4,6,5) o(sd) = 12

0]
I

(2,2,1,0) c(sh = (4,6,6,5) o(s?) = 13

n

9]
i

A figura 3 apresenta o subgrafo parcial de G gera
do pelo algoritmo de programagao dinamica. A figura 4 apresenta a

parte do grafo gerada pelo algoritmo A
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Programagao dinamica
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figura 3

(X) né fechado no estdgio K
viavel nao supérflua de menor custo

C)E viadvel nao supérflua que foi eliminada
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O né em aberto O——0 acréscimo no ramo I,

6)17‘ nd em fechado no estagio K com custo £
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Conclusoes

Diante da dificuldade da resolugao do problema (Pk)
através de técnicas de programagao inteira, reformulou-se este pro

blema como o problema de busca (Pbk).

Como ja foi comentado em (15) a modelagem apresenta
da para a reformulacao do problema fornece resultados bastante in-
teressantes: através da andlise da estrutura da rede foi possivel
definir-se um operador sucessor que gera um grafo nao muito exten-

so, o que reduz bastante a busca.

No exemplo I observa-se que devido ao limite de a-~
créscimos t existem 625 configuragoes possiveis para o problema,
entre as quais 269 sao nao viaveis, 356 sao vidveis e 4 sao viaveis
nao supérfluas. O operador sucessor entretanto, gera um grafo com
48 nds dos quais 14 sao configuragGes ndo viaveis. O algoritmo de
programacao din@mica expande 20 nds entre os 48 obtidos pelo opera
dor sucessor. O algoritmo A com k=1 expande 11 nds e com k=2
expande 14 nds na pior das hipbteses (coincidéncia de custos mini-

mos na lista aberto). Ver figuras 3 e 4 .

No algoritmo A destinado & resolugdo de (Pbk), po
de-se observar que a lista fechado & perfeitamente dispensavel. De
fato, no algoritmo de Dijkstra esta lista & utilizada para armaze-
nar os ndos do grafo ja expandidos, o que posteriormente permite a
recuperagao do caminho Otimo. No problema (Pbk), porém, os cami -
nhos percorridos para se chegar as configuragaes do alvo podem ser

encontrados observando-se os acréscimos presentes em cada configu-
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ragao; logo, a lista fechado poderia ser dispensada o que em ter -

mos computacionais significaria uma economia de memdria.

Por outro lado, pode-se aumentar a eficiéncia da o-
peragdo de A utilizando-se o método proposto em (15) e destinan-
do a lista fechado para armazenagem do fluxo maximo das configura-
¢coes expandidas em lugar das configuragoes. Neste caso guardar-se-
ia na lista aberto as sucessoras e apontadores que permitiriam bus

car na lista fechado o fluxo maximo das configuragOes anteriores.
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CAPITULO IV

O ALGORITMO DE PROGRAMACAO HEURISTICA

Introducao

O algoritmo A* (Ver Hart |68|e (B8)) para a resolu
cao do problema de encontrar um caminho de custo minimo em um gra-
fo, dependendo da heuristica utilizada pode ser mais econdmico em

termos de trabalho computacional que o algoritmo de Dijkstra.

O algoritmo A , destinado a resolugéo do problema
(Pk) , apresentado neste capitulo & umé particularizacao do algorit
mo A* , O algoritmo A, como o algoritmo A*, utiliza-se de in -
formagoes heuristicas a respeito do problema. Este algoritmo apds
encontrar o caminho de custo minimo de s0 ao alvo, continua de -
terminando caminhos de baixos custos até que k caminhos (ou to -
dos, caso nao existam k) de menores custos ligando s0 ao alvo

no grafo G , sejam obtidos.

Na secgao 1 apresenta-se o algoritmo A e demonstra

~se que o problema (Pk) pode ser resolvido através deste algoritmo.

Na seccao 2 define-se uma heuristica admissivel que

sera utilizada pelo algoritmo e apresenta-se um método para o cal



culo desta heuristica. WNo final desta secgao resolve-se o proble-
ma do exemplo (III.l) através do algoritmo A e observa-se a e-
ficiéncia deste algoritmo em relagao aos algoritmos apresentados

no capitulo III.

Seccao 1 - O Algoritmo A

O algoritmo A que serd estudado utiliza-se da te-

oria de programacao heuristica cuja idéia & dada a seguir.

O algoritmo A do capitulo III expande as confiqgura
¢oes geradas de menores custos. Supon@g—se que para cada configu-
racao s da rede R seja conhecido o custo minimo h(s) para a
obtengao, a partir de s , de uma configuragao do alvo. Sup6e¥ se
h(s) = +o ge nao existe um caminho de s ao alvo. Entao o cus-

to do caminho &timo de s ao alvo & dado por

min {p(s) + h(s) |seT}

Se a cada configuragao s da rede R estiver asso
ciado o custo p(s)+h(s) entao o algoritmo A expande apenas as
configuragoes pertencentes a caminhos otimos, e a solugao do pro -
blema (Pl) & encontrada diretamente. Ou seja, expande-se o menor

nimero de configuragoes necessarias para atingir-se o alvo.

Como no caso do problema (Pk) nao existem meios pa
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ra a determinacao dos custos h(s) antes da resolugao do problema,
considera-se uma estimativa h(s) do custo h(s) denominada heu-

ristica de s .

A heuristica de cada configuracao s sera determi-
nada através de informagoes relacionadas com o custo dos caminhos

ligando s ao alvo no grafo G definido por (III.1l) e (III.8).

A heuristica h & definida como uma aplicagao de
T em R que a cada configuracao s e T associa uma estimativa

do custo do caminho O6timo de s ao alvo.

-

O algoritmo A apresentado no capitulo III & o prod

prio algoritmo A no caso particular em gue

E(S) =0 7 VS e T

<

Em Hart |[68| demonstra-se que se h & uma heuristi
ca admissivel (B9) e G & um é-grafo, entdo o algoritmo A* & ad
missivel (B10). A demonstracao da admissibilidade de A* para gra
fos finitos sem circuitos de custos negativos encontra-se em Gonza

ga. |71

-

A heuristica h utilizada pelo algoritmo A & uma
heuristica admissivel. O funcionamento do algoritmo A &3 esta
garantido se for considerada uma heuristica deste tipo. A informa
g¢ao heuristica a respeito do custo do caminho &timo de uma configu
ragcao s e¢ T ao alvo & utilizada pelo algoritmo através da funcao

z : T — IR dada por
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Il

z (s) p(s) + h(s)

onde p(s) & o custo da configuracdo s e h & uma heuristica

admissivel.

z(s) & portanto a estimativa do custo do caminho &

timo de so a T* contendo s .

O algoritmo A possui a mesma estrutura do algorit
mo (III-16) e suas regras sdo idénticas as regras do algoritmo A
(Ver (III.26) e(IIX.27)), com excessao da funcdao 2z que aqui & dada

por pl(s) + ﬂ(s).

A seguir apresenta-se o algoritmo A com as regras

ja embutidas com excessao da regra de eliminacoes (III.27).

Algoritmo A :

Inicialmente as listas aberto, fechado e final estao vazias.

Passo 1 : Ponha so em aberto associando-lhe‘ z(sO) = p(so)+ﬁ(so)

Passo 2 : Se final estd completa ou aberto vazia, pare.

Senao, va para o passo 3.

Passo 3 : Retire de aberto a configuragao s cujo valor =z(s) &
minimo em aberto. Passe-a para fechado.
Se s & viavel, guarde s em final fazendo as elimina-
coes segundo a regra de eliminagoes.
Va para o passo 2.

Sendao va para o passo 4.
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Passo 4 : Expanda s . Para cada s' e I'(s) se s' nao esta em
aberto ou fechado, guarde—~a em aberto associando-lhe
z(s') = p(s') + h(s").

Va para o passo 2.

No algoritmo A* (B8) um ndO apds ser fechado pode
ser reaberto, bastando para isso encontrar-—-se posteriormente um ou
tro caminho até este nd de custo menor que o custo do caminho en -
contrado no momento em que ele foi fechado. O algoritmo A entre
tanto, nao necessita reabrir um né fechado devido & identidade de

custos entre caminhos que ligam duas configuragodes.

A comparagao no passo 4, entre a configuragdao s'
que acabou de ser gerada e a lista fechado, também & feita no algo
ritmo A* e fol conservada no algoritmo A por aumentar a efici-
éncia do algoritmo. Esta comparacdo impede a expansao da mesma can

figuracao mais de uma vez no algoritmo A .

0 algoritmo A resolve (Pbk)

O algoritmo A para k=1 & uma particharizagao do
algoritmo A*, sendo que A devido as particularidades do grafo G

nao necessita reabrir um nd fechado.

Como o grafo G & um grafo finito sem circuitos de
custos negativos (os custos dos ramos de G sao todos positivos),
a admissibilidade de A para k=1 & decorrente da admissibilidade

de A* para grafos finitos sem circuitos de custos negativos.
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O lema apresentado a seguir & uma adaptacao do lema
1 da referéncia Hart |68| para o algoritmo A gquando aplicado ao

grafo G que possui caracteristicas bastante particulares.

O lema 1 & bastante importante pois dele decorre uma
série de resultados da teoria de programacao heuristica. O lema
que serd apresentado aqui € utilizado na demonstragao da proposi -

cdo 3 e mais adiante na demonstracao do lema 8.

Lema : Seja s uma configuracao acessivel em G, nao fechada no

estagio £ do algoritmo . A . Seja P = (so,sl,...,s) um

caminho em G ligando s° a s . Entdo existe 5 e P tal
que s estd na lista aberto no estdgio £ do algoritmo

A L]

A demonstracdo do lema 1 apresentada em Hart |68]
considera o algoritmo A* e um d&-grafo. Devido ao fato de con-
siderar-se um §-grafo o caminho P 1ligando o nd inicial nO ao
ndé nao fechado n , presente no enunciado do lema 2, deve ser um
caminho 6timo ligando n0 a n . Demonstra-se no lema 1 que com
as hipoteses acima existe um nd neP en aberto, tal gque, o ca-
minho ligando nO a n encontrado pelo algoritmo A* & um cami

nho Stimo de n° a n .

No caso do grafo G entretanto a demonstracao de

que o caminho ligando s0 a s encontrado pelo algoritmo A é
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um caminho &timo de s’ a 5 & dispensavel devido a identidade
de custos entre caminhos que ligam duas configuragoes em G . Pe-
la mesma razao, considera-se o caminho P 1ligando s0 a s como
um caminho qualquer de s0 a s .

A proposigao seguinte sera utilizada na demonstracao
de que o algoritmo A resolve o problema (Pk) quando k > 1 .
Proposicao : Suponha-se que o algoritmo A utiliza uma heuristi-

ca admissivel. Sejam st configuragao viavel n3o
supérflua e 52 configuragao viavel, tais que
p(sl) < p(sz). Ent3o s ndo entra em fechado an -

tes de sl .

-

Demonstracao : Seja h uma heuristica admissivel utilizada pelo

algoritmo A .

Suponha-se por absurdo que s2 entra em fechado

antes de s— .

de

de

Srl - 1

como s’ & vidvel n3o supérflua, pela proprieda

(I11.12), st & acessivel em G . Seja P = (s01,s11,......

s7) um caminho ligando sO a sl em G .

Por hipotese, 52 entra na lista fechado antes

1 1

. ~ 2
s” , portanto, na iteragao em que s entra em fechado s

nao estéd em fechado. Logo pelo lema 2 existe uma configuracdo

s ¢ P em aberto na iteracao em que 32 é fechada.
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Como h . & admissivel,

z(38) = p(s) + h(s)
< p(sl) pois sl e T*
< p(sh) por hipoOtese

p(sz) + ﬁ(sz) pois s? & viavel

[A

= z(s?)

Logo vale z(s) < z(sz) e portanto pelo passo 3 do

algoritmo A , 52 nao poderia ser fechada antes de s .

A

Teorema: O algoritmo A resolve o problema (Pk) .

Demonstracdo : A demonstracao deste teorema estd dividida em trés

partes: o algoritmo para ap0s um nlmero finito de iteracgoes, as
configuragOes armazenadas em final pertecem ao alvo, as configura-

coes do alvo encontradas pelo algoritmo sao as de menores custos.
a N . - - . N N ~
1= parte : O algoritmo para apos um numero finito de iteracoes.

Seja T o conjunto de todas as configuracdes de R,

entao,

T={s eN"/s <t}

O conjunto T & finito pois T eN" e t:

i=1,...,m , & um nimero finito.
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Logo, o nimero de noés de G & finito e pelo passo 4
do algoritmo A cada ndo de G & listado uma sb6 vez, ou seja, ca-
da configuracao & expandida apenas uma vez. Portanto o algoritmo

para apos um numero finito de iteragoes.

22 parte : As configuragOes armazenadas em final pertencem ao al-

vo.

Seja s wuma configuracdo viavel supérflua. Suponha-
se que s entra na lista final. Pelo lema (III.1l0) existe s'

viavel nao supérflua tal que

Logo p(s') < p(s) .

Pela proposicao 3, s nao entra em fechado antes de
s' . Como por hipotese s entra em final e como s' ¢ T* , entao
pelo passo 3 do algoritmo A , s' entra em final antes de s .
s' nao & elimipada de final pois ndo existe s" < s' (s" #s') ,

s" wviavel.

Pela regra de eliminagdes (III.27) s ao ser guar-

dado em final e eliminada por s' que ja estava em final. Logo
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S nao consta na lista final.

32 parte : As configuragoes do alvo encontradas pelo algorit-

mo sao as de menores custos .

Seja s uma configuragao vidvel nao supérflua, tal

que

p(s) < p(s")

onde s' & a configuragao de maior custo na lista final no término

do algoritmo.

Pela proposicao (3) s entra em fechado antes de s'
e s nao pode ter sido eliminada por ser viavel nao supérflua. Lo-

go s estd em final. ||

O conceito de consistencia introduzido a seguir ca-
racteriza uma classe de heuristicas admissiveis que podem levar a
uma maior eficiéncia do algoritmo A . O conceito geral de consis

téncia encontra—-se em (Bll).

Heuristicas Consistentes

Definicao: Uma heuristica h & consistente no grafo G se
. . 1 2 . . .y
quaisquer que sejam s, s° ¢ T , tais que existe um caminho em G

\ 5 1 2 ~
ligando s a s entao ,



p(st,s?) + hs?) > AEh.

onde h & uma heuristica admissivel e ﬁ(sl,s“) é dado por (III.

3).

A utilizacao de uma heuristica consistente pelo al-
goritmo A* garante que se um nd do grafo foi fechado, entao o
caminho 6timo ligando o nd inicial até este né ja foi encontrado
pelo algoritmo. Portanto nao ha necessidade de reabrir um nd fe -
chado, o que torna o algoritmo mais eficiente. (Ver demonstracgao

em Hart |68]).

No caso do grafo G entretanto, uma configuragéo
apos ser fechada nao necessita ser reaberta, devido a identidade
dos custos entre caminhos ligando duas configuragoes. Consequente
mente a utilizacao de uma heuristica consistente nao altera em na-

da a eficiencia do algoritmo neste sentido.

A utilizagao de uma heuristica consistente pelo al-
goritmo A & vantajosa se for introduzida uma pequena modificacao
na regra de retirada de configuragoes da lista aberto. Podendo-se,
neste caso, garantir que uma configuracao apds ser fechada nﬁp se~
rd gerada uma segunda vez, sendo portanto dispensavel a comparacao

com a lista fechado no passo 4 do algoritmo.

A regra de retirada na lista aberto sofre a seguin-

te modificagao :

Retire de aberto a configuragao s cujo valor z(s) & mi-
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nimo em aberto.

Em caso de empates, escolha a configuragao s de menor cus

to p(s) .

Suponha-se que o algoritmo A wutiliza uma heuristica con-
sistente e que a regra de retirada da lista aberto é' dada
por (7). Ent3o se uma configuracao s foi fechada em al-
gum estagio do algoritmo, s nao sera gerada pelo algorit

mo em nenhum estadgio posterior.

Demonstracao :

tagio

Suponha-se que a configuracao s foi fechada no es

£ do algoritmo A , e que em algum estagio posterior foi

gerada pelo caminho (so,sl,.;.,sj) em G , onde s ¢ P(sj).

1

Pelo lema 2 existe s uma configuragdo do caminho (so,s reeer

sJ), tal que 5 estd em aberto no estigio £ .

- - . - . 0
s <s (s #s) ,pois s pertence ao caminho (s,

Como s foi fechada no estagio £ entao

Pela hipotese de consisténcia,

p(5,8) + h(s) > h(s)

ou seja,
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p(s) + h(s) > p(s) + h(s)

Portanto,

E(s) > E(5)
Por (9) e (10), conclui-se que:

f(s) = F(8)

e por (7)

[OF]
jA
10}
~~
28]
e
0
O
o]

p(s) < p(s) , o que & absurdo pois

& estritamente crescente. ||

Conclui-se que se o0 algoritmo A funciona com as
hipdteses do lema (8) entao a comparacao no passo 4 do algoritmo,
entre a configuracao s' que acabou de ser gerada e a lista fecha
do & desnecessaria, pois neste caso a confiquracao s' nao consta

na lista fechado.

Em termas computacionais, esta modificagao no algo-
ritmo resulta em uma economia de trabalho: as comparacoes de cus-
tos introduzidas no passo 3 s30 mais econdmicas gue as comparagoes
entre configuracdes. Além disso economiza-se também em memdria ,

pois a lista fechado neste caso pode ser dispensada.

O algoritmo A com a modificagdo introduzida e com
a heuristica consistente h=0 & o préprio algoritmo A apresenta
do no capitulo III.A demonstracgéoda admissibilidade de A & por -

tanto uma consequéncia do teorema (4) e do lema (8).
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Seccdo 2 - Uma Heuristica Admissivel para (Pbk)

-~

A heuristica h que serad definida é admissivel por
construgdo. Para efeito de simplificagao do calculo de h consi-

dera-se as fungaes custos Py s i=l,...,m , lineares .

A heuristica h serd determinada através da resolu
cao de um problema de programagao linear. O processo para se che-

gar 4 formulagao deste problema & apresentado a seguir.

Heuristica de uma configuracao nao viavel

Considere-se uma configuragdao s nao viavel. Pelo
corolario (ITII.7) pode-se concluir que existe pelo menos um corte

da rede R cuja capacidade em s & inferior a D .

Seja a = {Kl'Kz’ ""Kg} o conjunto de todos 0s

cortes de R cujas capacidades em s sao inferiores a D .

-

Uma configuracao s' obtida da ampliacao de s &
viavel se e somente se as capacidades de todos os cortes de o em
s' sao maiores ou iguais a D . Ou seja, se e somente se sf

satisfaz:

a) c(Kj,s°)+ ] slac, 2D J=1,2,...,2

b) s <s' <t

devido a c(Kj,S') = c(Kj,so) ) s Ac
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Portanto uma configuragao viavel de custo minimo ob
tida da ampliacao de s , pode ser encontrada através da resolucgao

do seguinte problema de programagao inteira.

m
P i =
PI min [ p,(si-s,)
i=1
sujeito a
0 ' .
c(RK.,s ) + )} siac, > D ji=1,...,2
J Y, ek, i+ =
173
s <s' <t
si inteiro , i=1,...,m

O problema (PI) & um problema de programacao inteira

com A£+2m restricoes, onde £ & a cardinalidade do conjunto o .

O valor G6timo de (PI) & o custo minimo da viabiliza
cao de s . Pode-se verificar que toda solugao de (PI) & uma con-
figuragdo viavel ndo supérflua. Logo o valor &timo do problema (PI)
& o custo minimo para a obtengao a partir de s de uma configura-

¢ao do alvo, ou seja h(s).

A dificuldade da resolugao do problema (PI) deve-se
a dois fatores: ao possivel grande nlmero de restricoes e ao exces

sivo trabalho prévio para a determinacdo do conjunto a .

Para definir-se uma heuristica no problema (Pbk) con
tudo, & suficiente uma estimativa (subestimando) do valor h(s). Pa

ra a estimativa h(s) que serd definida, ignora-se algumas restri-
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¢oes do problema (PI) considerando-se um subconjunto o' do con-

junto de cortes o , e abandonando-se as restrigoes Si

inteiro.
Um subconjunto do conjunto o pode ser obtido pelo procedimento

degscrito em (17).

O problema (PI) reduzido desta forma & um problema
de programacdo linear com £'+2m restrigdes, onde £' & a cardi
nalidade do conjunto o' (&' < £). Em geral, a dimensao do pro -

blema reduzido & menor que a dimensao do problema original devido

ao abandono de algumas restrigoes.

Seja o' = {K], Ké,...,Ké,} < o , formula-se o

problema reduzido como segue:

m
PL ~min |} p,(s!-s,)
gl TLTTL A

sujeito a

c(KJ!,sO) + ] sipc, > D G=1, ...,

Define-se a heuristica de s como sendo o valor &

timo do problema (PL) de s .

Observa~se que o problema (PI) e mals restrito que
o problema (PL). Logo, o valor otimo de (PI) & maior ou igual ao
valor 6timo de (PL) e portanto,

h(s) < hi(s)
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Define-se a heuristica de uma configuragao viavel
S como sendo EM)=0. Como h(s) = » se nao existe um caminho
de s a T* (incluindo-se neste caso as configuragoes viaveis su-
pérfluas) conclui-se que a expressao (13) vale para toda configura

-~

cao s de T . Logo h & uma heuristica admissivel.

Se aos problemas (PL) de s , s ¢ T forem inclui-

n

das as restrigaes b si inteiro, i=1,...,m ", a heuristica forne-
cida por este problema ainda é admissivel e mais eficiente que a
heuristica definida em (12), pois, em geral, subestima menos o va-

lor h(s). A nao inclusao destas restricoes permitem contudo que

o problema possa ser resolvido pelo método simplex.

Resolucao do problema (PL)

O problema (PL) pode ainda estar vinculado por um
nimero muito grande de restrigOes. Para simplificar a resolugao
deste problema procura-se decompo—-lo de tal forma que cada proble-
ma resultante da decomposicao esteja vinculado por poucas restri -

coes.

A definicao introduzida a seguir sugere uma parti -
cao do conjunto de cortes o' que possibilita uma decomposicao de

(PL).
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14 Definicao : Dois cortes K e K de R sao conexos se existem cor-

tes Kl'Kz""'Kj de R tais que

a) Kl=1"< , 1<j=1"<

b) K, £ Ky # f 4 i=l,...,]

Diz-se que dois cortes sao desconexos se nao Sao co

nexos.

Exemplo I Considerem-se os cortes

e

K, = {rl,rz}
K, = {r,,r3}
K3 = {r3,r4}
K4 = {rl,r4}
K5 = {r5,r6}

da rede da figura 1.

figura 1
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Neste exemplo tem-se Ki € conexo de Kj para
i,j =1212,3,4 . O corte K5 & conexo de si mesmo e desconexo de

Kj , J=1,2,3,4.

A definicao acima define uma particao P(a') = {Py,

PZ""'Pq} em o' caracterizada a sgguir.

Tome-se um corte K ¢ o' e defina-se P, como sen
do o conjunto de todos os cortes de o' conexos a K . Definidos

, ¢ Se Pi = o' faz-se q=r; senao,
r i=1
toma-se K e o' tal que K £ U P, e define-se P como o
j=1 1 r+l

conjunto de todos os cortes de o' conexos a K . A construgao re

nCH

os conjuntos Pl'PZ""'P

corrente acima conclui-se, pois a' e finito.

Observa—-se que com a definicao dada , P(a') & uma

particao de o' pois

P, # 40 i=1,...,9

P,.N P, =4 i#j, i,3=1,...,9

No exemplo I , P(a') = {Pl,P?} € uma particao de

a' onde
Py = Ry /KyiKgrRyd
P2 = {KS}

P(a') particiona os cortes de o' de tal forma
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que cortes conexos pertengam a um mesmo Pj . Observa-se que os
ramos pertencentes a cortes de Pi nao pertencem a nenhum corte

de Pj qualquer que seja Jj=1l,...,a , j#i .

A partigao P(a') possibilita uma separagdao no con
junto de restrigoes de (PL) em g subconjuntos, cada um deles cons
tituido de todas as restrigoes de (PL) provenientes de cortes de
um Pj . Devido & defini¢ao dos P, , j=1,...,9 , as variaveis

J
s! presentes em um dos g subconjuntos de restricdoes ndo apare -

i
cem em nenhuma restrigao ndo pertencente a este subconjunto. Além
disso a funcdo custo p & separavel pois & linear. Logo, a mini-
mizagao de PL pode ser feita por partes, o que pode ser cbserva-
do no exemplo I. Neste exemplo pode-~se minimizar a fungao custo

considerando-~se inicialmente os cortes de Pl e posteriormente o

corte K5 de P2 .

O problema (PL) sera decomposto em g problemas do

formato :
m
. . -
PLj min .g p, (s]-5,)
i=1
sujeito a
c(x,s?) + } slhc, > D ¥K e P,
! i~ 7l - j
r.eK
] H m
si < si < ti ’ s' ¢IR

Considerando~se X = {ri e M / r, e K , ¥K ¢ Pj},

a dimensao do problema PLj & dada por
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|x] + 2m , m > |X|

Observa-se entretanto que esta dimensao pode ser reduzida para

2

<7
[ 2 IF1N

, se for considerado o fato de si = s; para todo rs £ X.

Pode-se verificar que encontrar uma solugao do pro-
blema (PL) & equivalente a encontrar uma solugao para cada (PL3j)

no sentido de que se

a) s* & uma solugao de (PL) entdo uma solugao de (PLj) po

[}

de ser obtida por:

s; se 1, e X
" R
51
S; se r, £ X
o) . —~ * ~
b) s*l, s*‘,...,s*q sao solugoes de PLy PLg,...,PLq res

pectivamente entao,

s* = s + ? (s*J-s) & uma solugdo de (PL).
j=1

Se a particao P(a') bfor unitérié entao a dimensao
de (PLl) & igual a dimensao de (PL) e neste caso a decomposigao
nao contribui para a simplificagao da resolugao de (PL). Porém ,
no caso em que Plo') ndo & unitaria, a dimensao de cada.um dos
(PLj) & menor que a dimensao de (PL) e portanto a resolugao dos

(PLj) & menos trabalhosa que a resolucao do (PL).

Os problemas (PLj) podem ser resolvidos aplican -
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do~se o método do simplex.

resta definir o subconjunto a

des em s

Para que a resolucao dos (PLj) de s seja possivel

' dos cortes de R , cujas capacida

sao inferiores a D . A seguir apresenta-se um proces-

so para a determinacao de um subconjunto o' de s .

t

Determinacao do subconjunto «a de uma configuracao de T

Observa-se que devido a toda configuragao s g T

. » - 2 hand 0 : .
ser maior ou igual a configuracgao s~ , um corte cuja capacidade

@ inferior a D em s tem garantidamente capacidade inferior a

D em SO

O método proposto para a determinagao de um subcon-

junto de cortes cujas capacidades sao inferiores a D em uma con-

figuragao

cidades em

ligando

. -~ , - . 0
mizagao passo a passo. A incremental & portanto um caminho (s7,s

ceees3)

S

0
s

de T , parte de um subconjunto de cortes cujas capa

sao inferiores a D .

Denomina-se incremental a um caminho no grafo G

a uma configuragdo viavel, obtido através de uma oti-

1

em G tal que

)A_<_ pis') , W¥s' ¢ r(si)

A determinagao de uma incremental no grafo G for

14
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. . ~ 0
nece um subconjunto de cortes o' da configuragcao s’ .

2 O 2 3
Define~se o' de s como sendo o conjunto consti

tuido pelos cortes utilizados para a expansao das configuragdes nao

viaveis da incremental.
»

O subconjunto o' de uma configuragao s ¢ T sera

. . 0
obtido seleci onando~se entre os cortes de o' de s aqueles cu

jas capacidades em s sao inferiores a D .

Obtencao da incremental

Inicialmente faga s = s0.(*) se s & vidvel, en

~ \ . 0 .

tao o caminho encontrado ligando s ° .a s & a incremental; se -
~ ' .

nao, expanda s . EHscolha entre as sucessoras de s a configu-

~ i 1
ragao s de menor custo. TFaga s~ = s e volte para (¥).

A figura 2 ilustra a incremental e o conjunto a'

de SO do grafo do exemplo (III.l).
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figura 2

O subconjunto o' de s? obtido & dado por

a' = {{ry,r,},{ry,ry}}

Observa-se que guando expandiu-se a quarta configu-—
ragao houve um expate de custos: a configuragao superior foi es-
colhida. Se a escolha recaisse sobre a outra configuragao obter-

se~ia o seguinte conjunto a' :

a' = {{rl,rz},{r2,r3},{r3,r4}}
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-

A heuristica h definida por (12), quando determi-
nada a partir dos conjuntos o' obtidos pelo procedimento descri-

to em (17), & uma heuristica consistente.

Para a demonstragao da consisténcia de h mostra -

&

se inicialmente que se s~ e s° sao duas configuragoes de T tais

. . : l 2 - -
que existe um caminho em G 1ligando s~ a s“, e se s & uma solu

cao do PL de s? e 5 & uma solugao do PL de 5% entdo,

p(s) > p(s).

Considere-se X o conjunto de pontos viaveis do PL

de sl e Y o conjunto de pontos viaveis do PL de sz. Como e -

xiste um caminho em G de s- a s° entSo s* < s? .

Afirmagao : Y CX

Uma configuracao s' pertence a X se :

a) s' > s

b) qualquer que seja K pertencente a o' de sl entao,

c(K,sO) + )} sldc, > D
iti =
r.ek
i

Seja s" e Y . Entao (a) & satisfeita pois
s" > &2 > st.

Se K pertence a o' de s entdo por definicao
de o' ,

K pertence a o' de sz

ou
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20 c(K,sz) > D

De (19), tem—se :

c(K,sO) + ) siyAc; > D pois 8" e ¥
r.eK
i
De (20) resulta (21) pois s" > s2 .

Mostrou~se portanto que qualgquer que seja s" € ¥

entdo s" € X . Ou seja, Y <X , podendo-se concluir que :

22 min p(s') > min p(s')
s'eY s'eX

A demonstragao da consisténcia de h decorre de

(22) pois se sl e 82 sao duas configuragoes de T tais que e-

xiste um caminho em G ligando sl a s® entdo :

p(sz)~p(sl)+ min {p(s'~52)} por definicgao
s'eY ~, 2
de hi{s”™)

5(81;82)+ﬂ(52)

= min {p(s")} - p(sh)
s'eY

min {p(s')} - p(sl) pois vale (22)
s'eX

jv

= min {p(s'—sl)}

= h(s™)

As figuras 3 e 4 ilustram as regioces do grafo gera

das pelo algoritmo A guando aplicado ao problema do exemplo
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(IIT.1). As heuristicas utilizadas foram determinadas a partir dos
conjuntos de cortes o' = {{rl,rz},{rz,r3}} na figura 3 e do con-
junto de cortes a' = {{rl,rz},{rz,r3},{r3,r4}} na figura 4.

Neste exemplo pode-se observar uma reducao do nime-
ro de configuragoOes expandidas pelo algoritmo 2 quando comparado
ao nimero de configuragoes expandidas pelos algoritmos apresenta -
dos no capitulo III, ficando comprovada assim a maior eficiéncia

deste algoritmo em relacao aos outros dois.

figura 3
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Y nd nao gerado
LY /

(:§ né em aberto
! )

() né em fechado no estagio K com custo heuristico

)

(:) viavel ndo supérflua em final

-

i acréscimo no ramo r,
O~ escCl i

figura 4
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Conclusoes

A grande dificuldade para a aplicacao do algoritmo
A estd na determinagao de uma heurIstica admissivel para o proble

ma que nao subestime excessivamente os valores h(s), s e T .

Uma heuristica € tanto mais eficiente quanto mais
proximo de h(s) estiver o valor ﬁ(s), para todo s de T . A
heuristica definida em (12) depende diretamente do conjunto «a'
‘de cada configuracao s . Por exemplo, se sao conhecidos todos os
cortes de R cujas capacidades em s sao inferiores a D e se

forem incluidas as restrig6es si inteiro, 1i=1,2,...,m" ao pro
blema (PL) de s entd3o h(s) = h(s). Adotando-se esta heurIstica
para todo s de T , as configuracodes expandidas pelo algoritmo A
sdao aquelas pertencentes a caminhos 6timos e portanto expande- se

o menor nlimero possivel de configuracoes. Conclui-se que o algo -
ritmo A & tanto mais eficiente quanto maior for o nimero de cor-

tes do conjunto o' de so .

Este fato pode ser observado nas figuras 3 e 4 quan
do resolveu-se o problema do exemplo (III.l) utilizando-se inicial
mente a heuristica determinada a partir dos cortes {rl,rz},{rz,r3}
e posteriormente a heuristica determinada considerando-se os cor-
tes {rl,rz},{rz,r3},{r3,r4}. Em ambos os casos o algoritmo expan
de 7 configuracoes para k=l. Para k=2, entretanto, o algoritmo
expande 11 configuragaes no primeiro caso e 10 no segundo caso; re
duzindo em 1 o nimero de configuracoes expandidas e em 2 o nlimero

de configuragoes geradas.
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Como a heuristica h , definida em (12), além de ser
admissivel satisfaz a consisténcia, entao pode-se melhorar a efici-
éncia do algoritmo A introduzindo as modificagoes sugeridas quan-—

do da definigao de heuristicas consistentes.

Ma literatura encontram~-se varios m&todos para a re-
solugao do problema de encontrar os k melhores caminhos em um gra
fo. Nas referéncias Polack |61l| e Yen |71| apresentam-se alguns
destes métodos. Justifica-se a nao utilizagao destes algoritmos
no presente trabalho por serem pouco eficientes quando se trata da

resolugao do problema (Pbk).
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APENDICE A

CONCEITOS DE TEORIA DOS GRAFOS

Neste Apéndice apresentam-se alguns conceitos basi-
cos de teoria dos grafos utilizados neste trabalho. Nas referéen -
cias TFord |62] e Berge |62| encontra-se um estudo mais detalhado

desta teoria.

Uma rede orientada R & um par ordenado (N,M) on-

de N & o conjunto de nés de R e M & uma familia, M = (r;) iel

- cujos elementos os ramos de R satisfazem:
a) rieNxN , 1 e I

b) ¥ neN , (n,n) £ M

A orientagéo de R fica estabelecida através da o-

rientagao dos ramos de R . Por exemplo, se (ny,n,) ¢ M e (n,,

nl) e M entao (nl,nz) e (nz,nl) sao considerados ramos distintos

de R .

Um ramo ri e M & um par ordenado (nl,nz) onde
ng e N e n, e N ny e dito extremidade inicial do ramo r, e
n, extremidade final do ramo ri .

Observa-se que & permitida a existéncia de ramos

tais que rj = I j#k : ou seja, ramos multiplos, uma vez que










































