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0 principio do minimo de Pontryagin fornece condi
gges necessarias para que sejé minimizads uma funcional condi
cionade & um problema de coﬁtralef Como resultado, obtém=se,
em geral, sistemas de equagoes diferenciais que as variaveis
de controle e parametros do problema devem satisfazers Neste
trabalho mostramos que ceritos btipos de problemas de controle
podem ser aproximados, dentro de certo critério, por proble-
nas de programaggo matemética, cujas solugges deven satisfa=
zer certas condicoes, Estas aproximagoes nao sao do tipo
"diseretizacao no tempo", mas Bac aproximagdes nas funcoes
controle usadasy Estudamos, neste trabalho, condigdes neces=-
garias e suficlentes para os problemas simplificados, assim

rd ” . -
como alguns metodos numericos para sua solugao,
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Pontryagin's minimum principle furnighes the necw-

tiong for the minimization of a funcitional repbe=

fedn

egsary cond
ricted by a control prohlem, Systems of differential equations
on the control wvariables and problem parameters are generally
obtained as a rzeulb, This work shows thet a certsin clags of

control problems can be approximated; within cerdtain limitatle

jonzy, by mathematical programming problems, the solution of
which mugt gatisfy determinate conditions. Thege approximations

are not of the "time=discretization” 4ype, but approxinstions
on the control laws. We here gtudy necesgary and sufficient
conditions for these simplilfied problems, as well as some Nun=-

erical methods for their golutions
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CAPITULO 1

INTRODUGAO A0 PROBILEMA

Secao I = Introducho

0 principio do Minimo de Pontryagin (vef. {21, pags
284), quando aplicavel s um problema de conirale, fornece con
digges necegsarias para que seja minimizada uma funcional, Co
mo resultado de sua aplicag@o, obtém-se, no entanto, sistemas
de equagSGs diferenciais e problenas de minimizaggo gl  espam
gos de dimensao infinita gue raramente podem sey resolvidos
por nétodos analfiticos e cuja complexidade cresce muitércom o]

1 03 ¥ » R
aumento de complexidade dog sistemas de controle tratados.

Nossgo intuito neste trabalho ¢ desenvolver um metoe
do de reducdo do problema de otimizacdo em espago de dimensao
infinita em que consiste o problema de controle, a um probles
ma de otimizagho em espago de dimemsao finita, Esta redugdo,
realizada atraves de uma simplificacBo do espago de conirdles
adnissiveis, levard a problemas de programagao nao linear, cu
jas sclugges, gse existirem, conduzirao a solugges sub=otimas

do primeiro problema,



0 problema de programacio matemstica é obtido atram

rd ~
ves da expansao do vebtor conitrole em uma soma Ffinita de Fune
¢coes elementares,; como proposto por Jacob [1]? A etimizaggc
# - -~ . L -
sera feita sobre os coeficlentes dessa expansao, utilizando

F - L )
netodos de programagao nao linear,

0 procedimento acina serda desenvolvido nos cap{tus
los 2 e 3 para problemas de controle particulares, onde abore
damos problemas de tempo minimo e problemas com critérios qua
draticos, Poder-se~a ver, entao, que & maior dificuldade do
método reside ma reduggo dos vinculos do problema de contréle
a vinculos sobre os coeficientes da expansao, Esta redugso se
réd tratada no eapftulo 4 para fungaes criterio convexas e um

3 & 3
algoritmo para vTesolver o problema reduzido sera desenvolvido

1o capftulo 5e

Neste capitulo formularemos o problema de controle,
introduzindo os casos particulares a ser trats dos nos cap{tulos

restantesy

Fagamos iniciaelmente algumas observagoes sobre nota

CR0.
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. n .
Sejam x€R um vetor coluna e A uma matriz n x m.

Dados os conjuntos de fndices I m{ils 1y sses iki g J = {jl,

S QRS

[

329 s':a, jm}g denotaremoss
4 3
e
E
a 3
xX¢
L")
Ai = 1i& linhs da matriz A
a9 2 j& coluna da matriz A
4 \
A;‘_
) A T I 3:, Jus
N AT A A" AT )
b 4 . )
A;,‘J

\

Dade uma fungBo £ : RV =" R, o gradiente de £ enm

relacBo & x no ponto XZER" serd demnotado por

'éﬂ(i)‘

ox;
-y O .
Y ?‘1) = .
13 (x)
O%Xm
\ A
Dade uma funglo g : B —= BT

v g%y 2 [%E'""’], ¢ (mo ""Vz‘}...(ﬂ]

onde """ gdenota transposigaos
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Secao II = Introdugao ao problema de controle

0 problema de contrdole sers enunciado segundo & &w
presentagdo de Athans e Falb (rery [2], pagi 284)7 Para que
o problema meja tratavel com alguma generalidadey, mas tambeénm
gem une complieaggo excessiva, faremos desde logo mimplificae
gOes em Sua enunciag@os &) nao se fazem restrigdes sobre o

estado do sistema;
b) as componentes do vetor controle
gerac limitadas somente em médulos
¢) o alvo do problema de conirole ze
ré dado por uma variedsde linear
de 2™ x 8" (vejam—se asg definicoes

abaixo)s

I'g 5 ind . g N s
Posgivels extensoes da teoria serac indicadas unas

£ . a
conclusoes deste capitulo e dos seguintesy

Congideremse entio um sistema variante no tempo, des
erito pela equagao (refd [2], PRg.284 )
% (8) =2 (= (%), u (t), %)
onde x 3 R*-’ R"
1 x (t) €R® wt€Rr" , o estado do sistema

n . g .
au: RN —e R satisfazendo condigoes de ine

N

tegrabilidade (veja~se [2]3 pags 284)
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®

9

u (t)€.n ¢ ™ viexrt

f : R XX R —p g°

*8

Lo conjunto U de fungoes controle que sabtisfazem (2)

(3), acima, chamaremos

U =

. A P Fd o .3
conjunto de controles admissivels,

Vemog ainds definir o conjunto alvo,

a funeiocnal

SE€ 84 X E’%’; SICR“, que neste trabalho sera
sempre tomado

5,2 {xéRn ] Xq = 5'{1}, onde I "’"{119 ips eea

- (3 {]
N ik}c{lﬁ 29 Qoo_g ﬂ} 3 XIER § daé‘ao,

T :R*XUXxR"XRY = R
T
J(Xc,u,%o,ﬂ‘)m/ I(x (%), u (%), t)dt
b

- ) te

onde L % Bn inxy I{*-—b R

Problema de controles

- 4
Enconirar, se existir, um controle admissivel que,

aplicado mo sistema (1), em um esbtado inicial xo no instante

ﬁo

dados, leva ( x (%), t) a0 alvo 5 (6); minimizando & fun=



cional eritério Jfx, , u, te 5 T) (7), onde T é o primeiro

ingtante tal que (x (r), 7)€ s

Secso IIT = Simplificacao do problems de controle

Um extenso tratamento do problema (9) & feito na rem
revencia [2]7 0 conjunto de contrdles admissiveis U ; cons-
tituido de fungges satisfagendo con@igges gereis de integrabie
lidade, é muito geral, Nossa simplificagio mais importante ao
problems de contrdle sers particularizar o conjunto U , como
segues

~
Considere~se um conjunto finito de funcoes dadas

'3

’ & m Giosm
10 U’ : B - R ¢ j = 1, 29 ss2 g 9
Definiremos agorsa

% -
11 u‘={u|u=12' Gel, o CR,jz42.,8 A

A(¥teR?) fujifgt | ja 1,3,...m}

A particularizagao ascima, com a hipétese adicional

(12)
12 Hipdtese: O sistema (1) é linear,

levar-nog—a a grande simplificaggo no tratamenio do problems
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de controle, como segue:

0 sistema (1) linear, variante no tempo sera repre-
gentado por

13 x (8) =4 (%) = () + B (%) u (%)

onde A (%) 4 B (%) s8o matrizes reals, vespectivemente n x n

. g Fd
en xm, cuja apresentacao e tratamento e encontrado na refes

rencia [ 3), pégs 344

Resolvendo o sistema (13) obtemos (ver [3] g Pag.

342 ) ¢
14 X(t) = $ltbe)x, + / gt3) 8(z) wix) dT
“0
onde ¢ € a matriz de transicao de estados
Fazendo~ge agora

$ i
15 u = X <o)

=t
e substituindo (15) em (14), obtem-se

Lo i

16 x(t)= éﬂ“’ &) Xo +j.zi O(J-F (¢ s onde

3
17 Fie & / é(4,2) B(z) vilx)ds
t

(-4



1.IIXI
Definindo
(,)
18 o« = |% ,  Fine[Flo Fry - Flo)
«
LY

obtemese finalmente de (16) e (18),

19 x()= PbE)x, + FlHer
Segue=se também imediatamente gue

20 X;(t) = ¢1 (l',t,)'x' + F(y) , onde

&
Gl(e) :/ 95(1-,3) B(s) o'(3) dz
(S

Notemse agora que a busca de um controle pertencelie
te a U1 trangformou~se na busca de un o € r? g ¢ porlanto
reduziu=seno tratamento em wm espaco de dimensao finitay 0 tra=
tamento do espagoe U de dimengmo infinita.

A substituicao de (19) e (15) mna funecional
T ( x5 uy tgy T) (7), leva & uma fungdo cujo dominio depenw
de do tipo de preblema abordado, masg gue podera ser tratada

e ”
por metodos de programacac matematicae
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Was segoes seguintes, apresentaremos o tratamento
dos casos que nos occuparao em todo o trabalho: problemag com

tempo fixo e problemas de tenpo ninimo.

Seggo IV «~ {aso particular: problemag de tempo Ffixo com sise

temag lineares

Vamos considerar o caso particular em que,_dado

T €t ,

21 5 = 8; x{r} y T2 te

S. = {x€r® | % = F 3':?6:&“' dado
kN I I

LoD s &
Como o8 controles admigsivels devem levar (x(ﬁ), ﬁ)

80 alvo, deveese ter, substituindo + = T em (20),
22 % (2) = xq = 551( Py te) Xgt Pp(L)
Definindo~ge

o

23 gl ¢I(T,to) Xom;fl
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Obtemwse de (22) e (23)

”~
i i
24 Xy ri(T) = 0
4 equacao (24) representa uma variedade linear de
RY de dimengio n - ’I' « A grande vandbagem dos problemas de
tempo Tixo reside na linearidade de (24), pois gualquer valor

de o € RY $al que

[

9
= }
u Z G repolve o problema de contrim
js1

Y 3 2 3 =3
le estars sempre, se existir gobre uma variedade linear; Ve
9 §
o i - . . £ &
remos adiante que a equacao {(24) constituira um vineulo do
problema de programaggo nao~linear a gue ge reduz o problema

A > s =1
de controle, com a evidente vantagem de ger linear,

Note~se, entretanto, que os coeficientes que definem
s variedade lineasr definida em (24), ou seja, os vetores §I
e Fj(T), necespitam o conhecimento da matriz de transicao de
estados gﬁ{ T , te ) para poderem ser caleulados., Em geral, o
problema de achar-se @ ndo € trivial, a nio ser no caso de

sistemas invariantes no tempo, que abordaremos & seguir.



3 11
1.V

Seggo Vv = Casc particular: problemas de tempo fixo com siste~

mas lineares invariantes no tempo

Citearemos ainda os resultados para sisiemas linea-

res invariantes no tempo:

Se A e B forem constantes

A‘ - - rd
25 glts)= e ¢-8) , o que substitufdo

em (17) leva s

T

, A% )
26 : F’(T) = eAT/ e Bui(z)cels
(S

Be I = {l, 2s ace 3 n} , Obtem-~se, no lugar de (24),
uma expressao nuito simples para a variedade linear contendo

o 4 ou seja

27 %+ P(t)¢ =0 , onde X =e  xg =
que pode ger escrita
A ~
28 T+e? Fee =0 , onde, de (26), temos que
T

29 -3

-AZ .
/e Buwile)de
(A
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1.V
A-T - hand . = .
Como @ e nao singular, multiplicando (28) por
e’ AT ohiemmge
A a -Atp .A-f-
30 o + FX =20 , cnde xXg = € Xp = € x

Note=ge que 88 eXpressoes para Fj e Xg 820,

neste caso, mafs Ffaceis de ser calculadas que s expressoes

o

correspondentes na Segao IV,

Eand
ot

I’ S
Secao VI = Caso varbticular: problemss de tempo minimo

a3 Ead
Conpldere~se o problema de eontrole da Segao II,

com a fungao L , introduzida em (8), definida por

fuud

3 % (x(t), u(ﬁ),'ﬁ) = 1 % Introduzindo-se (31)

em II=T, ven

32 J ( Xg 3 B og by T) = T = g
Seja ainda o alvo
3% 5 = 5] X rt
- - ( :
54 5, = {xeﬁn\xz - xI} , 3, € 21T aado,
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- o
Pode~se enunciar novamente o problema de controle:

35 Problema: Seja dado um sistema descrito pela equacao
é(t) = £ (x(%), u(t), t) , como ma Segao
II, acima,; ¢ seja U o conjunto de conﬁ:ﬁ
les admissiveis (ver II~5). Encontrar um
controle admissivel, se existir, que leve
o sistema de um estado inicial x4 no ing
tante te , dados, ao conjunto S, (34) em

. ~ ’ s m
tempo minimo Te t , tambem desconhecido,

Ld N .
0 problema (35) ¢ extensamente tratado na referencia
Lo F e .
[2] s 2 luz do Principio do Minimo, Os resultados obtidos dese
ts maneira podem orientar-nos na escolha das fungoes elementa-

res a

36 A TDevido mo prineipio do "bang-bang" (ref, [2], PBE.
382), dentro de condigoes de "normalidade", as componentes de

n  assumirao valores extremos, isto &, lui(t)[ = 1

#5€ [ty T] . As condigoes de normalidade sao bastante
gerais e um resultado conhecido € o seguinte (ref; [2], page.
400): se o sistema consideradc for linear, invariante no tempo,
uma condiggo necessaria e suficiente para gue o problema de
controle seja normal (e portanto valha o princfpio "bang-bang")
& gue o sistems seja normal (is%o é, completamente controlavel
(ret, [2] 9 pag. 218) atravées de gualguer de suas entradas ae~

tuando isoladamente)a
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Das consideracgoes en (36), conclui~se gue a melhor

13

escolha das fungdes elementares o' & do %ipo
r he
O
(4]
. ue
wily = | 2(-T,) - 1(e-m)| € RT
37 °
o
\ /

62y

onde {(t-%) denota a fungao degrau aplicada no instante Ty &
Jé que cada componente ui(t) do vetor controle u(t) pode ser
egscrita como

$ .
w( = Z o v

YY)

podemos escolher os vetores ¢ () de maneira que, a cads instan-

te de tempo, ui(t) depends apenas da i-ésima componente de um

dos ¢q veltores uv‘(t)f

4
38 0 numero ¢q de fungges elementares ubilizadas deve
ger arbitrado em csda problema, Pode-nos suxiliar o fato de me,
se o sistema for linear, invariante no tempo e todos os autovam
. Ld o~
lores de A forem reaisy; o numero de comutagoes de cada compo-
~ s
nente de u no intervald (%ty , T) mnao excedera n =~ 1 , onde
# Y 4 sk 3
n é a ordem do sistema (ref. [2] , pagi 462)) Assim, ume boa

EH

escolha para ¢ quando x(t)€ ¥, u(t)er™ é n.n
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A busca de um controle Gtimo pertencente ao novo ese=
pago de controles admissi{veis devers ser feita através de um
probleme de programacio ndo-linear sobre os coeficientes
oy 5§ =1y 2, 7.5 4 q das fungdes clementares e tambeém gOwm
bre os instantes de comutagao, como se desenvolverd no capituw

lo 2%

39 Os problemasz de tempo ninimo assim formulados tenm

ums, caracteristica particular: os vinculos de u(t) , ou seja,
‘ué(t)'s:l' ¥%€[t°7TJ y 1 =1, 2 ces 4 om

serso refletidos diretamente unos &,
0 [P - L) ~
W;;'$ 1 J = 15 24 ve0 3 & 4 devido a nao
superposicao de fungoes elementares relativas a cada componente
> 3 & ] 3 ~
de u , o gque facilitara muito a aplicacgao do teorema de Kuhn -

Tuckery

Seg@o VII ~ Conclusoes

"~ rd . L d
40 Nosso tratamento do problema de controle & aplicavel
gsomente a sistemas lineares, mas a varifnecia no tempo ndo traz
- * 3 ” - - gl
dificnldades egsenciaisg, alem das ja exigtentes na derivagao

das solugdes de III~13%
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41 Og conjuntos Sl de estados finais escolhidos ‘tem
o formato de variedades lineares., Esta escolha Pfol feita para
pimplificar os vinculos dos problemas reduzidos, conoc se vera
nos cap{tulos geguintes, mas um tratamento mais geral nao sera
qualitativamente muito diferente: apenas sera mals trabalhoso

s ~ LT
e op vinculos dos problemas de programagac matematica resultan

o e o
tes serao Torbtemente nao-lindaresg,

42 No tratamento de problemas de tempo minimo, devido

‘% observagao (39) da Segdo anterior, sera faecil trabalhar com
os vinculos do vetor controles Os problemas resultantes serao
entretanto diffceis devido & fortes nao~linearidades dos vine

rd rd
culos, como se vera no capitulo 2.

43 A simplificacaso de VI=39 ndo sers possivel guando

as fungoes elementares nao forem do tipo degrau e surge o pro~
blema: como expressar os vineulos de wu{t) em termos de vine
culos de ¢ ? fste problenms ¢ interessante e chparé 2 naior
parte de nosso trabalhoy; com uma abordagem aproximada no cap{=
tulo %3 e uma sbordagem exata nosg capfiulos 4 e 57 Nesta parte
da tese trabalharemos com problemas de tempo fixo, por causa
das vantagens désses problemas, como explicamos na Seg¢ao IV,
Além disso, a PixagBo do instante finel serd importante no es-
tudo dos vinculos |ui('t)| 1 (v+ € [%,,T]) e 0 tra=
tamento de problemas com alvos mals gersis nao segue imediata~

mente do apresentado nesta tesge.
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ROBLEMAS DE TEMPO MIx

Segao I « Introdugcso

Na Segas 1.VI apresentamos o enunciasdo do problemsa
T . o . - o . O
de controle com tempo minimo (veja-se (3)) } e fimemos varias
observacoes que facilitam sua rrdug§o a um problema de progra

- ., .
nacao matematica,

fste capitulo tem por finalidade mostrar a formula-
ggo do problema de programaggo matematica para problemasy de
tempo m{nimo, através das técnicas apresentadasg no eapitula 1?
Segue~se g aplicaggo do bteorema de Kuln . Tucker & um casgo
pafticular {(sictema linear invariante no tempo). Concluircmos
que o sicstema de iﬂequagges resultantes da aplicaggo do

” 3 > -~ bivg s '
teorema de Kuhn -~ Tucker e muito womplexo, devido & nao=lineg

I's ‘s ~ o
ridades essenciails nog vinculos do problema de otimizagao.



48

n
&

bt
4

e » i d
Secao II « Aplicacao do Teorema de Fuhn =~ Tucker

Vamos considerar o problems de controle com ‘tempo
Eoox . = . “
minimoy; como apresentado em 1,VI-357 O conjunto de controles
N : - . ‘o .
admissiveis,; nesse enunciado, e ¢ conjunto delfinido em 1l.II~5,

dado por
V- {u.,(V(‘EC“QJ;]) 'u,‘- (t)’$1 , t: £,2 ..., N

W satisfar condigoes de integrabilidade }

o]

L L
onde 1; e 0 instante Tinal desconhecido e

wte [6,T]  w®e R

Executaremos agors a simplificacao do espago de con
~ 4 Ead )
troles admiﬁs{veis, atraves da expansso dos controles em somas

de Tungoes elementares
3 ot - . .
q’y‘) H i{ }3_ J = 1’ 2’ 820 2 q.

. £ PR
com o metodo desenvolvido no capitulo 1, utilizando para as

o em 1.VIe37,

(1]

v o formaio sugerid

Ie:: [*coluna da matriz identidade

i
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n
LS
i
i~

; ¢
2 ri¥) = (1“'"7:',) '1(“*1?,)) I
onde 1 (% « 7,) representa a fungéo degran (veja 1.VI=3T)e
As fungoes elementares {2) deverao ser ordenadas e

L4 =]
deve=ge escolher ¢ numnerso (¢ e

Vamos congiderar o glstens lincar varianie no temm

po, como introduzimos em 1l,I1Ie~13:

3 3¢ () aA“’)*(” + B(O) w(bt) s com
4 u(¢) € R™ vtert
5 x@® €R” vier*

Imporemos & condigao

% "
i 4
6 (v tert) w(t) = .inc' ) y vY dadas por (2),
j*1
congtruindo assgim o novo espaco de controles amdnmissiveis (veja

1JIIT11)%

~ T‘ . -~ ~ . ”
Ng expressao (2), cada vY tem influbneia sobre fe
) ~ -F ] . ~
penas uma componente do vetor conirole. HSendo e a dimensso
~ L
de @ 4, escolhieremos um numer P de Tungoeg elemcntares

ara cada componente de W ou seja, admitiremos para cada
Y P 3 $
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Ld a Cad .
componente de WU  um numero p =~ 1 d&e comubagoes no intervae

lo {tg ng) (veja 1:VI)
Ageim,

1 guep

o 3 g 4
Pels obgervacao 1.VI-~38, p sera geralmente igual

g n , & ordem do sistema.
Os instantes de comutagao serao denotados pox
J = 1y 25 oes 3 @ ¢ no que se inclul

N o~ o
Faremos uma ordenacgac dag Tuncoes elementares da see

gvinte maneiras

(L(&-t) - £(e-Ty)) T

&

T ;)

re ()

]}

(1(k-t) -1(t-T)) T

T anhl ) =(1“"Tt) '1““1;‘#-))1‘

-~

our @)s (4T ,) - L(E- 1)) T



had -
Yo esquema de ordenacgho dos J¥§ em (8), os ins-

T

YT R

T

tantes ¢ o) p s i

. =~ ~
a"'l;" corregpondem as comutagoes de M, ,K6:{,.,,um

. ~ *
Uma forma reduzida de apresentar esta ordenacso e

5 ey = (1T ) - g(e-T) T8

jmodulo w se J £ km 4 k n‘i, 2 seo
10 onde f =

m se J=km s k =1, 25 oo

¥‘:60 T:Stp

g definimnoss

Resolugao do sistema (3)

Aplicando o método apresentado em 1.III~20, obteme

ge
1 Fi ) =/ P (5,2 B0 vico dz
&
T

=) gmupmrlde
h ¢

T ¢ |
:/ ¢ 1,98 de
T.
"\ﬂ



* . o~ N '
onde és e a matriz de transigao do sistema e 0 e dada

por (10).

A equagga para as coordenadas I do estado do

sistema no instante T¥= 7; sera dada por {veja 1,IIIw20)
T, &), + FL(B)L ~x, () =0
12 ¢l ( }, ) 1 ’ T 4
2 £
onae F(Tp) = [F'(p Fr)... F (1p ]

o~

Enunciado do problems de otimizacsao

Podemos agora enunciar um problema de otimizacao
~ e . 4 T N £ s P
sobre as variavels L e § 5 J =1 25 cse 3 ¢ 5 equivas
N : S =
lente ao problema de controle com tempo minimo 1L,VI=35, com o

espago de controles admissfveis simplificado por (6).

Sejan

13 &« €R
"rg['& 1;,...1}] ER’

0 :R¥xRY —» R
0(«,7) =[oc0t)T =Ty
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0 Problema PM
J4 PH Encontrar (;. '?') que mininiza 6 (o 7) g sujeito
As restricoes
15 h(«7) = @ (T,t)x, + f(Rl« - % =0

- 12
onde  Xz€R" | aado

1 ’ = -
¢ —r’- Tﬁ"‘- =t = Tg-m-&j
17 K2 Thew , §214,2,...,8
18 -‘tsd;si » j‘t.z,o--'g

M éa em pgeraly, um problema complexo de programagg
nao linear, devido ao grande numero de vinculos e 2s Tortes
nao~linearidades do vinculo h(“st)dada por (15); Wotewse
gue em (1 ,), a matriz F"k)" F(T) depende de-fodés 05 i@g
tontes de comutaggcg como se pode Ver na eXLresssc (1¢/, em

gue o j% coluna de T depende de Tiew © T; 7 sucessivas

3 o - . L3
simplificacoes podem ser Telitag, considerando o sistems invae

riante no tempo, I={t.2....,m} » .5:; =0 , W:R—R

Mostraremos & aplicacao do teorema de Kuhn -~ Tucker ao proble=

ma S.&.m'{)ll lcado !“O“"‘!_],ln‘tes enunciado Segun‘df) 15VI:—-35;
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Seja dado um sistema linear invariante no tempo

19 R() = Ax(t) + 8 ult)

¥t er® 2 (¢t) €ER"
u( eR

Problema
Encontrar um controle admissivel, se existir, que

leva o sistema (19) do estado inicial e em £g®=© % orie

£oos
gem do esgpago de estado em tempo minimo,

Para o sistema dado em (19), se fizermos Co® © ’
T
- . 7 -4 ¢
a solucao e dada por x('r’) = e‘ f(x. 4-/ e e uwe clt‘) ,
‘ °
como vimos em 1,V-25,
Em nosso enunciado, o alvo & dado por

s= folsnt (veja 1:VI~35)

& pars (x(rf;,'.;)es s

x.('r;} z 0 s © 8 eguagao do sistema fica
e
A2 -
20 x, f/ e Au(2) dt = o0 s onde elimis
Q
nemos o termo e‘rf s sempre nao singular (veja ref. [2] ;

pag. 128 )
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25

As funcoes elementares sso, segundo (9),

eim = L(TH) - L(-T;) , jeha.,g

Pelo método mostrado em 15V-29, consitrcimse a maw

s [F' ...;'J, onde
a. T;. Az
F? :/ e Bdz

e a equacao (20) tornamse

23

A
Xo + F x =0

Podemos, agora, utilizando (14) e (23), enunciar o

problema de otimizacao no caso particular:

24 Pu ¢

Sejanm

«er?  TeRr?

o:RUpt —wRr  gET) =T

9(&,"]") S Wiy {0(“’) '_xa't?d 20 , ‘1‘(¥; (1 , Tj} T".i '

[riew
TJo=0 ’ 331)20“'1$ }
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0 problema PM em (24) pode ser enunciado em uma

forma malsg elegante, definindo
g 3

/

25 T2 [07 % ... Tpe]

A -~
26 h@1) = X ¢« F «

4 s

T

27 ?l(r) =

%1 ) - -
28 &)= - §; (07 = :

$ &) ag-t 3 Y

0 & - LY =T
Com as definigoes acima, pode~se weccorever T

2

O

pm: B (%,F) = win {O(a.r)lin Xo+F X =0 , §. 27T g0,

[£1e
«\',-1] < - X1
- .: ,-_.O - .: <
,a - [(’_! 33 [.a!,.g)‘ O}

Aplicaremos agora ao problema (29) o teorema de

Kuhn - Tucker (veja vef. [7] s Page 173 )
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[he)

o
et
1

’
Notamos aue (1), h(a1), §@.1) 2[4 & 9]
sgo diTerenciiveis com relagao a [d TJ + Supondo-ge satism
. ~ I's £
felta alguna candiggo de qualificacao de vinculos, (ver ref,

[7] 3 paf, 171 ) segue=ge que para o problems PU {25)

(35er’? | 5 er”)
tais que
5 - = 13 o -2l o co
0 Vg 0@d) e [ k@] 7 - [Fy gem ] @ =

1 ago

w4

b

32 (@, §(L,f) D=0

[:] satisfasz h(&,'}-):o . }(&o?)ée

33
Utilimendo as exzpressocs em (25), TIif , (28), e sew
~ -
parando (30} em duay eXDYegEnesg, €OM z & V’r s Ohtemese

I3 {
npara \30)3 ss0 g K33)

o ALY . . -

0 a1l o Ly, X
35 o * Vr[F”] v 11 ;0 10 ju =90

1 o "1, ,

-1 M
N
X, + F«x =0

36 -

Ti-F
T <LT, 7 -] > =0 onde [t]15 [11... 1]'
& -l]
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-1 - -1
40 : £0 ) : £€o

Secao III = Conglugoes

Observandomge o enunciado do problema PM em (14),
nota=se que a maior dificuldede existente em sua solugfo re-
. s £ .
side no tratamento do vineulo h(%¢,7) =0, que representa a

equagao do sistema de contrdle congiderado.

t=i>

g . " o
iste vinculo nae é simples devido a matrig F(Tb)
’

que depende dos insbtanites de comutbag ,o de Torme complexa,

L

2 -) 1.
pois na expressac {11) psras cada F fﬁ) aparecen /j.w e

T; como extremos de um intervalc de inbegracao, Alem disso,
& . "~
o integrando contem a matrisz Q;(ﬁi,t) s Que normslmente nao

L ld

- Lad
¢ gimples e contém fungtes iranscendentes, o que tornas o vine

evlo b« 7) esgencialmente nido linear em 1T g em quelgue
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o
b
o
-

sl
[

.\ £ . 1 s
para prodloemag de tempo minimoy, fagmendo~o gomenite pera problew
- . £ oo [y P
mas de energia mindima: ¢ no capliulo 5.
> = -
A aplicagao do teorema de Kubn - Qucker ac caso inva
riante no tempo nmostra-nos o procedimento geral psrs encontrar

“as o ; rad ~ il
condigoes necessarias para o problema PMe. Nao e possivel, no

s e
entanto, encontrar condlgues de gqualificagao que sejam sempre

eve ser Telta

o
ja)

-~
verificadasg pox PM; e a bugcs dessas condigoes
em cada problema particeunlar,

. -~ - =3 :
Aplicando ag eguagoes (34), seng (40) w0 vproblems

ste tralbado

g
¢

de tenpeo ninino para o durplo integrador, problema

A N e - . i oy Lo,
e [2], pag, 507, obtem-ge un sictema de inequagoes ¢cujo Trée-

~

. » . d . bad »
tamenbto leva o conolugoes identicas as obitidas na refocrencisa

. » ~ . & . & i
citada aitraves da gplicagae do prinsiplio do minimo,
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CAPITULO 3

PROBLEMAS DE CONTROLE COM ENERGIA

MIivIMA EM SISTEMAS LIVEARES

Secao I = Introducao

Problemas de controle com energia minima e funcioe-
nais criterio quadréﬁicos congtituen uma classe importante de
problemas de controle, tanto por terem um significado fisico
palpavel com aplicagao ao projeto de servomecanismos, COmoO POT
existirem métodos para obtermse solugoes snaliticas em muitos
cagosy Um tratamento déste tipo de problemas é realizado na
refy [2] s Pags 7524 para sistemas linveares, invariantes no
tenmpos instante terminal fixo., Uma abordagem diferente sers
felta aquil

0 metodo geral de tratamento do problema de contrdole
j& foi apresentado no capftulo 1 e vamos limitar-nos aqui a
desenvolver a resolucao de problemas de tempo Tixo: Esta abore
dagem introduz grandes simplifieagges, cCono jé apontamos na
Segso 11V, Como a invariZncia no tempo nao introduz simplifi-~
cagoes essenciais so problema de tempo fixo, todo o tratamento

sera Teito para sistemas lineares variantes no tempos,
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36l
Considere=se entao um sigbtema linear variante no
tenpo
1 x(t) = A(%) x(+) + B(S) u(+)
tal que, dados tg4 4, T eRt s T > %,

T & [t, 7]

(vtem) x(t)e r™
u(tle »™
Aty n I n

B(t) n ¥ m

. - ~
Expandindo ¢ conirole em fungoes elemenltaress como

mostramos em 17ITI

E definindo

e
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Chegamos & solucao do sistema (1)

4 x(4) = @ (%, to ) xy + P(t)el (vejamse 1.III~

13) onde (erﬂ') F(t) ¢ uma matriz n X g e ¢ e a mabrin

de trensicao Qe estado do sistema (1)%

Vo instante final, dado o alve

5 s =382 {7}
5, = {:{CRHI Xy = §I },com :EI (3 R'I' , dado
Cbtem~se
A
6 QI + FI(%)Q( = 0 g onde X, = SEI (T, tolzg
m Fy ¢ pelo tratamento da Secao 1VIV

3 > -3} e s
Introdugiremos agora s fTuncional criterio para PP O

blemas de energisa ninima {veja tembém refl, [2] s bags 461),

’
T J(%o,u,b,t)= ;j;/[(x(e), Q) x ()Y + (u (), R ule)) ]t
b

onde (-Vé &"l')
Q%) uma matriz n ¥ n definidsa positiva

R(%) ume matriz wmyi wm definida positiva

Q‘.Ss P-—»R ,; ssccionalmente conti’nuas,i,jg{i,..,mj

Rij ¢M—»R , seccionalmente continuns,l, i€ {L..,a)
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0 egpaco de controles admissiveis

No problema particulx de contr%le, gue enuncliaremogy

> b r 3 £
abaixo, 0 espago de controles admissiveis &

¢ . )
8 TR {u.} u=F ol A (vtem) lugnlge, iet,2,,u}
)=t
_ ’ M »
A restrigceo u = Z«,'u" e pimplificadora; rese

it
ponsével pela obtengﬁo de un problema equivalente de programae-

., . 'd
¢80 matematicay; como desenvolvemos no capitulo 1 e mostraremos

abalxo’
A resgtrigao
9 (vtem) lunlgyq i=1,2,...,u

dificulta o tratamento em tBrmos de programagdo nao~linear,

¢ = Id - 2
pois ®0 poderemos impor vinculos sobre & .

Podemos obter vinculos sdbre os & de duas maneirass
8) Através de condigoes satisfeitas pelos eff sufim
cientes mas nao obrigatoriamente necessarias paes
ra que (9) sejam satisfeltas. Esbasg condigoes poe-
dem ser, por exemplo, impor limitaqges a cada qq

de modo gue °4j :bu; lu;"(t)' g.;. , i:t, 2, ..., wt
e

o que garante (9)s As solugdes obtidas serao sube
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~0timas para o problema reduzido e poderao distan
ciar~se muito da solucao procuradss

b) através de conﬂigSes necessarias e suficientes ra
ra que (9) gsejam satisfeitas, ou seja, atraves de
estudo da funcao

(Pi(cl) = ;:,;. ‘Iu‘.(i.l‘)l , onde

4 .
= o u-;‘(t
Ji% b) E )

0 tratamento do vineulo ¢, (x)€{ , vineculo este e~
quivalente a ¥t€T ()€1 n3o & trivial e sers o objetivo
principal dosg dois Ultimos capitulos da tese, Vo presente ca=
pitulo depenvolveremos & solugdo do problema de controle com

- o P . . B
energisa minima com restrigoes do tHipo (a), acina,

Enunciado do Problems Particular

A,

10 Dado o sistema (1), encontrar um controle admissivel,
se existiry; que (a) leva o gsistema de um estado inicial Xp ThO
instante to , dados, ao conjunto de estados Sl (5) no instante
T,

(b) minimiza a funciomal ecriterio J (x, 5 uy to 5 T)

(7)y com Q{%) e R($) QAefinidas positivas,
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Sec8o II = Reducao a um problems de dimensao finita

Definindo para todo L €M g matriz = X ¢ ,

11 v(t) = [vl(’t} ‘Vz('t) e ‘Vq(‘h)] ¥

segue~se que para of definido em Iwd4,
12 u(t) = v(t)e
Entrando com (12) na expressao (7), obitemese
a ¢ ’
13 6(«) = J(x.,J%«;u- , k., T)

> |
= é/[(x(t) VWX ) + (¢, v'IH R r@o)]de
&

Substituindo agora en (13) a expressao para x(%)

(4), obtem~se
T !
TR T% I / [¢< [F'5 aF®) + RO ©) ) +{xo, § (k) QW
A,

Pltt)xo)+2 (., $ LE)QUHF(H) o )] db

Definindo agora

’
15 G 2 / [FIORWFW® + (R r (] dt
t,
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16 H £ férf'{t.h),au) P (t,t) clt

’
@ (th), QY F(2) dt

.
17 k & }/
A

obten-se de (14), (15), (16) e (17),

18 0k = £ (@, Gty + (Xo,Kt) + (K, HXo)

0 resultado (18) e interessante, pois mostra que o
eritério em o & guadratico e portanto de facil tratamento em
programagsao matematica, Alem disso, as Unicas dificuldades ine
troduzidas pela variancia no tenpo, tanto do sistema como do
eritério, residem na resolugao do préprio sistema, isto é, mo
calenlo de Qi(f,ta) e no caleulc das integrais (15), (16),

(17)%

Outro resultado importante & dado pelo lema a seguir,

gue garantiré a suficidneia do teorema de Kuhn =~ Tucker:

19 Lema: & fungio @ definida por (18) ¢& convexa em RY;
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Demonstraggo: bagta provar que a matriz & ¢ gemie

definide positiva, pois em (18) o termo que ndo inclue ¢ &

linear em ol e portanto convexo, e o termo em G & guadraticos

Como Q(t) e R(%) =0 definidas positivas ¥te€ M,
o integrando de (15) ¢ claramente semi-definida pogitiva, Chaw

mando de IL{t) @o integrando, isto &,

T
G -::/th)dl‘
¢

[ ]

Seja xeRq gualguer

T

(x,6x)= [ {x,LB)x) t
te

T
:/V(l') dt ,onde y(t)3o ytem
t’

r .
Como T 2 %, 4 temos que /g“‘) dé20 o portanto

[a b.
{x , ¢ x)20 e ¢ ¢ gemi~definida positivay

Enunciado do problema de programacfo nao~linear
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m

20 DML =~ Dadas as fungbes Q 3 RY —=» 1 y a5 matrizes

n - iy |
¢'(1-,1-,) e F(r) s os vetores x5, € R, x-}zéR' s & ag Tule
coes v s g —= 3" ’
Encontrar o € RY s se existir, que minimiza a(=) ,

sujeito aos vinculos

~n i A -
21 XI q *?' FI(T) o = 0 § onde XI = éz‘f,to)"xl
ki . )
22 I_Ztet;vz’ml-i SO W¥EET  izt2,..,w

~ sa0 o~ Fg .
Segao III =~ Regolucao de PM1 com vinculos avroximados

L rd
2% Desenvolveremos a solucao 6o PML com vinculos imposs

tos sobre & guficientes para (22), como indicamos em I~9.

Vamos, entdo, limitar os & o intervalos fechados

usando=se como vineculos, ao inveés de (22), as desigualdades
Qe,; € % & & $=1.2,-- .9

desigualdades egsas que também podem ser escritas como

9. (w) §0 onde g9 : RY —» R* e  dada por



r A
“" a-g
xqg - Q
24 g.(%¢) = * , 9Glx)go
- d‘, 4 a-q'l
X % 9 )
25 Com esta aproximacso, as resirigoes em of dadads por

(21) e (24) serao todas linearesy

26 Podeme~sze obter sucessivas aproximagoes a (22), usan-
; o !

do (24), resolvendo~se o problema para um conjunto de @Q; § €

depois modificando esse conjuntc de maneira a melhor aproximare

, _
86 ¢ conjunto de & § que satisfaz

g - .
27 way | 3 o; U‘;"“‘)’S 1 1242, ..., u
te? i®i g

- - k4 .

Heste procedimento pode ser util na husca de um ponito
vidvel, mas pode levar a solugOes muito distantes da Otima,
devido & configuracao particular da regiao {'{, 9. (4)50} )

~ . .
gque e um hipercubo.

Incorporando as vestrigoes (24), o problema de otimie

zagfo PML dado em (20) ficas



37111 40

28 Sejam O P R¥Y=*R 4,40 por (18)

B () = & (¢, 60> + (o, Ket) + (Xo,HXo )

Bneontrar o € RY¥ s g€ existir, tal que

r §
¢’ 'd.

29 PH2, O(e)a win 9(-!)“;(0:).—. RN AD L ZE BT TR b il P
“Ent ooy,

g ¢
\’%J

Podemos agova aplicar o feoreman de E@Rbn ~ Tucker

(ver ref, [7]) s page 173), pois (21) e (24) satisfazem uma das

0?0

. o~ o~ . . R
condicoes de gualificagao, ou psja, a condigag (¢

da ref, [7]

pags 173 7
30 0,4, h sio aiferencidveis com velagsio a & , @
§ convexs em RT (ver (19) ), @ e h  sfo lineares, e

iy s ~ L3 L) g & 03 .
portanto uma condig¢ac de gualificacao de vinculos ¢ satisfeim

ta para todo O E& R .

31 Seguemse, portanto, da refy [7] hage 173, que o
& 3 ? ] ]
. a
problema de Kuhn -~ Tucker e equivalente a PMZ, ou seja, um con
-~ rd -
junto de condigoes necessariag e suficientes para que o I'e=

solva PM2 é:

- e - i
3@ 6Rr ”wsﬂi ! tais que
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32 G:“'K’xo'l'[lg:‘-l]a -l-F:'(T)@ =0
3% g; (@) éd; =o i=t2,..2¢

34 “3o

55 g(e) g0

56 h(Z)=o0

(3L)5 500 3 (36) foram obtidos substituindo nas con-

digSes de Kuhn - Tucker (ref. [7] , pag. 173},

Vo) = G + Kk'xo
Vhix) = Fp(r)
vg) = [1§‘1]

Secao IV ~ Conckusdes

2 r~ I .

A aproximasgao (24) dos vineculos sobre a amplitude
~ & > ) ~

do controle conduz & um problemsa tipico de programacac quUae

» L3 » ~ 4 [ -
dratica, cuja resolugac por metodos numericos & conhecida ¢

L ’ ~ .

varios metodos podem ser sncontrados nas referencias [9] e

) * ~ . ~ .
[10] s Alguns desses metodos sao baseados na equivalencia ene



35IV ' 12

tre PM2 e o problema de Kuhn « Tucker (32)=(36) , isto &, no
fato de que podemos resolver PM2, resgolvendo unm sistema de e
quagoes e desigualdades lineares em o 4, U e W , ou seja,
(32), (34), (35) e (36), observandomse gue (33) apenas nos dé
uma condiggo de complementaridade, Hgsa oondiggo ¢ gue se
u, 20 entao o ®t @Q; e se UW; =0 entao
- . R
& g€ Q. .
Procesgos ilterativos poderiam ser desenvolvidos pas

ra obter uma sequencia de conjuntos de valores dos Qi ,isd,.29,

-~ e . . ~ L d Id o
mas este nao nos parece ser um bom caminho, pois nao e facil

£ 5 ane o~ 3

encontrar~ge ums politica de modificagao dos @&¢ sem um estu~

$ .
do profundo de (W) = waw | = o vy o
?& , t‘ o 'j" 4 4 '

Ente egtudo, no entanto, leva & abordagem mais geral
do problema, gue consiste em procurar a soluggo exata de PMI,
e gue val nos ocupar nos cap{tulos restantes da tese, Como ves
reﬁcs, nenhuna simplifieaggo essencial ¢ obtida por consideraXn
se apenas fungoes critério gquadraticas e mo que segue tratare-
mos de fungbes critério convexas, o gue inclui o caso de miniw

na energia,

Noste capitulo usemos (¢ € R™ . Como os vinculos

de amplitude de contrdle sao impostos independentemente smobre
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as coordenadas de u , apos uma ordenacdo das fungdes elemenw
tares beremosg que impor vinculos sobre blocos de componentes
de & , correspondentes 8 mesme coordenada de u > Isto com=
plica o tratamento e vamos considerar no gue segue controles
escalares, isto 6, (WLET) u(t) R , indicando gue a extensao

pars W(t) €R™ pode ser feita sem grande dificunldader
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g

- - i .
GONDICOES NECESSARIAS B SURTIe

CIENTES PARA s0LU¢Oms »@  PHMl

Secao I = Introducso

Fo capitula anterior, vinmos que o estudo do pro=
blema PM1l, definido em 3,1I=20 ¢ dificultado pelos vineulos
ng amplitude do vetor controle, Um método fol desenvolvido
para o caleculo de um controle que otimiza a fungao eritério

e em unm conjunto maisz particular do gue o conjunio de pqg
tos viaveis de PML e indicamos que esta aproximecso poderia
ger muito grosseira,

£ a .
Teste capltulo ¢ no seguinte, propomo~nog estudar

=4

une classe de problemas de programaggo matematica em que a
canfigurag§0 do conjunto de pontos vidveis & exabamente a do
problema PNl. O objebtive deste capftulo serd obter condicoes
necessarias e suficientes de otimalidade para cstes proble-
mas ¢ no capituleo 5 trataremos de um método para a bhuges de
un ponto de ohimos

A elasse de problemas que tratarvemos terd alguns

aspectos importantes, que enunciamos abalxo:
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" Ld
a) 0 contrele u(t) e un escalar, Hsta gimplifica-
~ * . 3 3 3
gao ¢ Telta, como indicamos no capftulo anterior, para evitar
as complicagoes intrpduzidas pela dimensgo do contrdole na de-

finicao e ordenaggo das fungoes elementares iy

b) A fungao critério serd btomade convexa e diferen~
” P - rd .
ciavel; englobando portanto os criterios quadraticos estudados

F g . 51
noe capiitulo anterior,

o P i d
c) As fungoes elementares serao tomadas analiticas
e linearmente independentes, A classe de funcgoes analfticas
~ . " - .
e bastante geral e tem propriedades muito uteis em nosso desen

” . . o
volvimento, como sera vigto adiantey

Formularemos inicislmente o problema PL incorporaie
do os aspectos apregsentados acima, seguido de um novo proble
me (P2) equivelente & Pl em que os vinculos estdo em um forma=
to mais Tacilmente tratavel, Propriedades desses vineulos see
rao estudadas na Segao II, fornecendo~nos as ferramentas reque

ridas para o desenvolvimento,na, Secao III,de condigoes necessg

rias e suficientes de otimalidade para PL,

1 Sejem, entaocs
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o n
v €R dado
P oume matris n % g

1 € {1, 2, couy 0}

naiado do Troblems P1

n>
=
5
&

sncontrar € €Y tal que

0 @) = win ) -1 Lo ¥tem; :c F, x
g R? 6(«4), ',QZ;"" v N)' % * °}

Pl encortras-se sm um formate dificilmente tigbavel

0Y

' ~ . F
por termos vineculos definidos por fungoes implicitasg em of
ou seja, dado um 4 qualguer,; nao podemos verificar com um

4 it * - - “
nimero finito de operagoes aritmeticas, se wbed | ;.%.Q; v’ced )
P

& 4 3 s 3 s
¢ menor gue 1., Definimog a geguir fungoes gue nos anxiliarao

-

- - & 2 -y
zar o conjunto de pontos viavels de PLs

o

a visguals

L4
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Wi

Definicaos

Seja

/4& : R x M —e Ietinife para (e, t) cR¥xT

pox

q N
/u,-(o(' f) 4 Z o5 U',“”
1

e . - . rd o -
A fungao M definida em (3) acima ¢ obviamente di=-

» Kad
ferenciavel em relagao a & , para cada + & M, com gradiente

F g i
continuo,e analitica em t

Definimos a seguir duas funcoes auxiliares que nos

permitirao reformular o problema Pl,

Definicao:

Sejan
q [ ‘)l
b R R L B(x) & e (0l
5 Pt RY—R L ) B py)



Com as fungoes 1&. e 4L~ podenos formular o pProe=

blema zeguinte:

6 Bnunciado do Probhlema P2

Encontrar & € Rq tal que
- - A
0)s uis {00] 0150, Q010 , Fywso)

7 Lema: Pl e P2 sac problemas equivalentes, isto &,
se ol £or uma solucic de P1l, também sew
ra uma solugdo de P2, Conversamente, se «?
for uma solu gao de P2, tamben sera uma s0Llue
cho de Ple

o

I d
A demonstracac do lema {(7) e

k-4

e
=
[
o1}
fmbe
o
d.
o
@

0s vineulos ¥, e Y., Ao problema P2 serfo objem
to de eshudo dap proximas segoes, onde se procurarad aplicar os
teoremas de Pritz-John {ref, [7] , P2gs170) e Xuhn - Tucker
(zot. [7] 5 pee. 173 ) = 227 06

L ’

derso, como se pode prever, do caleulo de pontos 1t onde ocor

a«-

sultados enconitrados depen~

4 .’. _,,.4 s
rom os maximos e minimos da Lungan /M 01 ﬁ] s 0 que dificulia
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2

~ . 's
Segao TT = Estudo dos vinculos VZ. e qLa

0 problena (P2) degerito acima encontra-se nume das
A o~ Lad -
Tormas canonicas de problemas de programagas nag lineay (vega,

Ld
S necessariay €

(&3]
(¢

por exemplo, ref.[7] , pags 170 ), Condig:
= 03 g » ~ . LY
suficientes sao conhscidas pava este tipo de prodblemas (ref.

[?] » pez. 170 ), Estas condicdes, entretanio, sd tem algum

L

5 en

o]
o
s

valor pars o8 cas: as fungoes vineulo e critério de P2
posguen as propriedades de convexidade s difTerenciabilidade
nas variaveis do problems., Essas propriedades sao obviamente
satisTeltas pela .’L‘unggc eritério ©@ e pelos vinenlos linea-
res em ©f . Resbta, entretanto, verifica-las para as fungoes
P ¢ QP o Conforme veremos abaixo, essas Tungbes sao
convexas mas nem sempre apresentam derivadas globaisy, se bem
que derlivadas direcionais exigstam em todus as diregdes. O esm
tudo dessas derivadas direcionais e das condicoes que implicam
na existéneia de derivadas globalg nos levars a substituir os
vinculos Pu %) ~1 £0 P (t)-4 €0 por outra fami-
1ia de vinculos em -4 s tal que com esta nove familia de vig
culosg, um novo prohlema eguivalente a (rP2) seja definido.,

%
sse novo problems pertencera & classe de problemas convexos

=D

> . -
e diferenciaveis.

Gonvexidade de Po e Qo =
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4,1
8 Teorema: Py : BRY ——p R , definida em (4), & cone
vexa em RY
Demongtracac: Por definicao
, -

. 3

g . Qo () = wds 2 o vl
tem ;-1

_ 2 .
Sejam agora o, o € Rg quaisquer ¢ sejsa

021 ; A convexidade de Py estard provads se mose

trarmos que

10 Pulw'> el1-0)«?) € APy (att) + (1-2) o (o)

Usando~se a definicao (9) no lado esquerdo de (10)

9
Poo (cc'as(2-2)0?) = “wad [Z( Aety s (1-3) ;) «riw}

ter &S

¢ . t .
= Wax [Z Agjlu-’(!-) + g(!-)) N;U"l(‘,J
Js

ren |54

9 . ® .
€ wix DAY « wae T (1-3) % o te)
tewny jad te'? )

A% (&f) 4 (1-2) @, («*)
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se

~

0 que termine esta demonotracac.

11 Teoremsas qL~ : ¢ —» 1 g definida em (5)9

< "ﬂq.
e convexa em %,

- s » - R g KR
Demonstracao: Analoge a demonsiracgac do teorems

(8).

12 Diferenciabilidade direcional de” (P

rY

3 il Ry
Demongbrarceros 8 segulr gque & fungso 4L 5 — R

3 » ” . ~
tem derivadas diveclonais em todag divegoes e em qualquer pon
to o € Q$ o 0 mesmo resultado pode ser anslogaments 0bw

$ido paras 4h‘ H Y — 3 . Para o hteorems (16) abaixo,

~
necessltamos da gseguinte definicao:

3

X
v

1 (veert) e 2t te a fu@) e |

0 seguinte resultado pode mer encontrado na rel,

=
I

\-‘_[
L]
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4 . & .
Lems ¢ 0 mapeamento l:: e seni=coniinuo superioiw

mente (veja definigao na ref, [5] s DBg.114)%

Demonstracao & Veja Pshenichnyi (refs [4] Ve

X £ > »
Podemos agora enunciar um primeiro resultado sobre

ag derivadas direcionals de ‘-P,, ou seja, o

17

18

Teoreme -~ Seja € € rY gualguer, com lel =1 .
Seja of € R? um ponto gualguexr, Entao 'P..('l)
¢ diferencidvel na diregno €@ com derivem

da direcional a(ﬂ. () /ae dada por

322& &) = wd o @) e
ae() teu&' e py, )

onde [}, &) ectd aefinido em (14) acimas

Demonstracac: Por c‘lefinigao de (P,. ld} s

o) = ax ol
)= i ple

+ - :
Seja agora A 2 0 um numero real gqualquer, Segue~se

de (18) quse
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19 (et Xe) - P (x) = was p(2tdle, t) - wad p(«, ¢
f. % te'r’/L( ) ver 7 “Y

Para qualquer C€ T
ALY € wix p (2 H)
tem

Em particular para ¢ € I («¢+A'e) ¢ T temos que

A

20 mle, k) € ::;é A

e também, por definicao de l: (O(*X'e)

2 (e X t) = ;«;7; /¢(eer,\'e, t)

Substituindo (20) e (21) em (19), segue~se que para
t, e 7}, (cte Xe)

22 P (¢t Ne)-9, ) sﬁ(iro\’e,i’,\)—/a(‘(,l‘;\)

Como /u(dn\'e,f',\)é diferenciavel em relagao a ©f ,

o segundo membro de (22) pode sger re-escrito



23 /l(v(rrf,b\)'/l o, ) = (V“/l «, r.\),A\fe>¢‘0"('\')

24 onde
li ﬁ =0
M0 At

Dividindo ambos os membros de (22) por A'20 e

entrando com (23),

o5 P, (e 2te) - ‘P..r(cU
3

S (g py), e—>+2:\—(é"

Considerando agora que o mapeamento r:; 2 Rg‘——) @(RI

¢ semimcontinuo superiormente,
26 lim t’) € N ("‘)
A

De (24), (25) e (26) conclui-se gue gquando A tende
para zero, a desigualdade (25) deverd veler para algum ¢ € &)

ou Sej8,

o7 (Ienx)  lw oy (t+2¥e ) ~ Pos ()

M=o At

< (g pluil, e)

A desigualdade (27) implica imediatamente em
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o g Falsere) @) .
w Y v €, b
N0 G 4""’ «) < /l ( ) e>

Voltando a expressao (19), se escolhermos € R, ()

obteremos por um procedimento analogo a (19) .. 5 (22)
29 (VEER@) Pl d'@) - () 2 pu(stoXe t) - (%, E)

Dividindo ambos os membros de (29) por AN D0 ¢

utilizendo (23), obtémese

(A
A *

30 (¥ £€ 1%, (%)) G (x+ 3*e) ~ Py (w)

v (Y(/t(“,P), e)+

Tomando o limite de (30) quando A*  tende a zero,

i e (3¢62*8) -G () -
51 (¥tel, &) Xi’o ) " > <V;,¢/‘ 4 ,ed

Em particular, pode=se escrever

o P (ote)te) <G ()
39 brun (] > wen . «t e
A% 0 A pgt’ﬁq <<¥;//l( 4 ;>

De (28) ¢ (32), obtém~se que

L (PM (“f"fe) - (PH (“) = Ui x V., st(x l’) 4
Ao I eem«)<°‘/ .0
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que, pela definigao de derivada dirvecional, coinecide com (17)

-+ B4 i
e esta complets nossa demonsiragao,

Notemse que, devido a (18)9 ge o conjunto de pontos
(d"’ . . . .
de M en que /“ " atinge o maximo tem mals de um elemene
to, pode nao existir um vetor P com as propriedadeg de um

gradiente, ou seja %(d}: (ne) VQGR’, le]=4 e ¢P., naoc

- < « 0 =] 3 >

e diferenciavel em o 7 No entanto, se ':.(4) Tiver 80-
’ . . *

mente um ponto, QL sera diferenciavely, como provamos no

teorema sezuinte:

W
Wl

Teorems -
Seja o erRY un pontc gqualquer,

se [ )cq, isto &, a0 ={t} ,ETem

entio Y ¢ diferencidvel em of , com gradiente
v = 3
34 AT AL k)

Demonstracso @
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Partiremos da expressio (22) acima, definindo b= Ve
e subtraindo em ambos os membros <V4/¢ (e¢, &), h )

(Ve €, (2eh))

5 (k) -G @ - (T plebgh) € pleh, 6)-p (4 8) - p k), b)

Notando sgora que (Vte’r) /a(d,l-) ¢ diferenciavel
em o obténm~se por definicao de diferenciabilidade (ref,

[6] » vegs 38)

tw _platrh,tn) -p(a, b)) ~ SR ple, ). B> _
ho Ini

36

Dividindomse ambogs os membros de (35) por [bl e

fTagendo "l—’o ) ob'ﬁe'mmse ‘Vth € r-p" ‘.“" ")

57 e Pulteb) -G @) (B p(eb) B ¢y
heo thi

”~ -
onde o segundo membro € nulo devido a (3%6),

b 3 - & =
Agora, gragas a gsemi-continuidade superior de l?.

e ao Tato de que, por hipdtese, [e(d) = {F’

58 h&'u. g, =F vt, €T (¢+h)
-0
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Utilizando (38), como V‘tltz(d,l') ¢ continuo por

hipotese,

39 b v («,t,) = Lia wpE@b) =V, u &)
h- 0 «/ Lot a ~) d/t‘
Introduzindo (39) em (37), obtémese

40 e ?n (ots h) ~ Pog () - (V}( M, t), h )
h-so “,,.,

o

Analogamente, partindo da expressao (29) obtém~ge

i1 .‘&m ‘pn (adeh) - 'Pn(ﬁd - <V¢ ﬂ(’f.r' ’ h) > o
=e bl

As expressoes (40) e (41) demonstram, pela aplica~
ggo da definiggo de diferenciabilidade, gue ¢L & diferen=

cigvel e vale (34), estando demonsitrado o teoremas
Os resultados dos teoremas (16) e (33) acima sao
[ g > b . >
tambem validos para a fungao VL‘ s como enunciado no seguin

tes

42 Teorensa
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Sejs eeg" , lel=1 | Para gualquer “Zent 2 Y.

’ N poed . . . 3
¢ diferenciavel na diregac € com derivada direcional,

=z -—?LP& of = LLLO R -
43 3¢ % 'Hf.'..:d) { (Y, pl4H), e)}

onde [Z‘(Q) = {l‘ ET l ‘ﬂu("‘) s -/l. (O(,i')}

L4
Alem disso,; se

n={t} ter

+

g entao 9%u e dis=

ferenciavel em o com gradiente
44 %P W)= - Yl/" (<, ¥)

2 hong d s
Demonstracao: Analoga & demonstragao dos teoremas

(16) e (33), acimaid

Para a demonstracaoc dos teoremas (16), (33) e (42)
acima foi sOmente necessaria a diferenciabilidade de /t (‘(,U;:
No lema a seguir mostrarsmos que se /l((, ¢) tombém £or anae
1{tica em g 0 conjunto de pontos de neximo locais em t
para cada of sers em geral finito, o que tera grande impoxr
tﬁncia para o degenvolvimenio de condigges de otinmalidade pa=

L ~ ”~ +
ra 0 problema Pl, como se vera na Se¢ao III, e sera tanbenm



utilizado no cap{tulo geguinte.
45 Lens

Seja F : M —» R , analf{tica em um intervalo a~

berto contendo ‘T’ é [b, TJ

.
Se P(f) tem ur numero infinito de pontos de ME e

ximo ou minimo locais em M , entao p(") ¢ constante em TV

D emonstraggo

Sejam T 2 {l'é"l"l g—f((') -:--o}

e
46 @ = {"97 “‘é ponto de extremo de PU)

local em 'T'}
Como F ¢ analitica,

41 e c sV {t,7}

- # [ - .
Supondo que o conjunto Q e infinito, provaremos

gue P“’) é constante,

~ ’ ) 3 . =
Supondo, entao,; que @ e infinito, conclui-se de

(47) que € & infinitol
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Pelo teorema de Bolzamo -~ Weierstrass (ref. ["“1 3

page 6 )

48 (ater)(¥v()) (v@-{H)NT =g

)
ou smejay o conjunto g tem um ponto de acumulagao ¢ em R,

>
Mostraremos que t €T aa seguinte maneiras

Como 3%‘- ¢ continua e {O} ¢ fechado, & imas
gem inversa de {0}
-1
a I d
49 | € = ﬁ. e (lo}) e Techada

A
e como por (48) & & ponto de acumulagao de c,

A
V-4 fechado = t€ T y Ou seja, por definicgao

de & ,
) a
. 2 e

‘ ..
De (48) e (50), deduz-se que ¢ & um zewo neo ie

solado de % ?(ﬂ g OU seja, nao existe nenhuma vizinhane

A - A =
ca de ¢ na gqual somente & anule 52&- #((') .



4271 63

51 Usando um resuliado da referencia £13] s pag. 5506,

sabemos que somente pode valer uma das alternativasg: ou os

122N

R , . ad - Cacd
zeros de uma Tungao analitica sac isolados, ou a fungao

-~

identicamente nulas

A
o~ ’d
Como & ngo & um gzero isolado, deduzmimos por (51)

que (¥te T) :T/l (#) 20 ou seja, /U-(l') ¢ constante em M 7

he Og resuliados obtidos nesta Secao permitir-nosm-ao

fazer uma reformulagao de P2, baseads no teorema (33) ¢ no

[

ema (45) da seguinte maneiras se H 6{,[) nao & constante,

segue-~se do lema (45) que os conjuntos [m (&) & o () 5o

5

¢
sl - L - s
initos pars qualquer & ¢ Construindo varias fungoes 7L.l~9

( . :
cada uma corfespondente a un intervalo 'T" 3 ‘Pn(ﬂ =m~/a(¢(,l-)
ten;

de nmodo gque M. contenha simenie un ponto de ﬁ;(d) P

-,

™

b jng e . L]
ag fungoes serao diferencidvels pelo bteorema {33). Obhtere

&
z -.g
@

nos entao um problema equlvalente a P2, utilizando as fungoes
i i N
qL g qL e aplicarcmos a este prodblema os vesgultados de

Pritz = Jobn e Kuhn -~ Tucker.,

fete procedimento soOmente sera possivel se /u(ql,o-)
nao Tor constante, pois se (Vl- 6'}") /( (0(,“) =k €R ’ obtéﬂ
se (= =@ = 7 y Obviamente infinito. Agsim,
desenvolveremos na proxina Seg§0 con&igges de otimalidade paxs

~
P1l splicaveis a pontos of tais que /ﬁtﬁifj nao e constante

em Y
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0 estudo dos pontos @ fals que /‘(“l"} & COmHm
tante em H i ¢ complicados Como eéshe caso ¢ muito particis

]ar e 08 Tes 1% o wN a EAPNP o PR ] T H xS

. ¢ 08 resultados sao de aplicagao multo dificil, linitar-
» -~ 3 ° -~

nos-emos a Tazer alguns comentarios mna proxima Segany, sem de=

senvolver condigoes de otimalidade,

Pl ~ ] ~ g 3 . L3 s s
Secgao III - Condigcoes necessariag e guficientes de otimalidads

parsg PLl, com ’/hh&f)' nao constantemente igual a 1

Precedendo o enunciado das condigOes de otimalidade,
provaremos um teorema importante relativo aos vinculos mh &
X « s .
@&. 3 fornecendo um procedimento para congtruir o conjunto

- t t a
de funcoes TL e ?w de que falamos em II~52,

r Lo d . N -
Ate agora nao utilizamos a independencia linear das

L i - - ;n Lad R d . "
fungoes v’ definidas em (1)s Esta condigeao e introduzida
conm a Tinalidade seguinte: ge as fungoes vd  g8o linearmente
independentes, uma fung¢ao /}L gque possa sery expressa como

. ~ . a 3
combinagao linear dag Vv

[ d -
3 Tbera somente uma represens

L
/u:: P 'y
j=l
tagao e havers uma correspondencia 1 a 1 entre os pontos do

espaco {/4’/&:5.(;,,3} e o wdc
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»

Como os pontos em gue /4(0(,(-) e constante constie
tuem um caso especial em nosso tratamento, € interessante que
se estabelega gue uma dag fungoes vj(t) gseja constante e die
ferente de zero em +t , ou sejsa, vl(t) = Kgo WET, o que

- -
nog garantira que

/ll («,F) = constante &> '({2'“’¢’=0 , como

3 o k-3 » L 3 "~
provaremog adiantey; tornando imediato o reconhecimento desses

pontos,
53 Teorems

Sejam

¢

54 &« ER
5§ Ui ; fP _’R , i%l.z...-,g ) ’T’:Ee.'.r]

onde (¥tE®) vl =k 2o k€erR

e ainda vj analiﬁicas, em um intervalo abexr

to contendo T , {vg}' linearmente indepen=~

dentes em 'J7 3 4 = lg 25 eve 9 4

¢ :
56 /u(th) = 2 o; v’ (¢

et

































































































































































