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RESUMO

Visando otimizar-se um sistema decomponivel n&o
-linear, estuda-se um algoritmo primal de direcgdes viéveis.

No decurso desse estudo formalizam-se e demons-—
tram-se alguns resultados conhecidos e desenvolvem-se inter
pretacoes econdmicas.

| Un critério para testar a diferenciabilidade das

funcoes pertubacido envolvidas no algoritmo é desenvolvido,
podendo tal propriedade ser utilizada com vantagens compu-—
tacionais. -

Rapidamente se discute o conceito de & -ativida
de de vinculos ligado & convergéncia do algoritmo.

Finalmente, apresenta-se uma subrotina em FOR-
TRAN IV que obtém, em cada iteracZo do algoritmo, uma dire-

ggo vidvel.



ABSTRACT

A primal feasible directions algorithm is stu-
died to optimize non-linear decomposable systems. In the
course of these studies some known results are formalized
and proved, and economical interpretations are developed.

A criterion is derived to detect the differen-
tiability of the pertubation functions involved in the al-
gorithm, and this property is used with some computational
advantages.

The boncept of &€ -activity of constraints is
discussed, and related to the convergence of the algorithm.

Finally, a FORTRAN IV subroutine is presented
capable of finding a feasible direction in each iteration

of the algorithm.
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CAPITULO I

INTRODUCRO

0 desenvolvimento de téenicas eficientes de o~

timizac8o para problemas estruturados, é de grande impor-

t8ncia por suas aplicacdes & Engenharia,e 3 Economia, ra-
z20 pela qual muitos artigos e livros foram publicados na
Gltima década sobre essa matéria,

A expressao problemas estruturados, normalmen

te, se associa aos problemas de grande porte, os quais

queremos lembrar, nao se caracterizam unicamente pela sua
dimensao, mas pela combinacio dimens@o-estrutura. Alids,
éxplorar a estrutura em problemas de grande porte é fre-
quentemente uma imposigdo para sua resolugdo.

Destacamos que a presenca do grande nimero
de varidveis e restrigdes, podé resultar nao somente da
estrutura intrinseca do problema, mas também de sua re-
presentacéao. Como observa Geoffrion[:lo ], problemas com
poucas nao-linearidades, por exemplo, podem ser expres-
sos por programas lineares através de aproximacdes de fun
¢coes e conjuntos, aumentando sobremodo a dimensgo do pro-
blema, possibilitando, no entanto, sua resolugdo por téeni

cas conhecidas.




Entre os mais comuns tipos de estruturas encon
tradas em sistemas de grande porte, destacam-se: multidivi
sional, combinatorial, dinfmico e estocdstico.

Particularmente nos dedicaremos aos problemas
de grande porte de estrutura multidivisional ou decomponi-
vel,

Problemas decompon{veis consistem numa colecao
de subsistemas interrelacionados a serem otimizados. Os |
subsistemas podem ser, por exemplo, médulos de um sistema
de engenharia, reservatérios de um sistema de abastecimen
to de dgua, departamentos ou divisGes de uma organizacgao,
setores de uma economia etc,

Uma classe bastante importante de problemas

denominados problemas de alocacfo de recursos, sao englo-

bados pelos problemas de estrutura decomponfvel. Nesse ca
so, do ponto de vista da otimizagdo, apbs definir-se o
sistema produtivo, pretende-se determinar a alocacao de
recursos que leva ao melhor desempenho do sistema, o

qual pode ser medido por funcgGes objetivo. Nesse caso, Ky
sistema decomponivel estaria caracterizado por um conjun-
to de subsistemas que se encontram fracamente coesos pela

necegssgidade dos recursos escassosS.

Abaixo apresentamos interessante exemplo de

otimizagao de um sistema decomponfvel,

Exemplo - Problema do corte de florestas : grande ndmero

de plantagSes'sﬁo classificadas para o corte num periodo
m anos. Cada subsistema: é uma particular plantacdo ou
floresta., As entradas nos subsistemas s3o representadas pe

las capacidades de corte nos diferentes anes,.




Suponhamos m’'plantacdes e m anos., Seja
Cy : produgd@o da plantag@o j se o corte efe-
tuar-se no ano ij;

nimero de hectares da plantacéo j;

r, s

ai ¢ capacidade de corte medida em hectares,
no ano i;

'x,_;j* : fracdo da plantagdo j que serd cortada
no ano i;

0 problema do corte de florestas pode ser for-

mulado cemo segue:

m m?
Maximizar Z Z Cy xg‘ Sea
=i =4
m!
; ‘(:,xlj £aq (l::i.”m)_

m
(xg,..,,x'mj)GXJ = {(xgj),,.xmj) , Z,ixg 1A
¢=

A X >/o(i=1...'m)} (J.=1...m’)

Métodos de coordenacao

A distingdo de subsistemas que operam quase in
dependentemente, compondo um sistema de grande porte decom
ponfvel, conduz, em otimizac@o, & possibilidade de se apli
car técnicas especiais para sua resolucdao. Essas técnicas,
s80 sinteticamente apresentadas no capitulo II, onde se a

borda a Teoria das Equipes e os Métodos de Coordenacfo.

Entre os métodos de coordenacdo h4 duas opgles

importantes, a Dual e a Primal. Ambas visam a resolugso




dos problemas de otimizacd@o de sistemas decomponfveis, que
brando-os numa série de subproblemas menores associados
aos subsistemas. No capftulo II, sdo comentados os dois mé
todos de coordenacdo mencionados, dando~se maior destaque
ao primal, que serd o propésito do presente trabalho, que

estuda os aspectos computacionais relativos a um algo-

ritmo primal de direcoes vidveis.

NZo nos restringiremos ao caso linear exempli-
ficadd pelo corte de florestas, assumiremos, no entanto,
algumas hipéteses decididamente importantes, e comunsno
tratamento de sistemas de grande porte. Tais hipbteses
proporcionam-nos série de resultados, expostos no capitu-
lo III, necessédrios para o estudo de um algoritmo desen-
volvido por Geoffrion, e que se apresenta como escopo do
presente traballio. _

Os problemas aqui estudados pressuporao as

hipéteses de compacidade, convexidade-concavidade e dife-

renciabilidade, bastante comuns principalmente em proble-

mas econ8micos.

Algor{tmos primais de direcOes vidveis

Uma classe de algoritmos bastante eficazes na
resolucdo de problemas diferencidveis e convexos de oti-
mizacao, sao os algor{tmos de direcbes vidveis definidos
no capitulo III. No tipo de problemas que estamos consi-
derando, esses algor{tmos nZo poderao, no entanto, ser a-
plicados diretamente ao problema original, devido a seu
porte. Para tirarmos proveito da estrutura decomponivel do
problema de otimizacgao proposto (problema que denominare-

mos primal ou original), com ganho no trabalho computacio-
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nal, recafmos num problema manipulado cuja funcao objetivo
ngo &, necessariamente, diferencidvel, mesmo que todas fun
¢oes do problema original o sejam. Referimo-nos as funcoes
pertubag@o que terdo importante papel nesse trabalho (defi
nidas no apéndice A ).

Como mostra em[ill ], Geoffrion, baseado nas
propriedades de concavidade das fungdes pertubacao associa
das aos subsistemas, pdde derivar um programa linear, vi-
sando obter uma boa diregao vidvel de incremento local pa=-

ra a funcdo objetivo do problema manipulado.

Convergénecia.

Quando n3o é garantida a diferenciabilidade da
fungdo objetivo do problema de otimizacd@o, somente em al-
guns casos existem algoritmos de direcoes vidveis, cuja
convergéncia foi provada, tratando-se de problema aberto
noutros casos.

Recente trabalho desenvolvido por Hogan[16 ],
levou & prova da convergéncia para um algoritmo de Franke
~Wolfe no caso nao diferencidvel.,

As propriedades de convergéncia do algori{tmo
que nos propusemos a estudar sio problemas em aberto, ra-
za0 pela qual tem merecido especial atengﬁo por vérios pes
quisadores.

No capitulo IV como parte de nossas pesquisas,
estudaremos as implicagSes computacionais advindas da dife
renciabilidade local de algumas fungoes pertubagdo, bem co
mo se expoe um critério para determinar a ocorréncia da di
ferenciabilidade local da func@o pertubacdo.

Com a finalidade de aumentam a eficiéncia do




algor{tmo proposto por Geoffrion, alteraremos, quando pos

s{vel, a direcdo vidvel obtida pelo programa linear, que
fornece a direcgd@o vigvel. O conceito de € -atividade €

também introduzido &s restrigoes do referido programa.

Implementacao.

A parte computacional do referido trabalho a-
presentada no capftulo V, levou 3 elaboracio de uma subro
tina, que obtém a direcé@o vigvel para o problema manipula
do, estando inclufdas algumas das modificagles objetiva-

das no capf{tulo IV.

Bibliografia.

Preferimos citar os trabalhos nos pontos da
dissertag@o onde foram utilizados.No entanto,dada a imper
t8ncia de alguns trabalhos faz-se mister citéd-los.

Como indicacdo em andlise convexa temos Rocka-
fellar[32.]e Stoer e Witzga11[34 ]. Em programacao mate-
médtica de grande porte Lasdon[ 21 J, além dos importantes
trabalhos de Geoffrion[lD ],[ 11 ],[ 12 ]e[13 ].

Tratando mais dos aspectos especificos aos mé-
todos de decentralizacdo na resolug@o de problemas de alo
cacio de recursos, citamos a tese de Jennergren[ 17 }.
Algorftmos de direcgbGes vidveis podem ser encontrados
detalhados para programagdo linear como em nao linear con
vexa em Zoutendijk[ 38 ]; na parte de algor{tmos sfo tam
Eém iﬁportantes os trabalhos de Polakf 29']e Jangwill

37 Jd.

Notacao.




0 conjunto dos nimeros naturais (ndo incluindo
o ndmero zero) e dos ndmeros reais serao agui denotados
respectivamente porMN elR.

Os vetores serdo matrizes colunas de nimeros
reais. 0 superindice t associado a um vetor, indica que
o mesmo foi transposto, passando a representar uma matriz
linha de ntimeros reais. 0 superindice t associado a uma
matriz qualquer, indicard que estamos considerando a sua
transposta.

Se x e y sao vetores do R" , x¢y (x2 9
indica que cada componente de x €& menor ou igual (ma-
ior ou igual) & correspondente componente de y. Denota-
remos x > y (x<y) quando cada componente de x é maior
(menor) que a correspondente componente de y.

0 interior de um conjunto A serd indicado por
Int A, e a fronteira do mesmo conjunto por Front A,

Seja f :R™—R .Por f(x), x€¢ R®, indicaremos
o valor da funcdo f no ponto x. Se, no entanto, quizer-
mos explicitar que estamos considerando x como varidvel,
denotaremos f(.). Por outro lado , se nao houver qualquer
preocupacdo em precisar qualquer dos dois sentidos aci-
ma, simplesmente denotaremos f . O gradiente da fungao f
num ponto x¢ IR’2 se existir, serd um vetor coluna indica
do por Vf(x). A i-ésima componente desse vetor serd indi
cada por (_Ba_g) (x). A derivada direcional da funcéo f
no ponto x€ R™, e na direcdo z € R™ , serd indicada por
f’(x;z) .

Seja g :R->R"Essa funcdo é um vetor cujas com

ponentes sdo fungdes g; (i=l...m) definidas no R™ com va

lores em /R . Ou se ja,




gi(;)

L]
L
L ]

g(-) = g(o)

4

L 4
L]
L2

g;m(.)

: 7
Por \7g(x) , x€R", indicaremos,se existir,a matriz cuja
j-ésima linha é constitufda pelas componentes de '§7g§x).
Isto &,

r
Ve, (x)

.
[

. "t
vg(x) = ng (X)

Ve (x)

Portanto, VWg(x) é uma matriz mxn.
Se A f8r uma matriz, o elemento da I-ésima linha

e J-ésima coluna serd indicado por

A(I,d)

0 sfmbolo = indicard igual por definigBo, sendo
a expressdo isto é indicada sinteticamente por i.e .

Usaremos para supremo a indicaggo Sup, para in
fimo , Inf, para méximo, max,e para minimo, min.

0 vetor nulo é indicado por Q.

Em relacio as referéncias temos:




- capftulos serao numerados com algarismos ro-
manos;
- expressdoes e subti{tulos serdo numerados com

algarismos ardbicos.

A refer8ncia a uma expressdo ou subtf{tulo do mes
mo capitulo , é feita colocando-se o ntimero de refer@ncia
entre par8nteses (por exemplo, (13)). Referéncias a expres-
soes ou subtf{tulos em outros capftulos, serao feitas gra-
fando-se o nmero do capftulo (em algarismos romanos), um
ponto, o niémero da secgdo, um ponto, e o nimero da expres
s30 ou subtf{tulo ( vor exemplo, III.3.44). Refer&ncias bi
bliogrdficas sio apresentadas entre colch8tes (por exem-
plo, Geoffrion [10 J ).

A seguir daremos uma breve nota a respeite do

apéndice A,

Apéndice A.

Antes de iniciarmos a apresentacao do presente
trabalho, serd interessante indicar que as definicoes bem

como alguns teoremas que utilizaremos, podem ser encontra

dos no Apéndice A .




10



11

CAPITULO ITI

0 PROBLEMA GERAL DE ALOCACXO DE RECURSOS, MﬁTQ
DOS, MANIPULACAO E TEOREMAS DE EQUIVALENCIA,

Introducao.

Inicialmente, enuncia-se o problema geral de a
locacdo de recursos, o qual & interpretado segundo trés
formas diversas de abordagens, primal, dual e teoria das e
quipes, optando-se pelo desenvolvimento do primal.

A seccao 2 coloca O problema geral de alocagao
de recursos numa forma bastante adequada do ponto de vista
computacional, gerando o problema mestre de alocacgao de re
cursos, possivel pelo emprégo de uma técnica de manipula-
C80: projecaow

Conveniente & a‘secg§o que se segue, j& que de
monstra & equival&ncia entre os problemas geral de aloca-
cdo de recursos e o problema mestre, no sentido dos teore-
mas a serem apresentados, salientando-se a perda parcial

da diferenciabilidades

SECCAO 1 - PROBLEMA GERAL DE ALOCACAO DE RECURSOS, METODOS
E INTERPRETACOES.

Consideremos o problema geral de alocagao de
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recursos, que se identifica com a otimizacao de um sistema
de grande porte formado por subsistemas interrelacionadoQ:
cuja estrutura particular,multidivisional,é frequentemente re
ferida na teoria de programacio matemitica como decomponf-
vel., Portanto associaremos a palavra decomponivel a um sis
tema cuja otimizacao é um problema da format

K

1 Maximizaf ZJ(‘ (x;) se2

K (=1
E g0 (xR $6 ©
— |

('V'g' € IK)(ILG XL')

I‘ ={1,2,ooo,k} H

x¢{€ R vetor atividade de dimensao n;, as-
sociado com o i-ésimo subsistema. ;

X,C R s representando o conjunto dos progra=-
mas de Operaggo (conjunto ou regiao vidvel) a

ra o i-ésimo subsistema, associado com X;;

-

¥ Por subsistemas interrelacionados poderemos,neste caso,
entender como subsistemas quase auténomos, que se acham
‘ dependentes a um comando central, que mantém a estrutura
nio separdvel, pela distribuicZo de recursos necessirios
ao funcionamento de cada um. Se, no entanto, cada subsis-
tema n3o carecesse de tais recursos para o completo funci-
onamento, o0 sistema seria completamente separdvel em

subsitemas cada um somente dependente ao seu préprio co-

mando central.
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f,: X—> R , funglo objetivo do i-ésimo subsig
tema associada com X3

g ()= (g ()yeeey &m(s))y funcgBo vetorial cu
jo dominio é X;, associada com X;, & X, —R";
b € ﬂQMt y Vvetor m- dimensional que denominare-
mos vetor- recursos cujas componentes s2o 0s re

cursos comuns aos subsistemas.

2 Hipbteses Adicionaise

Inicialmente iremos supor as hipéteses de con-
cavidade, convexidade e compacidade, além de todas varig-
veis x; pertencerem aos espagos euclidianos ﬂ?ﬂd.Destarte,
as fungdes f; sao supostas c8ncavas nos conjuntos conve-
xos e compactos X;, e cada componente 84 («) (j=lseem)da
fungdo vetorial g; (i=l...k) serd suposta convexa em
X, (i=le.ek)+ Finalmente, supomos que o programa (1) tem
uma. solugdo vidvel. Outras hipéteses sobre as fungOes se-
rao impostas quando necessdrio (III.2)s

As fungles f; (i=l...k) medem a representativi
dade de cada subsistema, ou seja, a sua contribuicao para
o beneffcio global, sendo diretamente dependente do progra
ma de produgao do subsistema, razao pela qual devem ser
convenientemente obtidas.

O sistema opera com dois tipos de restrigoes.
Okprimeiro, expresso pela desigualdade vetorial,

Zﬂ g‘.(x,_-)é b, advém do uso comum de certos recursos pelos
subsistemas, sendo por isso chamada restricéo de acopla-
mento ou de corporacdo. Podemos entao interpretar

g;(.) (i=l...k) como funcdo vwetorial que mede o nfvel de

recurso de acoplamento (suposto vetorialmente),necessério
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para manter o subsistema operando segundo 0 programa X . .
Consequentemente, a restricdo de acoplamento exprimird,
via vetor-recursos, a disponibilidade dos recursos de uti-
lidade comum. O segundo tipo de restricoes associa-se aos
conjuntos X; (i=l...k). O conjunto X; contém os pontos nos
quaig o0 i~ ésimo subsistema pode operar, por isso é fre-
quentemente denominado conjunto (ou regifio) vidvel (ou de
operagao), sendo particular para cada subsistema, razao pe
la qual & genéricamente representado. Na teoria da aloeca-
cao de recursos € associado com as restrigOes e recursos
divisionais (ou dos subsistemas), sendo dependente da tecno
logia do subsistema.

A resolugao do problema (1) pode ser encarado
do ponto de vista da teoria das equipes. Definamos equipe:
uma equipe, como estamos acostumados a pensar, refere-se a
um grupo de membros de uma organizagdo, que controlam de-
terminadas varidveis em'campos de agao diversos, e sob di-
ferentes informacgdes tomam suas decisdes, estando, no entan
to, ligados pelo mesmo objetivo. Uma equipe acerca-se de
dois problemas fundamentais:

12) Quais as possiveis opgdes de estruturas in

formacionais;

29) Como deve cada membro atuar de modo a maxi

mizar a comum preferéncia.

Uma equipe, ao contrdrio do que ocorre nos mé-
todos de coordenacao (a serem posteriormente discutidos),
nao se preocupa com a estrutura particular da funcio obje-
tivo. Preocupa-se, entretanto, em derivar explicitamente o
custo da transferéncia de informacdes entre seus membros

na busca do Stimo. Citamos Marchak e Radner[ 25 ] como im




IT.1 ‘ 15

portante referéncia e Varaiy8[35 ] s Qque possui vasta bi-
bliografia sobre 0 assunto.

Desde que diferentes caminhos sao acionados a
fim de se obter um mesmo objetivo (maximizar funcao objeti
vo ou preferéncia comum do sistema), parece-nos interessan
te a consideracdo do ponto de vista da Teoria das Equipes,
de vez que se pode pensar na hibridizacao desse método com
os de coordenacdo, ou simplesmente, utilizar resultados
qualitativos de certoé métodos no melhor entendimento dos
caminhos gerados pelos outros.

A particular estrutura de um sistema decomponi
vel (fungdo objetivo e restrigoes de acoplamento linearmen
te separdveis por subsistemas), leva a possibilidade de se
obter a situagfo global étima (resolver-se (1)), a partir
da coordenacfo das situacoes Stimas de cada subsistema
(subotimizacoes). Os métodos ligados as técnicas de coor-
denacdo geram subproblemas parametrizados separdveis (i.e,
de resolucgdes independentes), e se desenvolvem da idéia de
determinar valores dos parfmetros, para os quais alguma
contribuigio das subotimizacSes leva ao étimo global. A
existéncia de tais situagOes conduz aos valores étimos dos
parimetros, Tais parfmetros bem como a forma dos subproble
mas derivam da particular escolha do método de coordenacaa
H4 dois procedimentos principais para se coordenar as res-—
postas 6timas dos subsistemas parametrizados:

- dual H
- primal.,

Nosso trabalho se preocupard mais de perto com

o método de coordenacdo via primal, que se diferencia do

dual basicamente por que, naquele sao distribufdos (sem a



II.1 16

possibilidade de consumo extra) recursos, e neste sdo fixa
dos os precos dos mesmos, deixando-se o nivel de aquisicéo
a cargo do subsistema, Passemos a uma breve descrigdo da

coordenacdo via dual.

Coordenacao via Dual,

O dual envolve a determinagio iterativa de wum
vetor do R™ , tais que as solugdes 6timas dos subproble

mas )~-parametrizados,

Maximizar f (xi)_/\t:g;, Cxti)
xiexy

resolve (1). Essa forma de se tentar a solugao 6tima, hd

muito tem merecido especial atenc@o pelos economistas, que

primitivamente concebiam uma economia miniaturizada

(March e Simon [ 24:] ; Hirshleifer [14 1) com sistema de

pregos, referentes a uma organizagdo., Essa forma de encarar

o problema revitalizou-se com a descoberta de que os multi
l plicadores de Lagrange dos problemas de programagao matemd

tica, poderiam ser convenientemente interpretados como pre

¢ose O vetor m-dimensional A em (3), é assim, frequentemen-

te chamado e interpretado como o vetor-pregos dos recursos

de acoplamento |, denominacdo que se lhe cabe natural da in
terpretacio a seguir. , ) o o
Suponhamos para efeito de interpretagﬁo, uma
companhia constitufda de n divisSes e uma diregdo central.
Uma determinada iteracdo representa a fixagao, pela dire-
cao central, do prego)\, para os recursos de acoplamento.
0 desejo das divisoes & de obter um programa X, que maxi-

mize a efici@ncia de utilizacao de tais recursos, medida

o
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pela diferenca entre a contribuicdo da divisao (ou subsis—
tema), f; (x;), e o preco pago pelo nivel de recurso co-
mum (ou de acoplamento) requerido, )fg‘ (x;)+ A subotimiza-
¢g8o (3) ministra, entd8o, o programa, x; € X;, mais conveni
ente ao subsistema. A direcao central € informada dos ni-
veis de recurso, g, (xz) (i=l...k), requeridos, associando
aos recursos nao totalmente utilizados o preceo zero, recal
culando, convenientemente, os demais. A reatualizagao dos
precos dos recursos leva, dependendo do algoritmo particu
larmente utilizado, & resolucao de diferentes problemas;w
que podem ser chamados problemas diretores, pois se acham
ao nivel da direcdo central. Novos precos sao fixados e
novas subotimizacOes sao efetuadas. A troca de informagdes
diregao-divisoes pretende, iterativamente, obter os pregos
que otimizam o funcionamento da companhia, i.e; 0sS pregos
étimos.

A forma de reatualizar os pregos pressupoe que
a direcao possa, se necessdrio, adquirir nowvas quantidades
de recursoi, para suprir o nivel total de recursos de aco-
plamento, 2: gQ(xZ), requerido numa determinada iteracfo.
Fica desdeugé, evidente , que a viabilidade primal de uti-
lizagao dos recursos comuns nao é considerada. Diz-se em
programacédo matemdtica que ngo &,garantidamente, mantida e
a viabilidade primale. Sob determinadas condicoes (Geoffrion
[_12-]), a situacao global Stima iterativamente conseguida
por esse tipo de coordenacfo, ndo inviabiliza a restrigao
de disponibilidade dos recursos comuns, garantindo, assin
a viabilidade primal da solugao obtidas

Dependendo da estrutura informacional (intera-

céo direcdo central-divisdes) particularmente considerada,
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derivam-se diversas teorias (centralizagdo e decentraliza
¢80) a respeito dos métodos usados.

Como cita Jennergren[l7], o mod&lo organizaci
onal utilizado .para interpretacao econ8mica do dual, bem
como a terminologia usada, fora originalmente empregada por
Baumol e Pabianl 4 Je também por Zschaul39]. Interpretacéo u-
sada por Gale [ 8] , Kornai e Liptak[ 19] ,Malinvaud [22]
e Weitzman[36 ]é quase equivalente. Esses autores supoem
uma economia centralmente dirigida, constitufda de uma a-
géncia de planejamento e n firmas ou companhias.Ainda devi
do ao mesmo pesquisador, poucos algoritmos se fundamentam
na idéia de ajustamento de precos(dual).

A séria desvantagem advinda da aplicacido de
algoritmos do tipo ajuste de precos é que, ndo se garante

a viabilidade das restrigdes de acoplamento.

Coordenacdo via Primal.

A par da dificuldade anteriormente exposta,
foram desenvolvidos os métodos primais,i.e, aqueles que ga
rantem a viabilidade das restricées referentes ao proble-
ma originalmente proposto.

Esses métodos de ataque ao problema original
(no presente caso (1) ), tiveram desenvolvimento bastante
rdpido a partir da descoberta do Principio da Decomposi-
¢cao de Dantzig-Wolfe, visando quebrar um problema numa sé
rie de subproblemas menores. Criaram no &mbito da progra-
macdo matemdtica, a Teoria da DecomposigZo que se desenvol
veu sobremodo na década de 60, conduzindo cada vez mais a
novos caminhos e aplicagdes, dada a atencgZo especial que

atualmente se lanca ao Estudo da Otimizac@o de Sistemas de
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Grande Porte.VaraiyaL3ﬂem recente pesquisa sobre a tendén
cia da teoria da decisdo em sistemas de grande porte, vem
ratificar a import&ncia desse campo da Teoria da Programa-
cdo Matemdtica. |

Nossa dissertaciao versard sobre o método de
coordenacado primal de direcionamento de recursos devido a
Geoffrion [11 ].

A interpreta¢Zo via primal tornard clara a ga
rantia da viabilidade das solucgoes geradas por ele.No pre
sente caso, as informagoes transferidas para as divisoes
(supondo mantermos o mesmo modélo institucional que no du
al), alteram-se.Neste caso, o planejador nao fixa os pre -
¢os, mas aloca diretamente o limite superior do nfvel de |
recurso para cada divisao (este fato determina o nome co-
mumente usado na denominag@o do problema (1): Problema Ge

ral de Alocacdo de Recursos ). Desta forma, o subsistema

€ obrigado a otimizar seu funcionamento enquanto se mantém,
garantidamente, a viabilidade do problema (1) face a dis-
ponibilidade de recursos comuns(representada pelo vetor-
-recursos b).

Da interpretacgdo estabelecida,dois fatos podem,
intuitivamente, determinar o caminho pelo qual trataremos
o problema (1). Em primeiro lugar, a alocag@o de recursos
comuns aos subsistemas leva cada subsistema & independ&ncia
de funcionamento,podendo, assim, operar da melhor maneira
possivel, sem qualquer interacdo com os demais. Frisamos
que isso é possivel dada a estrutura decomponivel do sis=-
tema.Cada subsistema ,consegUentemente,otimiza seu funcio
namento pelos meios mais adequados.Como veremos na secgao

2, esse aspecto particular poderd ser explorado aplicando
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ao problema (1) a técnica de manipulacio chamada projecdo.
Finalmente, parece nado diffcil notar que a alocagdo de re=
cursos poderd resultar da obtengao de diregdes vidveis,i.e,
o coordenador v8 o sistema funcionamdo segundo determinada
alocaciao de recursos,tenta redefinir os niveis superiores
de recursos comuns para cada subsistema, levando em conta

0 problema fundamental:

de posse das informagoes divisionais a
respeito do funcionamento étimo para

os niveis de recursos fixados, em quais
" diregdes " & possivel deslocar a ofer
ta de recursos comuns, a fim de melhorar

o funcionamento global do sistema.

Essa forma de raciocinar nos levard a aplicar
.a estratégia de direcgoes vidveis ao problema manipulado
(i.e, ao problema, neste caso, pronto para ser desacopla
do) com a consequente separabilidade de cada subsistema.
0 processo &, portanto, iterativo e pretende levar ao 4timo
global pela troca constante de informacgoes entre as divi-
sdes e a coordenacdo; a coordenagdao procura diregdes so-
bre as quais poderd alterar as ofertas de recursos para
cada divisdo,a fim de melhorar a situaggo global. Destar-
te, a coordenacdo pelo método primal consiste em se obter
k vetores do W*ntais que as solugOes dos subproblemas y; -

~parametrizados ,

Maximizar {; Cx{) s.a 9; Cxi) $ yi
XiLeX,
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resolva (1). O vetor yeeﬂf“representa o nivel de recursos
alocados ao i-ésimo subsistema.

Neste caso, qualquer regra de parada convenien
te usada, gera solucao viédvel ndo pior que a original
(i.e, solucao vi4vel utilizada para partida do algoritmo).

Como teremos oportunidade de verificar o algo-
r{tmo de decomposicao, que serd implementado, nao pode
ser considerado como representante de um Método de Decen
tralizacdo, embora seja computacionalmente forte : dimi-
nui o trabalho computacional, ao mesmo tempo que possibi
lita a resolucédo de problemas cujo porte torna invidvel
a computacdo por métodos diretos.

A seccdio 2 preocupar-se-4 com a manipulacgdo do
programa (1) visando derivar um programa mestre, cuja es
trutura decomponivel poderd, posteriormente, ser explora
da pela aplicacdo da estratégia das direcgdes vidveis (ca
pitulo III).

SECCAO0 2 - MANIPULACXO.

Frequentemente sucedem desac&rtos prdticos na
resolucao direta de um problema de grande porte. Tais
problemas podem, dependendo da particular estrutura que
englobem, ser transformados noutros equivalentes por

meio de manipulacdes que objetivam[lo ;P 12 ] :

(a) explorar a estrutura particular do proble
ma ;
(b) linearizar as partes n@o lineares do pro-

blemsa;

(¢) induzir separacio.
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Manipulando-se o problema (1) por meio da téc
nica de projecdo , o item (a) conduz a (c), devido a es=
trutura decomponivel do sistema. O programa obtido dessa
manipulacao é referido na literatura como problema mess
tre.

Reescrevendo o problema (1) apés introduzir

m
os vetores y, ...y, de R ,vems:

k
Maximizar ) ﬁ (x;) s.a
x'y ¢=4

K

Z Y, b A (’d‘(eIK)(xgexLA 9¢ ng)égc)
C=1

0 problema (4) difere do problema (1) por aco
plar os subsistemas através das varidveis, y, (i=l...k),
introduzidas, restando um problema com varidveis de aco
plamento, ao invés de restrigcoes de acoplamento.Como po-
deremos notar mais abaixo, y. , poderd ser interpretado
como recurso direcionado ao i-€simo subsistema. Se
y=(y1 geeey Yy ) f6r temporariamente fixado,obteremos um
programa separdvel.

Projetando o programa (4) ( [ 105 pg 11] ) no

espago das varidveis y, vem:

K
Maximizar [Sup{z ﬁ' (x) : I CVCGIK)(x;ex; A
? =4

S.a

rgi(x() € i) ) ]

K
;95\“’

ou ainda, observando-se a separabilidade linear da fun-
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cao objetivo do programa (1),vem:

Maxn.mlzar Z Sa/a{ft (x()4.8. Xy € X, (N9 (; )633

5.2 Zy“

A respeito do programa (6) teceremos alguns
comentdrios. Bm primeiro lugar, hd de se notar a forma

implficita das restriges 7y, € Y¢ (i=l...k), onde:
Y 2 {Uievz"‘I(Bxiéxi)(sc(x;)éﬂ;)} Ciz 1K)

Ao invés de tornd-las explicitas, pode-se optar pela for
ma alternada (implicita) que convenciona o valor -—oo
para o supremo de uma func¢do num conjunto vazio,

A interpretacio ecinfmica anteriormente dada
ao problema primal (1) fica, observando-se (6), natural-
mente introduzida. O planejador fixa uma alocacao de re
cursos dentro da disponibilidade prevista ( fixaca@o de

¥ tal queE: y\ b); a seguir, cada subsistema otimiza seu
=4

funcionamento (obtencdo de Sup {f @) lx; i€X A 9y ()& 9L}
para i=l...k), sendo que supremos no valor -0 refletem

a inadequagéo dos niveis de recursos distribuidos; os
subsistemas comunicam 3 coordenacdo suas respostas §ti-
mas, pondo a coordenacdo a par do resultado global

(Z. sup{ f@ys.a x €X; A g (x;)§¢ J, [} ).0 recaleulo
das rdovas alocagbes com base nas respostas $timas dos sub
sistemas & de tratamento mais delicado, razado pela qual,

apés obtermos o programa (9), passaremos a tal discussao.
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4
Supondo-se V. (y;) o valor 6timo” do programa

parametrizado em y, :

< .
Px. Maximizar }L (xi) s.a 9, Cxy) éj;
X €EXy
o problema (6) poderd ser colocado na forma equivalente
(9) , como se mostrard em (10),
K

"
Maximizar E ot Cy;) S.a E .
y} . HL =4 yb

¢=4

£b

4

Observacio.As hipédteses (2) ndo garantem a existéncia da

solucao 8tima de (8). Com as hipéteses de diferenciabili
dade sobre as fungles f¢ , 8¢ € ¥ € Int Y¢ necessdrias
ao,.desenvolvimento de (III.2) e mais compacidade de X<
(imposta em (2) ), garante-se a existéncia para a solu-

cdo 6tima para (8), e conseqlientemente, valor finito pa

ra vy (y: ).

0 programa (9) obtido da projecgdo de (1), re-
presenta nesse caso o0 programa mestre, sendo uma forma
modificada de se apresentar o problema geral de alocacgio
de recursos (1).

Do ponto de vista da hierarquizacaéo distinguem

-gse dois niveis:

1 ~ . s . X
A funcao vy (Yt')zsxi?(;{f‘("i) sea (Ig)éy} } é deno-

minada funcdo pertubacdo associada com P: , sendo, por-
tanto, caracterfstica do subsistema considerado. Essa fun
cao serd fundamental no presente trabalho.

2 Valor 6timo do programa P'é o valor de vy (.) no pon-

" %
to y" E ‘R )
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1) nivel de coordenacgdo, representado pelos
deveres explicitos em (9);

2) nivel de divisdo, representado, implicita-
mente, em (9), pelas subotimizacdes Pé.
(i=l...k).

0 programa mestre obtido possui explicitamente,
somente, restricdes lineares sendo a fungao objetivo nao
linear geral. De fdrma implficita temos as restrigdes nao
lineares Y € Y¢ (i=l...k) representando a viabilidade do
recurso comum alocado para o i-ésimo subsistema. Excetu-~
ando-se problemas lineares ou quadrdticos, expressoes ex
plicitas para vy (i=l...k) sZo praticamente impossiveis,
a menos que a dimensdo do vetor-recursos b seja muito pe
quena[ 21] No caso geral, valores de v; sdo dependentes
da resolucao dos subproblemas P? (i=les.k), Porém, a van
tagem de (9) em relacdo a (1) torna-se particularmente
interessante quando o nimero total de restricdes que de
terminam os conjuntos X¢ (i=l...k) é grande em relacéo
ao nimero de restricdes que acoplam os subsistemas, j4

que a aplicacdao de estratégia conveniente permite obter

a solugdo de (1), pelas resolugdes independentes dos pro

blemas P&:(i=1...k).Fica,portanto, decidido que nos dedi
[

caremos a métodos que visam & resolugéo iterativa de (9)

através de série de otimizacoes.

Realocacao de Recursos.

Como anteriormente citamos, passamos a inter-
pretar mais de perto a realocacdo de recursos com base

no programa (9). Suponhamos que a resposta 6tima do

.
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subsistema seja, agora, dada na forma de produtividade
marginal,i.e, variacdo da contribuicgo étima com a varia
¢do unitdria dos recursos alocados (essas quantidades

sdo referidas, para um determinado subsistema , aos re-
cursos comuns, componentes do vetor b).Tais quantidades
capacitam o coordenador, com base na disponibilidade dos
recursos comuns, a obter uma direc@o ( pode existir uma
infinidade) de realocagdp que conduza ao maior incremento

local na contribuigZo global.

Observacdo : nao interessam ao coordenador valores timos

das contribuicdes dos subsistemas, mas t20 somente infor-
magoes que lhe permitam deduzir uma nova direcao de rea-

locagdo, que conduza a melhora global.

Sucessivas subotimizacles e realocagoOes prosse
guem,até que os efeitos das variag¢bes marginais dos re-
cursos comuns na contribuigéo 6tima, sejam equiparados
para todas divisdes (condicdo de otimalidade quando Vg
& diferencidvel,i=l...k, que provaremos no capitulo IV).

Quando as fungoes vy forem diferencidveis, as
produtividades marginais do recurso j para o subsistema
iemy; , sao expressas pelas componentes dos gradientes
de ve(.) em Y ei.e, (g.;.ifj.) (y:) representard a produtivida
de marginal do recurso j (j=l...m) rejativo ao subsiste-
ma i (i=l...k).

Acontece, no entanto, que v;{(.) n8o é necessa-
riamente diferencidvel em Y, ( Rockafellar[32]). Essa
dificuldade é parcialmente removida dada a concavidade
das fungdes v; (i=l...k), como veremos na secgdo 3,levan
do 4 exist@neia das derivadas direcionais em todas as di

recoes, e em todos pontos interiores de Y. E esse fato
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que permitird o desenvolvimento do trabalho mediante a
estratégia das diregdOes vidveis.Isso mostra desde jé o
importante papel exercido pelas hipbéteses c8ncavo-conve-
xas.

A maior contribuic@o de Geoffrion foi derivar
um programa linear explfcito, que mediante algumas su-
posicOes, leva & obtencdo da direcdo vidvel que maximiza
o aumento inicial da funcio objetivo do programa (9),i.e,

a diregao obtida conduz ao valor miximo da derivada dire
cional da funcgdo objetivo de (9). ‘

Notemos finalmente que o tratamento pode ser
simplificado nos pontos onde vy (.) (i=1l,.k) é diferenci-
4dvel . Esses pontos ndo sao excegSes nos conjuntos Y¢
(i=l...k), j4 que os pontos em que V¢ (i=l...k) & nido
diferenecidvel constituem um subconjunto de Y¢ (i=lesok)
de medida nula. Por essa razao serd exposta no capitulo
IV, pesquisa visando obter a melhor diregdo vidvel de au
mento da funcgio objetivo de (9), tirando proveito da di-
ferenciabilidade das fungdes vy , onde isso ocorrer, Tal
fato reduzird consideravelmente as dimensdes do programa
linear utilizado na busca dessas direcoes vidveis.

A seccdo seguinte conduz-nos a resultados bag
tante adequados,ou seja, a equivaléncia entre os progra
mas (1) e (9) no sentido dos teoremas a serem demonstra
dos. Embora perdida parcialmente a diferenciabilidade,
resta-nos a possibilidade de aplicar estratégia conveni
ente (direcdes vidveis), que leva a uma sequéncia de sub

programas cdncavos diferencidveis.

SECCXO 3 - TEOREMAS DE EQUIVALENCIA.
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Dois teoremas de fundamental import&ncia serao
aqui desenvolvidos., O teorema da equival&ncia propriamen
te dito, mostrard como se relacionam as solugbes Stimas
de (1), problema cuja resolugdo fora inicialmente propos
ta,e, o problema (9) resultado da projecdo de (1) sobre
o espaco das varidveis y. Embora este teorema seja de
uso frequente,sua demonstracio nao se encontra na litera
tura geralmente citada. 0 segundo teorema refere-se a
propriedades dos conjuntos ¥; (i=l...k) e & concavidade

das funcdes v: (i=l...k) nesses conjuntos [10;pg 16:].

(A

0 teorema de equival8ncia propriamente dito se
ré4 provado para o caso geral, para tanto nio serdo neces
sdrias hipéteses de concavidade-convexidade e compacida-
de.

As hipéteses utilizadas para obtencdo das pro-
priedades dos conjuntos Y; e funcdes v; serao mencionadas
nas respectivas provas.

Para a prova do teorema abaixo, explicitaremos

os conjuntos Y; associados ao programa mestre (9).

10 Teorema. Sao vdlidas as quatro assergGes abaixo:

A) O programa (1) & inviével se,e somente se,
(9) também o f8r;

B) O programa (1) tem valor 6timo+ese,e somen-
te se, (9) também o tiver;

C) Se o programa (1) tiver solugdo tima
x°= (X ,+00,%2) ent@o (9) terd solugio 6ti-
ma y°,e, x% (i=l...k) serd solugio 6tima,de
P;:? (i=1...k),sendo g (x3)¢ 32,°(i=1...k) elgyci\(b;

D) Se (9) tiver solugdo Stima y° e x} (i=l...k)
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f6r solucdo 6tima de P;o (i=l...k), entdo

= (%] yeeeyxy) serd sélugéo 6tima de (1).

Para as demonstracoes abaixo seja:

% ne

-x;' (x1,u¢)xK)€R "
X:: X4X ..-XXKC‘R

Y- Yx . xY, € R™ onde (¥ eT)(Y,CR™
J= e g )GR“ onde (V¢ €1)(yi€ R™)

e {ye lR""“l Z

Assercao A. Formalmente teremos.

~onde (Miel)(xe€ r™)

(7 ex)( }—_: g eash) =) () 4, 4)

U=1

ou equivalentemente,

(rex) (Zz(x,kb)‘:)@ye Y)(}:ﬁ\ é)

Demonstracao. —): seaa, por hipbétese,X v1éve1 em (1),

i.e,
K
x€ frex | Z%(xz)éé}
=1

Definindo Sr; = g, (%X;) para todo i € I, , obtem-se de (11)

que

e, pela definiclo de § (i€ I),

(‘v‘z' €r K) (5’: € YL’)

Logo de (1I2) e (13) F & vidvel em (9),ou seja,
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g€ {er , - /4'\66}

0o que completa a prova da condicao suficiente.

¢<——: seja,por hipbtese, ¥ tal que

/'é ZnY

Como ¥ € Y vem

ol
N

(%' flk)(]i'g € X[) (;[ (.Z.c') é
Da condigZo ?E}E e (14) decorre

P

Z ;(g-)\s b

(=14

De (14) e (15) vem:

K
X € {xex l ;. g&;)éé}
A

Assercao B. Se v0a representar o valor §timo do programa

(a), teremos:

v0l =+ {——) w09 =+»

Demonstracdo. ): supondo,por hipbétese, vOl=+eo, te-

mos (1) & vidvel.Para cada X vidvel em (1) facamos:
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Green)( /—[ = ;/ (.2())

Da viabilidade de X em (1) e definicd3o de §,vem:

Z_:—’_:/‘ Zﬁ (z;) ¢
/eY

Logo para cada X vidvel em (1), temos:

@()?)é {j l <¥6’€ Ig)(/[(i’[)’.y;)}cyn Z

Como por (16)

(’W'GI;J (:E[ e vidvel em ;37‘ ¢ )

vem,

-3 a } _
&2{/‘) =Sup G&'(x‘o) S.a "5'6"9"‘/76‘?1‘/6' }éj[, (x/)
para todo i € Ig.
Logo para X viédvel em (1),

K

K
zg;zfggJib Z;;jé:Ci?)

e,portanto,
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K K
18 Sup { Z%{/}) l/g@a;)}) SuP{;{(xpli vidvel (1)} =+00

=7

De (17) e (18) , venm

x

SUP{Z (e )/G‘Ynz >,Sup{ 20'20, l/f@(x)}

i=1

logo,

v09 =+

¢ ¢ como, por hipbétese, v09=+c0,(9)
é vidvel., Seja §=(§1,...,§K)€Yﬂ Z Sejas

@)= {x €x I@iel,)@i(a;')éi') }

{.zex |;;"(x‘-)\\< Y }

0 conjunto® (¥) & n3o vazio dado que y¢€ Y,sendo evidente

a inclusao @(?)C A, para todo Y¢ YN I .Logo,

19 sz‘ @) —SuP{Zf(x;)lx€@ @} <
<Sup{z7[(xl),x€A} para todo FE€YNJ. .
=1

Como YNL& fechado, decorre de (19) :

K K
Sup{ Y 47 I/'e' Yo Z} £ Sup {Z[ ) |x € A }
{21 ¢Efl

ou seja,

O ,
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v0g £ vO0l1
logo
v0l = +o
b

Assercdo C. Se x° = (x{,..04%%) & solucdo 6tima de (1),

entdo existe y° ‘ solucdo Stima de (9) satig
fazendo gﬁ.(xf;)& v (i=l...k) e Z:L'Zé b, e,

x? é solucéo Stima de P;a para todo i€ 1 ,
A

Demonstracdo. Como x° & vidvel em (1), fazendo para todo

i€ Ix 5 gy (x7)=y ven,

y'é‘Z'nY

e, portanto, y° é vidvel em (9).

a)Provemos que x, é 6timo em I_’;d para todo i€ I,
(4

por redugdo ao absurdo, i.e,

Gg{]K) (x,; & vidvel em-&“.’/\f[&?")ﬁ&'(%?))
[4

decorre que

o "4 . X
'7/”"""/<) é vidvel em (1).

Como’,
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K K
J__z'.]g e fe ) > L fo ()

JEt

conclui-se que x° ndo & solugdo étima de (1), o que con-
traria a hipétese. Logo, (¥i €1 )(x2 & solugZo Stima de
Pi" )y e portanto, vg (y2)=f:(x}).

(%

b)Provemos que y € solucdo 6tima de (9) por re

ducao ao absurdo, i.e,

20 (Jjé YO 2)(‘2/4 (g-)» Z'_; s CZ”))

Definindo

A ={:xex|(%%€1,<)(yz(xg)é 57,')} # & poisy€Y
B ={f €X|§jz (z;) & é}
i4 que Ye¥ , vems
AcCB

logo,

K K
o1 Sup-{fv—'; jft' (xp) ,-Z S-B} 7 Sup {Z,](l Cxy) ’xeA}
- =1
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Mas

k
22 Sup {Z/ @p |xea } ESup {/‘ () bz €300, 28 I, }
¢=4

3

Z(y,

¢=1

logo de (21) e (22), vem:

K k
23 Sup{z,é- () lzes })Z 9 (4
C=14 =4

Como, pelo item 4,

Jé (.Zé'ojz 75 Cz.'pj

de (23), depreende-se

K
Zf{x -ZWME % 7
C=4

o que & um absurdo por (20). Logo y° é solucdo Stima em

(9).

Assercao D. Provemos que ¢

y° é solugdo étima de (Q) x°=(xgy00ex?)

é solugdo 4tima
(izloo.k) . de (9)0

x2 & solugo tima de P;‘o -
"




25

26

IT.3 36

Demonstracdo. Suponhamos ,por absurdo, que X = (x;,...,xa

nao seja solugao 8tima de (1).0u seja,

K K
Gxémk{uc/ em 0)} ( ;ff&,dj> Z—a./‘ C‘c;))

Se yd? (gi(xi)’ ,,,,g%(x:)), segue pela viabilidade de

x* em (1) que:

y%f/o Z

(g?ejk)6¢?d'mmve/ea7{2;)

Logo,

ZU />/ 2_‘][ (%)

<=1
Como, por hipétese, y° € soluglo Stima de (6) e xi

(i=l...k) solucio 8tima de P;;(i=l...k), vem:

A

3 K K
Y atf)e L AGIP), w4
<=4 <=4 <=1

De (25) e (26)
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o que resulta, observando-se (24) num absurdo.Conclui-se,
portanto, que x° € solucdo 8tima de (1).
A
Teorema. Os conjuntos Y; sfo nd@o vazios, fechados e con-
vexos. As fungoes vy s@o clncavas em Y; ,i=l...K,
sendo =-o0 nos pontos nado pertencentes a Y,
i=l...k, se levarmos em conta que o supremo de
uma fung¢d@o num conjunto vazio é -~ . Finalmen
te, as fungSes v, s3o ndo decrescentes,i.e,

Y vty v2e Y e vy yi,vem v (y2)y v (y2).

A) Y" é nao VaZiO, i=leeoke

Demonstracao. Consideremos a definigao de Y; dada na sec

céo 2

Yég {f/‘ erR™ I(in € )(,-)(jt- (x) & y,)}

Pelas hipéteses em (2), . problema (1) tem solugao wi-

dvel, logo,

(zexk €z e xo

j4 que pela secgfo 1 g.(.) & definida em X;,seja
(er) G =g 20)

Nessas condigdes,
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(e e1e) (J€Ye)

e, portanto,

<‘V¢ €1)(Y; # @)

B) Y; & fechado para todo i€ I, .

Demonstracio. Eliminemos os Indices i.Seja (y*) uma

sequéncia qualquer em Y, convergente para um ponto ¥y® .
Provemos que y® € Y. Por definicio de Y a cada y" € Y
pode-se associar um vetor x* € X tal que g(x‘) é y'.‘
Assim procedendo-se, constroi-se uma sequéncia (x*) em X.
Como X & compacto, tomando-se subsequéncias de (x*) se

necessdrio, pode-se considerar que

. K
lim x = x € X
K2

Como g & contfnua em X e g(x*) ¢ y* para todo keN

vem

lim 9(x9=j (%) éy"’

K+

Logo, y® € Y.

Da proposigdao anterior conclufmos que
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(‘\f[é?f,() (Yt' & fechado )

Esse resultado € importante e serd usado para
garantir a compacidade do conjunto vidvel do problema mes

tre restrito. Alem disso como provaremos em I1II,2,18 ,
g € Int Yo = Tz €x)( 9 i) < 9

Essa propriedade e mais o fato de Y; ser fecha

do, conduz a
W€ Front Y = @€ )gern) 9y Ga)=s)

C) ¥, é convexo para todo i€ I, .

Demonstracdo.Sejam y, e 3, pertencentes a Y .

YeyYe = (Jz'€x)G @) &yp)
ey = GxPexI)O % & yz)

Como g, é convexa em X; convexo, vem:

(FO€[91]) (9 (024 C1-0)x7) L O Cxh s (-8 9/ &%)

De (28) e (29), vem:

(veel01 1) ox"y (1-0)2%) & 64 4 (1-6)92)
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Como X; é convexo,
2= 8z'+(7-0)x% €x,;

Logo,

(voelo1])(6g,+(r-69% € 1)

Finalmente, temos:

(‘\//61'()()// é convexo)

A
D) As fungGes v+ s@io ndo decrescentes.

~ .~ 2
Demonstracao. Da definicao de v, segue que se ¥, y’,

temos
A= {JQ’G‘X[ lje' ()€ y’} C8= {xc EX; |'fz'(xz) £ jz }
logo
Sup {f el zes |3 Supffica|zen )
ou seja

% (y%) 2 o (gD

I
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Logo as fungdes vg s3o nao decrescentes no

sentido anteriormente exposto.

E) As funcdes \/5 sgo cdncavas nos conjuntos Y .

Demonstracéo. A definig@o de v; anteriormente mencionada

é dada abaixo:

(/;%): Sup {)4’(2’[:) Se& 4Q'€X[Ai¢' (2-’:')5_}// }

para y. € Yo o
J4 que o valor de vy pode ser +oc0 em Y;, serid adequado
usar o hipografo de v¢ para provarmos a concavidade da

fungdo vy . A definic8o de hipografo & dada abaixo:

”
y :{(//,/?)(R‘ X B | Gue onui <g ) }
A concavidade de V; pode, entdo, ser depreendida
da convexidade de seu hipografo. Eliminemos os {ndices i.
Provemos ,portanto, a convexidade do hipografo de v, ou

seja, dados (y%,u?) e (y",/é") emYy e dado € [0,1] ,

provemos gque
7,71 Y 2 ,2
onde 6 = 1-0, ou, equivalentemente,

[6?;’1«9‘72, ¢9/a’+§/¢2)6‘/’
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ou, finalmente, pela definic@o de hipografo de v,

#(ays 64776 4’ 6,4°
Pela definicdo de fungao pertubacgao, vem:

0@1«5/‘% Sup {][(x) Sa.x€XA 9 (x) & 49_5/5 é}/z}
Como X é convexo, decorre:

7 - ‘g: S / - 2 7 - 2 7 - }
Nedy 6y )xfx%ip {)l (624 6x9)s.a. /(az, 6274 64,8/ [y

(usando a convexidade de g em X e a concavidade de f em
X)
X, x%€ X

x'€ x

=9(I(y,)+§()'(j’2}

\
Sup{%((xhé{(xz) Sea ;(Jﬂé_y’/\y(xz)\{yz}:

=0 Suplf(x)5.a gG)éy",8 Suplf (x?) 5.a.9(x2)§ 421
fpisag 9}+xz€x{f 909447}
Da definicdo de hipografo de v, temos:
#(9}(’* 6v%)n «9/43 ¢9}a‘3

Logo, as fungoes pertubacido v, associadas aos subproble-

mas P! s80 cbncavas nos conjuntos Y, .
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Os teoremas antefiores demonstraram a equivalén
cia entre (1) e (9).

Pode, no entanto parecer que consideramos (9)
com intuito, em parte, de obter condigSes de otimalidade ma
is convenientes. Tal fato nao sucede, dado que (1) por ser
um programa diferencidvel,leva a condicoes de otimalidade
expressas mais convenientemente se usarmos gradientes.

0 que faremos serd comstruir algori{tmos que resol
vam (9), que, como mencionamos, é computacionalmente mais
interessante, podendo-se utilizar as condigSes'de otimalida
de para (1) como regra de parada. De fato, o teorema de equi
valénecia serve para provar que as condigOes de otimalidade
para (1) sdo suficientes para (9). Ou seja, suponhamos 7
candidato a solucao étima em (9). Seja X; (i=l...k) a solu-
cao Stima de Pi . Se as condigoes de otimalidade de Kuhn-
~Tucker para (1) forem satisfeitas no ponto X = (X, ,eeexg),
pela condicao suficiente do Teorema de Kuhn—Tucker_[23;pg 741
temos que X & solucdo 6tima de (1). Decorre pela assercao
C do teorema de equivaléncia (10) que ¥ & soluci@o Stima de
(9). |

Conseqﬁentemente, desde que se obtenha uma solu
cgo 8tima para (9), imediatamente temos disponivel uma solu
cdo 6tima para (1).Isso nos garantird, em parte, a conveni-
8ncia do método utilizado para a solucao de (9).

No capitulo gue segue, trataremos da base te-
4rica do método escolhido para resolucdo do problema mestre
(9), ressaltando que pela consideragio das condigles de com
pacidade dos conjuntos X; , originalmente nao impostas por
Geoffrion, obtém-se a compacidade da regido vidvel do pro-

blema mestre, como Veremos.
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CAPITULO ITII

ESTRATEGIA

Introducio.

Nas seccoes que se seguem serd exposto um méto

do de resolucgdo do problema II.2.9, reescrito abaixo:

K

Maximizar 2 % (/) 4.&. Z
f =1 f
j4 que pelo teorema de equivaléncia II.3.10, teremos a so-
lucdo étima do problema original II.l.1l, a partir da reso-

lugdo do problema mestre (1), via subproblemas Pz,‘ 11.2.8,

¢ - (x) 4. (x) & l=1.. K
P P Maximizar /c‘ ¢ f AR A e £
x" ex"
0 método a ser utilizado,classifica-se comp

primal de diregdes vidveis j4 que produz uma sequéncia de

pontos vidveis em (1).

0 algorftmo de diregbes viidveis aplicédvel ao’
problema (1), parte de um ponto y no interior de Y, deter-
minando uma direcd8o vidvel de médximo crescimento local na
fungdo objetivo de (1).Executa-se, a seguir, maximizagdo

da funcdo objetivo de (1) na diregao obtida, encontrando-
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-se um novo ponto. Para que a iteracao seguinte, possa ser
executada, e 0o processo iterativo ter continuidade, o pon-
to de partida para a iteracio seguinte deverd também estar
no interior de Y} esta imposic8o que constitui limitac@o
severa do método, serd satisfeita introduzindo pertubacgiao
na busca unidirecional, a ser discutida na seccdo 3.Isto &
necessdrio devido a dificuldade existente no tratamento de
pontos de fronteira do domfnio de funcdes céncavas. De fa-
to, mesmo que o conjunto das direcOes vidveis partindo de
um ponto fronteira de Y pudesse ser descrito, nao consegui
riamos garantir a exist8ncia da direc@o de médximo cresci-
mento local, Um exemplo em que tal direcdo ndo existe, en-
contra-se em [8] , sendo o estudo de tais casos ainda um
probléma em aberto.

Portanto, y € IntY é uma garantia de que todas
direcbes a partir de y s8o vidveis em Y, Outras implica-
coes advém dessa suposic@o sendo discutidas em (17) e
(30).

A secgdo 1 defineé o método de diregGes vidveis
expondo resumidamente os aspectos mais importantes, além
de discutir a exist@ncia da solucao §tima para o problema
original.

Teoremas e resultados fundamentais s8o apre-
sentados na seccdo 2, ressaltando-se as implicaglOes de ca-
da hipétese assumida, sobre as quais se estrutura a seccao
seguinte; ai se caracteriza a obtengZo de uma boa direcao
vidvel, culminando-se com a apresentacdo do teorema que
leva & determinac8o dessa direcio. Ainda nessa secgao, dis
cute-se a otimizacfo na direcdo obtida (otimizagado unidire

cional ou problema mestre restrito), expondo-se um procedi
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mento de eliminacao dos pontos fronteira de Y, caso o &timo

do problema mestre restrito pertenca a ela., Como produto da
otimizacdo unidirecional sdo analisados os subproblemas en-
volvidos, bem como as hipéteses que garantem as solucgoes 6-
timas dos mesmos.

Por fim, na seccdo 4 esquematiza~se o algoritmo

obtido do método das direcdes vidveis.

SECCAO 1 - METODO DAS DIRECUOES VIAVEIS, EXISTENCIA DAS SOLU
COES CTIMAS.

Algoritmos de diregoes vidveis para resolucao
de problemas néo lineares de otimizag@o, foram originalmen
te desenvolvidos por Zoutendi jk [3@ em 1959, e indepen-
dentemente por Zukhovitskii [40)em 1962 - 1963, tendo sido
precedidos pelo método dos centros e o algoritmo de Topkis
e Veinott, nos quais se apresentam idealizados,

Seja o problema de otimizacdo abaixo:
c . o ¢, £ ’
Mammlzarf (x) 5.4./ (z) S0 ¢=z/.ccm
o

onde f£¢ (i=0...m) s8o funcdes deR™ em/R. Seja C a regifo

vidvel, i.e,
C ={x € /R“I/‘\(x)éol £=/...4n}

Um algorf{tmo que resolva (3) é dito de dire-
coes vidveis, se dado um ponto xl-(é C, ele determina uma
semi-reta, { x €ER™ | x= x,;+/¢hu/a>,o} , passando pelo interior

(relativo) de C, e nessa semi-reta um ponto x4 € C tal
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que fp(xéu)> £°(x;). Tal método pressunde gque IntC#g.

Algor{tmos de direc¢oes vidveis surgiram da
vantagem existente em se considerar apenas o comportamen
to local das funcgoes critério e vinculos, e, de nao se
envolverem todas as funcgoes f£ (i=l...m), em cada itera
g&o quando se calcula o vetor hﬁﬁﬁ que define a semi-re
ta para cada xc€ C. Contudo, a eliminacd@o das fufigoes
£f£ (i=l,..m) tais que fi(xi)< 0 (vinculos inativos),le
vava a algor{tmos nflo convergentes, mesmo em casos total
mente diferencidveis. Nesses casos, & possivel construir
exemplos nos quais fen8menos de ziguezague levam a pontos
gue nao obedecem as condigdes de otimalidade de Kuhn-Tu-
cker, embora os problemas satisfacam a condicgdo de quali
ficacao de Slater. '

A introducio do conceito de vinculos f‘s-ativos,

i.e, f"(i=1...m) & dito € -ativo em x¢ , se

<
f(x£)+8>/os

levou Zoutendijk a algor{tmos convergentes. Os algorit-

mos de direcdes vidveis aplicédveis a (3) pressupdem, pa-
ra se manter as condigoes de convergéncia, certas condi=
¢0es. Entre tais condigdes, destaca-se a diferenciabili-
dade contf{nua das funcdes fi(i=0...m).Tomadas, portanto,
as devidas precaugoes,tais algor{imos podem ser emprega-
dos na resolucgio de II.1l.1,0 problema de alocacdo de re-
cursos.No entanto, como jé tivemos oportunidade de obser
var,o trabalho computacional pode crescer assustadoramen
te,além disso n3o tirarfamos proveito da estrutura parti
cular do problema,fator fundamental para sua resolucao.

Por outro lado, tais algorftmos né&o podem ser aplicados
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aos problemas (1), j4 que as fungbes v; (i=l...k) ndo
sao necessariamente diferencidveis em todos os pontos de
Y, (i=l...k).

A busca da direcl@o vidvel que utilizaremos, a-
plicdvel a problemas em que a funcdo objetivo & ndo di-
ferencidvel, deve-se a Geoffrion.[ll ], fundamentando-se
nas propriedades de concavidade das fungdes v¢ e na rela
cao entre vetores multiplicadores &timos e supergradien-
tes (serdo definidos na secgdo 2). E por isso que volta-
mos a mencionar que as hipbteses de concavidade-convexi-
dade, tem aqui papel fundamentalmente importante,sem as
quais, com as ferramentas de que se dispOe atualmente, o
desenvolvimento desse trabalho nao poderia seguir tal
linha.

0 programa linear proposto por Geoffrion para
busca da direcdo vidvel pressupde perda total da diferen
ciabilidade das fungoes v;, baseado na idéia de que o nd
mero de pontos onde a func@o & diferencidvel, tende a di

minuir na busca do étimo.

Exist@ncia das solucoes §timas.

Com as hipbéteses de compacidade dos conjuntos
X; (i=l...k) teremos a compacidade da regifo vidvel do
problema de alocagdo de recursos II.l.l .Com as hipéteses
de diferenciabilidade sobre as f; (i=l...k) em X;(i=1...k),
que assumiremos na secgdo 2, temos a continuidade de £;
na regido viédvel compacta,e,portanto, a garantia da exig
t8ncia da solug@o 4tima de II.1l.1. Pelo teorema II.3.10,
estd conseqlientemente, garantida a solugdo 8tima do pro
blema mestre (1) e dos subproblemas envolvidos.

A seccdo seguinte tratard dos teoremas e resul
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tados que garantem a existéncia da derivada direcional das
fungGes pertubagdo v, (i=l...k), bem como dos vetores mul-
tiplicadores 6timos associados aos subproblemas P; (2).
Tais fatos sdo fundamentais j4 que se proporé obte‘r na
seccdo 3 uma direcdo vidvel de incremento local para fun-

cdo objetivo de (1) com base em sua derivada direcional,

SECCAO 2 -~ TEOREMAS E RESULTADOS FUNDAMENTAIS

0 primeiro teorema importante que segue, rela-
ciona o vetor multiplicador 6timo dos subproblemas Pf-'
(/GR'" para i=l...k) associados com as restrigoes g (x) §

4% (i=1.s.k), com o supergradiente da funcgdo pertu-

bacao , definida no ap&ndice 4, (i=1l...k), no ponto i

C’
(izloock)o

6 Teorema: [12,pg 22] . Suponhamos que P—— (2) tenha solugfo
Stima X, . Entao)‘ ER™ & vetor multiplicador 6ti-
mo para;:’z, associado com as g. (x; N ;z y S€e, e so-
mente se,xc, & um supergradiente de v, (.) para

y, =¥ , ouseja, o par (x‘,; \. ) satisfaz as con
¢ ¢

dicoes de Kuhn-Tucker,

b d

(i) X, meximiza £, Cx; )_>\ [y (x, )-7 ]/‘sobu X,_).

(i1) )\ [/(X)/] O

(111) Ac- 720,
(iv) 7 (%') é;':',

-1
se, e somente se, vf(,”.)\( Z’Z(/‘)"' /\ng_,i) para todo /‘,6 Ad
( ¢ ¢ ¢
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Observacso: a condicdo (iv) de (7) é dispensdvel pois por

- . ¢
hipétese X, € 6timo para P .

P4

Demonstracdo. —) ¢ eliminemos os fndices i e suponhamos

que 5\ seja vetor multiplicador étimo para Py associado com
g(x)€ ¥ . Logo (;E,A ) satisfaz as condic¢des de otimalidade

de Kuhn-Tucker supra mencionadas. Da cpndigdo (i) temos:

f(x) A [/(x.)./.])/(.z;)_,\ [f (x). )’ J/ﬁoom
oolo x€X
De (8) e (ii), vem:

/(x) /(x) /\ [i(x)_y ]/t»wraé/o x€X,
usando a condigao (iii), para cada yeY, temos:
-t -
(W €09 G2 €0) (/) A -2 f ) )

obtendo o supremo do 29 membro para os valores de x indica-

dos, teremos:

F @ J.“(].j)% Sup {/(x) b.azeXng Ce)é y)
logo,

-t
A d (g-g)? O para bty €Y
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j4 que x & solugio Stima de Ij/ , temos f(x)-«r(y), e,

y(;/)*/l C; /j> y%) para todo ye€ Y.

Se y¢Y temos v (y)= - , e, portanto,

zc/}‘&‘/),ul (7- /W) para todo yER"y

o que completa a prova da condigdo suficiente.

¢(—: supondo-se ainda a remoc¢ao dos Indices i, se
jas\ um supergradiente de v em 37. Provemos que (}?,X) sa-
tisfaz as condicdes de Kuhn-Tucker (i)-(iv). Como x é solu

¢do 6tima de Py ,vem :

=y £ =
/(x)_/

justificando (iv).

S'a;bemos que:

~7
y?jé VC/-)*/\ (/_y’) para todo y.

Pacamos em (9) y = y+ e, onde e'/' ER™ tendo a j-ésima
componente unitdria e as demais nulas.

_Temos, /
#(Goe)s v (s /V(/f 2y J)= (), %

logo,

#(fp af)e v (PN
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como v(.) & n8o decrescente, vem:

/L' 70

Fazendo J variar de lam teremos provada a condigdo (iii).

Fazendo em ()9) y= g (%) vem:
N4
0= Coc))- (7)< A 9(;3)_;)

onde a igualdade ocorre, pois decrescendo ¥y para g (X) em
P§ ndo haverd alteragdo na otimalidade de X; pela condigdo
(iii) e viabilidade de X em Py, temos,A Ej (x)_/J ..
Egsa dltima desigualdade e (10) levam & condigZo (ii). Fi-
nalmente, estabeleceremos (i) fazendo-se y = g (x), em (9),

para qualquer x€X. Logo:
~#
2GS o ()¢ A [ y ).g]  pera todo x € X.

Mas (e € X)(U'(f )7 x))

pois

x € <C;V/;?(;y7.é>? (x) ,}
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Este fato e a relacao yzy);/(i_) , levam a

S@ a/(x)';\tti(x)*fj para todo x € X,

o que, observando-se (ii), leva a (i).
' A

Observacio: o resultado que normalmente se obtém a partir

do teorema anterior, é a equival&ncia entre vetor multi-
plicador §timo e o negativo do supergradiente. A variacgao
obtida pelo teorema anterior, decorre da mudanca feita na
formalizacdo do enunciado do problema II.l.l, optando-se
por g (x)€ ¥ , e nfio g(x)= § como normalmente se encontra
nos problema de maximizac¢do II.l.l.0ptou-se pelas fungoes
g; convexas, dada a facilidade em interpretar o vetor y
como recursos, sem qualquer complicacao maior,

Para esclarecer melhor este ponto, mostramos
a seguir as variacdes obtidas na func8o pertubagio decor

rentes dessa variacfo no problema de otimizag@o. Sejas

Maximizar f (x) s. 2 g (x)% @
x

Maximiz%;r f(x) seag(x)% ¥y
vy (y) = Sup <f (x) s. 2 xexn/(x)k’//}

Maximizar £ (x) s. a - g (x)£o
a [

Maximizar f (x) s. a - g (x)é/
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= iei §
v, (y) = Sup {f (x) su.gelto a xéx/\_; (x) /}

Os problemas (11) e (14) coincidem. Vejamos qual
a relagio entre as funcdes pertubagao (13) e (16), associa-

das aos problemas (12) e (15) pertubados.

a) Vg €Vp supostas as condicOes de concavi-

dade-convexidade, sao c8ncavas;

b) vy & ndo crescente, e v, ndo decrescente, co

mo provamos em II.3.27;

c) viy (y) = vy (~y) para todo y (imediato das
definigles de v, e vg);
d) nos pontos y e nas diregdes z em que as de
‘iivadas direcionais de v, e v, existam, te-

mos:
v, (5 302 9 - 70

Esta propriedade decorre da definicao de derivada direcional

e da propriedade (c), como abaixo verificamos:

R T A s ik AL v ik A i

é»>%0" e->*o -

% () 4 6 (-2)) - 4 () %' Cy;-p)
> =

Hipbteses para garantia da exist@ncia dos vetores multipli

cadores Stimos.
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0 teorema (6) somente relaciona as quantidades
envolvidas, héd, no entanto, de garantir a exist8ncia das
mesmas. Abaixo apresentamos hipbteses suficientes para ga
rantir a exist@ncia dos vetores multiplicadores étimos as-

sociados com as restricdes g (x,)% v. elb(x.))<9.

17 Hipétese 1 : y; ¢ IntY¥; (i= l...k), onde Y, , lembramos,
é definido em I1.2.7. , ise, IntY, #d.

A necessidade dessa condicdo fora j4 discuti-
da na introdug¢ao, evitando lidar com pontos da fronteira.
dos conjuntos Y. .

Essa mesma hipétese atua como fundamental na
garantia dos vetores multiplicadores Stimos a§sociados com
as restrigdes g, (x,)g ¥y dos subproblemas %é s 0 que fi
ca claro do significado a seguir.

Seja 1 vetor do R cujas componentes sio a uni

dade, Temos:
o€ty => (3 6>0)(g: -0 4 €)

logo,

(33:6x)(;. ()47 - 0 L33, €5, GO

Concluimos, assim, gue a hipétese 1 (17) resul

ta em: os vinculos g, satisfazem a condicgo de qualifica-

g8o de Slater sobre X (i = leeok)e
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No entanto, o maior interesse estd em usar a
condicdo de qualificacdo de Slater para garantir ¥, €IntY;.
Ou seja, se
18 ' . €X V(o (2 0<
(¥, flk)(.?x‘. c)(;(, (x,) %)
entdo,

(Mc€1x) (g € It Y.)

sendo essa Yltima proposigZo equivalente a y € IntY .

Para provarmos a implicaglo acima seja, para

CE€EIx *

Al {j € R™ 1y’ 4 éyf}
onde

4= g &)

2 -
87 )Jé.

0 conjunto Al' possui as propriedades abaixo:

- / ,
Ay & nBo vazio (y, € 4a,), além de convexo e fechado;

19 A/ CY, (imediato);
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'4

20 :;r; € Int A, pois ¥y, ¢ 37(, (por hipéteses) e Sr; < y‘.‘e (por

construcdo)e. De (19) e(20) vem :

-

9, € !'re&‘);l;'

Queremos, finalmente, antecipar que, dada a
concavidade de v, em Y, a hipbtese y, € IntY, é suficien-
te para garantir a existncia das derivadas direcionais da

fungéo v, em y, , como mostraremos em (30).

21 Hip8teses 2 : suponhamos que os conjuntos X - sejam caracte

rizados pelas fungdes h, : 7% _, p™¢ cbn~-

cavas, i.e,

X, = {xz ER™/ k (x,) %_0_}

L

Os conjuntos X,/ sdo tais que

(JxL-ERﬂ“)(ét' (x;)>2)

Segue, como em (17), que as fungdes h; satisfa

zem a condicdo de qualificacSio de Slater sobre R%,

22 Hip8teses 3 : as fungdes f, e g, sao supostas definidas no

R% e diferencidveis em X, o As fungBes h/

supostas diferencidveis em X, (i=l...k).

Essas tr8s hipdteses e mais as hipbteses de
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concavidade-convexidade (hipéteses adicionais II.1.2) ga-

rantiréio a existéncia dos vetores multiplicadores Stimos

como veremos a seguir.

‘23 Existéncia dos vetores multiplicadores associados com
g-"'gx“)=$ E—" .

- . - -C
Seja x;€R™ solugho Stima do problema Py, ,

24 Maximiza&z‘:eff (x/) s 7 () & i:

A existénecia da solugao 8tima & garantida pela
compacidade dos conjuntos X, (hipéteses II.1.2) e pela con
tinuidade das funcoes f,r (hipéteses 3). Pela condigfo ne-
cessédria do teorema de otimalidade do ponto de sela de
Kuhn-Tucker [23-;pg 79] s Jé que X+ é convexo, f,; cénca~-
va em X, , g, convexa em X,/ e g, satisfaz a condiglo de

qualificag@o de Slater sobre X, (hipbétese 1), vem:

existe /\L'GR”? tal que,
—# ;
25 (i) X; maximiza £, (x,)- /’6' [fc (x;)-—/&':‘

sobre X/ ;
-z
(ii) A, [z(-’«’:’)-/z]=0 ;

(iii)/‘é' 3

Q

.
/

(iv) /c' (-Q')é%'.
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Logo, /l é vetor multiplicador 6timo associado com as restri

¢des g, (xL) = y'.

Existéneia dos vetores multiplicadores §timos associados com

h‘-" ( X"z ?go

problemas

Da condigdo (i) em (25) temos que X,resolve o

—-¢ _
Maximizz? ]ft (x‘-) _A ’ [ /5 (.z[)- /’é ] Ja é"a;-)z,g

onde)\ satisfaz as condlgoes (ii) e (iii) em (25),
Da, hlpétese 3, £, (e )_,)\ [ (o)- yé]e h, (.) sfo definidas

¢ (o) e £:(, ),4/’ [ g; ()- :Q] sdo diferencidveis

-
em ic«e X'y e h, satisfaz a condigao de Slater sobre nﬂwﬂﬁi
(hipdtese 2) logo pela condiclo necessdria do teorema de
Kuhn-Tucker, temos:

Existe /‘Zc- €R7¢ tal que,

(1) t(-) /Yt - () —tVé —)'t
1 ﬁ xé' - V/c . ././(é. t' (,Zé ".9 3
(11)/( [é (x)],. o,

As condigoes em (28) garantem, portanto, a exig

t8ncia dos vetores multiplicadores étimos associados com as

restrigoes h, (x/)%g.
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De (23) e (26) conclufmos que os conjuntos dos

vetores multiplicadores associados &s restrigoes gl'(x")éﬂ
¢

e hx;/)yode Pg, , ficam, consedquentemente, caracterizados

pors:
_ £, T¢ - =t - t
1)V £ () Y 90 G4 po NV (Z)=g
_#¢ T2 -\ -
(ii)/(l' [ﬂ (.:::J.Lo A //4‘ [}; (xt)-/&, =0 )
(iii)//(:-7z/g A 4)/9;
(i) /. £y o N o (Z) $ 7.

A seguir expoem-se alguns resultados a respei-

to das derivadas direcionais das funcGes pertubacgéo V, .

Derivadas direcionais das funcoes pertubacao

Fungbes clncavas possuem derivadas direcionais
em todas as diregoes e em todos os pontos interiores ao
seu domfnio onde s3o finitas. Em tal caso, a obtencdo das
derivadas direcionais reduz-se a um problema de minimizac@o.
Supondo-se vj(?") finita, com §¢‘€ Int¥, , se v’ (Sr',;;gé. ) fér
a derivada direcional da func8o pertubag@o no ponto j e na

diregéiozd-e,?”’ y temos:(ver apéndice A) :
- ) ¢ N
VE',(/" / fe') = min {/éé 2; //éé' é supergradiente fie
ZZ'(‘JW /Zt/

Nesse problema (31) o minimo sempre existe,
pois/if'(zc' & continua (pois & linear) e o conjunto dos su-

pergradientes de v, (.) em i é ndo vazio e compacto (além
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w N *
de convexo)e J4 que o minimo ocorre para um/?.é'l{"", vem?

7 G 7= ‘7

Depreende-se de (32) que a diregfio que maximi-
za a derivada direcional num ponto y, €R™ & a direcdo dada
por um supergradiente da fungio pertubagdo em y, , O que 0
torna uma generalizacao do gradiente. Resulta daf que se
perturbarmos as restrigdes g;/(x/)¢ y, do problema ij't. na
direcao desse supergradiente, ob*t;‘gremos a maior variacao lo
cal no valor §timo do problema Py . Essa idéia é interessan
te e valoriza sobremodo o conceito de supergradiente. Ainda
esse fato torna-se mais evidente se a fung2o Vv, f8r diferen-
cidvel em 3_’4 y O que ocorre se, e somente se, tiver um Uni-
co supergradiente nesse ponto; nesse caso, para qualquer 4di

reg&o;/ € R M(y;é' IntY,”), vem,

- L )
0{".) (,Z’f/c')zﬁ[ /gc

ondej;&(; representa o Unico supergradiente, chamado, nesse ca
so particular, gradiente e indicado por Ve (y}) « Parece a
gora bem mais evidente que a diregdo que maximiza v,)g/:} .)
é a direcgao de/%‘e:vaz. 975') « No capfitulo IV exploraremos es-
se ponto de vista, bem como depreenderemos quando a diferen
ciabilidade ocorre.

0 teorema que segue mostra como se obterd a de-
rivada direcional da fungfo pertubacdo Vyno ponto ¥.€ Int¥e
e em qualquer direcdo, bem como as hipbéteses que garantem a
sua existéncia e transformac@o com base nos vetores multi-

¢
plicadores 6timos associados com as restricoes de Py('.
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Esses resultados serao utilizados na secgio seguinte para
obtencao das derivadas direcionais constantes da formulacao
do critério (40),

- . -2 — ~ ._('
_ Teorema:ill ipg 5] .Seja X solucao étima de Py. s sendo vAli

das as hipbteses 1,2 e 3, Entao pars ’codoj €Er”
a(c /j‘) é 1gual ao valor 6timo do programa linear:

13

M1n1m1zar ’{4/ L. a

&%

v/ G- 1P g Gy pf Iy (F)=e
I Ly =

/j y; (,2;;):0

Demonstracdo . Da hip§tese 1, da existéncia da soluglo éti

ma para P§. , usamdo as observagdes (30) sobre fungdes cén-

cavas, para uma direcdo /‘«e,}{”" dada, temos:

0;'(/;- j/c’) = miné;"//o[ é supergradiente de @*W%}

Por outro lado, como sdo v4lidas as hipdteses 1ls2 e 3 e
mais as hipbteses de concavidade—convexidade, aplicando-se

o teorema 4, vem:




-

étimo de Py associado com ? (x; )€ ?}
14

ou ainda usando (29), v&-’ (3, ; z:) é o valor 6timo do pro-

grama (34), o que completa a demonstrac8o. A

Escrevendo (34) na forma matricial de progra-

: .
ma linear (mi_p{actc e X3 0 A x*A:b}), temos::

' t: t
35 Minimizar[)gu'/.(‘. ] 3,’_ Sea /\i >49 A/Lt.: %Q
‘ )i/"r ' 0

64

A ] [va) -7 o | [rflold]

-Vh(Z)i @ 1h &)

Antes de eliminarmos algumas restrigdes do pro
grama linear (35),lembramos serem conhecidas as solugdes
Stimas i‘idos subproblemas P‘S’: s antes de se resolver o
programa (35). Nessas condig¢Ges, pode-se determinar quais
vinculos 8y (i =eeek) e h;;j (i = 1...k) s8o inativos em
x;(1i = Tessk), 0 que implica na exclusfo das condigdes

de complementaridade (29-ii) de (35), j4 que:
(£)-y <0 ==y \. =0
36 & )%} i
37 h@j(fc)>0 — Mij =

IIT.2
v(_ (7 }) m:m{A Zy; ,l é um vetor multiplicador
e, com elas eliminam-se os gradlentesvz th dos vincu~

los gj tais que (36) e (37), mantendo-se em V?(x )

J
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e Vh: (%) somente os gradientes dos vinculos g e h,;j ati
vos em X, ; ainda das condigdes (36) e (37) manteremos em
).,_-e J somente as componentes nao necessariamente nulas;
ey finalmente,em .z; somente as componentes correspondentes
aos vinculos g;; ativos em X ,i.e, tais que & (x¢)=y
As componentes zg retiradas do programa (35) receberzo

tratamento especial apresentando em IV.2.Um tratamento

simplificado dessas componentes serd visto adiante, nes-—

ta seccao. Assim sendo, (35) é escrito na forma abaixo:

o t _
Mlnlmliiz‘: [)LL-E/(L:] i: Sea )LL %0 A/Ji%Q
t: +. - +
Al g ] - v
-Vhi(x;)

0 valor 6timo de (38) nos ministrard a deriva-
da direcional da fungBio vy no ponto J€ IntY - e na dire-
¢do z; € R™, originalmente proposta. '

Como podemos perceber, esse programa (38) nao
se apresenta numa forma adequada, pois a direcgao z; apa~-
rece como coeficiente de custo, parametrizando (38).

Se nosso intento f8r maximizar a derivada dire
cional v¢' (3, 5 o) teremos, praticamente , uma infinida-
de de direcOes a testar, o que, obviamente, é inadequado
Por essa razdo, ao problema (38) se aplicard a técnica
de manipulagfo chamada dualizac@o, resultando um problema
em que a direcao aparece, convenientemente,como vetor va

ridvel,

Dualizacao do programa linear,

A dualiizacg8o do programa linear (38), levard
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8 possibilidade de se considerar a direcdo z como vetor
varidvel. Por outro lado, essa técnica de manipulagdo §
plenamente justificédvel, j4 que pelo teorema de Dualida-
de em Programagdo Linear, o problema (38) tem solugéo 8ti
ma se, e somente se, o seu dual também tiver, sendo que
nesse caso os valores 6timos coincidem. Esse resultado é
altamente desejédvel o que torna satisfatéria a manipula-
¢lo, pois por hipbtese Y €IntY, e da concavidade de v te
mos garantida a existfncia de w}(i;g} para todo z¢, como
destacamos em (30).

Seja w; € qu vetor de varidveis duais.Dualizan

do-se (38), vem :

+
’ Maximizar Vf (EZ)OJL‘ Se8
¢

604',},:
--Y&&,ffilu W, § --ji_
Vh (%) Q
ou, entdo,
t
39 Maximizar V (x‘.)wt, Se.a
wi,3. N

t —
X, ), < " Lac %.)=
V?Z‘j (x;)w; - Zg o ot lais que ?f'/' (X.)= zj :
t ‘ =
Vhf/ (X )w; €0 fawa tacd que jzcj (X )=0.

Portanto, encarando z,; como vetor varidvel,fa-

cilmente depreendemos que a solugao étima do programa
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(39), conduz & obtencio da direcdo que maximiza \;-’(jr;“.‘ o)y
e o valor do referido programa o valor mdximo da derivada
direcional.

Baseado nesse importante resultado, partimos
para seccdao 3, que cumpre com o objetivo do presente capf-
tulo: dado yé€ Rbc’;bter uma boa diregdo vidvel para o progra
ma (1).

SECCAO 3 - ESCOLHA DE UMA BOA DIRECAO VIAVEL PARA O PROBLE
MA MESTRE, OTIMIZACAO UNIDIRECIONAL.

Caracterizemos o que se entende por boa dire-

cao vidvel para (1). Seja y= (ljfu ceny 5& )é‘Rk".‘ Uma dire-
c8o vidvel de crescimento para (1) em ¥ é um vetor 3Z =

- — k
:(Zi,...,Zk )GRmtal que:

(i) viabilidade 3 |
(39)0)(}7-/-9/. é vidvel em (1), i. e,
GQ>O)((§(}_,_9/:.)\\(5) sendo © real

(ii) crescimento:

K K
(Fhrowoe g )(E o (7 467 % % (4))

=¢

onde Ae@sdo reais.

0 critério utilizado para obtencao de uma boa

direcio vidvel de acréscimo, resume-se na direcao vidvel

que maximiza a derivada direcional da funcdo objetivo de

£
(1),20[‘(/}; .) s emy. . Ouseja, uma direcdo

=
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K, .
2= (2, , eoe , z JER stal que resolva o problema abaixos:
K

Max:.mlzar Z %/ /‘: S.a

K

K
Z jy\(o para J tal que 2 ‘:/ /

-
Py

lZz/l £ 1 para (=7..K e /l: 1...

A condigéo (41) garante a viabilidade da dire-
cao 2z, j& que seE Yy = b/ para algum j , existird €R

tal que,
K

,-__Z:(//’H&/'/) Z‘i/,n&Z;/ \Z 7_4/

—I

Sei§ yJ<

tal queZ(yJ.szy )RS by . Estd, portanto, garantida por
(41) a Viabilidade da direcéo z €RX™

A condica@o de crescimento, nesse caso mixi-

b/ para algum j, sempre existird €

mo crescimento local, fica evidente da prépria filoso-
fia do programa (40).
A condicao (42) leva em conta a homogeneida=-

de de v,"({rt.; z/), i.e, se

%”Cﬂ}/jz) = fisn % (5 + 600~ % % 7

&->+0 7o

entdo, segue imediatamente que

& >o)[01.’"/%’/‘ ?’a):gﬁ// C/};/;‘.)] ,
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fato que define a homogeneidade de grau 1 da derivada dire
cional, Assim sendo, notamos por (43) que conseguimos au-
mentar o valor de v;’(i-; z¢ ), aumentado-sed (i.e,obten-
do-se série de vetores paralelos de norma crescente com@).
Evidentemente isso é ndo desejdvel. Assim sendo, restrin-
ge-se z ao conjunto compacto que contém a origem,em seu
interior expresso mediante (42).

A garantia do valor 6timo fimito para (40) re-
pousa na condicdo 3756 IntY; (i = 1l...k), j4 que se supde
v (y, ) finita (i = 1...k).

E, destarte, a possibilidade em se obter as
derivadas direcionais médximas por (39) que vitaliza o cri
tério proposto em (40).

Uma série de propriedades associadas com 0O
programa (40), segue:

(a) o programa (40) & c8ncavo pois vé"’(@;.)

é cBncava;

(b) 2=Q (i.e, a direcdo nula)é vidvel;

(¢c) o valor étimo de (40) & nio negativo;

(d) wvalor 6timo de (40) é nulo se, e somen-—
te se, n2o houver diregdes vidveis de cres
cimento;

(e) qualquer direcdo vidvel cujo valor da fun-
cao objetivo de (40) seja positivo, minis-
tra direcao vidvel de crescimento, e vice-
versa.

Empregando o resultado (39) em (40), vem :

2
Maximizaz'ﬁg'ijQ}QJa%- S. &
WE (=
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t _ . .
45 Y/‘/ (x) Wy — Z;, & o 7para i=l...k e j tal que

RIS

¢
VG Lo paa ztoke) Gl gue
by (Z)=0,

K £
?é; 2y €o ;6awa.~/'ié/:7az ;g;‘éZ/.z é&'
lzy 1€t pata boob o e Tk ).

Conclufmos, observando-se (44), que de sua so-
lucao 4tima obteremos uma diregao vidvel para (1), que le-
va ao maior incremento local da fung@o objetivo de (1), re
sultado a que nos propusemos obter nesse capitulo.

Notemos que (44) é um programa linear com blo-
cos na diagonal e restrigdes de acoplamento, sendo, conse-
quentemente, interessante o emprego de técnicas especiais
para a resolucao desse programa linear (por exemplo, mé to

do da decomposicgio de Dantzig Wolfe).,

Varidveis 2
("4

Geoffrion [11; pglr,] observa que as varidveis
2 nio constantes de (45) podem ser fixadas no valor -1
e retiradas do problema. Como serd exposto no capitulo

IV, obteremos forma diversa de manusear as varidveis zZy

niao constantes de (45).
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Notemos, finalmente, que o programa linear nao
inclui restrigdes de n3o negatividade como usualmente ocor
re, fato facilmente contornado substituindo-se cada varijg-
vel do programa linear (44) pela diferenca entre duas nfo

negativas.,

Otimizacao unidirecional

Originalmente, i.e, em[11 ], nao foram impostas
condigoes de compacidade sobre os conjuntos X/, e portanto,
nao se garante o resultado que abaixo depreenderemos,

Obtida a diregdo vidvel Z= (Zy, «.o, Z )¢ @™,

deparamo~nos com 0 problema mestre restrito:

Maximiz;.r § A 9/:) Se8

’4
L (Gres) €4
=1

Para melhor entendermos o significado das res-
'trigoes de (46), explicitemos as restricdes relativas aos

conjuntos Y;, reescrevendo (46) abaixos
£

Max:.mlzar Zo}{/;é)@ Sea
Z (‘4 9‘/) A

(et [Gaegie.]
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Inicialmente, voltemos ao problema mestre (1)

e provemos a compacidade de seu conjunto vidvel conso-

ante o lema abaixoe.

Lema: o conjunto widvel do problema mestre,

YNy

Kk
onde P ={9€RKMI Z!%‘?} é compacto,

Cad

Observac@o: a compacidade dos conjuntos X,/ foi imposta em
II.l.vZ.

Demonstracdo. Como a fungéo g,(i€I,)é continua em X; - cam

pacto,cada uma de suas componentes gd (j=le..m) também o
serd ; logo existe o minimo para tais funcles em X;, ou

se ja,

Gxtj’é)(i.)(%j (x() =min 9if (xt)) para

i=leesk € j‘=‘1.oom'0
Se 1g 2 [g,‘lA (XLL),---,ng(xtmi] € R" entdo
(i€ 1) (ry v (ti ¢ i)

| km. km,
Logo,se L42(1, 40491, )€ R decorre para y= (y‘d,...,yk YER

ques

(VyGY)(Lv $Y)

Por outro lado, como yez de (50) conclufmos que:
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fier) (rye 2)0n¢ b-;g)

K k-4 J#C
logo se |, 2 (b-zgj ) eee, b _ JZ;[J‘)Q]QK“; decorre que,
J=2 =

C’fye Z)(y\éLz)

de (51) e (53) decorre, finalmente:

(e a Z)(u\&yé Lz)

ou seja, qualquer y vidvel no problema mestre (1), tem ca-
da uma de suas componentes entre as correspandentes compo-

nentes dos vetores Lj e Lal, ou sejas

LiJ \<ﬂJ < LZJ' J=1 cor Km,

para todo y = (91),..)9Km) vidvel no problema mestre,

Ressaltamos, no entanto, que o conjunto?tal

que

1 -_—.{':IERK"M lLigy ¢ L2 }

com o sentido anteriormente exposto, ndo representa, em
geral, o conjunto vidvel do problema mestre, sendo védlida

a relagao abaixo,

Yny c¥®
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T4

de. onde se conclui a compacidade do conjunto vidvel do pro
blema mestre, dado que o mesmo & fechado (Y é fechado e
2. ¢ fechado conduz aYnZ fechado).
A
Voltando ao problema mestre restrito (47), para

¥ e Z fixados, dado que:
K
[perR™Grez)e v } N {yer™ LZL (Yi+e30¢ b)

é subconjunto fechado da regiZo vidvel do problema mestre,
concluimos, pelo lema (48), a compacidade do conjunto em
(54).

Conseqlientemente, as restrigoes de (47) defi-
nem simplesmente um intervalo compacto para €.Seja 8 o 1i

mite superior desse intervalo.Definindo()”(.) por meio de

k
"V(G):Z v (g{;i-egé) paraB€ [0,6]
=1

resulta o problema equivalente a (47)

Maximizar Y (®) s.a Q€ [0,5]
6

A funcao ‘/’ (.) & cBbncava em [O,é] pois &
soma de fungoes \A cBncavas nos subconjuntos convexos de
Y, .

Dois pontos fundamentalmente imporitantes refe-
rentes ao problema mestre restrito (47), merecem ser ana-

L

lisados:
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-eliminacdo dos pontos fronteira de Y ;

-existéncia da solucdo 8tima para (47).

Eliminacdo dos pontos fronteira de Y.

0 valor de © gme limita superiormente o inter-
valo em (55), pode levar a um ponto S’H-é% pertencente &
fronteira de Y. Como as condigOes para existéncia da dire-
cao vidvel 6tima exigem que y € Int Y, introduz-se uma per
tubagdo na busca unidirecional, que consiste em escolher
um ponto préximo ao étimo,se este estiver na fronteira de
Y.

0 intervalo [O,é(l-'Zﬂ, onde'G € real positivo

suficientemente pequeno,define o conjunto
Km,, - - ~
{HGR |y=9+-9(1'3)§ para @€ [0;9]}

contido no i%terior de Y, j4 que Y é convexo.Nessas con-
digoes, como)vg (.) & cbncava em Y, é continua no interior
de Y,e ’portarﬁ:o, continua em qualquer subconjunto contido
no interior de Y. Ou seja, (/1 (+) é continua no conjunto
compacto [0,5(1—-‘3)] .Conclui-se,portanto, a exist@ncia do
6timo para o problema mestre restrito G -pertubado.

Assim procedendo, mesmo que o dtimo esteja na
fronteira de [0,5(1-'6)] sise,

¥ @us-2)zmax_¥eo)

e € [10,8(1-2)]
nao haverd problemas, e o algoritmo pode ter sequéncia, j4
que o ponto F+ 6(1-B)Z gerado pela otimizagio unidirecio-
nal, estd sempre no interior de Y, o que garante a aplica

cdo do programa (44) para se obter uma nova diregdo vidvel
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na busca do 4timo.

Finalmente, ressaltamos que a [4 ~-pertubacao
nao é necessdria para garantir a exist@ncia do Stimo de
(47), o qual sempre existe,pois o problema mestre possui
como jé comentamos, solucgo 6tima, e portanto,tp(e) é su
periormente limitada em [0,5] s possuindo consequentemente,
soluc@o 6tima nesse intervalo.

A G -pertubacdo propicia,portanto, a obtencdo de
um ponto que esteja garantidamente no interior de Y.Esta
condiggo foi imposta para obtermos nova direcdo vidvel no
ponto encontrado da otimizagdo unidirecional, segundo o cri
tério considerado.

Essa forma de proceder , segundo Geoffrion[ll],
gera uma solucdo vidvel arbitrariamente préxima & frontei-
ra de Y, se a solugdo 6tima do problema mestre pertencer
& fronteira de Y.

A inclus3o desse procedimento parece-nos cri-
tico para a converg@ncia do algoritmo.No entanto,dada sua
simplicidade, e as candigOes que garante, pode ser admiti
do antes de se tentar introduzir qualquer outro procedimen
to complexo.

Tais procedimentos terao de prever o comporta

mento das funcoes Vo nas fronteiras dos conjuntos Y; .

Subproblemas.

Obtida a diregdo vidvel z a otimizagdo unidire
cional leva-nos & resolucaoc de uma sequéncia de subproble-
mas.

A soluczo 8tima obtida desses subproblemas €

garantida,dada a continuidade das funcgGes f; nos conjuntos
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compactos

{x( € X! I9L'Cxi,) Y -0-9(“'@3}

ndo vazios para quaisquer € [019(1'5)] , j4 que

(¥9€ [OIG-Z)é])(H-a'+e (1-8)5 €Y )

Conforme [ll J, a forma mais fédcil de resol-
ver-se o problema unidirecional, &, possivelmente, empre-
gando-se técnicas de programagdo paramétrica, visando
obter as solugdes dos subproblemas P%,egc' ~  @-parametriza

dos,

Maximizar f£(x;) sea q;(x) £ §; 4+ 03¢
X eXe ' 9 ML 5

aumentando-sefde pequenos valores e ao mesmo tempo manten—
do-se a otimalidade dos subproblemas, cujo valor Stimo € o
valor de vy
programacgao paramétrica ndo forem disponfveis, pode-se

no ponto y,+6 Z; . Se, no entanto, técnicas de

obter bons resultados com o método de busca unidirecional
de Fibonacci.

Em qualquer dos casos acima, deparamo-nos com
série de subproblemas que, para cada incremento em 6 , po-
dem ser independentemente resolvidos pelos métodos que
melhor se lhes ajustem.

As solugbes Stimas dos subproblemas € - parame

trizados, correspondentes ao valor de © que maximiza o0 pro
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blema mestre restrito (47), serdo utilizadas no cdlculo dos
gradientes dos vinculos ativos, que compdem a matriz do pro

grama linear,

Inicializacao

Para que possamos proceder como discutimos aci
ma, i.e, de cada otimizacdo unidirecional gerar um ponto no
. . . . Km
interior de Y, & mister que o ponto inicial y°€/R , este-

ja no inteiror de Y, ou seja,

(’V"‘c‘éIk)(;'°€ IntY) <=>(V£€I,<)(3x¢-€xt-)(2_ (x“)<9‘,).

Suponhamos que um ponto vidvel y=(y, 3ee0,¥,)
possivelmente na fronteira de Y,seja obtido por qualquer mé
todo. Mostraremos como se poderd obter nesse caso, um ponto
y° € Int Y, introduzindo, se necessdrio, pertubacdo no vetor
~-recursos b,

Consideremos os trés procedimentos abaixo.’

1) suponhamos que para I € I, gcj (%) <y€_} e
para todo i¢ I - {1} , ocorra gzi(X£)=yq . Nesse caso, po

demos definir a quan’ﬁidadeAy por
4
y =—(y. - & .(x))
4 kK 9§ e

e fazer

Yij =Y +Avy i€ I, - {i}
72 =y - (k-1)A4y
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obtendo,
(Y€1, )(Jxie X;) (2‘/' (x;) < 4 ).

Por outro lado, notemos que

églzs = EE:Q; + % - :E: 39.+ Ut;yﬁgf\zy- O&}fﬁj:

. il T e~y

- ¢ b
€=4 3‘/ s

Como y & vidvel no problema mestre, o ponto y tal que
(VaeTn-1{i}) (3, y‘).) Ced.k

5\. = 30 c=1... K
¢ 2y

onde, lembramos I = {1,...,m} y também serd vidvel no proble

ma mestre.

Observacao: supusemos a existénecia de somente um fndice i

tal que & (x;)< Y;; » no entanto, se a dltima expressdo ocor
rer para vdrios indices i, obtém-se um ponto y® tal que

(57) seja verificada, por procedimento andlogo.

2) suponhamos agora que

(H#ce1,) (Zy Cx;)=.?q)

Nesse caso héd duas alternativas :

k
a) seE::%i =q- , deveremos substituir o recurso p/(suposto
Csd

positivo) por b; (1+w), definindo
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7? _ 7 + b!'w w>0o t=4..K
t Yy

Segue que,

(Veele ) (3=, €X, )(% (x¢)< y;. )

Observamos, portanto, que a viabilidade fora inicialmente
violada,requerendo-se a pertubacio w. A hipbtese bj >0 pode
ser eliminada, considerando-se bj + H}-lw. No entanto, como
correntemente falamos em recursos e disponibilidade de recur

sos, preferimos, sem perda de generalidade, supor b 3 Q.

k
b) se Zy{j< by , definimos
¢4

b 2

<

AL

1]

k
=4 ?ﬁj
o

Fazendo 55_./., = y‘-j-*__‘f_)-‘_ obteremos
= ”

(VeeT ) (3 eXc) [39' (x‘-)<3¢;)

Utilizando-se esses trés procedimentos poderemos,
de um ponto vidvel no problema mestre , obter um ponto vidvel
no problema mestre porém no interior de Y, pertubando-se quan
do necessdrio o vetor-recursos b.

Na préxima secgdo apresentamos o esquema do al-

goritmo primal de direcOes vidveis.

SECCAO 4 - ALGORITMO PRIMAL DE DIRECOES VIAVEIS,
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A seguir apresentaremos simplificadamente, nao
incluindo as pertubacOes anteriormente discutidas, o esquema
do algor{tmo para obter,a partir da resolugdo do problema

mestre (1), a solugdo Stima, x™™° 3o problema original

II.1.1. A solugdo étima do problema mestre (1) serd yome,
No capftulo V, detalharemos mais o esquema aqui

apresentado.

PASSO 1. Seja y° € Int Y solucdo vidvel inicial para o proble

ma mestre (1). Resolver P§? (i=1...k) por algorf{tmos de pro

L]

macdo cdncava, obtendo as solugoes Stimas §§ .

PASSO 2,Determinar, resolvendo o programa linear (44), uma

direcdo vidvel Z (a matriz dos coeficientes para o programa
linear (44), bem como a determinacdo dos vinculos ativos,
s3o0 feitas usando-se os pontos ig obtidos no passo 1). Se

o valor &timo de (44) f8r zero, faca jh? y° e ﬁﬁg =
=(%?,...,%&), e pare; caso contrdrio, seja Z a direcdo

obtida pelo programa linear (44). V4 para o passo 3.

PASSO 3. Resolver o problema mestre restrito (47) :

k k
Maximizar Z ’2)2‘(’%62‘-) Sea Z (:7."*9‘5-") ¢l
8 (=1 ¢ 4 ¢

Seja 6 o valor de © que resolve (47). V4 para o passo 1

mudando y° por y%—é? .

No capftulo que segue,apresentaremos alguns
resultados de nossas pesquisas, ressaltando que abordaremdes
0os prdblemas da diferenciabilidade loecal das fungoes pertuba
cao Vv; , consideraremos o conceito de € ~atividade, bem como

obteremos um procedimento que visa redefinir a diregﬁo obti-
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da pelo programa linear (44) , tornando-a mais conveniente

sob determinado ponto de vista.
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CAPITULO Iv

ALGUNS ASPECTOS COMPUTACIONAIS

Introducao.

No presente capitulo apresentaremos os resulta-
dos de nossas pesquisas, visando tirar vantagens de alguns
aspectos computacionais do algor{tmo de direg¢les vidveis es
tudado.

Por essa razdo, apresentamos na secg¢do 1, COmo
pode a diferenciabilidade local das funcoes pertubacao, ser
utilizada visando diminuir o ntmero de iteragbes do algorit
mo que resolve o problema linear, bem como o espago de memé
ria requerido pelo computador. Por outro lado, apresenta-se
~um critério de ocorréncia da diferenciabilidade local facil
mente verificdvel.Ainda se expde, para o caso extremo em que
todas as fungdes pertubagic saoc diferencidveis, um critério
de otimalidade.,

Na seccdo 2 apresentamos um procedimento, o qual

chamamos procedimento de redefinicdo , que visa melhorar a

direcdo vidvel obtida pelo programa linear, redefinindo al-
gumas componentes da direcao obtida.

Finalmente, guardamos a Gltima secgao para breves
comentdrios a respeito da convergéncia do algorf{tmo.Ai intro

duziremos e discutiremos rapidamente, os conceitos de g -ati

vidade para os vinculos y; e para os vinculos gij -
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SECCAO 1 - DIFERENCIABILIDADE DAS FUNCOES PERTUBACAO.

Nesta seccgao pretende-se mostrar como se pode u
tilizar a diferenciabilidade das fungoes pertubacdo v; com
vantagem computacional, desenvolvendo-se em seguida um cri-
tério visando detetar sua ocorr8ncia, nos casos em que 0S
subproblemas sao resolvidos por algoritmos de direcoes vid-
veis.,

| Vimos que as funcgles pertubacdo definidas no
capf{tulo II, eram diferencidveis num ponto y;, interior ao
seu dominio , onde eram finitas, se, e somente se, tivessem
um fnico supergradiente nesse ponto . Pelo teorema IIT.2.6
um Ynico supergradiente equivale a existéncia de um Unico
vetor multiplicador étimo associado &s restrigdes g; ()& ¥
i

(3
de Pi , desde que P%

te com as hipéteses do capitulo III j4 que 7§, € Int ).

tenha solugao Stima (o que se garan

Portanto, caso a funcdo v, (.) seja diferencidvel

em ¥, € IntY, vem :

('VZ,(; ER™ )('U;' (:Z;Zc): V?Ji't(?") Z; )

ou ainda,
- t
(¥z.€ B™) (w0 ;20 ) %)

onde A{ é o tmico supergradiente de Vv, (.) em Yy, .
Suponhamos ser I o conjunto dos fndices das

fungdes v, diferencidveis em 7y, .

Utilizando-se o mesmo critério para obtengao de

uma boa direcdo vidvel exposto em III.3.40 e levando em con

ta o conjunto I, vem :
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Maximiz%r;'y ( ;%) +Z'y (9,2) s a
.3 {
ij §0 para j tals que E _'9' I,
i1

EMEE! para i=i...k e j=l...m

Usando-se (1) em (2) para as fungdes diferencig

.
.

veis e III.2.30 em (2) para as ndo diferencidveis, decorre

Maximizar Z Vf () w; + E A Z; s.a

Bw 4T

ara i€I e j tais que g ()7

V? (%)w; - 84 < p J q %%,

-V};j{x)wl €0 para i€ I e j tais que hl./-(;f‘.);a
' k

;. z‘./-go para tal que Zl: y"/‘ =[}.

lzzjl\‘i para i=l...k e j=l...m,

Para um sistema constitufdo de dois subsistemas,

f8r nao diferenciével e v, diferencidvel em 7§, e

se v
% respectivamente, a forma matrical das restricoes em (3)
sera
o'l viS(Z) [A| 98 | «—— coeficientesde
- custo
I} V(X)) [
I 0 4
0
-I 0 ¢ )
0 - V/M (2‘) N 2
I 0 4
0 — —
Iy 0 4
I o I [ | 0 |

[ segundo memb’roJ
matriz dos coeficientes
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Vemos claramente pela figura anterior, que to-
das as colunas relativas &s componentes de w, podem ser
suprimidas.

Fica, portanto, patente a diminuicdo do ntmero
de restrigoes do programa linear (3) em relagdo a III.3.44,
tornando menor o tempo de computacdo gasto na resolugio do
problema linear de obtenc@o da direcao vidvel. Por outro la
do, a diminuigdo do nlmero de colunas, anteriormente citada,
leva & diminuicdo no espaco de meméria necessidrio para a re
solucdo do problema linear.

Ressaltamos que a diferenciabilidade nao deve ser
forgada, i.e, se v¢(.) & n8o diferenciédvel no ponto ¥; ,
ndo deve haver deslocamento em qualquer direggo a fim de res
tabelecer a diferenciabilidade. Exemplos simplés mostram que
caminhar sobre pontos de n3o diferenciabilidade, pode ser
mais adequado (ver & -atividade no fim deste capitulo).

Frisamos, no entanto, que se a diferenciabilida
de f8r verificada, o procedimento acima mencionado, pode ser
utilizado com vantagens computacionais.

Caso todas as funcoes V; sejam diferencidveis

em Y, s © programa (3) .reduz-se ao programa (5) abaixo

K
t
Maximizar Z A% s.a

Z (=1
k k
2. 40 para j ‘tais que }E:'- = b
;g; J : 7y /
|37,$1 para i=l...k e j=l...m.

Nesse caso, i.e, quando todas as fungbes

sdo0 localmente diferencidveis, como haviamos citado em II.2

- . - - ¢ e —
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durante a andlise econfmica da realocacdo de recursos, & pos
sivel obter-se um teorema a ser utilizado como condicao de

otimalidade.

Critério de Otimalidade no Caso Diferencidvel.

Jennergren [ 17:Jcita rapidamente um critério de
otimalidade no caso em que todas as funcoes Vv; sao local-
mente diferencidveis, ndo lhe dedicando maior ihteresse. Com
base nesse critério, derivamos uma condigdo necessdria e su

ficiente de otimalidade, a qual passamos a discutir.

Teorema : suponhamos que vVv¢ (i=l...k) seja diferencidvel

em Sr: (i=l...k). Entao se

M={1,...,m} J={jlzi’/=[’/}

(3

{ 1,...,k} 2 ={Z€RWW2 é vidvel em
11.2.9}

—
]

para cada Jj € J

(%ﬁ;)(ﬁ) sdo iguais para todo i€ I, e
(g—;;)(y:_):o para todo jé J e todo i€ I,

se, e somente se, y = (J; y0.+,5 ) £6r solugdo étima para o

problema mestre I1.2.9 .

Demonstracdo. Seja V(y) a funcio objetivo do problema mes

tre II1.2.9 . Como ¥ & 6timo em II.2.9 se, e somente se,
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V' (y;2)€ 0, para qualquer z€ %2 , o teorema (6) reduz-se a:

9 <(7) e (8) ocorre} se,e somente se,«VzeZ)(V’(j;3)40)>

Passemos & demonstracao de (9).

—=): da diferenciabilidade das fungles v, em J,

decorre

m

10 V('y,z ZUN}/“«ZZ d_zf (?)27_
J=1

= (._ﬂ )(Z)z‘u
VEY S £ dyt/ /

-2 Z(‘)”‘)(y)zq + Z :(

(4)2, para todo z€
J&T =t ‘ J¢T 1o d}{)y J Z

De (7) vem :
U
11 E E ( )( 4)z, _ % ( }Zz para todozeZ
JET (=2 /

Como v; (i€ I,) é nao decrescente, vem :

12 (Vzerk)((ﬂ) )(§230)
94y
De (11) e (12) e da condicdo de viabilidade para a direcao z,

1.e,22 0 e jEJT, vem :
(i/

13 (VZEZ)(ZZ

JET =4 ayj
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De (8) vem :

14 (¥zeR™) (2 Z(a

JE¢T =4 ‘zj

)(2)2730)

Finalmente, levando (13) e (14) em (10), teremos :

(YeeZ)(V'(§;2)<0)

o que conclui a demonstracdo da condigdo suficiente.,

¢—: por hipbtese temos :

15 (¥zeZ) (V'(jiz)<0)

De (10) e (15) vem :
k

16 (VzeZ)():E o) )% ZEMJ (724 $0)

JET =4

Para todo J'€J e todo €I, e © positivo e suficiente

mente pequeno, a direcao 2z tal que

17 Biji = 650
2y =0 VieL.-{v) « ¥je m-{r},

é vidvel em II.2.9 no ponto ¥y ,i.e, 2z € Z. De (17) em (16),

vem ¢

(Yeez, ) (W gT) (6 g—-;’f;,,(z,)w)
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19

20

21
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e, portanto,

(¥rel,) (vJ'¢J)(%§?', (3 )40) .
(Vi

De (12) e (18), temos :

(Yiez, )(Vj’ﬁj)(((%;??' )(7)= 0)
g

90

0 resultado (19) pode ser usado em (16), obtendo-se :

JeT

Para quaisquer

(=4

i1 €I

queno, a direcao 2z tal

Zir' = e

Zij -6

3 =

k
EE:.EZ:(g%Z)(z)Zq £0,

e jJ€Jd

gue

j€M-{3}

& vidvel em I1I1.2.9, i.e,
Substituindo-se (21) em (20), vem

v

0 Yoy

ou,para cada

(

%
) Y

€J

ol
‘J

z €2,

)(z.,,)

e

e

)(%)e+ (S5 ) (3) t8) =0

suficientemente pe-

0 para todo i€_£ —{ f,rﬂ e todo




22

Iv.1l 91

para todo 1,i”€I_, o que completa a demonstracao da condicao

necessdria. A

Para que possamos proceder como temos discutido,
i.e, utilizar a diferenciabilidade local de algumas funcoes
pertubagdo v; , com vantagens computacionais na resolugdo
do problema de obtencdo da direc@o vidvel em cada iteracao
do algoritmo, serd importante derivar um critério para deter
minar quando a diferenciabilidade ocorre. No que segue, dis
cutiremos uma condig¢@o suficiente para diferenciabilidade lo
cal das funcdes pertubacao V; , bastante simples em ser ve-
rificada, resultando daf{ particular interesse em empregd-la
como critério computacional. Para tanto, partiremos da hipé-
tese de que os subproblemas 3% (onde i. fora obtido da o
timizacdo unidirecioral) sejam resolvidos por um algoritmo
de direcbes vidveis (por exemplo, vide Zoutendijk[38] ).

Como vimos, para se garantir a diferenciabilida
de da funcao per?ubagéo v;

i
g (x.)€7 de P temos de garantir a unicidade do vetor

em Y associada &s restrigbes

multiplicador étimo associado &s restrigbes g, (x;)¢§ ¥, de
P? (j4 que a equivaléncia entre vetores multiplicadores 6-
timos e supergradientes estd garantida pelas hipéteses do ca
pitulo III).

Para tal, coloquemos o problema Ei no formato

abaixo, mais conveniente para as discussCes que se seguirao:
o o { .
Maximizar f (x) s.a f (x)> 0 para i=l...q,
x

] n
onde, iremos supor f£° (i=l...q) definidas em R com valores

em /MR .Além do mais, para podermos garantir que o algor{t-
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mo de diregdes vidveis convirja, as funcdes £t serfio supos
tas diferencidveis continuamente no R", ‘
Evidentemente, (22) é equivalente a P‘Q: y € portan
to, com as hipéteses que impusemos no capitulo III, temos ga
rantida a existéncia dos vetores multiplicadores §timos as-
sociados 4s restrigoes de (22), o qual segundo as mesmas
hipdteses também possuird solug@o Stima. Seja X solugdo §
tima de (22). Se Ag e /li forem vetores multiplicadores _q
timos associados 4s restricles g; (x,)¢7, e h;(x)%0

de P;_ temos
(3

Qe [,\]
a't

também serd um vetor multiplicador étimo de (22) e vice-ver
sa.

| Destarte, para se garantir a unicidade do vetor
multiplicador 4timo /\[ associado &s restricdes g (x;)§ ¥
de P;;j y haveremos de garantir a unicidade do vetor multipli
cador 8timo AL associado is restricoes de (22).

Unicidade do vetor multiplicador §timo 4k para (22).

Resolvendo o problema) (22) por um algoritmo de
direcles vidveis, procede-se com as iteracdes do algor{tmo

até que o valor 8timo do problema

MaxMin <Vf£(X), B >
heS* (€T, (x)

se ja nulo, onde
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s" 4 [hER™| Ih] <4, jes. ] e
Lz {c€eN I)l"‘(x)= 0} u {o}

Este @ltimo conjunto, J,(x) , representa o con-
junto dos indices dos vinculos ativos em x incluindo-se o
indice da fungd8o objetivo.

Assim sendo, como X & solucdo 6tima de (22)

teremos :

25 Max Min <f"(3'<),:h > =0

hés* €@

A condicdo expressa por (25), exprime o critério
de otimalidade no empregéd de algoritmos  de direcgdes vidveis.

No que segue, mostraremos como a partir da reso
lucao do problema mexmin no ponto X , poderemos garantir a
existéneia de um tGnico vetor multiplicador étimo £2 .Ou seja,
de posse das informacdes oriundas da resolucgao de (24) em

X , em que condigoes

26 JNERY  ta1 que
2 .
(1) Vfme L& VF@. g
, (=1
(i1) A f4%).0 i=l...q;
(iii) £ 3 0;
(iV)f[(:E)zo i=l...q.

A condic@o (iv) de (26) pode ser dispensada j& que x §, por
hipétese, solucdo Stima de (22).

Suponhamos, sem perda de generalidade, que em
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- L ¢ . . .
X , somente os r primeiros vinculos f sejam ativos , i.e,

ft(.}z) =0 i=1co.r

f‘(;() > O i=I‘+ 1oooq_o

Com os vinculos ativos associaremos componentes
do vetor multiplicador étimo para (22),ddh; (i=l...r),nd0 ne
cessariamente nulas, enquanto aos vinculos inativos estao as
sociadas as componentes nulas do vetor multiplicador 6timo.

A obtencao de condlgoes suficientes para unicida
de do vetor multiplicador Stimo (L 53 y resume-se em trés

etapas ¢

etapa 1 : dualizag8o do maxmin (24) em X ;

etapa 2 : relacgdo entre varidveis duais do
maxmin e vetores multiplicadores
$timos para (22);

etapa 3 : critério de unicidade da solugdo
dtima de um programa linear sem

restricoes de nZo-negatividade.

Etapa 1. Dualizacao do maxmin (24) em X .

Inicialmente, transformemos convenientemente a
formulacdo do problema maxmin (24), a fim de o colocar na
forma padrac de um problema equivalente de programacao line
ar .

De (24) , temos

Maximizar h, S.a "h, = min <V f‘ (x),h >
Cho, (€T, (=)
h € s¥
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ou,

Maximizar h, s.a h, - Vf".(x),h £0 i€ J(x)
Lhy H] Q / ’

ENEE! j=l...n.

Dualizando-se (27), decorre :

t t t
0 4 w2

Minimizar O u+ 1 u 4+ 1 Se.a
watad T - -
¢ t, 3
(uo,lﬁi,uz) ¥ 0
t t
1 1 o 4 9 0 o .

V% -Tfte) v'.-Vf’(x) T -1 [T e

o . . . . .~
onde u é vetor de varidveis duais associadas as restricgoes

h, - <Vf‘(x),h> £0 , i€ gy (%) , w! vetor de varidveis du-

2 vetor de

ais associadas &s restrigdes Il , j=i...n, u
varidveis duais associadas 3s restrigOes hj>-—1, J=leeenn e
1 €R™ com todas as componentes iguais a unidade.

As restricoes em (28) podem ser desenvolvidas

como mostramos a seguir,

i N | 0 0
. u°+ - U,1+ - u2= 1

-V VR - - T I -1

{1

porfanto,
t ¢
1w, ”—i+ Qt”'z:-l

4 -
ch VAo & 4 Ut a0
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ou finalmente,

29 Z Vf(x)xz +u'- Z«"u_

Usando-se (29) o dual do maxmin (24) pode entao
ser escrito como segue
t t , .t
30 Minimizar 0 u’+ 1 u*+ 1 u S.a
waid
¢ t S.
(u" yut ,ut) 3

}:u=

'Z v f(") +u1_a3=g
(=0
0 maxmin (27) resolvido no ponto de 8timo X
para (22), terd valor &timo, hz , nulo.Peldo Teorema da Dua-
lidade em Programacgéo Linear [9;pg 116] , 0 problema (30),

dual de (27), resolvido para x=X fornecerd :
t
31 d%+ T+ 1% =0
at t t .
onde ( *wo,%ut,%ur) & o vetor dual 6timo.

De (31) e da restricido de ndo-negatividade para

as varidveis duais decorre :

e, portanto, o dual do maxmin (27) no ponto de 8timo X po

derd ser escrito como segue :
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encontrar *u’0 tal que

114
5;: vy =1

{z0
> v si@il=0
(=0

Assim sendo, a solucdo Stima do dual do maxmin
em X serd (‘uﬁ,gf,gf) .

Obtido o dual (32) do maxmin (27) para x=xX ,
passamos & segunda etapa, onde se relacionard as varidveis
duais 6timas ndo necessariamente nulas , ‘ug (i=0e..r), do
maxmin em x = X com as componentes nao necessariamente nu

t t
las dos vetores multiplicadores Stimos, (& ,0), para (22).

Etapa 2. Relacdo entre as varidveis duais 6timas de (27)
em %° e as componentes dos vetores multiplica-

dores 6timos de (22) em 4L

Os dois resultados abaixo caracterizam a relac®
entre as varidveis duais 6timas ndo necessariamente nulas
do maxmin (27) no ponto. X ,e as componentes n@o necessari- ;

amente nulas dos vetores multinlicadores 8timos para (22).

Lema 1 - Se ‘u: = 0 entao
A) existe mais de um vetor multiplicador . &timo
‘associado &s restrigdes de (22);

B) o problema (32) tem solucdo nao tYnica.

Demonstracdes . Antes de iniciarmos as demonstragbes, lembra

mos que tanto a solucdo 6tima de (32) (garantida pelo Teore
ma da Dualidade em Programacado Linear), quanto os vetores

multiplicadores 6timos associados a (22) , existem dadas as
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hipéteses dos capitulos anteriores.

Assercao A. Suponhamos, como fizemos para escrever (27),

que somente os primeiros r vinculos f‘ de (22) sejam
ativos em X .Nesse caso, das condigdes de nao-negatividade
e complementaridade de caracterizacio dos vetores multipli
cadores étimos, decorre que qualquer vetor multiplicador 6ti
mo de (22) & da forma (Jf,gs, onde QeR" , sendo associado
4s primeiras r restrigdes de (22). Seja W - (O,HEK)
solucdo de (32). Provemos que (£i+§g?t§)éﬂ% ¢ também um
vetor multiplicador 4timo para (22).

Por hipbtese, como (&f,és é¢ um vetor multipli-

cador 6timo para (22) vem :

T .
Viw L ajfa -

Como, por hipbtese, (O,“ﬁ?) é solucdo de (32)

decorre

4
Y w Va0
(=1

De (33) e (34), vem :

n . r ¢
V £°@) 4 2; Q) V@) + ;' w V@) .

- VP@s L (a+ ) Vfo-e.
{=

As outras condicoes que caracterizam os vetores

multiplicadores &timos associados a (22), i.e, ndo negativi
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t t o
dade das componentes de (LL4 "‘E ,0) e complementaridade s&o
facilmente verificadas.

Portanto, temos que existe mais que um vetor mul

.

tiplicador 8timo para (22).
4

ASSERCAO B. Provemos que o problema (32) tem solugdo nao d-

t t
nica. Seja (& ,0) vetor multiplicador Stimo para (22).Prove

mos que (K,,K,,e..,K,) tal que

i=lc Y 4

é solucdo de (32).
Usando as definigdes das componentes de (K,,K,,...

. °°K¢) vem

n
I m
K; = + .4 .
e=0 L 1 & = 1+Eﬂ 1+‘;:¢ﬂ.£(1+§&¢)=

iz

=1

Comoﬂi}o (i=le..7), venm Ki>,0 (i=0e.or).

Finalmente,

m .
E Vi Ve L ) Ve D
+2a = 1+ 30,

(=1

T_,EFE‘ (v (x)+§ Vs (x),_Q. ) =0

j4 que (&l ,9) é um vetor multiplicador 4timo para (22).De

corre,assim, que (32) tem solucdo nao UYnica.
4
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N 40 ~ ~ .
Teorema. Seja ub# 0. Ent8o (32) tem solugao UYmica se, e so
mente se, existir um Ynico vetor multiplicador étimo associ

ado &s restricgoes de (22).

Demonstracao. &—): jé que Au; # 0 , pelo lema 1, a demons

tracao deste teorema reduz-se a um simples manuseio algébri
t t
co. Seja (£l,0) o vmico vetor multiplicador étimo para (22).

Temos

’c .
3’(&fg*)€/R7’ |&l>,,g » TFE@ 4 E‘;LQ,‘, V@)=

equivale a

n U
Fderlare . L vfm, Lo L vmeg

1+ tﬂ 1 4 Y4y

equivale a il 7
H a0 ~ { <
4 n -
FweR™ | Wyo L Ve 2 41
Gt 2
onde ¢ 1 » W AL (i=1...n),

0 = =g
1+ ;ﬂi 1+ g A
Do teorema acima segue que se ﬂi, Ef) fér Sle)
lucdo tmica de (32), o problema (22) tem associado um tmico
vetor multiplicador Stimo (JZ?,ﬁs e R? , cujas componentes

nio necessariamente nulas s3o dadas por 3

£, . uwl : i=les.r

_ De (23) e (35) podemos facilmente obter o vetor
A( , gradiente da fungéo pertubacdo v; em T .

Portanto, o teorema anterior reduziu, caso Au%# 0,
a unicidade do vetor multiplicador 4timo de (22) & unicidade

da solucdo Stima de (32), que por sua vez equivale & unicida
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de da solucio étima do dual do maxmin (27) no ponto X .
Portanto, nosso problema da diferenciabilidade

da fungio pertubagdo associada 3s restrigoes g; (xi)éi de

P% , recai no problema de se garantir a unicidade da solucao

6tima do dual de um problema de programacdo linear sem restri

coes de ndo-negatividade. Na etapa 3 veremos como isso poderd

ser feito,

Etapa 3. Critério para Unicidade da Solucao @tima do Dual

de um Problema Linear sem RestricOes de Nao-Nega

tividade,

Iniciemos apresentando o teorema abaixo que pode

ser encontrado em Lasdonl:Ql;pg 161] .

Teorema. Seja o programa linear abaixo:

e e t /
Minimizar ¢ x s.a £x~-b=0.
x%Q

Consideremos a funcao pertubacio associada a esse problema :

x(y)zInf{ etx s.a x3 0 e A&~b=y} .

‘\\V

Entgo v(.) & diferencidvel em y=0 se o problema

. t
Minimizar ¢ x s.a X
J x

W

0 e Ax=b

tiver uma soluclo §tima nio degenerada .

Esse teorema pode ser aplicado para garantirmos

que o problema dual do maxmin,tenha solugdo 6tima Ynica. Ve
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Jamos como isso pode ser feito.

Do fato de que v(.) é diferencidvel em y=0 se,
e somente se, tiver um Unico subgradiente em y=0 , e da equi
valéncia entre vetor dual 6timo associado &s restricoes Ax=b
de (36) e subgradiente de v em y=0 , temos , usando o teore

ma anterior wvem :

o problema dual associado a (36) tem solugdo
dtima Unica se, (36) tiver uma solucao Stima

nao degenerada.

Consideremos agora um problema na forma como &

apresentado o maxmin, i.e,
. t ‘
Maximizar ¢ w s.a A w<sbh.
W

Supondo-se by O (o gque sempre ocorre no maxmin

(27)), introduzindo-se varidveis de folga p, temos de (38) :

L +
Maximizar ¢ w s.a A w+p=D>o.
wp

Mudando-se w por w,-w, com w ,w,20 , vem :

t
Maximizar ¢ (w,-w, ) s.a A (w,-w ) + p =D
(wf‘”f’,")ég

Esse problema (39) estd justamente na forma de (36). Uma s0
lucio 6tima nZo degenerada para (39) € uma solugdo tal que
as varidveis w,,w,,p bédsicas sejam ndo nulas.No entanto,
se (w ,w,p') f6r solugdo 6tima de (39), (W:+a,\r\;+a,pb ), cam

a> 0, tembém serd solucdo Stima. Desta forma,pode-se ignorar
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degeneracao nas varidveis W, ,W, , interessando somente o com
portamento das varidveis p Dbdsicas.

Assim sendo, aplicando-se (37) a (39) decorre :

40 o dual de (39), ou equivalentemente, o dual de
(38), tem solugdo 6tima tnica se, (39) tiver u
ma, solucao Stima tal que as varidveis de folga

p bdsicas sejam nio nulas.

Das trés etapas anteriores conclufmos : se
‘w0 # 0 , aplicando-se o resultado (40), para garantirmos a
solucao &tima do dual do problema maxmin, obtem-se o teorema

a seguir.

Teorema. Se ‘u& £ 0 , a funcio pertubagidc V; associada &s
restrigoes g (x,)§¥; do problema P;-‘. ,6 dife~
rencidvel em 7y, se, o problema maxmin (no pon-
to de 4timo para I% ) tiver uma solugdo étima cu

jas varidveis de folga bédsicas sdo todas ndo nulas.

Esse teorema encerra uma condicdo suficiente
bastante simples para a verificacdo da diferenciabilidade
local da fungao pertubacao Vv; ,podendo como tal ser uti-
lizado como critério computacional para diferenciabilidade.

Na seccdo que segue, apresentaremos forma diver
sa da discutida em III.3, devido a Geoffrion, de se operar
com as componentes z, , i=l...kx e j=l...m, da diregdo vi
dvel.

Obteremos um procedimento, o qual denominaremos

procedimento de redefinicfo , por meio do qual visamos melhorar
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a direcao vidvel obtida por Geoffrion , no sentido de evitar

a rdpida tend@ncia em se inviabilizar os subproblemas, ao mes
mo tempo que procuraremos forcar quando possivel, a alocacao

de recursos em niveis globais mdximos(i.e, distribuicfo da

disponibilidade total).

SECCAO 2 — PROCEDIMENTO DA REDEFINICZO.

Em III.3 atentamos para como Geoffrion operava
com as varidveis Zij , excluindo do programa de obtencdo.,
da direcao vidvel de cada iteragdo do algor{tmo, algumas va
ridveis Zg .Essa eliminacdo, quando possivel, e feita
em dois niveis, fixando-se algumas z¢f em -1 e outras em
+ 1, conforme discutiremos mais adiante.

No entanto, ndo nos restringiremos.a essa forma
de operar, redefinindo, apds calculadas as componentes zij
ndo previamente fixadas, aquelas componentes da diregfo vid
vel inicialmente fixadas no valor -l.

0 procedimento da redefinic@o objetivari obter
direcoes em que,sem modificar o aumento local da funcao obje
tivo do problema mestre II1.2.9 , minimize a tend&ncia de vi
olar os vinculos ignorados na busca da direcdo.Procuraremos
desta maneira obter diregSes gue penetrem mais na regiéo
vidvel, aumentando o passo do algoritmo, além de se maximizar
o total dos niveis de recursos alocados.

Fica, portanto, claro, que tal procedimento so-
mente poderd ser utilizado, quando existir uma infinidade
de direcoes vidveis , que levam ao mesmo aumento local da

funcio objetivo do problema mestre.
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Descricdo do Procedimento.

Na busca da diregd@o vidvel 2z a partir de um

ponto y , apresentada em IIT.3.44, eliminam-se as compo-
nentes zq tais que gy-(X¢)<'§. . Estas componentes de

Zz podem ser previamente arbitradas , de modo a se garantir

a viabilidade dos vinculos

'%~[$1.
= B

Z: <0 ra Jj tais que g = b
=1 A ba ! s i=1 -Z/ J

Para se obter a mdxima vantagem na escolha dos
valores dos Zq arbitrados, devemos levar em contajos segui
tes fatos:

(a) valores pequenos para as componentes Zf

(ZU =-1) d8o-nos a méxima liberdade com res
peito a (42) para as outras componentes de z: ;

(b) valores grandes (z0*=l) proporcionam as melho

res solucgles para os subproblemas pertubados
por ﬁ+-9q , uma vez que as funcodes pertuba

¢c8o sdo nao decrescentes.

Para apresentar o procedimento de arbitragem das

componentes Zgj de 2z ©proposto, inicialmente definiremos

0s seguintes conjuntos :

3(1) ={ jenl 5 (ff“i,-} i=1..k

(referiremo-nos a ewsses vinculos como vinculos 8ij ativos

em  X; )
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k
J={jeml‘};y‘7_=bj}

(referiremo-nos a esses vinculos como vinculos ativos

yg
em 5& ).

As componentes a serem arbitradas sdo as corres
pondentes a  J(i) (o traco acima do conjunto indicard o
seu complementar), enquanto as pertencentes a J(i) corres
pondem &s componentes da direcdo, a serem obtidas pelo progra,
ma linear II11.3.44 .

A determinacdo da direcao vidvel 2z serd feita

em duas etapas.

Etapa 1.

Fixam-se em

as componentes tais que j€ J(i)n J, devido ao fato (a), e

ZV = 1
as componentes tais que jé€ J(i)N J, devido ao fato (b), uma
vez que essas componentes ndo aparecem em (42). As demais com
ponentes de 2z s3o , entao, obtidas por III.3.44 .

Obtida a direcdo Z , deve-se procurar melhorar
os valores fixados por (45), para tirarmos proveito do fato

(b). Isso serd possfvel sempre que para algum J€ J :

Z,: i) { eI T )=0
g}/) Zy <L 1(j)- {ce l 2,/,0:,) 9‘./}
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onde L &, portanto, o nimero de componentes Z{f ini-
cialmente fixadas em -1 para o indice j considerado em
(47).

Nessas condicCes, passamos &. etapa 2.

Etapa 2.

Fixam-se, para cada j€ J onde (47) ocorre,

48 Ec/ - -4 4 .%E‘Z pata ( tas que £¢I(jl.

Como as quantidades L—E::EU s8o0 nao negati-
(€10)
vas para cada j€J, o valor das componentes da direcao vid
vel inicialmente fixadas em -1 , &, se possivel, convenien

temente redefinido, a fim de cumprir com o objetivo (v).

Observacao : caso 0S EU‘ redefinidos por (48) n3o pertencam

ao intervalo [—l,+l] , fixamo-los em -1 ou + 1 conforme
o valor obtido por (48) seja, respectivamente, negativo ou

positivo.

~ Na secci@o 3 abordaremos sem quaisquer detalhes,

dque podem ser considerados num trabalho mais completso , a
convergéneia do algoritmo primal de direcoes vidveis,

SECCAOQ 3 ~ CONVERGENCIA.

Quanto &s propriedades de convergéncia do al-
gor{tmo estudado , sdo ainda problemas em aberto.

Parece-nos trucial para convergéncia do presente
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algor{tmo, a consideracdo das pertubacdes presentes nas oti
mizacoes unidirecionais, com a finalidade, como vimos, de

se garantir que cada ponto obtido da resolucdo do problema
mestre restrito III.3.46 esteja no interior do conjunto Y.
H4, portanto, a necessidade de melhor se estudar os pontos

fronteira do conjunto Y.

Por outro lado, dois conceitos podem ainda ser
considerados, que repercutem positivamente na convergéncia

do algorf{tmo. S3o eles :

1) €-atividade para os vinculos Yy

.o

2) ¢ —atividade para os vinculos &ij

“-e

Vinculos 1y £ -ativos.
7

Diremos que o vinculo Yij é €-ativo se,

k
g}b}..gy‘/ a2 £50

Considerar vinculos Yy € -ativos no problema
de obtengao da direcdo vidvel III.3.44 para o problema mes

tre, significa incluir as restrigdes :

k k
E Zij £0 para Jj tais que Z zt’j—l’j 2>~€ A £50
(=1 (:1
Considerar vinculos Vij £ -ativos & simplesmente
introduzir restrigdoes no problema diretor, que garantem a
proximidade da fronteira do politopo na obtencdo da direcdo

vidvel,

Frisamos que-:esse tipo de §£-atividade nao &
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necessdria para a convergéncia do algor{tmo considerado ,
j4 que basicamente operamos sobre um politopo ( vide Zou-
tendijk [ 38] ). Conduz, no entanto,a obtencéo de direcgodes
que propiciam convergéncia ( se a mesma ocorrer) mais ré-
pida. Por essa razao, adotaremos (vide capftulo V) forma

simplificada de se lidar com a €£-atividade dos vinculos

yy .

Vinculos gy £ -ativos.

0 vinculo 85 i=leeek e Jj=le..m, é dito

£-ativo em X se,

Yy - X s E>0
£ /yl'j Z’/ (x)

Considerar esse tipo de £ -atividade no proble
ma de optencdo da diregdo vidvel para o problema mestre, sig

nifica incluir as restricOes

VZ; (E‘.)w‘--zg&o para j tais que Ea%-gq (x)
Esse tipo de € -atividade é fundamental na obten
¢cao da convergéncia de algorf{tmos de direcdes vidveis.
Hogan [16] = partir da consideragdo de €-ati-
vidade para tais vinculos, consegue provar a convergéncia
de um algor{tmo de Frank-Wolfe no caso em que a fungdo obje
tivo do problema é c8ncava e naoc diferencidvel.
Intuitivamente, a consideracao de vinculos ¢ -a-
tivos para os subproblemas ,i.e, para os vinculos gy

deteta a proximidade de " quinas " no grdfico da funcao
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pertubacao, que é cdnecava e ndo diferencidvel. Evita-se assim
a ocorréncia de fenBmenos de ziguezague devidos a nao diferen
ciabilidade da funggo critério.

A convergéncia de algor{tmos para fungoOes ndo di
ferencidveis é ainda quase totalmente desconhecida, conhecen
do-se alguns resultados para problemas de min-méx , referen
ciados em Hogan [16] .

E interessante observar que o problema de minimi
zar uma funcao pertubacao,pode ser em geral colocado no for-
mato de um problema de minsmax , apds alguma manipulacio de
vinculos, o que sugere um interessante caminho para futuras

pesquisas.,.
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CAPITULO N

IMPLEMENTACAO

Introducio.

No presente capitulo trataremos da implementa-
¢8o parcial do algoritmo de diregles vidveis estudado,
i,e, descreveremos um conjunto de subrotinas utilizadas
na obtencio da direc@o vidvel para o problema mestre
I1.2.9 .

Apresentaremos em linhas gerais na seccgao 1,
desecrigao suscinta do algor{tmo, bem como destacaremos a
4rea coberta pelo programa para computadores, elaborado
em linguagem FORTRAN, Nessa seccgdo, discutiremos o volume
informacional necessdrio ao funcionamento do programa, o
qual se detalhard na seccao 2.

A sedgido 2 descreverd as subrotinas programa-
das em FORTRAN-IV GH, visando obter-se a diregdo vidvel
para o problema mestre II1.2.9 . Introduziremos af algu-
mas das modificacdes propostas no capftulo 1V, guardan-

do-se a seccao seguinte para um exemplo.

SECCAO 1 - O ALGORITMO PARA IMPLEMENTACAO.

Computacionalmente, como j4 discutimos, serd con
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veniente resolver-se o problema mestre e daf derivar a

solucdo do problema original via subproblemas.

k
Problema Original Maximizar [Ei)f(zi) AQ ('V"dk)(’ﬁfxi)n
X H

k

A T Z(x‘) é[)~
Kk

Problema Mestre Maximizar ) Y(Y) s (’v’t‘el'k)(yf ¥)
( (

N {
(=

A ;_24[)

2 2 : EX: ) £
Func8o Pertubacio %4). Suf {](: (x;) s.a x; €X; Agl_(x‘) \ﬂ‘}
Subproblemas Pé . Maximizazf £(x;) 5.a 2:;6)(" A 2 (x‘.)éz. 3

A seguir esquematizaremos o algoritmo primal de
direcdes vidveis utilizado para resolucdo do problema
mestre (2), o qual é baseado no algoritmo  _ expos-
to no capftulo III, considerando-se algumas das modifica

coes discutidas no capitulo IV:

- £-atividade para os vinculos y“j ;

- procedimento da redefinicdo .

Nao serdo, portanto, consideradas na parte com

putacional, g f-atividade para os vinculos g,, e a dife-

y
renciabilidade, quando ocorre, das fungdes v; .NZo nos
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preocuparemos também em manusear os valores de £, que se
rao supostos dados. Note-se que as €E-atividades dos vig
culos servem somente para aumentar a rapidez do algoritmo
(ver capitulo IV).

0 conjunto das subrotinas que descreveremos na

préxima seccdo, cobrird o passo 2 do algoritmo que segue.

Algor{tmo para Implementacao.

PASSO 1. E dado y=(J, ...,3 ) vidvel em (2).Resolver os
subproblemas P} , obtendo-se as solucdoes Stimas X; . V4
{

para 0 passo 2.

Observacéeg. Suponhamos que os subproblemas sejam resolvi

dos por um algorf{tmo de direcoes vidveis de Zoutendijk
para funcoes diferencidveis continuamente. As informa-

coes que fluem do passo 1 para o passo 2 s3o @

a) ponto y=(J; yeeeyy, ) vidvel em (2);

b) as solugdes étimas X; dos subproblemas 3% ;

¢) os vinculos gq e hq ativos nos pontos X;
(essa informac@o é um subproduto da resolu-
¢do do problema de busca da direcgao vidvel

para cada subproblema no ponto X, J.

PASSO 2. Obter uma direcdo vidvel pelo programa III.3.44
substituindo-se os vinculos yy ativos por ¢ -ativos,
determinados no programa principal.Para os vinculos gqcky
consideraremos somente os ativos, sendo, no entanto,ime
diata a inclusfo da ¢ —atividade como mostraremos na des-
cricdo do programa principal (subrotina ODIVAL). Teste a
otimalidade da solugao vidvel ¥ no problema mestre; se o

valor 8timo do programs linear III.3.44 f6r nulo (nfo ha
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. ~ . g —
verd diregdes de crescimento local) faca yo™o =% e
X" =%=(Xy,+.+4%,), pare; caso contridrio, complete a
obteng@o da direg@o vidvel, usando o procedimento da re

definicdo. V4 para o passo 3.

Observacio. Na descricdo do programa principal apresenta

remos forma simplificada de se lidar com g-atividade dos
vinculos %o conveniente quando a regifio vidvel & um po

litopo.

PASSO 3. Resolva o problema mestre restrito III.3.47 .
Seja ¥+ ©% o novo ponto obtido. Trocar no passo 1y
por ¥ + 6Z.

Observacoes. O manuseio das pertubagoes possivelmente in

clufdas na otimizag@o unidirecional ,deverd ser considera

do para cada caso particular. Usando-se técnicas paramé-

tricas ou busca por Fibonacci, teremos sem trabalho extra,

a solucao 6tima dos subproblemas P%,a& , razao pela qual
4

nédo serd necessdria,apbs a primeira iteracgo, a resolucas

dos subproblemas Qi no passo 1l.

[

Subrotinas e Volume Informacional.

Das subrotinas utilizadas para obtengfo da dire

cao vidvel, destacamos:

a- subrotina principal;

b~ subrotinas satélites.

Na classe (a) inclufmos a subrotina ODIVAL que
obterd a direcdo vidvel para (2), utilizando para tal as

subrotinas inclufdas em (b)
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- PROLIN;
- DETMAX;
~ NOVIN;
~ GRAGH;
- GRAF;

0 volume informacional necessdrio para resolucao
do problema computacional de obtenc&@o da direcdo vidvel

pela subrotina principal, pode ser classificado em:

- dados de entrada;

- dados provenientes do passo 1,

Em (6) incluiremos dados inerentes & estrutura

do problema original (1):

- coeficientes determinativos das fungdes h;,
ge L s

- ntmero de subsistemas;

- dimensao do vetor atividade associado a cada
‘subsistema;

- dimensdes dos espacos dos contradomfnios das
. funcgbes h; ;

- vetor-recursos;

- recursos nao utilizados pelos subsistemas;

- £ =valores.

Em (7) serao inclufdos os dados necessdrios 2

subrotina principal provenientes do passo 1l do algor{itmo:

- pon'tO S’-=(-§1 geee ’&:‘ ); ‘
- solucoes 6timas, X,, dos subproblemas Ig;
- vinculos &y e hy ativos em X; ;
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A seguir discutiremos o significado de cada
subrotina na obtencdo da direcao vidvel para o problema

mestre (2).

SECCXO 2 - DESCRICAO DAS SUBROTINAS.

Antes de passarmos & descrigZo das subrotinas
satélites e principal, apresentaremos os tipos de fungdes
consideradas nesse trabalho. Queremos, no entanto, ressal
tar que particularidades aqui assumidas com respeito &s
funcdes, ndo restringe a aplicabilidade da subrotina prin
cipal. As funcdes como também seus gradientes s@o resul-
tados de subrotinas, sendo, portanto, fdcil a mudancga
dessas subrotinas por outras, conforme a conveniéncia do
usudrio. Por essa razéo, preferimos o programa subloca-
do,i.e, o programa constitufdo por série de subrotinas,o
qual permite facilmente a mudancga de qualquer particula-

ridade assumida no trabalho computacional.

Funcoes Vinculo.

Tanto as funcgoes gy como as funcoes hy; serao,
como jé mencionamos, definidas em ﬂ?wcom valores em IR .
O nfimero das funcgoes gij 9 para cada subsistema, serd no
médximo m, dimensi@o do vetor-recursos.Poderd, no entanto,
ser menor que m para um subsistema ,se o mesmo nao utili
zar determinadas componentes do vetor-recursos b. As fun
goes hgsao, para cada subsistemas, em nlmero qualquer.

Assim sendo, sejam os parfmetros presentes na

subrotina principal :

S - nimero de referncia do subsistema;
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dimensdo do vetor-recursos b;

nimero de subsistemas;

lista de tamanho KS; L(S) representa o nd
mero de fungoes gy ndo identicamente nulas
associadas ao subsistema S;

lista de tamanho KS; M(S) representa o ni
mero de funcdes h associadas ao subsis-
tema:S;

lista de tamanho KS; N(S) & a dimensao do
espaco do vetor atividade associado ao sub
sistema S;

lista que contém os {ndices das componen-
tes do vetor-recursos nao utilizadas pelos
subsitemas; essa lista & formada de KS par
ticoes cada uma de tamanho MR-L(S),S=l...
«..KS; em cada particdo os {ndices apare-

cem em ordem crescente(mais a frente exem

plificaremos o uso dessa lista).

Tanto as funcgoes ggquanto as funcoes hq- serao

da forma:

ne
9 Y ¢
X, X
5 ¢t

onde xz€R ,t=l...ny, e as constantes reaisqe 8. sao da-
das pelas listas AA (CC) e BB (DD) respectivamente,para
os vinculos gy (hg ); ng & a dimensdo do vetor ativida-

de, sendo dada na lista N para cada subsistema.

Observacao.Antes de apresentarmos as listas AA e BB,note

mos que uma matriz qualquer pode ser convenientemente




V.2 118

transformada numa lista, a qual se associam duas quanti-

dades que a caracterizam:

PC -~ passo da coluna da matriz;

PL - passo da linha da matriz.

Seja a matriz M abaixo:

=
]
w o

erm

M(3,2)

A matriz M pode ser transformada na lista LM, por exemplo,

listando os elementos de M coluna apés coluna, i.e:

= (1,2,3,5,2,1)
LM(6)

Assim 'sendo, dado o elemento M(I,J) de M, obtemos o cor
respondente elemento da lista LM, usando as quantidades
PCM, passo da coluna de M, e PLM, passo da linha de M.

Optando-se por listar-se colunas apés colunas teremos:

PIM = 1
PCM = 3
Logo,
M(I,J) = LM((I-1)PLM + (J-1)PCM + 1)

Por exemplo,

M(3,2) = IM((3-1)1 + (2-1)3 + 1)=Ll(6)

Destarte, da observac@o anterior qualquer matriz

pode ser transformada numa lista através de uma relacgdo




V.2 119

biunfvoca. Essa forma de proceder utilizaremos durante

toda parte computacional,i.e, toda matriz a que nos refe

rirmos serd uma lista coluna apbés coluna.

Essa forma opcional de manipular matrizes,le-
va & generalidade das subrotinas, ndo havendo.preocupa-
coes com comandos COMMON.

As listas AA (ou CC) e BB (ou DD) terao a for-

ma abaixo:

Nl — e NE)———> —N (K)—>
AA: 1!.(') I
G0y g MR L)
e NO—— e NE—— N —]
BB= L@) s 5 s T
8 J= BB B | gargs) lL(K)
fig.1

A lista AA (fig.l) é constitufda de vdrias sub
matrizes. A primeira particdo da lista AA, refere-se 3
primeira submatriz, estando associada ao primeiro subsisg

tema .Portanto a lista AA terd KS partigdes, sendo o pri
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meiro elemento da primeira particéo AA(1l), e o Ultimo ele
mento da KS-ésima particio AA(é?N(S).L(S)),i.e, apds
listarmos a primeira submatriz coluna apés coluna, passa
mos a listar a segunda submatriz, sempre aumentando o In
dice. Mais a frente exemplificaremos a lista AA e BB.

Na construg@o do vinculo g em X ER® | a 1i
nha j da S-ésima submatriz da lista AA (vide fig.l), re-
presenta os coeficientes das componentes do vetor ativi-

S

dade x>, sendo os correspondentes coeficientes da lista

BB, os expoentes dessas componentes, i.e,

$ s s
( ) 5 B4 o(s B B N
gsj )= % T+ ot G Kt Yy T

onde
S
‘r 3 (xf) ety xN(SJ ).

S~1
o(;i - AA (; NG). L&) 4 (I-1).pcC 4 (J-1) PLC +14 ) {=1... N(s)
=9

sendo, PCC passo da coluna da S-ésima submatriz da lista
AA e PLC o passo da linha da referida submatriz.

Vemos, portanto, que tendo as listas L e N, an
teriormente definidas, para cada subsistema poderemos ob
ter qualquer coeficiente (ou expoente) associado a qual
quer componente do vetor atividade através de (10), e por
tanto, qualquer funcao vinculo,

Na construgdo das fungdes g;; Tequer-se um cui
dado. Ele provém do fato de que certas componentes do ve
tor-vetor recursos, para determinados subsistemas, pode

ngo ter utilidade. Como dissemos no capitulo II, &y (x;)

representa o nivel do recurso de disponibilidade pi,uti—
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lizado pelo subsistema i. Se esse subsistema n3o utiliza
tal recurso, teremos sempre nfvel zero, ou seja, géi(.)EO.
Nessas condigdes, os coeficientes & em (9), corresponden
tes a esse vinculo gy serao todos nulos, ndo sendo incli
{dos na correspondente submatriz da lista AA. A indicacfo
de quais componentes do vetor-recursos ndo sao utilizadas,
é como j4 dissemos, dada pela lista IGPER.

Seja o exemplo,

123]71-1-41123

AA =4 56|81 0 3
92 3 2
fig.?2

ou, na forma de lista,
A'A' = (1’4,2’5y3’6’7,8,9,000’ 1,2,3)

Da figura 2 conforme a figura 1 tiramos:

L(1) = 2 N(1) =3
L(2) =3 N(2) =4
L(3) =1 N(3) =

Suponhamos que a dimensZo do vetor-recursos se
ja 3, i.e, MR=3.

Pela figura 2 notamos que , o subsistema 1 nao
utiliza alguma componente de recurso e o subsistema 3 nao

duas delas. A lista IGPER dard parz cada subsistema as

componentes nao utilizadas. Seja IGPER dada abaixo:
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13

14
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IGPER = (2,2,3)
g

, L SMR-L(3)

MR-L(1)

Observacado. A particdo referente ao subsistema 2 em IGPER

]

]
)

nao existe, pois esse subsistemas utiliza todas componen

tes do vetor-recursos b.

Assim de (11) e (12) notamos que a primeira
submatriz da lista AA, representa os coeficientes de 844 1
porém a segunda linha os coeficientes de 8,3 © nao €12
(dado que o Indice 2 estd em IGPER, e portanto, o subsis
tema 1 ndo utiliza essa componente do vetor-recursos).Pa
ra o subsistema 3, os coeficientes em AA correspondem a
g,, Ppor mera casuvalidade.

Esse fato, i.e, nao utilizacio de determinadas
componentes do vetor-recursos b, leva-nos,mais adiante,
a definir a lista TALG.

Como vimos, portanto, a descricdo das funcgoes
vinculo &) (hU ) sao feitas pelas listas AA (CC) e BB

(DD), que serao lidas no programa principal.

Funcoes Objetivo.

As fungSes objetivo aqui eonsideradas serao da

forma:
27!{1‘1 p‘é‘i
e +4 E Xt Xt (n,+1)
5 ’ Pe-1 t=n,2
“’t x t-1 + “_L e

onde x¢ €R, t=l...ng, % e Pt s8o constantes reais dadas

respectivamente pelas listas EE e GG, e ny, é dado pela
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lista N. As listas EE e GG terao a forma:

2.N(S)+1
EE = l
L__; ULTF(S)-i) .
* . . ' u
= ey L ULTF (ks h)
e fommm e
GG = 2.NG)
fig.3

Cada submatriz coluna da lista EE possui os coe
ficientes q@ referentes & funcéo objetivd de um determi-
nado subsistema, e cada submatriz correspondente na lista
GG os expoentes Pr .As submatrizes colunas tanto em EE co
mo em GG sao listadas colunas apds colunas, como em AA,

0 primeiro elemento de cada submatriz em EE €&

um indicador da existéncia ou n3o da parte exponencial,

“i.e, se &, =0, observando-se (14) , ndo existird a parte

exponencial , sendo que os coeficientes nas submatrizes
em EE correspondem ao termo polinomial. S&o possiveis ..~

ainda duas outras variantes:

- existéncia das partes exponencial e polino-

mial;
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16 - existéncia da parte exponencial somente.

Observando-se (14) e a figura 3, depreendemos
que a funcdo objetivo do subsistema S, enquadra-se em
(15).

No caso (16) % # 0, mas o ntmero de termos na
submatriz em EE serd menor que 2N(S) + 1 (vide fig.3), e
o nlimero de termos na correspondente submatriz em GG serd
menor que 2N(S).

Para sabermos, baseado no nimero de termos deg
sas submatrizes, quando % # O, se a funcdo objetivo pos-
sui ou nao termos polinomiais, definimos a lista ULTF de

tamanho KS+ 1, a ser lida no programa principal. Sendo:

ULTF(1l) = 03

ULTF(2) = Indice do Giltimo elemento da primeira
submatriz em GG (vide fig.3);

ULTF(S) = {ndice do Bltimo elemento da (S-1)-

-ésima submatriz em GG;

ULTF(KS+ 1) {ndice do ¥dltimo elemento da KS-ésima

submatriz de GG.

Assim sendo caso &) , para o subsistema conside

rado seja nfo nulo, verificamos o valor de:
Q = ULTF(S+1) - ULTF(S) - 2N(S) -1

Se Q f8r nulo entdo a func@o objetivo do subsistema S pos
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sui as partes polinomial e exponencial. Caso contrdrio,Q=0,
i.e, a parte polinomial nao existe.

A seguir exemplificamos essas variantes. Seja
0 nimero de subsistemas KS=3, e as listas EE e GG dadas

abaixo ¢

1 0
3 2 1
4 5

EE = |3 6 GG 2
2
1

i
o ~1 o8 U N

o 3 OO0 U N W

W O PN & I B

ou na forma de listas teremos,

EE
GG

(1,3,453,2,1,2,444,2,5,6)
(4’59697’8’4’5’""1’3’2)

]

Suponhamos ainda a lista N dada a seguir:

N(1) =5 N(2) =3 N(3) = 3

Observando-se as listas EE e GG dadas acima,

"concluimos

ULTF(1) = 0
ULTF(2) =
ULTF(3) = 13
ULTF(4) = 17
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Assim sendo, vem :

3xf+ 4x5 + 3x_f + 2x] + 1xy
f, (x')=1.e

5 6xf’+ 7xj+ 8x§
£, (x®)=3x' + 4xz + 5x¢ + 2e

3 1 3 2
£, (x )=2x1 + 5x, + 6xj3-

As funcoes objetivo ficam, conseguentemente, de
terminadas dando-se as listas EE, GG, ULTF e N, que serao
lidas no programa principal.

A seguir trgtaremos da descricdo das subrotinas

satélites e principal.

Morfologia das Subrotinas Satélites.

As subrotinas satélites, como j4 mencionamos,

s50 : PROLIN, DETMAX, NOVIN, GRAGH, GRAF.

PROLIN.

Utilizada na resolug@o de um problema de progra

macao linear da forma :

Maximizar ¢ x s.a Mx¢ b
x
onde xéRn, pER™ (sendo, portanto, M matriz mxn), através
do método Simplex Revisado[9;Pg13ﬂ.Consideraremos b>» 0.
A consideracdo b30 para nés ndo particulariza
em nada o problema que propusemos resolver, i.e, obter

uma diregéo vidvel para o problema mestre (2), pois no
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problema linear III.3.44 de obtencado da diregdo vidvel
sempre ocorre b30.Como em III.3.44, ndo se incluem em
(17) restricdes de nao-negatividade.Nessas condigdes, con
sideremos o problema modificado de (17) pela mudanca de

varidvel a seguir :
18 X = Xg = X4 x,3 0 x,30
De (18) em (17), vem :
Maximiiaxr ct(xz-xf) s.a M(xz-x,)é ba X,2002%20
I~

ou, equivalentemente,

19 Maximizar [ct -cij [xz_] S.a [M -M] [xz] £0b
X4 X4
{Z 30

Consideremos a varidvel & |,
20 &= (Xz ’Xi)
obtendo-se de (19)
21 Maximizir [ct —ct]O’ s.a €30 [M: -M]o'§ b
0 problema (21) equivalente a (17) (pois as mu
dancas de varidveis obedecem a relacdes lineares),tem

suas solucdes ligadas pelas transformacoes (18) e (20).

0 problema (21) pode entl2o ser resolvido via Simplex Re-
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visado, obtendo-se dai a solugdo 8tima de seu equivalente,

(7).

Solucao do problema (15).

A subrotina PROLIN efetua a partir de (17) as
mudancas de varidveis recaindo no problema (21), o gqual
é resolvido pelo método Simplex Revisado. Obtida a solu-
¢éo de (21), a prépria subrotina PROLIN deriva a solugfo

dtima de (17).

Parfmetros da Subrotina PROLIN.

Descrevamos inicialmente os parfmetros que s3o

os dados a serem lidos no programa principal.

Dados Lidos. Suponhamos ter o problema (17).A matriz A

que serve de dados para subrotina PROLIN é dada abaixo :

0 |cy gj=—— coeficientes de
_ | bg custo
bm

L——> componentes do vetor b.

Lembramos que A deve ser lida na forma de lista
coluna apbés coluna., A primeira posigado de A, A(1l), ters
inicialmente o valor nulo.

Além de A serao lidos os parfmetros :

N - nmero de colunas da matriz M;




23

V.2 129

M - nlmero de linhas da matriz NM;

PLA - passo da linha da matriz Aj;
PCA - passo da coluna da matriz Aj;

EPL - zero computacional.

Como para A usamos a forma de lista coluna apbs

coluna, vems?

PLA
PCA

1
Mm+1 .

Parfmetros. Dado que haveremos de obter a solugdo de (17)

via (21), a subrotina PROLIN transforma a matriz A , obten

do uma nova matriz A dada abaixo ¢

O 01 oo (;n "Ci s e e "'c,n
by

A =12 M -M
b*m

correspondente ao problema (21). A subrotina PROLIN opera
sobre a matriz A em (23), gerando no 1ﬁgar dos coeficien
tes de custo, os coeficientes relativos de custo,no lugar
do vetor b a solucio vidvel,e na posicdo A(l), o valor da
funcdo objetivo para essa solugio vidvel.Abaixo descre-

vemos oS parfmetros referindo-os ao problema (21) :

J1 - dimensdo da lista Aj
B - matriz (M+ 1)xM gerada pela subrotina PRO

LIN correspondentes 3s varidveis de folga:
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0 cos Q |J=——* coeficientes de cus

to das varidveis de

folga.

onde I é a matriz identidade MxM;

JB - dimensdo da lista Bj;

C

Jc

IVNB
JIVNB
IVB
JIVB
TIPO

Ll

JL1
L10

L2

JL2
L20

13
JL3

Jg

lista auxiliar;

dimensao da lista Cj

lista dos Indices das varidveis nao bdsicas;
dimensao da lista IVNB;

lista dos Indices das varidveis bédsicas;
dimensdc da lista IVB;

indicador do tipo de solucao, i.e, TIPO=1
a solucgdo é infinita; TIPO=0 a solucdo §
finita.

lista dos Indices das colunas de A ndo bd-
sicas;

dimensdo da lista Il;

tamanho da - lista Ll numa determinada ite-
racio;

lista dos Indices das colunas de B n3o b4~
sicas;

dimensédo da lista L2j

tamanho da lista L2 numa determinada itera
caos;

lista das colunas bédsicas;

dimensdo da lista L3

lista cujos elementos s&o as componentes do
vetor & em (21).

dimensdo da listag .
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Observaqéo.mPara aumentar o campo de aplicac@o da subro-

tina PROLIN,independentemente do problema que objetivamos
resolver , introduzimos a possibilidade de TIPO ser igual
a 1, embora com as hipbéteses que impusemos nos capftulos

anteriores tal caso nunca ocorra.

DimensgOes. Esses parfmetros servem para determinar o es-
paco de meméria suficiente para a resolucdo do problema
(21). Assim sendo, para dimensionar as listas haverd de

se tomar cuidado, pois as listas anteriormente descritas
(exceto B), referem-se n3o & matriz A construida para (17),
mas & matriz A construfda para (21) . Este fato,deve-se

& maneira como opera a subrotina PROLIN : dada a matriz

A para (17), a subrotina transforma-a , obtendo a matriz

A para (21). As dimensOes podem ser calculadas pelas ex-

pressoes abaixo 3

Ji1 = (2N+1)(M+1);
JB = (M+12)(M+1);
JC = (M+1);
JIVNB = 2N;
JIVB = M;
JLl = 2Nj
JL2 = M;
JL3 = M;
Jg = 2N,

Observacfo . Lembramos que essas dimensdes correspondem

4s dimensOes médximas das listas cujo tamanho varie duran

te o emprego da subrotina (ex.: IVNB,Ll, etc).
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Safdas da Subrotina PROLIN .

Os parfmetros TIPO, a lista @ e a lista A, contém

0os valores de saida da subrotina PROLIN que nos interessam.

TIPO - se o problema linear (17) tiver valor
dtimo +c entao em TIPO ficard o valor 1;
caso contrdrio, TIPO = O3
Q_ g soluc@o do problema (21) se existir
(i.e,TIPO=0), é transferida da lista A
(primeira coluna) para a lista & .Essa
lista & entdo transformada segundo (18)
e (20), obtendo-se a solucao de (17).As
sim sendo, cada elemento da lista terd
o valor corresnondente das componentes
da solucdo 4tima para (17).Por essa ra
za0,somente os primeiros N elementos de
0 terdo interesse.,Lembremos que essa lis
ta fora dimensionada para 2N elementos
devido 3 dimens3o do problema (21);
VALOR OTIMO - se a solugéo fér finita esse valor fica
rd disponivel em A(1).

NOVIN,

Essa subrotina atua como auxiliar da PROLIN,
determinando em cada iteracgdo a inversa da matriz da ba-
se atual, a solucdo vidvel atual e o valor da funcdo obje

tivo para essa solugfo.

Parfmetros da Subrotina NOVIN.
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Para cada uma das fungdes mencionadas acima,
damos a significacdo dos parfmetros da subrotina NOVIN.

24 1. Na transformacido da inversa da matriz da base :

B - inversa da matriz da base;

JB - dimensao da lista Bj

C - lista auxiliar mencionada em PROLIN;

JC - dimensao da lista Cj

M - parfmetro mencionado em PROLIN;

IP - {ndice da linha piv8 de A para (21);
KS - parfmetro auxiliar; nesse caso, vale M;
PLB - passo da linha da matriz B}

PCB - passo da coluna de B.

Safda da Subrotina NOVIN para (24).

A matriz inversa da base atual fica disponiirel

em Be

25 2, Na determinacdo da solucao vidvel atual e do valor da

funcao objetivo

B - matriz para (21);
JB. - dimensao de A;
KS - neste caso, vale 1;

PCB - por conveniéncia feito igual a O.

Os demais parimetros , C, JC, M, PLB, IP, tem o significa
do exposto em (24)

Safda da Subrotina NOVIN para 25.




V.2 134

Nesse caso, a subrotina transforma diretamente
a primeira coluna de A, gerando em A(1l), o valor da fun-
¢cdo objetivo para a solucdo vidvel atual, a qual ocupari

as demais posicOes da primeira coluna.

DETMAX.

Utilizada na determinacao do maior elemento da
linha de {Indice igual a LCR da matriz A.

Essa subrotina é utilizada na PROLIN para deter
minar em cada iteracio o maior dos coeficientes relativos
de custo, que se encontram colocados na primeira linha de
A, ou seja determinar a coluna piv8 numa determinada ite

racaoc.

Parfmetros da Subrotina DETMAX.

Possuem a mesma significacdo dos parfmetros a-

presentados em PROLIN, adicionando-se :

LCR - linha dos coeficiente relativos de custo
(no presemte caso LCR=0);

KP - Ifndice da coluna de A que possui o maior
coeficiente relativo de custo(coluna pi-
v8);

MAX - valor do maior coeficiente relativo de cusg

T0e

Saidas da Subrotina DETMAX.

As saidas constam dos valores em MAX e KP,
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Antes de descrevermos as duas Yltimas subroti-

nas satélites, consideremos algumas listas e parfmetros

gue entram na

composicao da subrotina principal, e que se

rdo utilizados pelas subrotinas que posteriormente descre

veremose.

X =

lista com KS (ndmero de subsistemas) parti
coes; cada particao terd N(S) elementos
correspondentes as componentes do vetor-

—atividade associado ao subsistema S.

De posse da lista N, poderemos para qualquer

subsistema determinar, através da lista X, os valores das

componentes do vetor atividade associado a esse subsiste

ma .

Y - matriz cuja S-ésima coluna contém os valo-

JATG -

IALG -

res das componentes do vetor varidvel do
problema mestre associado ao subsistema S.
Essa matriz terd, entdo, MR linhas e KS co
lunas,ou seja, serd uma lista tendo K§ par
ticoes do mesmo tamanho;

lista que contém KS particoes.A S-ésima
partigdo possui, em ordem crescente, os In
dices dos vinculos g ativos para o subsis
tema .0s vinculos gy= 0, por hipbtese, nun
ca serao ativos;

lista com KS particOes; a S-ésima particgio
possui, em ordem crescente, os Indices das
linhas de S-ésima submatriz em AA, corres-

pondentes aos vinculos g{j cujos Indices a
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KIATG -

IATH -~

KIATH -

GRAGH.

parecem na S-ésima partic@o de IATG; essa

lista ,é necessdria por causa da exclusao
dos coeficientes das gijao das submatrizes
em AA;

lista de tamanho KS; KIATG(S) é o tamanho
da S-ésima particdo da lista IATG ou IALG;
lista com KS particdes; a S-ésima particao
possui, em ordem crescente, os Indices dos
vinculos.hg ativos; para o subsistema S;
lista de tamanho KSj; KIATH(S) & o tamanho
da S-ésima partigdo da lista IATH.

Utilizada para o cdlculo dos gradientes das fun

QaeS gq e hl.

Parimetros.

S
ALFA

JALFA
BETA

JBETA
GR

JGR
PLGR

- ativas, para cada subsistema.

J

nmero de refer8ncia do subsistema;

lista dos coeficientes das componentes do
‘vetor atividade dos vinculos géj(ou hq');
dimensdo da lista ALFA;

lista dos expoentes das componentes do vetor
atividade dos vinculos gﬁj(ou h9~);

dimensaoc da lista BETA ;

matriz cujas linhas s3o constitufdas pelas
componentes dos gradientes dos vinculos g4
(ou h{j) ativos; para cada subsistema essa
matriz Seré KIATG(S)xN(S) (ou KIATH(S)xN(S));
dimens@o da lista GR;

passo da linha da matriz GR;
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PCGR - passo da coluna da matriz GR;
X - lista com significacao j4 mencionada;

JX - dimensédo da lista X;

N - idem X;
JN - dimensao da lista Nj
34 IND - S-ésima particdo da lista IALG (IATH para

h s
KIAT - dimensdo da lista IND, i.e, némero de vincu
los & (ou h{j) ativos;
PCC - passo da coluna da S-ésima submatriz da lig
ta AA (ou CC para hg‘);
ULT - {ndice do Gltimo elemento da (S5-1)-ésima

submatriz da lista AA (CC para hg‘).

Dimensoes das Listas da Subrotina GRAGH,

O dimensionamento das listas para o cdlculo dos
gradientes dos vinculos gq, ativos , é facilmente obtido,

resultando ,

Ky
JALFA =);N(§).L(§);
JBETA = JALFA;
S
IN =[K;, N(K);
JBR = §IATG(S).N(S);
JX =) L N(K);

K=l

KIAT = KIATG(S).

Notamos,portanto, que exceto para a lista IND,
que se obtém transferindo os fndices da S-ésima particdo

de IALG, dimensionamos as demais listas o suficiente para

incluir os dados necessdrios ao cdlculo dos gradientes
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para o subsistema S.

Saida da Subrotina GRAGH.

Quando utilizada para o subsistema S, a saida
consta da matriz GR (na forma de lista) com KIATG(S) linhas
e N(S) colunas, sendo cada linha constitufda pelas com-
ponentes dos gradientes dos vinculos gy (ou hO') ativos,

cujos Indices j estfo na S-ésima particao da lista IALG.

GRAF.

Utilizada no cdlculo das funcgoes objetivo e des

repectivos gradientes, para cada subsistema.

Parfmetros.

S - nlmero de refer8ncia do subsistema;
ULTF - lista cuja significac@o demos em (12);
JULTF - dimensdo da lista ULTF;
ALFA - lista dos coeficientes das componentes do
vetor atividade associado ao subsistema S;
JALFA - dimensao da lista ALFA;
BETA - lista dos expoentes das componentes do vetor
atividade associado ao subsistema 5;
JBETA - dimensf@o da lista BETA;
N - significac@o j4 aludida;
JN'— idem N3
X - idem N3
JX - idem Nj;

GRF - lista cujos elementos sZo as componentes do

gradiente da fung@o objetivo do subsistema
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JGRF

JR
MF

S5

dimensao da lista GRF;

valor da funcdo objetivo do subsistema S;
lista auxiliarg

dimensdo da lista R;

indica o tipo de funcdo,i.e, MF=1 a funcio
objetivo tem termos polinomiais e éxponenqg
ais; MF=-1 a funcdo objetivo tem somente a
parte polinomial e MF=0 a funcdo objetivo

tem somente a parte exponencial.

Dimensoes das listas da Subrotina GRF.

JULTF
JALFA
JBETA
JN

JX
JGRF
JR

]

i

——

S+ 13
ULTF(S+ 1);
ULTF(S+ 1)-S;
’KS;

E N(K);

ka1

N(S);

N(S).

Portanto, para as listas JULTF, JALFA, JBETA e

JX, dimensionamos o sulficiente para incluir os dados

necessdrios ao cdlculo do gradiente e da funcao objetivo

do subsistema S.

Safdas para Subrotina GRAF.

Trés sdo os parfmetros de saida da subrotina

GRAF quando empregada para o subsistema S:
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F - valor da funcao objetivo;
MF - tipo da funcao objetivo no sentido anteri-
ormente exposto;
GRF - lista cujos elementos sao as componentes

do gradiente da func@o objetivo.

Passemos, finalmente, & descricio da subrotina
ODIVAL que obterd a direcao vidvel para o problema mestre

no ponto Y, se a mesma existir.
ODIVAL.

A subrotina ODIVAL como jé dissemos, tratard de
obter a diregdo vidvel de maior crescimento local para a
fungio objetivo do problema mestre (2), através do progra
ma linear III.3.44, além de incluir duas das modificagles

propostas no capitulo IV :

- €-atividade para os vinculos yy ;

- procedimento da redefinicao.

A inclusao da € -atividade para os vincules gq
e hq é facil e serd discutida.
Iniciemos,apresentaﬁdoas etapas abrangidas pela

subrotina principal :

1- Teste de Otimalidade Prévios
2- Geracdo da Matriz Dj;
3- Resolucf@o do Problema Linear;

4~ Teste de Otimalidade;
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5- Geracdo da Matriz das Diregles Vidveis.

Teste de Otimalidade Prévio.

O presente teste verifica se o ponto X = (Xq,e..
«eeyX,) onde % é solucao Stima de P? e §=(§i,...;§ )
(3 K
fora obtido da otimizacdo unidirecional, & 8timo, baseado
na nao existéncia de vinculos gif yi=lesk €  j=le..m,
ativos em X% , i=l...k. Se para todos subsistemas, nao hou-
ver nenhum vinculo gj ativo em X; 4 entdo a cadg res-
tricao g (xL- )\‘(‘3-&' estard associado um sé vetor multipli-

cador 6timo, o qual serd nulo. Logo :

K
(Yier, )(¥5,€ R™) (0(F2)= o)=,(+<zem"’")(§ %G 8)=0).

deduz-se daf, a otimalidade de ¥ para o problema (2), e,
portanto, a otimalidade de X para (1).

Esse teste € possivel com base nas informacoes
oriundas do passo 1 do algoritmo (5), mais especificamente
a lista KIATG . No caso de ndo existir nenhum vinculo g{/

ativo teremos
KIATG(S) = O 5S=1 ... KS.

Caso haja ac menos um vinculo g€/ y para algum
subsistema, ativo em X; , passamos & geragdo da matriz D.

Antes porém, se desejarmos considerar ¢- ativida
de para os vinculos gy © hU , deveremos dispor de uma
subrotina que redefina as 1listas IATG, IALG, KIATG, KIATH,
e, IATH . Assim,por exemplo, IATG deverd conter os Indices

dos vincules g. ¢ -ativos. No presente trabalho nio conside
i
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raremos a existéncia de tal subrotina, e portanto, nao con
sideraremos € -atividade para os vinculos gq e hq‘ .
Como vemos a introducao de vinculos gq e hq € —ativos nao

apresenta qualquer dificuldade.

| 37 Geracao da Matriz D.

Essa matriz (parfmetro da'subrotina @DIVAL) ser
vird de dado para a subrotina PROLIN, Assim sendo, devers
ser construfda na forma da matriz A em (22), onde WM re
presenta a matriz do programa linear III.3.44 considerando-
-se vinculos yy € -ativos e o procedimento de redefinicao.
A prépria subrotina principal encarrega-se de ge
rar a lista IATY, que contém, em ordem crescente, os indices

j dos vinculos EPM-ativos, ou seja , os Indices

]
tais que :

K
EPM Y b=}, >0

onde EPM (parfmetro da subrotina ODIVAL) deverd ser conve-
nientemente fixado. Para tais Valgres de j, i.e, j € IATY ,
serao consideradas as restricoes E:'. z(j( 0, fixando-se os

Z ij dessas restricoes no valor —i‘, caso o correspondente
vinculo gq seja ndo ativo (ou £ -ativo se considerarmos
vinculos gg € -ativos) em X; . Nesse caso, apég fixados
os devidos ziyj em -1, se existirem, a restricao g;.z9$ 0
passard a ter o segundo membro ndo nulo. A lista CONTA (pa
rmetro da subrotina ODIVAL) terd para cada indice j em
IATY , o valor desse segundo membxo .

Portanto, considerando-se essas variagoes nas

restricoes de III.3.44, geramos a matriz D, dado para a

E
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subrotina PROLIN que resolverd o problema linear.

Resolucido do Problema Linear.

0 problema linear resolvido para a matriz D
anteriormente construfda, tem seu valor étimo testado confor

me a etapa seguinte.

Teste de Otimalidade para o Programa Mestre.

Se o valor 6timo do programa linear f8r menor
que uma quantidade EPO (parfmetro da subrotina ODIVAL)
conveninentemente definida, ent@o testamos o valor da quanti
dade EPM; se EPM = O temos y & &timo em (2) e x & Stimo
em (1); caso contrdrio, fazemos EPM=0 e geramos novamente
a matriz D. Por outro lado, se o valor §timo f8r maior que
EPO, passamos & geracdao da matriz das direcgdes vidveis.

Essa forma de manusear a §€-atividade para os
vinculos yy é simplificada, podendo-se optar por outros
procedimentos (vide [29] ).

Geracdo da Matriz das DirecOes Vidveis.

A matriz Z das direcOes vidveis (parfmetro da
subrotina ODIVAL) é gerada em vdrias etapas.

Essa matriz terd KS colunas, sendo cada coluna
constitufda pelas componentes da diregdo vidvel associada ao
correspondente subsistema.

Inicialmente colocamos em Z os valores Zj
calculados pela subrotina PROLIN,

A seguir, recalculamos o0s 3Zj fixados inicialmente

em -1 pelo procedimento de redefinigdo (capftulo IV), se os
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mesmos existirem. Esse cdlculo é baseado nos valores exis-—
tentes na lista CONTA (vide 37).:0u seja, para cada elemento
ngo nulo na lista CONTA, geramos um elemento correspondente

na lista BR(parfmetro da subrotina ODIVAL), tal que

BROIMTY(T)) = _ 4, 4 {CONTAG)-EL-W)
CONTAT)

onde E1 (parfmetro da subrotina ODIVAL) é uma quantidade
convenientemente fixada e W a soma dos valores zi calcu
lados pela PROLIN para j€ IATY. Elementos nulos em CONTA
indicam a ndo exist&ncia de Zij fixados no valor -1 para
o correspondente J em IATY. Nesse caso, todos esses Zj
serao calculados pela PROLIN ou serao nulos caso ggaao pa
ra Jj€ IATY.

Finalmente, colocamos os 2zg4  totalmente livres

no valor 1, obtendo-se a matriz das direcoOes vidveis.

Parfmetros da Subrotina ODIVAL.

Inicialmente descreveremos o significado de cada
parfmetro, calculando-se posteriormente as dimensces das lis
tas. O usudrio de posse das expressOes das dimensdes das lis
tas presentes na subrotina, e, do significado de cada parfme
tro, poderd utilizd-la sem maiores dificuldades.

Entre os par8metros destacaremos os dados a serem
lidos no programa principal, as safdas e as dimensOes das
listas.

Para os parfmetros que possuem significacao j4
mencionada em outras subrotinas, daremos simplemente o nid-

mero da refer8ncia onde poderdo ser revistos.
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Dados Lidos.,.

BB
CcC
DD
EE
GG

IALG
KIATG
IATG
IATH
KIATH
IGPER

ULTF
KS
MR

EPL
EPM
EPO
E1l
RC
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(8)
(8)
(8)
(8)
(13)
(13)
(26)
(27)
(29)
(30)
(28)
(31)
(32)
(8)

(8)

(8)

(8)

(13)

(8)

(8)

(vide PROLIN)

(37)

(38)

(39)

lista cujos elementos s@o as compoentes do

vetor-recursos b.

Parfmetros. Os parfimetro abaixo entram no cdlculo da diregﬁo

vidvel para o problema mestre (2), sendo gerados durante o
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processamento

CONTA - (37)
BR - (39)
D - (37)
GR - (33)
GRF - (35)
R - (36)

B - vide PROLIN

C - vide PROLIN

P _ vige PROLIN

Il - vide PROLIN

L2 - vide PROLIN

L3 - vide PROLIN

IVNB - vide PROLIN

IVB - vide PROLIN
IATY - (37)
IND - (34)

Safdas da Subrotina ODIVAL.

146

Na subrotina ODIVAL existem tr8s pontos de safda :

40 - 0 teste de otimalidade prévio & positivo, ou
seja, y & 6timo em (2) e X & Stimo em (1);

41 - 0 teste de otimalidade & positivo, i.e, y &
Stimo em (2) e X €& Stimo em (1);

42 - n8o ocorrem (40) e (41).

No caso (42) gera-se a matriz das direcoes vid-

veis que fica disponivel em 72 .
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Dimensoes das Listas da Subrotina ODIVAL.,

As expressOes abaixo indicam como se poderi cal

cular as dimensdes das listas presentes na subrotina ODIVAL,

Lembramos que essas dimensdes correspondem gos valores maxi
mos quando o nimero de elementos das listas,depender dos re

sultados do processamento.

Antes de apresentarmos as expressoes sejam as de

finicBes de NIDyy € NCDjux :

Ks KS
NLDway = L M(S)+ 3.1 L(S)+ MR +. 1
S=1 S=1
XS KS
NCDu = L N(S) + L.L(S) + 1
J=4 S=1
Temos 3

KS
JAA = E L(S).N(S)

$=24

JBB = JAA
KS

JCC = §: M(S).N(S)
=4

JDD = JCC

JEE =} _(2N(S)+ 1) + ¥_ (N(S)+ 1)

Jer S¢x

JGG = JEE ~ K3

]

KS
JX =) N(S)
321
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JY

JRC

JCONTA

JZ

JBR

JD

JGR

JGRF

JR

JB

JC

By

JIATG

JIALG

JKIATG

KS.MR

MR

[2(nop,,, - 1)+ 1) + NIDu

= Max { N(S).Max { L(s),M(5)}}

Sz4...Ks

Max {N(S)
sz4..ks

JGRF
ONLD,ax
NLD yax

2(NCDpay =~ 1)
KS

Y L(s)

JIATG

KS

148
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JIATH

JKIATH

JIATY

JIGPER

IND

JN

JM

JL

JULTF

JIVNB

JIVB:

JL1

JL2

J1L3

1l

]

it

KS
E M(S)
J24
KS
MR
KsS
MR.,KS - EL(S)
KeY
Max {L(S),M(S)}
$=4... KS
KS
KS
KS
Ko+ 1
2(NCDyax = 1)
(NIDuay - 1)
2(NCD pax —1)
(NLDmax - 1)
(NLDMAX - 1)0

149
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SECCAO - EXEMPLO.

A presente secgd@o terd por intuito testar o fun
cionamento da subrotina ODIVAL, cuja listagem é apresentada
no apéndice B.

No exemplo gque abaixo apresentaremos, as fungoes
dadas~ funcoes objetivo e func¢des vinculo -, possivelmente
s6 cumprem com as hipbteses de diferenciabilidade.

0 exemplo proposto, cujas funcdes possivelmente
ndo sdo clncavas ou convexas e nem @0 pouco os pontos
iielRm solucoes 6timas para os subproblemas ﬁz , tem por
finalidade testar o funcionamento da subrotina ODIVAL. Para
isso, é suficiente verificar se cada etapa é perfeitamente
executada, independentemente, repetimos, das hiplteses de
convexidade-concavidade e otimalidade dos opontos Ei .

Destarte, dados pontos ')?éelﬁﬂi, as funcgdes e seus
gradientes devem ser perfeitamente calculados. A matriz D
corretamente gerada. O problema linear corretamente resolvi
do, possibilitard obter-se a direcdo vidvel supondo-se todas
as modificacOes objetivadas pelo procedimento de redefinicdo.

A correta execucao de todas as etapas, poderd ser
verificada na impressao dos resultados constantes da listagem
do programa para o exemplo testado, cujos dados a seguir apre

sentamos.

MR = 3
KS = 3

EPM = 0,100
EPO = 0,001
EPL = 0,001
El = 0,010
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Dados para o subsistema 1. Seja x, = (a,b) .

£, (x4) =—:’—2 + %2-

€4 (x4) = at 4 -gi

S0 (x4) =0

g (1) = 0¥+

hy (x4) = —Z’i+ —2—2
% = (1,0 ; 1,0)

Dados para o subsistema 2. Seja xzz(a,b) .

R

T,(%,) =—2—-+1’
% (x,) = a+b

2
gez (Xg) = a

2
823 (Xz) =D

Dados para o subsistema 3. Seja x3 = a.

f3(X3) = a
4

gs, (X3) = a

ng (X3) = 1’5 a

833(7(3) =0
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Listas.

IGPER = (2 ; 3)
IATG = (1 ;1 ;3 5 2)

IALG = (1 5 5 2)
KIATG = (1; 2 5 1)
IATH = (1) .

KIATH = (1 ; 0 ; 0)
ULTF = (0 ; 3 3 6 3 8)

Dos dados para os subsistemas decorre :

AA = (1,0 ; 1,0 5 0,5 3 1,0 ; 1,0 ; 1,0 ; 0,0

~-e
-e

1,0 ; 0,0 3 1,0 ; 1,0 ; 1,5)

BB = (2,0 ; 2,0 ;3 2,0 3 2,0 3 1,0 3 2,0 ; 1,0 ;
1,0 ;3 1,0 3 2,0 ; 4,0 ; 2,0)

cC = (0,5 ;5 0,5)

DD = (2,0 ; 2,0)

EE = (0,0 5 0,5 3 0,5 ;3 0,0 5 0,5 3 1,0 ; 0,0 ;
1,0)

GG = (2,0 ; 2,0 5 2,0 ; 1,0 ; 1,0)

(1,0 3 1,0 5 1,0 ; 1,0 ; 1,0)

-s

H

Cdlculo da dimensoes das listas.

Esse cdlculo é facilmente feito a partir das ex

pressoes em V.2 .

NIDmax= (1+0+40) + 3(24342) +3 +1 = 26
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NCD mex = (2+2+1) + (243+2) + 1 = 13
JAA = 2,2 3.2 2.1 = 12
JBB = 12
JCC = 1.2+ 0.2+ 0.1 = 2
JDD = 2
JEE = (2+ 1) + (241) + (1+1) = 8
JGG = 8-3 =5
JX = 2+ 2+ 1 =5
JY = 3.3 =9
JRC = 3
JCONTA = 3
JZ = 9
JBR = 3
JD = (2(13-1)+1).26 = 650
JGR = 6
JGRF = 2
JR = 2
JB = 26,26 = 676 (fixado em 256)
JC = 26

JO = 2(13-1) = 24
JIATG = 7 (fixado em 4)
JIALG = 7 (fixado em 4)
JIATH = 1
JKIATH =
IND =
JN =
JM =
JL =
JULTEF =
JIVNB = 2(13-1) = 24

o

S W W W
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JIVB = (26-1) = 25
JL1 = 24
JL2 = 25
JL3 = 25

De posse desses resultados a subrotina ODIVAL

pode ser utilizada na obtengdo da direcao viidvel, a qual
para o exemplo proposto poderd ser observada na listagem

dos resultados constantes do ap8ndice B .
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CAPITULO VI

CONCLUSOES

0 algoritmo estudado apresenta particular impor
tAncia quando o ndmero de restrigdes que definem os conjun-
tos XL-C R™¢ , 4 grande em relac8o & dimens2o m do vetor-re-
cursos. Tal fato, liga-se a aplicacdo do método de direcles
vidveis ao problema mestre, com conseqlente decentralizacao
do trabalho computacional. Para que se possa assim proceder,
importante resultado fora demonstrado, o qual deduz a equi-
valéncia entre os problemas mestre e original, excéto pela
diferenciabilidade de suas funcGes objetivo. Além disso,
tendo-se a solugdo 6tima do problema mestre, pode-se imedia
tamente dispor da soluc2o do problema original,

Na otimizacao de sistemas ndo-lineares de gran-
de porte decomponiveis, o procedimento iterativo proposto
pela coordenacao primal, pode ser o caminho decisivo para
resolucdo de tais problemas , j4 que reduz o trabalho compu
tacional & resolucéo de uma sequencia de subproblemas menores.

No curso de toda dissertacdo , papel de impor-
t&ncia bdsica é dado as fungdes pertubacdo, cuja ndo diferen
ciabilidade em ... seu dominio Y; , leva & obtengdo de
um algoritmo cujas propriedades de convergénecia ainda sdo pro

blemas em aberto. Notemos dessa forma que a decentralizagao
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computacional conduz a uma interessante pesquisa, qual seja,
a determinacio de condigles que levam 3 convergeéncia do al-
goritmo estudado. )

Mostramos que a diferenciabilidade local de algu
mas funcoes pertubacg@o, pode ser utilizada com vantagem
computacional, diminuindo n&o somente o trabalho computaci-
onal na resolugdo do problema linear de obtencio da direcgfo
vidvel, mas também o espaco de meméria requerido.

Visando ainda tornar vidvel o emprego da diferen
ciabilidade local quando ela ocorre, desenvolveu-se, quando
0s subproblemas Pi sdo resolvidos por um método de dire-
goes vidveis, um critério de detegio dessa propriedade, ba-
seado somente nas informacgoes oriundas da resolugﬁo do max-
-min no ponto de Stimo §} para o- subproblema P&. .

Como resultado computacional, elaborou-se uma
subrotina em FORTRAN IV a qual obtém a direcdo vidvel para
cada iteracdo do algoritmo.

Queremos finalmente ressaltar que dois estudos
merecem atengao , quando o intuito & a prova da converg8ncia

do algoritmo :

- introducdo e estudo da € -atividade para os
vinculos gq constantes no problema diretor;

- estudo do comportamento das fungdes pertubac®

na fornteira de seu dominio.
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APENDICE A

DEFINICOES E UM TEOREMA PARA FUNCOES CONCAVAS

Apresentamos a seguir definig¢oOes largamente uti
lizadas no presente trabalho, as quais podem ser encontra-
das em Rockafellar [ 32] ou Geoffrion [127] , onde sao deta
1hadam¢nte analisadas,

Um teorema para obtencao da derivada direcional
de uma funcdo c8ncava é enunciado, cuja demonstracao pode

ser encontrada em Rockafellar[32] .

Definicoes.

Seja f : x—R , onde f & uma funcio cbnca
va em XCR"™ convexo e g : X—=R™ é convexa em X.
)

)

Definicdo- Seja o probleme primal na forma canb

Maximizar £(x) s.a g(x)$ 0
x€X

O problema (1) & definido como problema néo pertubado e de-

notado por Py .
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Definicdo- Definimos problema primal pertubado

ao problema @

Maximizar f(x) s.a g(x)€y
xeX

-
onde y ¢ qualquer vetor no R , sendo definido como vetor-

-pertubacao associado ao vinculo g de B . O problema

(2) é denotado por Py .

Deéfinicio- Dado o problema (1), a funcdo pertu-

bacdo v associada ao vinculo g de B é definida por:

v(y) = Sup{ f(x) s.a x€X ~ g(x)¢ y}

onde v : Y— R, sendo

v 2{ e[ (3 xex) (e(x)¢ v}

Observacdo : se considerarmos que o supremo de uma fungao

num conjunto vazio & -o0 , poderemos definir v mno K™,

estendendo o espago do contradominio para RUf-w+m) .

Definicdo- 0 valor étimo do programg (1) & defi

nido como

Sup{f(x) I x€X a g(x)2 _(_)_}

Admitindo que Sup{f(x)l Xe€ ﬁ} 2 ~o , temos que o problema







