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RESUMO

Nesta tese esth explicado - brevemente - o que é e para que
serve a adaptagéo de uma planta a um modelo (APM). Apbs a
apresentagéo de alguns métodos'existentes” foi desenvolvido
um ponto de vista diferente. Este novo método mostra como
encontrar condigGes - necessarias e suficientes - para a
existéneia de uma sdlugéo que consiste de trés.ponﬁos princi-
pilais: 1) Pazer a matriz de transferéncia da planta igual 3
de um modelo dado usando um controlador pars a planta que tem
como entradas os estados da planta e do modelo, e a entrada
para o modelé, 2) para entradas idénticas, "zerar" o erro
entre as saldas da planta e do modelo, resultante das condi-

coes inicials, seja do modelo, seja da planta, e, finalmente,

3) estabilizar internamente a planta.

Para eliminar o mais rhpido possivel, sobretudo sem muito
cdlculo, os pares planta-modelo, que ndo dardoc uma solugéo,
a, eondigéo para 1) fol expressa em termos de singularidades
(polos e zeros), gque em alguns casos especiais pode também

fornecer uma afirmacéo para a existéncia de uma solugdo.

Com um exemplo ilustrativo foli mostrado come os resulta-

dos tebricos se aplicam na solugdo de um problema prético.
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ABSTRACT

In this thesis is explained - briefly - what is and what
for serves the adaptation of a plant to a model (APM). After
the representation of some existing methods a different view-
point was developed. This new method shows how to find condi-
tions - necessary and sufficient - for the existence of a
solution, which consists of three main points: 1) Making the
transfer matrix of the plant equal to the one of a given model,
"using a controller for the plant which has as inputs the states
of the plant and the model, and the model-input, 2) for identi-
cal inputs, "zeroing® the error - which results from the inicial
conditions of the plant or model - between the outputs of the
plant and the model, and, finally, 3) internally stabilizing
of the plant.

To eliminate the pairs plant-model, which don't give a solu~
tion, as fast as possible -~ and without a lot of calculation -,
the condition 1) was expressed in terms 6f singularities
(poles and zeros), which in some special cases can also be

an affirmation for the existence of a solution.

With an illustrative example was shown how the theoretical
results can be applied in finding a solution to a practical

problemn.
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Capitulo 1): GERAL

1.0): IN&ERO:DUgEo

Esta tese investiga a solucdo - e condigbes para a existéncia
de uma solugéo ~ do problema de adaptagéo de uma planta a um
modelo ( APM ) .

Mas vamos antes explicar brevemente o que & APM.

Inicialmente existe sb uma planta e a ela foi aplicado um
ginal. A planta foi adaptada de uma maneira ftal que o erro
entre a saida e o sinal aplicado & nulo. Isto & o chamado
servomecanismo,

Mas com a evoluqéo tecnolbgica foi necessairio aplicar mais e
mais sinais, as vezes bem sofisticados -, e se, por exemplo,
as plantas forem muite grandes, torna-se dificil fazer ensaios
para conhecer o comportamento da planta.

Neste momento entra a seguinte idéia: esta variedade de sinais
deve ser gerada por um sistema; entdo, por que ndo construir
um sistema que produza os sinais que queremos e fazer a planta
- seguir o‘comportamento deste modelo?

Assim sendo, construimos um modelo, que pode ser testado como
queremos, modificado, etc., e tentarmos simplesmente adaptar
a planta e este modelo.

Um outro ponto deve ser mencionado agui: Quais sf8o as aplica-
qSes de um: APM, como e onde o APM pode ser utilizado?

Vamos expor s8b6 alguns exemplos, mas isto ndo quer dizer que

seja tudo; certamente existem muito mais aplicagaes, mas para
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dar uma idéia geral, os nossos exemplos serao suficientes.
Temos, por exemplo, um padrdo - uma chapa pequena com uma
forma muito irregular - e vamos construir um pequeno sistema,
que tem um apontador que segue exatamente as formas desta
chapa. Com a utilizagéo de sistemas -elétricos, pneumaticos,
hidratlicos ou mecanicos vamos transmitir o movimento deste
pequeno modelo 4 grande migquina que corta, p.e. com: um maca-
rico uma chapa de ferro 20 vezes maior que a chapa-modelo,

Um outro exemplo seria um veicule lunar. Como & certamente
dificil mandar sinais para a lua e esperar a reagéo (retafdo
dos sinais devido & distancia), serid melhor construir um modelo,
que neste caso pode ser até igual a planta, e operar o modelo
como desejarmos. Este modelo manda todas as informagGes a
planta - o veiculo na lua -, e esta segue exatamente o compor-
tamento do modelo - o velculo aqui na terra.

Com este exemplo chegamos ao ponto que justifiea é utilizaqgo
do APM nos casos onde a planta esth fora do alcance, ou numa
escala muito grande para fazer experiencias, Neste caso pode-
~-8e,p.e., construir um modelo num computador, onde pode ser
testado, e depois basta fazer a planta seguir este modelo.

Um Gltimo exemplo, bem desenvolvido, & o sistema de um servo-
manipulador. Isto & um sistema que consiste de um par de
“bragos artificiais" que esth situado numa sala de controle,

e um outro par - semelhante - que estd situado dentro, p.e.,
de um acelerador de protons. Isto significa que a planta esth
dentro de uma Area altamente contaminada e muito perigosa

para o homem. Neste caso queremos que a planta siga exatamente
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os movimentos que fazemos na central (o que & necessirio por-
que o equipamento dentro de um acelerador de protons é muito
sofisticado e sensivel).

Esperamos que estes exemplos possam dar uma idéia geral do
APM e vamos agora tratar da teoria do APM.

Como jé& foi‘ditb, queremos eondigGes para a existéncia de uma
soluqéo para o APM. Mais precisamente, isto quer dizer que
foram procuradas condigSes ~ necessArias e suficientes - para
que o '"erro" entre o modelo e a planta seja zero, com a utili-
zaqﬁo de todas as informagﬁes possiveis que pudermos obte: do
modelo (entradas, estados). E, quando poésivel, exprimir estas
condicdes em termos de singularidades (polos e zeros).

Sabemos que o problema de adaptagéo de uma planta a um modelo
(APM) tem sido estudédo h&4 16 anos pelo menos [4]. Resultados
preliminares, em termos de matriz de transferénecia, foram
apresentados por Kavanagh [4]; outros resultados, utilizande
métodos diferentes, foram encontrados por Parks [3] - utili-
zando o segundo métode de Liapunov; por Tyler [ﬁ], que fez
uma sintese do problema por controle 6timo; e Winsor & Roy

Bﬂ , que utilizaram também controle b6timo para seu projeto de
" um "de-sensitized model-following controel system"

Mas a primeira formulagéo real, chamada "exact model matching",
foi dada por Wolovich [6], que utilizou, para encontrar uma
solu%éo, um conjunto de "feedback invariants" e uma transfor-
magéo de coordenadas (que & derivada da matriz de controla-
bilidade), dependendo ainda de existir ou nao solugéo para um

conjunto de equagﬁes de matrizes polinomiais.



Um método que utiliza essencialmente as mesmas idéias que
Wolovich [ﬁ], foi apresentado por Wang & Desoer {7]; eles
transformaram o problema para resolver um conjunto de equa~
gSes lineares e algébricas.

Um método diferente foi apresentado por Moore & Silverman [S],
que utilizaram um algoritmo estrutural para resolver o pro-
blema. Eles néo necessitaram de uma transformagéo de coorde-
nadas e a existéncia de uma solugéo foi testada sequencial-
mente.

Um método completamente diferente & o de Morse ‘ﬁ], que
utilizou uma conceituacéo geométrica [5] para"a formulacéo do
problema e também para a condigéo de existir ouw n&o uma solu-
gdo.

Nesta tese também foi utilizada uma conceituaqéo geométrica,
mas a formulaqéo é diferente, visando a aplicagéo de resultados
de Bhattacharyya [13] [14] [15], Pearson [14] [15] [16] e Wonham
ﬁ4][ﬁ6][221. E sobretudo, as condigSes encontradas no dominio
geométrico - necesshrias e suficientes - foram, quando possivel,
expressas em termos de singularidades (polos e zeros).

No capitulo 2) vamos apresentar - de uma maneira hreve - asg
investigaqées de Woloviech [6] e Moore & Silverman [8], porque
achamos que estes foram os primeiros passos significantes para
o APM.

No capitulo 3) serh explicado o método de morse [5], que
serviréd como ligagéc 4 nossa formulagéo.

Finalmente, no capitulo 4), seri explicado o nosso ponto de

vista do problema. Este capitulo mostra a formulagﬁo do
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problema, seguida das solugbes para as trés questodes:
"zerar' a matriz de transferéncia, "zerar" o erro resultante
das condigées iniciais e a estabilidade interna da planta.
Também serd apresentado um exemplo ilustrativo e encerramos
o capitulo com algumas conclusdes.

No capltulo 5) vamos discutir as questoes que ficam a4 ser

regolvidas e a utilidade dos resultados obtidos.



1.1) NOTAQKO

%,% Espagos vetorials reais

X, ¥ A Elementos destes espacos

0 Espago nule, vetor nulo

dim(j) Dimensao de um espaco vetorial real

A, B Matrizes ou mapeamentos lineares (definido sobre

0s reais)

A', B! Transpostas destas matrizes

M:&h— 9 Mapeamento do espaco R para o espaco S
JTc f 0 espaco T & um subespaqo de #

MY Mapeamento restrito J — ¥ (somente se

TJch e M:R—Y)

Im(M) Imagem de M

KerM Kernel (ou espago nulo) de M , as veges também
expresso por W' (M)

Se n3o meﬁeionado diferentemente o sistema linear, fixo e

dindmico seré expresso como segue:

x(t) = A x(t) + B u(%)

y(t) = C x(%)

com os mapeamentos associados:
A:r¥ - ¥ onde dim(¥) = n

B:U — & onde dim(U)

]
B

0
o]

C:%'*+H onde dim(ﬂ)
0 espago controlével do par (4,B) , anotado por (A[#) ,

é dado por:
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(AIB) = (b + 4B+ ... + A"

B)

A Lambda ... conjunto de nlmeros.
A & simétrico se todos os elementos compiexos
de / aparecem em pares conjugados.
| & esthvel se todos os elementos tem parte
real negativa.

GEA] Sigma ... espectro de A = conjunto simétrico
de n raizes do polindmio earactéristico da
matrié A , as vezes expresso por 6€(A) .

-se U e U s80 invariantes em A e U c VU | entdo
Al(U/U) indica o mapeamento induzido no espaco

quociente U/U por A .

Dois espagos s&o chamados independentes se a intersecéo (n)

deles & zero.

A soma de dois espagos (+) & o espago gerado pela
uniao (U) das bases respectivas.
—~ A soma direita (@) & a soma de dois espacos independentes.
KerC c ¥ 0 espago nulo de C & um sﬁbespago de ¥
- Um subespago Vc¥ & chamado um subespa%o invariante
em (A,B) se U & (A + BP) - invariante para
algum T : {(A + BF)U ¢ U para algum F};
p.e.: se a classe ¥ (V) = {F:(A + EF)U’C?7¥ é
nao vazia.
F(VU) # 4 se, e somente se, Avc’v+%hﬂ.
J(A,BiKerC) Subespaco invariante em (A,B) que & contido
no espago nulo de C

f(A,Bs;KerC) Subespaco controlével de (A,B) que & contido



no KerC

* & max.?(A,BjKerC) = A* sdo os elemen—

max.J(A,B;KerC) = U
tos méximos nestas classes de subespagos, respec-—
tivamente.

f* pode também ser expresso por
(o +BF | B NV*).
- se U < J(A,B;KerC) , entdo %(4,B;V) exprime a classe

dos mapeamentos F:¥—-U tal que (A + BR)UCV.

As demais notaqus serdo introduzidas quando se figer

necessério.
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Capitulo 2): TRATAMENTO CLASSICO DO PROBLEMA DE ADAPTAQKO DE

UMA PLANTA A UM MODELO.

2.1) INTRODUQKO

Como j& foi dito no capitulo 1) sabemos que o APM tem sido
estudado desde h& muitos anos [ﬂ-—&ﬂ. Seria demasiada a
explicagﬁo e apresentagéo de todos os métodos j& utilizados.
Mas como muitas destas investigacoes - sobretudo as mais
antigas - jA foram mencionadas e utilizadas em outros traba-
lhos, achamos que serlia bastante apresentar sb dois métodos

distintos para dar uma visao geral do APM.
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2.2) METODO DE WOLOVICH [6].

O_problema

Seja um sistema linear, fixo e dindmico descrito por:

() = A x(t) + B u(t) (2.2.1a)

y(t) = € x(t) + D u(t) (2.2.198)
onde =x(t) & o vetor dos estados, y(t) o vetor da salda e
u(t) o vetor da entrada. A, B{ C, D s8o0 matrizes reais
com as dimensbes (n xn), (pnxm), (pxn) e (pxm)
respectivamente, onde B tem posto 1ns;i1.
Temos uma lei de controle

u(t) = F x(t) + G w(t) (2.2.2)
onde w(t) & a chamada "entrada externa"™ e F, G 830
matrizes constantes com as dimensdes (mx n) e (mx m)
respectivamente, com a restri§§o que G seja nfo-singular.
Aplicando esta lei de controle em (2.2.1a/b) temos a descri-

Qéo da malha fechada:

(A + BF) x(t) + B&G w(t) (2.2.3a)
(C + DP) x(t) + DG w(t) (2.2.3Db)

x(%)
y(%)

]

]

Wolovich [6] formulou o APM como segue:

"Existe um par de realimentagéo (F,G) tal que a matriz

de transferéncia da malha fechada

(¢ + DP)(sI - A - BF)~ '8¢ + DG

é identica a matriz de transferéncia Tm(s) de um

modelo? " (2.2.4)
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® caso escalar

Pars o caso escalar foil utilizada uma traﬂsformagéo de

coordenadas

do par (A,B

Q , derivada da matriz de controlabilidade

) para transformar a matriz

candnica companheira:

QAQ™ ' = A

—_ ®
.-
o 0 (¢} & s o

""é "é; -éz _é-B LI

.

n-1

A

em uma forma

(2.2.5)

A forms candnica fica a mesma depois da aplicacao da lei de

controle e & um fator bem conhecido, que - sob a hipbtese de

que (A,B)

& controlével - cada polo pode ser escolhido

arbitrariamente. Sabendo que a funcdo de transferéncia n&o

muda depois uma transformagﬁo de coordenadas, podembs expri-

A A AR A
mir T, g(s) por (& + df)(sI - A - bf)—1bg + dg , onde
b

A

b=Qb , @&

= CQ_1 e f = fQ_1 .

Ent@o vamos considerar a funcio de transferéncia, que é:

Tf,g(s)

il

(¢ + af)(sI - & - b)) Tbg + ag

.(c + df)(sI - A - bf)-1bg + dg

1—1

1

. A A A A n_ n
w (c1 +da ) + ... (cn + dan_1) 8 + 4 s
1/78[(5, - £,) (a £ ) st 4 o7
g Ie} 1 + L3 + an_1 - n s -+
r(s) ) .
— e (2.2.6)
pf,g(s)
830 os termos no vetor ¢ e f, o8 no vetor
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e introduzindo
St'(s) = [1, Sy eee, sn—1]

b, =[-8, -84, ..., 1]

podemos escrever
Tp g (8) = z(s) [pf ()]
= [as™ + (& - b )s(s)] E/g (s™) = 1/ (&, + fQ—1)S(S)] -
(2.2.7)

Vemos entdo que todos os polos podem ser escolhidos arbitra-
riamente - sob a hipbtese que (4,B) & controlhvel. Mas, o
numerador ndo pode ser influenciado e, em principio, a ordem
do sistema permanece a mesma. A excegéo ocorre sé se houver

um cancelamento entre polos e zeros.

0 caso multivaribvel

Vejamos agora o caso multivaribvel. Também aqui foi utilizada
uma transforma%éo de coordenadas Q , derivada da matriz de
controlabilidade K (ver exemplo ou.[ﬁ,p.389]) ou mais
exatamente de uma matriz "lexicografica" I, :

- [b*,Ab1,...,Amq_1bw;bb,...§...;bm,...,A“"—1bm] (2.2.8)
que & formada das primeiras n colunas independentes de K ,
arranjadas convenientemente., Calculamos dk = 2261 para

i=1

k=1,2,...m e aplicamos a transformaqéo de coordenadas Q

ao sistema. Entdo obtemos: A = [Aij] onde (2.2.9)
[ o 1 0 4e. O 0 ]
o} 1 ... 0 o}
Ajy = :
[&xq] o 0 0 vuo. © 1
S ; 4 ; ..o & ; A
ay,0;_q+17 %4 ,a,_,+2} a;,4;_,% a,,a,




o
[ o]
Ai5= |
[as5] |,
édi,dj_
Ainda B
~O
1 b
oo -
o] =
1
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. 0 ¢ é

Aplicando a lei de controle, teremos:

T G(s) = (6 + Dﬁ)(sl— A - ﬁﬁ)_1§G +
’

Introduzindo agora as definicdes:

s¥ = diag. [ssv"]

mxm

A :
A.m= ca
[mxn] d = linha
d,= linha
B = :
m .
[ xm] d 2 1inha

e ainda a definigéo

a3§ linha de

1’ 0oo’m

A7
A

>

>

&

B

> pme matriz

S(g):

U,-"‘"

d1’dm

T o>

2 m

-_— e

DG

(2.2.10)

(2.2.11)

(2.2.12)

(2.2.13)

(2.2.14)

(2.2.15)
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1
8
s“ -1 o
1
S(s) = :
["me gf2=1 4
1
| s“”_dj (2.2.16)

podemos eserever - utilizando o chamado "Teorema Estrutural®
de Wolovich & Falb [24]
A A L3 A A § _1 A )
- : &l _ - .
o(8) = (C + DF)S(s){[s ] - (8 + BF)S(s)] B0 + D0

(2.2.17)
ouw, desehvolvendo, obtemos:
F G(S) = R(s) P -1(8) onde“
R(s) = { 1[% ] + (C - DB, 1Am)S(s)} e
Pp ol8) = G B {[sf’] (s:Am+3§mFQ‘1)S(s)} (2.2.18)

Vemos ent#o, que R(s) & invariante sob (¥,G) , como x(s)

no caso escalar. Vemos ainda que en PF G(s)“ o termo de mais
A v ,
alto grau em 8 em cada coluna & s% ; e os coeficientes de

67

8 em cada coluna de BF G(s) 880 iguais aos elementos da

matriz G 1B -1

, que & ndo-singular e que pode ser definida -
arbitrariamente - por intermédio de G .

A ndo-singularidade da matriz B (m x m) ,vconstituida dos
coeficientes dos termos de mais alto grau em 8 , em cada co-
luna deruma matriz polinomial, (como p.e. Pf’g(s)) sers re-

ferida como a condiggo para que esta matriz seja coluna prbd-
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pria. bai: P?,G(S) é coluna propria.
Ainda notamos que os termos de menor grau em S podem ser
fixados arbitrériamente por meio de F .
Como ndo podem ser definidos outros invariantes independentes,
é clarb que, 0S8 invariantes notados sdo suficientes para a
caracterizaqéo da classe (F,G) e podemos concluir que esta
classe & representada por:
i) R(s), que & invariante;
ii) os inteiros 5& , convenientemente postos em ordem; e,
iii) o fato que PF’G(S) é coluna proépria. (2.2.19)
Obs.: R(s) e 6 nao sfo Gnicos, mas, uma vez fixada a trans-—

formaggo Q , eles serao especificos.

Solugéo do_ APM

- Para resolver agora o APM, sabemos que qualquer matriz (poli-
nomial) de transferéncia Tm(s) pode sefvfatorada:

T (8) = R (s) B " '(s) (2.2.20)
onde Rm(s) e Pm(s) sdo primos entre s8i, (o que & equiva-
lente a dizer que o maior divisor comum 3 direita & Im )
Podemos entao escrever:

Ta(8) = I\‘f(s)[L\(S)Im]'1
onde N(s) & uma matriz polinomial e A(s) o menor denomina-
dor comum a todos o8 termos de Tm(s) .

Sabemos que uma matriz unimodular é qualquer matriz polinomial
cujo determinante & um escalar nfo-nulo (independente de s ).
Ent8o, fatorando qualquer matriz nfo-unimodular G(s) , que

depois funcionari como maior divisor & direita de N(s) e
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A(S)Im , podemos diger:

1,

Rm(s) = N(s) ¢” '(s) : - (2.2.21a)

= -1 ¢
P (8) =4,(s)I & '(8) (2.2.21Dp)
Depoisg destas definiqSés segue o resultado de Wolovich

B&,p.39o], que diz:

"Seja o sistema (2.2.1a/b), completamente controlével, e

B com posto completo, m<<n ,

e Tm(s) = Rm(s) Pm—1(s), uma matriz de transferéncia, onde

Bm(s) e Pmﬁs) séo primos entre si.

Entdo existe um par (F,G) , com G ndo-singular, para

satisfazer:
o o(8) = (C + DP)(sI - & - BP) '8¢ + DG =
- ’
_ R(s) P (s =
= R(8) Pp _(8) =
. -1, '
=R.(8) BT (s) =

se, e somente se,

para alguma matriz polinomial (ndo-singular), H(s) , as

condiqﬁes seguintes serdo satisfeitas:

i) Rm(s) & um divisor & esquerda de R(s) - p.e.

R(s) = R (s) H(s),

ii) os 67 (postos em ordem) de Pm(s) H(s) sao idé&nticos

aos de PF’G(S), e

iii)_?m(s} H(s) & coluna prbdpria.

Como a prova da suficiencia deste teorema é construtiva ,

vamos repeti-la por conveniencia:
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Fatorizando um H(s) apropriado (utilizando (2.2.22) e i)):
: -1 ; -1

R(S)PF,G (8) = Rm(s)H(s)[?m(s)H(s)] (2.2.23)

Donde, utilizando sb6 o denominador, segue que:
_ P B &Y (4 " e R
Pm(s)H(s) = PF’G(S) =G B {(s ) (Am + BmFQ )S(s)}
(2.2.24)

onde s6 G e F ndo sao conhecidos.

A
De iii) segue que a matriz G_1Bm_1

= E & nao-singular.
Com a hipbtese de que G & ndo-singular, encontramos
A

. -1

G = (EBm) .
0 F correspondente pode ser encontrado se primeiro

. — [
pré-multiplicarmos (2.2.24) com E 1. BmG' ¢ depois subtrair-
& . }

mos de ambos lados {[é‘] ~ A S(s)( .
Entao,

A F [ A _1

B, 6P (s)H(s) - | [s%] - A _5(s)} = -B_Pa 's(s) (2.2.25)

A A AT

donde BmF (e ainda F, e P = FQ) pode ser facilmente deter-
minado (este passo depende de ii) para obter a subtraqéo

completa dos termos s€ ),

A prova da necessidade tem uma passagem que & importante para
se saber como encontrar a matriz H(s) e por isto vamos
apresentar ésta prova.

Se (2.2.22) & satisfeita, entao

~Rm(s)Pm_1(s)PF’G(s) =

Ry(8)P, ()P o(s) [P ()] 7 (2.2.26)

onde Pm+(s) e le(s)l 880 a matriz adjunta e o determinan-

i}

R(s)

te de Pm(s) respectivamente.
Como R (s) e P_(s) sgo primos entre si, segue que:
(2.2.27)

M1(S)Rm(s) + Mz(s)Pm(s) = I,
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onde M1(S) e M,(s) s50 um par particular de matrizes poli-
nomiais.
Agora multiplicando ambos os lados de (2.2.27) por
+ -
P (S)PF’G(S) , chegamos a: _
~ + + _
M1(S)Rm(s)Pm (S)PF,G(S) + MZ(S)Pm(s)Pm (S)PF,G(S) =

= Pm‘“(’s)PF’G(s) : (2.2.28)

De (2.2.26) vemos que le(s)l deve dividir R(S)Pm+(s)P?’G(s)
porque R(s) & uma matriz polinomial.
Também, como\‘Pm(s)Pm+(s) = ]Pm(s)llm segue de (2.2.28) que
le(s)! deve dividir Pm+(S)PF,G(S) .
Entao, Pm—1(S)PFrG(S) & ume, matriz polinomial nao-singular
( = H(s) ), donde:

Pp g(s) = By(s)H(s) : (2.2.29)
e de (2.2.26) temos

R(s) = Rm(s)H(s) (2.2.3%0)
Entdo (2.2.29) e (2.2.30) satisfazem as trés condigdes do
teorema, completando a prova, |
Uma Gltima observacdo: O teorema sb pode ser utilizado se
a) o sistema & transformado numa forma "candnica';
b) Tm(s) & fatorada em Rm(s)Pm—1(s) e ‘estes sdo primos

entre si; e
e) um H(s) apropriado & encontrado (que deve ser escolhido

"egtdvel", porque os polos da malha fechada do sistema 880

iguais aos zeros de Pm(s) e H(s) (ver(2.2.29)).

Para ilustrar a aplicagao do método de Wolovich [ﬁ] vamos de-

genvolver um exemplo.
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~Sejam as matrizes A , B, C e D dadas:

-4 -1 =3 1 1
A = % 1 1 B = -1 o
5 1 3 -1 -1
L - - ~
4 -1 4] [ o o]
C = o o o b= o 1

e temos ainda

1
— [¢]
1 (s) =| %
' =8 _ 1
7s+3

Tomando a matriz de controlabilidade, com as colunag postas

em ordem conveniente, encontramos I = (b1 Aby; b2)

1 o 1
L = -1 1 e]
-1 1 -1

donde 6, =2 e €é = 1.

k
Calculando dk = ) Gi s k=1,2,..,m obtemos d{ =2 e
1

=

d2 = 3 .

1

Formando agora I~ ' , e depois Q' , tal que

, . -1
Q' = (11' Al,’ 12') onde 1, = di§ linha de I~ ' encontra-

mos a matriz de transformagéo:

1 5] 1
Q = 1 6] o]
o] 17 -1

Aplicando esta transformacdo de coordenades, podemos escrever:

“ o 11 o , o o
A=qaQ”t = | -4 oo B=QB=|1 1
- Q;:Q 01
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A » [3 15-1}
¢ =¢Q = o} o? o}

e encontrar

|8 o
8% = diag.[sg7] = |
f o s
A -4 (8] -1—
Ay = -2 0 o
1 1 o
Bh = | o 1-_ gue € nao-singular;
e
1
S(s8) = |8
' o 1
. -1
De (2.2.18).“ EF{Q(S) = E(S)P?’G(?) , onde
R(s) = {oB, ™" [s°] + (¢ - pB, "4 )S(s)] e

pp o(o) = [¢718, 7 [(s) - (&, + BEQT)s()]]

R(s) pode ser facilmente calculado.

g+% =1
2 s

R(s) =

: s - -1
Agora vamos fatorar Tm(s) = Rm(s)Pm (8)

-

E A
F 1 5+3 (¢]
:—"S 1_ | o 1

Da formula R(s) = Rm(s)H(s) oo condi%éo i) do teorema,

encontramos a matriz ndo-singular H(s):

8+3 . -1
H(s) = 5243542 o
Para nao modificar Tm(s) é necesshrio também multiplicar

P,(s) por H(s) .
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s+3 o 7s+3 —15 —52+63+9 -5-3‘_

Pp(s)H(s) = [_ o 1}{52+35+2 o_l - [sz+3s+2 o ,J
Precisamos ainda igualar. Pm(s)H(s) a PF,Q(S): |
Paras satisfazer a condigéo iii) do teorema precisamos que
Pm(s)H(s) seja coluna prbpria. Tirando E desta matrisz,

encontramos E = »1 -1
‘ 1 o

gue & nao-singular; entéo Pm(s)H(s) ¢ coluna prépria; e
sabendo que os coeficientes de PF G(s) -~ como mostra a

: s
seguinte equacao

» ()(s) = 015~ {[sF] - (b, + BFQ)s(s)]

dependem sb do produto G 1 1

P L
E =G Bm

donde G = 1 o
-1 1”'

Aqui se ve porque G ‘tem a restricéo de ser nfo-singular.

, podemos dizer:

Falta entdo encontrar a matriz T :
Tomando (2.2.24) e seguindo os passos daﬁprova do teorema,
chegamos ao (2.2;25): |
: 1 f : 6 " “ - A-v _1 t
Bm,(:Pm(s)H(s) - “:s J - Ay b(s)} = -B; FQ S(s)

2 T 2 ] .
8" +3%8+2 e] . 87 +4 1 - —BmFQ—qs(s)‘
| ~38~T 8+3 .2 5 :

Observando S(s) ... (2.2.16) , que tem os termos com graus
mais altos &61—1) em s , pode-se ver a importancia do fato
que PF’G(S) & coluna prbpria (isto servird para a elimina-—
Qge dos termos com graus mais altos (6&) em 8 em cada
coluna!l). ‘

Continuando o chleulo chegamos a:
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-38+2 1 - BmFQ—1S(S)
3849 =3
donde
-65-7 4 | _ [F 1 o0
i 38+9 -3 =ls o0
| o 1
F pode ser encontrado por observagﬁo:
9 3 -3
e dai
P =] 13 4 —11j
12 =3 12}

Assim encontramos a lei de controle

~1%5 4 11| [ 1 o]
u(t) = 12 _3 12 -x(%) 129 1 w(t)

que adapta T(s) a Tm(s) .
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2.3) METODO DE MOORE & SILVERMAN [8].

Definicles e preliminares,

(Este capitulo & todo baseado nas referéncias [8],[25].)

Consideramos dois sistemas - lineares e fixos - descritos por
x(t)
y(%)

A x(t) + B u(t)
¢ x(t) + D u(t) (2.%.1)

2(t) = o 2(t) + b v(+) |

w(t)’ = Ca(t) + D v(t) (2.%.2)
onde ﬂt)éﬂs,?ﬂt)ERn,'Mt)éﬁr,‘Nt)éﬁf e
y(t) , w(t)e ¢™ . |
0 sistema (2.3%.1) vai ser chamado (ABCD) e a matriz de trans-
feréncia H(ABCD) . A notagéo para o sistema (2.%.2) serh
andloga.
A lei de controle para uma realimentagéo vai ser

u(t) = F x(t) + G v() .
Entdo, a malha fechada serid representada por

(o + BF,BG,C + DF,DG) .
Se P & um operador associado com (ABCD) e Q & o operador
correspondente de (A + BF,BG,C + DF,DG) , dizemos

p 6 g
O problema geral do APM com realimentacdo dos estados serd
determinar quando existe um par {F,G} tal que

H(ABOD) 2%, H(4BeD) (2.3.3)
Sob algumas eondicles, que s&o necessérias para a exist§ﬁéié

de uma sclugéo, podem ser calculados:
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a) um inteiro 9, («min(m,r)), e (2.3.4a)

a2 g o 5; com as dimensdes (2.3.4Dp)

b) matrizes 5; , D
9, X8 , 4, X T, Q XN, g, X r , respectivamente.
E o problema (2.3.3) terd como solugdo o par (¥,G)

se, e somente se,

H(ABC, D ) 2%, HWBY,D ) . | (2.3.4)
onde o posto ﬁ; = q, - ;
Deixemos de lado como a) € b) podem ser encontrados e
falemos sobre uma solugdo para (2.3.4):
Seja 4 = T , entdo a classe de pares de matrizes que satis-
fagam (2.%3.4) pode ser completameﬁte caracterizada por um
conjunto de equagGes lineares.

Se consideramos

(AB(;Taﬁa) (2.3.5)

«6¢.D.) (2.3.6)
sabemos que ﬁ; é ndo-singular e podemos aplicar a seguinte
lei de controle:

u(s) = 5,7 [-Ex(s) + W(w)] (2.3.7)
Aplicando (2.%.7) em (2.3.5) teremos:

x(t) = (A - BD, "1 )x(t) + BD,” W(t)

§a(t) w(t) : . (2.3.8)

s , 1
Seja AO

(4 - BDa Ca) e Bo = BDa .

Entdo, {F,c] & uma solugdo de (2.3.4) se, e somente se, o
par {F,G} & tal que
H(a, + B,F,BG,F,D G) = H(JBED ) | (2.3%.9)

onde F = Ca + DaF .
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0 problema de encontrar uma solugéo para (2.3.9) poede ser con-
vertido num problema de encontrar uma soluqéo para um conjunto

de equacbes lineares. algébricas.

o 2 50 , € 50 ” 50 os indices

de controlabilidade e observabilidade de (AB@QQa) e

Lema 2.%.1: "Definimos como §

Q}@%%ﬁ%) , respectivamente; e seja

~7=n@&(%-+30-1 sy b+ =-1) .

Entao,

H(A, + BOF,BG,EE&G) = HUbY

se, e gomente se,

Pa% = dq. (2.3.10)

— =i > A . s ,
F(a, + B,F) BG = € G i (2.3.,11)

It
o
-

=

Dai o teorema 2.3.1 [8]:

Bo como explicado.

"Seja gq_ = Tr e sejam Yg A

©
~ 7oy FyG e
intao H(ABCaQa) ? Hcﬁﬁfa

3

LB
@a) se, e somente se,

513

G = Da $a e

: =~ -1, 5 =

F =D (—Ca + F) onde

F & una solug&o das seguintes equacles lineares algébricas:

?— [Eo . Q1 ) o ey Q‘Y::] = Eadb [y f;vdo’ts ’ o s e 9 gu"ydb] (203012)
onde :

Qo = By _

Q =AQ, 4+ Boz’adl‘m p o<is<y . " (2.3.13)

Notemos que Qi é calculado em sequéncia e com isto a ndo-
existéncia de F poderd ser controlada depois de cada sequén-

cia.

Para o0 caso T =T ; qa<: r ; posto wa =q, > Moore & Silver-



26
man [8] n3oc apresentam uma solugao.

Algoritmo_estrutural

Este algoritmo & definido em [25] e todo o método neste capi-
tulo & baseado nele.
Seja q, = rank D e seja ﬁ; a sub-matriz, formada das

primeiras q, linhas independentes de D . Entéo existe uma

matriz nao-singular (m x m) 5, » tal que
SOD = DO
0

Utilizando SO como uma transformaqéo da saida, obtemos uma
nofa apresentagéo do sistema inicial:

x(t) = A x(t) + B u(t)

yc(t) = O x(t) + D, u(t)

onde y (t) =8, y(t) , 6, =8C e D =8D.

0
Observando D , serl conveniente partirmos também Y, €

CO na mesma maneira.

Temos entao

Yo = | Yo Co =1 % Do =1 Do
¥, G 0
que daré Jo=Cy X + D, u
¥, =C, % .

A sequéncia restante na apresentaqéo do sistema pode ser
definida por indugéo.
Admitimes que o sistema tem a forma

i(t) = A x(t) + B u(t)

Yilt) = G x(F) + Dy u(¥)
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onde existem as partigSes seguintes:

V(b)) = | 7 (1) Cp = | O D = | D

\
¥ (6) Cy 0 (2.3.14)

e onde Dk tem qy linhas e posto Q.
Y © 6% tem Qe linhas

v e C tem m-g, linhas
k k k

Se Q<< m , pédemos definir um operador diferencial

qu é 0
My = [sees oot (2.3.15)
: Ty _
0 : m—qk(d/dt)
Entdo, aplicando M, a {yk(t) = Oy x(t) + Dy u(t)} obtemos
Ty (%) Cpe (%) Dy u(t)
}i y (.t) = e e e me e e sasa e s s - ,,.‘;..‘.-............ R R
£ (a/at) F(t) G (a/at)x(t) 0
= %(%) (2.3.16)
ou, finalmente
F,.(%) G, B |
My (8) = € o = ~kA x(t) + k u(t)
(4/dt)F,.(t) A ¢, B
(2.3.17)

Seja agora Qepq O rank da matriz que multiplica wu(t) .
Se qk+1<: m , entdo - lembrando o primeiro passo SO -

existe uma matriz nao-singular (m x m) Sk+1 y, tal que
Yy - Dy

D = S

14

k+1

<

Esta nova sequéncia serd entio definida como:
x(t) = A x(t) + B u(t)

Va1 (8) = Oppq x(8) + Dy g ult)
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onde yk+1(t) = Sy My yk(t)- (2.3.19)
e \

o g Ck ~ Ok+1 cee Qg linhas

k+1 = “k+1 - , R

Vimos entfo que a salida y(t) foi transformada com uma

sequéneia 8 Moo3 84 5 My 5 «ee 5 S5 M5 Sy s

o * Mo 3
ou, expresso diferentamente

yk(t) = Nk y(t)
X ] .

Se agora substituimos d/dt por s obtemos
A

X i Memi—1 (5)
E finalmente podemos digzger que

(s) = ;ﬁ S (2.3.20)
H(A + BF,BG,Cy + D F,DG) = ﬁsz) H(A + BF,BG,C + DF,DG)
(2.3.21)
que & uma equagdo importante para o APM.
Pode-se ver que {F,Gi & uma solugdo para (2.3.3) -
se, e somente se, |
H(ABOka) F,G, ﬁk(s) HUARCD) para k = 0,1,...

Seja agora a o primeiro inteiro tal que q, = rank Da =1m

(2.3.22)
Entdo o par
--pta I
F=-D*GC, e = [Da é g]
onde 5é+ & o inverso & direita de 5; e X & o
espago nulo de ﬁ; , | (2.%.22a)

tem um interesse especial.

z . - - _ - _+ ‘o _ —.'-
Teorema 2,%.2: "Seja A, =4 - BDa__ga e Bb = BDa .

em (2.3.1) e para todo wu(t):

Entdo temos para X(to) = X,




x(%)

it
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A, x(%) + Bo_fa(t)
F(t) = & x(%)

x(b,) = x,_

'i=0,1,..-

e dai, se

P(s) = H(Aoi§61§é’o) , Segue que

H(ABCaG)

= B(s) H(AB@%@AZ;'

Exemplo para o algoritmeo estrutural:

Seja
x(t) =

y(t) =

Aplicando
obtemos

Yo(t) =

Como 9 =

associado

Moo= 11
0

Aplicando,

My, (t)

Como agora

algoritmo e

Deste modo

-1 o_ 1
| o -2 | o

(11 1 1
1 o x(t) + | 5
1

)
1J u(t)

x(t) +

u(t)

So para obter DO

1 1| x(%) + { 1] u(t)
1 o - o o

dado.

DO - neste caso S
| 0

o

(2.3.22b)

(2.3.23)

=T -

1<<m , podemos definir um operador diferencial

(&)
a/dt

obtemos

= 6; x(t) + ﬁ; u(t)

A

i

ok

C B
[ 1 1] x(%) + [1 1] u(t)
-1 o 1 of

|

Q) q = Tank 5; =2 =m & claro que o

COB

strutural termina aqui.

encontramos o inteiro a 1 tal que

q, = rank Da =2 =m ,
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APM por_ realimentac8o dos_estados.

Aplicando este algoritmo estrutural em (2.3.1) e (2.3.2) ad-
mitimos que depois de k+1 passos chegamos aos sistemas:

(ABck})k) (2.3.24)

umk&bk) (2.3.25)
partindo como em (2.3%.14).
J4 podemos dizer, observando (2.3.714) e lema 2.3.1, que
se 5k:¥ 0 , nao haverd uma solugdo.
Admitimos agéra que 5k =0 .
O passo k+2 consiste na aplicagﬁo db algoritmo a (2.3.24)
para chegar a (ABCk+1Dk+1) e depois aplicar o operador
diferencial associado -wk+1(t) = Sk+1ﬁk wk(t) ao (2.3.25).
Com' isto definimos um nove conjunto de equagSes:

2(t) = o z(%) + b v(t)
Wi () = Oy g 2(%) + $k+1 v(t)

onde

€ .. =8 [ ¢ 3

k+1 = Skt fkﬂ, e D4 = Sy Dy
k fkﬁ

Entdo

HQA&fk+1$k+1) = Nk+1(s) H(ABCD) .
Seja a e q definido como em (2.%.22).
Se agora q, = M , segue que ﬁ; = Da ; e & claro, observando

(2.3.21), que {F,G} é unma solugéo para (2.3%.3)

se, e somente se, 51 =0 para i = o0,1,...,2=1 e que
H(aBC,D,) L% HUEED,) .
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Sejam dadas as matrizes seguintes:

A=]-1 o B=[1 o
o =2 | |0 1 ]
¢ =] 1 ] D= |
1 0 | o o |
A pergunta é:
Existe um par (F,G) tal que
H(ABCD) —2%, #(s) = [ s+
s+4
=2
(s+2)(s+4) ?

Como aqui sb #(s) & conhecido, & necessiria a expansfo

de #(s) =[1/0(s)] [, %% + 1, 1P 4 L 1P

1. s2+35+2
(s+2)(s+4) -2
_ 1 F‘lsz+3s+2
(s+2)(s+4) \|o 0 -2

Utilizando o algoritmo estrutural e aplicando o primeiro

as matrizes

passo obtemos com S, I

|

C 1

o

~/

e para o outro sistema vemos gque a condiqgo (2.%3.46)
j& & satisfeita.
Tomando agora a sequéncia nfimero O e multiplicandoe com o

operador diferencial associado

& S

M, =
0 d/dt

:7[0=0

0


















































































































































































































































