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Nesta tese está explicado - brevemente - o que é e para que 

serve a adaptagão de uma planta a um modelo (APM). apbs a 

apresentapão de alguns métodos existentes, foi desenvolvido 

um ponto de vista diferente. Este novo dtodo mostra eomo 

encontrar condiyões - necess&rias e suficientes - para a 
existkncia de uma solupão que consiste de três pon-bos princi- 

piaia: I) Fazer a matriz de transfer&ncia da planta igual à 

de um modelo dado usando um controlador para a planta que tem 

como entradas os estados da planta e do modelo, e a entrada 

para o modelo, 2) para entradas idênticas, "zerarn o erro 

entre as saídas da planta e do modelo, resultante das condi- 

~Ões iniciais, seja do modelo, seja da planta, e, finalmente, 

3) estabilizar internamente a planta. 

Para eliminar o mais rhpido possivel, sobretudo sem muito 

cálculo, os pares planta-modelo, que não dar& uma solu$o, 

a condipão para 1 )  foi expressa em termos de singularidades 

(polos e zeros), que em alguns casos especiais pode também 

fornecer uma afirmapão para a existência de uma solupão. 

Com um exemplo ilustrativo foi mostrado como os resulta- 

dos teóricos se aplicam na solu@o de um problema prático. 
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In this thesis is explained - briefly - what is and what 
for serves the adaptation of a plant to a model (APM). after 

the representation o£ some existing methods a different view- 

point was developed. This new method shows how to find condi- 

tions - necessary and sufficient - for the existence of a 
solution, which consists of three main points: I) Fiaking the 

transfer matrix oL the plant equal to the one of a given model, 

using controller for the plant which has as inputs the states 

of the plant and the model, and the model-input, 2) for identi- 

cal inputs, ifzeroingii the error - which reaults from the inicial 
conditions of the plant or rnodel - between the outputs oP the 
plant and the model, and, finally, i) internally stabilizing 

of the plant. 

To eliminate the pairs plant-model, which donft give a solu- 

tion, as fast as possible - and without a lot of calculation -, 
the condition I) was expressed in terms of singularities 

(poles and zeros), which Ln some special cases can also be 

an affirmation for the existence of a solution. 

With anillustrative exaaple was shown how the theoretical 

results can be applied in findiag a solution to a practical 

problem. 
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Capítulo 1 ) : GERAL 

Esta tese investiga a solu~ão - e condigões para a existsncia 
de uma soluqão - do problema de adaptacão de m a  planta a um 

modelo ( APR ) . 
Has vamos antes explicar brevemente o que 6 APN. 

Inicialmente existe s6 uma planta e a ela foi aplicado um 

sinal, A planta foi adaptada de uma maneira tal que o erro 

entre a safda e o sinal aplicado é nulo, Isto 6 o chamado 

servomecanismo. 

aas com a evolugão tecnológica foi necessário aplicar mais e 

mais sinais, as vezes bem sofisticados -,, e se, por exemplo, 
as plantas forem muito grandes, torna-se difícil fazer ensaios 

para conhecer o comportamento da planta. 

Neste momento entra a seguinte idéia: esta variedade de sinais 

deve ser gerada por um sistema; então, por que não construir 

um sistema que produza os sinais que querenos e fazer a planta 

seguir o comportamento deste modelo? 

Assim sendo, cons%ruimos um modelo, que pode ser testado como 

queremos, modificado, etc,, e tentarmos simplesmente adaptar 

a planta e este modelo. 

Um outro ponto deve ser mencionado aqui: Quais são as aplica- 

gões de um APM, como e onde o APM pode ser utilizado? 

Vamos expor só alguns exemplos, mas isto &o quer dizer que 

seja tudo; certamente existem muito mais aplicayões, mas para 



dar uma idéia geral, os nossos exemplos sergo suficientes, 

Ternos, por exemplo, um padrão - uma chapa pequena com uma 
forma muito irregular - e vamos construir um pequeno sistema, 
que tem um apontador que segue exatamente as formas desta 

chapa. Com a utilizaqão de sistemas elkricos, pneumatieos, 

hidraúlicos ou mecânicos vamos transmitir o movimento deste 

pequeno modelo à gran&e máquina que corta, p.e. com um maga- 

rico uma chapa de ferro 20 vezes maior que a chapa-modelo, 

Um outro exemplo seria um veículo lunar, Como é certamente 

difícil mandar sinais para a lua e esperar a reagão (retardo 

dos sinais devido à distância), será melhor construir um modelo, 

que neste caso pode ser até igual a planta, e operar o modelo 

como desejarmos. Este modelo manda todas as informa~ões à 

planta - o veículo na lua -, e esta segue exatamente o compor- 
tamento do modelo - o veiculo aqui na terra, 
Com este exemplo chegamos ao ponto que justifica a utilizaqão 

do A214 nos casos onde a planta está fora do alcance,, ou numa 

escala muito grande para fazer experiencias. Neste caso pode- 

-se,p.e., construir wa modelo num computador,, onde pode ser 

testado,, e depois basta fazer a planta seguir este modelo, 

Um filtimo exemplo, bem desenvolvido, 6 o sistema de um servo- 

manipulador. Isto é um sistema que consiste de um par de 

tsbrapos artificiaisw que está situado numa sala de controle, 

e um outro par - semelhante - que esth situado dentro, p.e., 
de um acelerador de protons. Isto significa que a planta está 

dentro de uma área altamente contaminada e muito perigosa 

para o homem, BJeste caso queremos que a planta siga exatamente 
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os movimentos que fazemos na central (o que é necessário por- 

que o equipamento dentro de um acelerador de protons & muito 

sofisticado e sensível), 

Esperamos que estes exemplos possam dar uma idéia geral do 

APM e vamos agora tratar da teoria do APigl. 

Gomo já foi dito, queremos condipões para a existência de uma 

solugão para o APR. Hais precisamente, isto quer dizer que 

foram procuradas condicões - necessárias e suficientes - para 
que o "erro1s entre o modelo e a planta seja zero, com a utili- 

zagão de todas as informagões possíveis que pudermos obter do 

modelo (entradas, estados'). E, quando possível, exprimir estas 

condi~ões em ternos de singularidades (polos e zeros). 

Sabemos que o problema de adaptaqão de uma planta a um modelo 

( A P I )  tem sido estudado há 16 anos pelo menos [4]. Resultados 

preliminares, em termos de matriz de transferencia, foram 

apresentados por Kavanagh [4] ; outros resultados, utilizando 

mktodos diferentes, foram encontrados por Parks [3] - utili- 
zando o segundo mktodo de Liapunov; por Tyler [I], que fez 

uma síntese do problema por controle &imo; e Winsor t., Roy 

[2] , que utilizaram também controle Ótimo para seu projeto de 
um "de-sensitized model-following control systemn . 
Mas a primeira formulatão real, chamada ftexact model matchingn, 

foi dada por Wolovich [6] , que utilizou, para encontrar uma 
soluyão, wn conjunto de "feedback invariantslj e uma transf or- 

mapão da coordenadas (que k derivada da matriz de controla- 

bilidade), dependendo ainda de existir ou não solugão para um 

conjunto de equa~ões de matrizes polinomiais. 



Em método que utiliza essencialmente as mesmas idéias que 

Wolovich [ 6 ] ,  foi apresentado por Wang & Desoer [7] ; eles 

transformaram o problema para resolver uni conjunto de equa- 

yões lineares e alg&bricas. 

Um mbtodo diferente foi apresentado por noore & Silverman [8] , 
que utilizarâm um algoritmo estrutural para resolver o pro- 

blema. Eles não necessitaram de uma transformayão de coorde- 

nadas e a existência de uma aolupão foi testada sequencial- 

mente. 

Um mktoào completamente diferente & o de iuiorse [5], que 

utilizou uma conceituac$io geométrica. [9] para a formulaqão do 

problema e tambh para a condipão de existir ou não uma solu- 

Nesta tese também foi utilizada uma conceituagão geomktrica, 

mas a formulagão 6 diferente, visando a aplicapão de resultados 

de Bhattacharyya [I71 [14] [15], Pearson [I41 [15] [I61 e Wonham 

[I 41 [16] [22] . E sobretudo, as condipões encontradas no domínio 
geometrico - necessárias e suficientes - foram, quando possivel, 
expressas em termos de singularidades (polos e zeros). 

No capitulo 2) vamos apresentar - de uma maneira breve - as 
investigaqões de Wolovich [6] e loore L Silverman [8] , porque 
achamos que estes foram os primeiros passos significantes para 

o U M .  

NO capitulo 3)  será explicado o método de Iqorse [5], que 

servirá como ligapão à nossa formula?ão. 

Finalmente, no capítulo 41, será explicado o nosso ponto de 

vista do problema. Este capitulo mostra a formulacão do 



problema, seguida das solugÓes para as tr8s questões: 

"serar" a matriz de transferhcia, "zerarH o erro resultante 

das condiyões iniciais e a estabilidade interna da planta. 

~arnbbm será apresentado um exemplo ilustrativo e encerramos 

o capítulo com algumas conclusões. 

No capítulo 5) vamos discutir as questões que ficam à ser 

resolvidas e a utilidade dos resultados obtidos. 



' %26 Espapos vetoriais reais 

X, Y Elementos destes espacos L, 

O Espa4o nulo, vetor nulo 

-(I) ~imensão de um espago vetorial real 

A, 3 Ratri~es ou mapeanentos lineares (definido so  

os reais) 

A ' ,  33' Transpostas destas matrizes 

H: &-. 5 Mapeamento do espago para o espaco 3 

y c a  O espaqo 7 é um subespayo de I% 

18 1 3 Napeamento restrito J -: 3 (somente se 

J c f l  e iq:Ut-+Y) 

Imageru de Pi 

KerM Kernel (ou espayo nulo) de M , as vezes tambbm 
expresso por ~ " ( P I )  

Se não mencgonado diferentemente o sistema linear, fixo e 

dinanico será expresso como segue: 

O 

x(t) = A x(t) + B u(t) 

y(t) = c x(t) 
com os mapeaaentos associados: 

A: X --+ X onde dim(X) = 

B:U --+g onde dim(U) = m 

C: T -4q onde dim(3) = p 

O espaco controlável do par ( 8 , ~ )  , anotado por (A/&) , 
5 

6 dado por: 
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(AIO) = ( b i  + A &  + ... + ~ ~ - ~ b )  

Lambda ... conjunto de nfimeros. 
é sinétrico se todos os elementos complexos 

de A aparecem em pares conjugados. 

4 k esthvel se todos os elementos tem parte 

real negativa. 

Sigrna .., espectro de A = conjunto simétrico 

de n raizes do polinamio característico da 

matriz A , as vezes expresso por # ( A )  . 
- Se 2( e Zf são invariantes em Ã e c , então 

AI(V/U) indica o mapeamento induzido no espaco 
5 

quociente WU por a . 
- Dois espacos são chamados independentes se a interse<E;o ( I ) )  

\ 

deles 6 zero. 

- A soma de dois espapos (+) é o espayo gerado pela 

uniâo ( U )  das bases respectivas. 

- A soma direita ( e )  k a soma de dois espayos independentes. 

~ e r C  C x O espago nulo de C 6 um subespaeo de 

- Um subespato Zf c 6 chamado um subespato invariante 

em (b,B) se 27 6 (A + BF)  - invariante para 
algum F : [ ( A  -I- BF)V c 21 para algum F];  

p.e.: se a classe r(V) = [F:(A + B F ) ~  cV'] é 

não vazia. 

Y ( V )  # fl se, e somente se, AV c V + 6 [AI]. 
J(B,B;K~~C) Subespapo invariante em ( A , B )  que 6 contido 

no espap nulo de G 

~ ( A , B ; K ~ ~ c )  Subespaco contsol&vel de ( A , B )  que contido 
Z 
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m a x . 3 ( ~ , ~ ; ~ e r ~ )  = V* e m a x . f ( ~ , ~ ; ~ e r ~ )  = d* são os elemen- 

tos máximos nestas classes de subespagos, respec- 

tivamente, 

(RX pode também ser expresso por 

(A + O n v * )  ). 
- Se C ~ ( A , B ; K ~ X C )  , então Y(g,B;W) exprime a classe 

dos mapeamentos P ;  J-.U tal que ( A  + BF)ZTCV. 

As demais notaqões serão introduzidas quando se fizer 

necess&rio, 



Capitulo 2):  PUPAFENTO CLÁSSICO uo PROBLYPLA uu AAUAPTACÃO DE 
5 

UFiA PLANTA A U1Pi MODELO. 

Como já foi dito no capitulo 1) sabemos que o APH tem sido 

estudado desde há muitos anos [I] - [ 8 ] .  Seria demasiada a 

explicacão e apresenta~ão de todos os mktodos já utilizados. 
5 

Mas como muitas destas investiga~ões - sobretudo as mais 
antigas - jQ foram mencionadas e utilizadas em outros traba- 
lhos,, achamos que seria bastante apresentar sb dois métodos 

distintos para dar uma visão geral do API'~. 



Seja  umL sistema l i n e a r ,  f i x o  e d i n h i c o  descr i to  por: 

onde x ( t )  6 o ve to r  dos estados, y(tj1 o vetor  da sa lda  e 

u ( t )  o vetor  da entrada. A ,  B, C ,  U s ã o  matrizes r e a i s  

com as dimensões ( n  x n ) ,  ( n  x m), ( p  x n)  e ( p  x m )  

respe~:tivamente, onde B' tem posto m,( n . 
Temos uma l e i  de controle 

onde w ( t )  é a chamada "entrada externan e P,  G são 

matrizes constantes com as dimensões (m x n) e (m x m )  

respectivamente, com a res t r ipão  que G s e j a  não-singular. 

Aplicando e s t a  l e i  de controle em (2.2.Ia/b) temos a descri-  

pão da malha fechada: 

Woiooich [6] f ormuiou o APM como segue : 

"Existe um par de realimentagão (F ,G)  t a l  que a matriz 

de t r a n s f e r h c i a  d a  malha fechada 

k ident ica  a mat r i z  de t ransfer&ncia  T,(s) de um 

modelo? 



8 caso escalar -------------- 
Para o caso escalar foi utilizada uma transformapão de 

coordenadas Q , derivada da matriz de controlabilidade 
do par ( A , B )  para transformar a matriz A em uma forma 

can8nica companheira: 

A forma can8nica fica a mesma depois da aplica~ão da lei de 

controle e é um fator bem conhecido, que - sob a hipbtese de 
que (A ,B)  4 control&vel - cada polo pode ser escolhido 
arbitrariamente. Sabendo que a fungão de transferhncia não 

muda depois uma transformagão de coordenadas, podemas expri- 
A A A A 

mir Tf , -1 A (s) por ( 6  + af)(s1 - A - bf) bg + dg , onde 
A A 

b. = ~b , e = CQ-' e f = fQ-l . 
Então vamos considerar a funqão de transferdncia, que é: 

*f,g 
(8) = (C + df)(sI - A - b$)-'bg + dg 

h A A A A -1 1 = ( c  + df)(sl - A - bf) bg + dg 
A A A A 

. (c1 + dao) + ... + (cn + da,,) s n-' + d sn 

A A A 

(onde ci são os ternos no vetor c e fi os no vetor 

f > ,  



e introduzindo 

sf(sj = [I, s, ..., s n-l] e 

podemos escrever 

Vemos então que todos os polos podem ser escolhidos arbitra- 

riamente - sob a hipótese que ( A , B )  k control&vel. Kas -9 o 

numerador não -pode ser influenciado e, em princípio, a ordem 

do sistema permanece a mesma. A exceqão ocorre s6 se houver 

um cancelamento entre polos e zeros, 

O caso multivariável .................... 
Vejamos agora o caso multivari&vel. Também aqui foi utilizada 

uma transformayão de coordenadas Q , derivada da matriz de 
cont#rolabilidade I( (ver exemplo ou C6 ,p. 3891 ) ou mais 

exatamente de uma matriz ~llexicogr&fieaw L : 

que 6 formada das primeiras n colunas independentes de K , 
k 

arranjadas convenientemente. Calculamos dk = 5 para 
i: 'I 

k = 1,2,. ..m e aplicamos a transformayão de coordenadas Q 
A 

ao sistema. ~ntão obtemos: A , =  [iij] onde (2.2.9) 



Aplicando a l e i  de controle,  teremos: 

Introduzindo agora as deiiniqões: 

L 'm : a l i nha  de A 

e ainda a  def in i tão  de uma matriz ~ ( s ) :  

- 
Bm - . . rrn 5 linha de fi 



podemos escrever - utilizando o chamado ttTeorema Estruturalf1 
de Wolovich 8c Falb [24] : 

o=, desen~olvendo, obtemos : 

Vemos então, que ~ ( s )  6 invariante sob (F,C) , como r(s) 

no caso escalar. Vemos ainda que em (sJ o termo de mais 

alto grau em s em cada coluna é s6;' j e os coeficientes de 

s em cada coluna de PF , (s) são iguais aos elementos da 

matri~ G-'Ê[l , que 6 do-singular e que pode ser definida - 
arbitrariamente - por intermédio de G . 
A não-singularidade da matriz E (m x m) , constituída dos 
coeficientes dos termos de mais alto grau em s , em cada co- 
luna de uma matriz polinomial, (como p.e. PfPg  (s)) será re- 

ferida como a condipão para que esta matriz seja coluna prb- 



pria. Dai: PF9G (s) 6 coluna prbpria. 

Ainda notamos que os termos de menor grau em s podem ser 

fixados arbitráriamente por meio de F . 
Como não podem ser definidos outros invariantes independentes, 

6 elaro que, os invariantes notados são suficientes para a 

caraoterizagâo da classe (F,G) e podemos concluir que esta 

classe é representada por: 

i) R(s), que é invariante; 

ii) os inteiros 5 , convenientemente postos em ordem; e, 
iii) o fato que PF,G(s) k coluna prbpria. (2.2.19 j 

Obs.: R(s) e c; ngo são únicos, mas, uma vez fixada a trans- 
formagão Q , eles serão especlficos. 

Para resolver agora o APM, sabemos que qualquer matriz (poli- 

nomial) de transfer8ncia Tm(s) pode ser fatorada: 

yats) = ~~('1 pm-'(s) (2.2.20) 

onde Rm(s) e P,(s) são primos entre si, (o que 6 equiva- 

lente a dizer que o maior divisor comum Ci direita é Im ). 

Podemos então escrever: 

onde ~ ( s )  k uma matriz polinomial e b ( s )  o menor denomina- 

dor comum a todos os termos de !i!,(s) . 
Sabemos que uma matriz, unimodular k qualquer matriz polinorniâl 

' cujo determinante 6 um escalar não-nulo (independente de s ). 

Então, fatorando qualquer matriz não-unimodular G(s )  , que 
depois funcionar& como maior divisor & direita de N(s) e 



d(s)Im , podemos dizer: 

Depois destas definigões segue o resultado de Wolovich 

"seja o sistema (2.2.1a/b), completamente control&vel, e 

B com posto completo, m < n  , 
-1 e !Pm(s) = R (s) P, (s), uma matriz de transfereneia, onde m- 

Rm(s) e Pmís) são primos entre si. - 

Então existe um par (F,G) , com G não-singular, para 

satisfazer: 

= R (s) P,-'(s) = -m - 

se, e somente se, 

para alguma matriz polinomial (não-singular), A(s) , as 
colidigões seguintes serão satisfeitas: 

i) Rm(s) k um divisor d esquerda de R(s) - p.e. - 

ii) os c (postos em ordem) de Pm(s) X(s) são idênticos 

aos de Pp,G(s), e 

iii) P (s) H(s) é coluna própria. -m 

Como a prova da suficiencia deste teorema 6 construtiva , 
vamos repeti-la por coniveniencia: 



Batorizando um ~ ( s )  apropriado (utilizando (2.2.22) e i)): 

"(s)pF 9 G -' (s )  = R,(s)H(s) [P,(s)H(s)] -' (2.2.23) 

Uonde, utilizando só o denominador, segue que: 

onde só G e F &o são conhecidos. 

-IA = E k não-singular. Ue iii) segue que a matriz G B, 

Com a hipótese de que G 6 não-singular, eneontramos 

O P correspondente pode ser encontrado se primeiro 

pré-multiplicarmos (2.2.24) com E-' = B,G e depois subtrair- 

mos de ambos lados {[s6] - Â,s(s)] . 

donde Bmp (e ainda P ,  e F = $Q) pode ser facilmente deter- 

minado (este passo depende de ii) para obter a snbtraqão 

completa dos termos s ! ) . 
A prova da necessidade tem uma passagem que E! importante para 

se saber como encontrar a matriz ~ ( s )  e por isto vamos 

apresentar esta prova, 

Se (2.2.22) é satisfeita, então 

onde P,+(s) e IP~(S)( são a matriz a 

te de Pm(s) respectivamente. 

(2.2.26) 

djunta e o determinan- 

Como Rm(s) e P,(s) são primos entre si, segue que: 

M1(dRrn(s) + M2(dPm(d = 1, (2.2.27) 



onde M , ( s )  e M2(s) são um par particular de matrizes poli- 

nomiais . 
Agora multiplicando ambos os lados de (2.2.27) por 

+ Pm (s}PF G(s) , chegamos a: 
9 

Ml(s)~m(s)Pm+(s)pF I G ( s )  + M ~ ( ~ ) ~ ~ ( ~ ) ~ ~ + ( ~ ) ~ ~ , ~ ( ~ )  = 

+ 
= Pm (s)Pp. 9 G(~) (2.2.28) 

De (2.2.26) vemos que I pm(s) 1 deve dividir R(S)P~+(S)P~ G(s )  
9 

porque R(s) 6 uma matriz polinomial. 
+- Tambkm, como ' P,(s)Pm (s) = ( s )  segue de (2.2.28) que 

+ I P ~ ( S ) ~  deve dividir Pm ( s ) ~ ~  G ( ~ )  . 
I 

~ntão, Pm -1 
(S)P~,~(S) k uma matriz polinomial não-singular 

( = H(s) ) ,  donde: 

PF,~(s) = ym(s)H(s) (2.2.29) 

e de (2.2.26) temos 

R(s) = Rrn(s)H(s) (2,2.30) 

~ntão (2.2.29) e (2.2.30) satisfazem as tr&s condiqões do 

teorema, completando a prova. 

Uma filtima observa@o: O teorema só pode ser utilizado se 

a) o sistema 6 transformado numa forma "can8nica"; 
-1 bj Tm(s) 6 fatorada em Rn(s)Pm (s) e estes são primos 

entre si; e 

c) um H(s) apropriado 6 encontrado (que deve ser escolhido 

nestá~el~, porque os polos da malha fechada do sistema são 

iguais aos zeros de P,(s) e ~ ( s )  (ver(2.2.29)). 

Para ilustrar a aplicagâo do método de Wolovich [6] vamos de- 

senvolver um exemplo. 



Sejam as matrizes A , B , C e D dadas: 

e temos ainda 

Tomando a matriz 

I - 

de controlabilidade, com as colunas postas 

em ordem eonveniente, encontramos L = (b l  Abl ; b p )  

1 o 

donde õ1 = 2 e C2 = . 

d 2 = 3 .  

Formando agora L-' , e depois Qi  , tal que 

a 
Q 1  = (lIi A121 12') onde li = di- linha de L-' encontra- 

mos a matriz de transformayão: 

~plicando esta transforma@o de coordenades, podemos escrever: 



%,dS) 
R(s) pode 

R(s) = 

ser facilmente calculado. 
- - 

st.3 -1 

- 
2 S 

- 

Da formula R(s) = Rm(s)~(s) ... conditão i) do teorema, 
encontramos a matriz nGo-singular H(s): 

E(.) = [ 7 3  s +3s+2 o -' I 
Para n&o modificar Tm(s) é necessário também multiplicar 



Precisamos ainda igualar P,(s)H(s) a Pp,G(s): 

Para satisfazer a condicão iii) do teorema precisamos que 

P,(s)H(s) seja coluna própria. Tirando E dgsta matriz, 

ecotraos E = [i -11 
que 6 não-singular; entgo P,(s)H(s) 6 coluna própria; e 

sabendo que os coeficientes de PF,-,(s) - como mostra a 
seguinte equa~ão 

-1 ", -1 depende= só do produto G B, , podemos dizer: 

Aqui se ve porque . O  tem a restrigão de ser não-singular. 

Falta então encontrar a matriz P : 

Tomando (2.2.24) e seguindo os passos dad-prova do teorema,, 

chegamos ao (2.2;25): 

Observando ~ ( s )  ... (2.2.16) , que tem os termos com graus 
mais altos (õi-l) em s , pode-se ver a importancia do fato 
que PF,G(s) 6 coluna prbpria (isto servirá para a elimina- 

~ ã o  dos termos coa graus mais altos (Ci) em s em cada 

coluna! ) . 
Continuando o cálculo chegamos a: 



donde 

A 

F pode ser. encontrado por observacão: 

e dai 

Assim encontramos a lei de controle 

que adapta I ( s )  a 9,(s) . 



DeEinicÕes e ~reliainares. 
------A,------ ------------ 
(Este capitulo é todo baseado nas referências [8],[25] . )  

Consideramos dois sistemas - lineares e fixos - descritos por 

e 

L( t )  = d z(t) + 8, v(t) 
w(t) = \e 54%) + 9 v(t) - (2.3.2) 

onde x(t)E a s  , . a ( t ) E  k n ,  ~ ( t ) € $ ~  , v(t)E e 

y w  , w(t) E 41* * 

O sistema (2.3.1) vai ser chamado (ABCD) e a matriz de trans- 

ferbncia H(IIBCD) . A nota~ão para o sistema (2.3.2) será 

análoga. 

A lei de controle para uma realimentagão vai  ser 

u(t) = B x(t) + G v(t) . 
Então, a malha fechada será representada por 

(A + BP,BG,C + DE',DG) . 
Se P 6 um operador associado com (ABCU) e Q & o operador 

correspondente de (A + i3F,BG,C + DF,uG) , dizemos 
P F,G+ Q 

O problema geral do A2H com realimenta@o dos estados será 

determinar quando existe um par { F , G ]  tal que 

H(HBCD) F 9 G ,  H ( ~ A Y % )  (2.3.3) 

Sob algumas condieões, que são necessárias para a existgncia 

de uma soluyão, podem ser calculados: 



a) um inteiro qa (<min(m,r)), e (2.3.4a) 
- - - 

com as diinensões b) matrizes Ca , Da , pa , a (2 .3 .4b)  

se, e somente se, 

.h 

onde o posto Da = q, . 
Deixemos de lado como a) e b) podem ser encontrados e 

falemos sobre uma soluqão para (2.3.4): 

S e j a  qa = r , então a classe de pares de matrizes que sat is-  

fayam (2.3.4) pode ser completamente caracterizada por iam 

conjunto de equavões lineares, 

Se consideramos 

- 
sabemos que Na é não-singular e podemos aplicar a seguinte 

l e i  de controle: 

. - - 4  - - -1 - 
x(t) = (A - BD, Ca)x(t) + BDa ~ ( t )  

- - - -1 S e j a  no = ( A  - BD, Ca) e Bo = BB, , 

par { P , G ]  é tal que 

- - - 
onde F = C, + U,F . 



O problema de encontrar uma soluyão para (2.3.9) pode ser con- 

vertido num problema de encontrar uma solu?ão para um conjunto 

de equaqóes lineares algkbricas. 
- - 

~ e m a  2.3. I : "Definimos como 6 c 0  ,% 6 , e  J p o  5 os indices 
C- 

de controlabilidade e observabilidade de (ABCD) e a-a - 
ub ) , respectivamente; e seja - a-a - - 

Então, 
- - 

H ( A  + B F,BG,P,QG) = H ( . A ~ Y  9 ) 
0 0  a-a- 

se, e somente se, 

Dai o teorema 2.3.1 [8] 81: 

"Seja qa = r e sejam Ao ,- B como explicado. o - - F G - - 
~ n t ã o  H(ABC D ) 2 H(dd3 0 8) ) se, e somente se, a-a a-a 

- -1 B = D  ( -ca+P)  onde a -  - - 
- 
F é urna solucão das seguintes equaqões lineares algébricas: 

onde 

+ B Fd i-1 Q. = A $  , O S i S  f t 
-1-0-i-I o-a I A  
Notemos que Qi 6 calculado em sequênoia e com isto a não- 

existência de F poderá ser controlada depois de cada sequên- 

- 
Para o caso r = r ; qa<r ; posto 8, = q, , Moore 8e Silver- 



man [8] não apresentam uma solu$k. 

Este algoritmo é definido em [25] e todo o mktodo neste capi- 

tulo 6 baseado nele. 
- 

Seja qo = rank D e seja Do a sub-matriz, formada das 

primeiras qo linhas independentes de D . ~ntão existe uma 
matriz não-singular (m x m) S, , tal que 

Utilizando So como uma transformagão da saída, obtemos uma 

nova apresentaqão do sistena inicial: 

x(t) = A x(t) + B u(t) 

y 0 w  = C. x(t) + Do ~ ( t )  

onde yo(t) = So y ( t )  > C, = S,C e Do = SoD . 
Observando Do , ser& conveniente partirmos também yo e 

C. na mesma maneira. 

Temos então 

- - 
que dar& go = C. x + Do u 

A sequência restante na apresenta@o do sistema pode ser 

definida por indug%o. 

Admitimos que o sistema tem a forma 



onde existem as partipões seguintes: 

- 
e onde Uk tem q linhas e posto qk k - - 

yk e Cy tem qk linhas 

Fk e gk tem a-qk linhas 

Se q k <  m , podemos definir um operador diferencial 

Então, aplicando Mk a [ ~ ~ ( t )  = Ck x(t) + Lik ~(t)} obtemos 

ou, finalmente 
T 

Seja agora qk+l o rank da matriz que multiplica u ( t )  . 
Se Qk+l <rn , então - lembrando o primeiro passo So - 
existe uma matriz não-singular (a x m) , tal que 

Esta nova sequência será então definid-a como: 

x ( t )  = A x(t) + B u(t) 



'Vimos e n t ã o  que a s a í d a  y ( t )  f o i  t r ans fo rmada  com uma 

s e q u h c i a  So ; Mo ; S i  ; M, ; .. . ; Sk ; Mk ; Sk+l. i 

ou,  e x p r e s s o  d i f e r e n t a m e n t e  

Se a g o r a  subs t i t u i rnos  d / d t  p o r  s obtemos 

E f i n a l m e n t e  podemos d i z e r  que 
h 

B ( A  -i 13F,BG,Uk + u $ , D ~ G )  = N ~ ( s )  H(& + BP,BG,C + IIF,UG) 

que é uma e v a p ã o  i m p o r t a n t e  p a r a  o APiY. 

Pode-se v e r  que {F,GJ k uma so lugâo  p a r a  ( 2 . 3 . 3 ) .  

s e ,  e somente s e ,  

H(ABcyk)  'pG, ; & ( S )  H ( J w B )  p a r a  k = o,l , .  . . 
S e j a  a g o r a  a o p r i m e i r o  inteiro tal que qa = r a n k  Da = m 

Então  o p a r  

- + - 
onde Da 6 o i n v e r s o  à d i r e i t a  de  Da e K 6 0  

- 
espapo n u l o  de  Da , (2.3.22a) 

t e m  wn i n t e r e s s e  e s p e c i a l .  

= A - B D + F  - -I- Teorema 2.3.2: " S e j a  Ao a-a e B = B D a  . 
O- - 

~ n t á o  temos p a r a  x ( t o )  = xo e m  (2.3.1) e p a r a  t odo  u ( t ) :  



e dai, se P(s) = H ( A  ,B ,O) , segue que o o > a  

Exemplo para o algoritmo estrutural: 

~plicando So para obter Do = r - neste caso So = I - 
obtemos ! Q  1 
.,w = [ i  ,] t )  + [, ,I u w  

Como qk = 1 < m  , podemos definir um operador diferencial 
associado 

- 

~plicando, obtemos 

Como agora qk+, = rank 1 = 2 = m é claro que o 

algoritmo estrutural termina aqui. . 
Deste modo encontramos o inteiro a = 1 tal que 

qa = rank D = 2 = m . a, 



Aplicando este algoritmo estrutural em (2.3.1) e (2.5,2) ad- 

mitimos que depois de k+l passos chegamos aos sistemas: 

partindo como em (2.5-14). 

J& podemos dizer, observando (2.3.14) e lema 2.3.1, que 
N 

se ak O , não haver5 uma solu@o. 

ndmitimos agora que gk = O . 
O passo k+2 consiste na aplicagão do algoritmo a (2.3.24) 

para chegar a (ABCk+lDk+l) e depois aplicar o operador 

1 w (t) ao (2.5.25). diferencial associado ~~,+~(t) = Sk+l 

Com isto definimos um novo conjunto de equa~ões: 

onde 

Seja a e qa. definido como em ( 2 . 3 . 2 2 ) .  
- 

Se agora q a = m ,  segue que D a = D a ;  e 6 cl aro, 

(2.3.21 ),  que {P ,G]  é m a  solucgo para (2.3.3) 
5 

N 

se, e somente se, ai = O para i = o,l,...,a-I e 

observ 

que 
















































































































































































