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O ponto central da geração de malhas para o método de elementos &tos é a 
discretização do domínio no qual o problema está descrito. Os métodos usuais de 
geração automática de malhas têm se baseado em subdivisão espacial. 

O presente trabalho apresenta um esquema para triangulação adaptativa de 
sólidos CSG, baseado em uma nova proposta de refinamento adaptativo de 
triangdações que garante a transição suave entre grandes e pequenos elementos, 
sem degradação dos tetraedros. O esquema simples e recursivo tem o suporte de 
uma tt-iangulação particular do espaço. 

O refmamento adaptativo é controlado por critério de refinamento definido 
pela aplicação, o que propicia ao esquema um potencial para diversas aplicações. 

A aplicação para geração de malhas de elementos f i t o s  para domínios 
representáveis por sólidos CSG é considerada, onde são apresentados alguns 
aspectos relacionados com a aproximação geométrica do modelo. 
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Finite elements analysis of solid models usually requires that the model be 
approxirnated by a discrete set of polyhedral elements. Tradicional methods to 
solve this problem has been based upon cubic meshes. 

Adaptive meshes have smaller elements in areas that requires more precise 
analysis. An adaptive mesh, however, must not include highly irregular 
tetrahedra, for their presence allows numerical instability to render the results of 
the analysis suspect. 

This work presents a general scheme for adaptive triangulation of CSG 
solids. The scheme is based on a new proposal for adaptive refinement 
triangulations. Smooth transition between large and small elements is guaranteed 
without any degradation of the aspect ratio of the elements. The simple and 
recwsive scheme is supported by a particular spatial triangulation. 

The adaptive refinement is built by halving bisection of tetrahedra in such a 
way that their form factor is kept constant avoiding degeneration. The refínement 
is dependent only on criterion that is application dependent, providing the 
scheme with a potential utility to many applications. 

Some aspects of the application to fuúte elements mesh generation are 
considered. 
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Introdução 

Por mais de duas décadas, o método de elementos finitos tem sido uma 
ferramenta largamente utilizada na resolução numérica de fenômenos físicos nas 
mais diversas áreas. 

A geração manual ou semi-automática de malhas para o método de 
elementos finitos é geralmente tarefa que consome muito tempo, além de estar 
sujeita a erros. Além disso, pode ser inviável para domínios tridimensionais com 
geometria complexa. A geração automática de malhas para geometrias 
tridimensionais tem sido tópico de estudo e pesquisa ativa por aproximadamente 
uma década. Vários algoritmos têm sido propostos [SCHR91], [LOHN92], 
[DEVL9 I]. 

Em geral, estes algorítmos se baseiam nos métodos adaptativos, onde uma 
solução de elementos finitos é obtida para uma malha inicial que é, então, 
refinada seletivamente com base nos erros encontrados. Os métodos adaptativos 
interagem entre a obtenção da solução e o refinamento da malha até que uma 
solução dentro de erros aceitáveis tenha sido alcançada. 

Com o propósito de automatizar o processo de geração de malhas, 
triangulações do espaço têm sido utilizadas por causa de sua flexibilidade em 
aproximar geometrias irregulares. 

No escopo deste trabalho, estamos particularmente interessados em gerar 
malhas para domínios tridimensionais, especialmente aqueles que podem ser 
representados por objetos sólidos. 

Quando modelos geométricos complexos estão sendo analisados, o 
refinamento da triangulação deve levar em conta tanto a aproximação da 
geometria do modelo como a adequação da triangulação ao fenômeno que está 
sendo estudado. O uso de métodos adaptativos traz vantagens específicas, tais 
como a possibilidade de se modificar seletiva e localmente a malha garantindo 
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resultados ótimos no sentido de que são obtidas malhas satisfatórias com um 
número mínimo de elementos. 

Neste trabalho abordaremos a aproximação de modelos tridimensionais 
descritos por expressões CSG com a finalidade de geração de malhas de 
elementos f i t o s .  A idéia consiste em moldar uma cobertura do sólido 
constituída por uma triangulação tridimensional irregular. 

Nossa proposta é o refinamento adaptativo de uma triangulação CFK inicial 
do espaço no qual o sólido está inserido. O Refmamento é controlado por critério 
de refinamento d e f ~ d o  pela aplicação e a geometria do modelo é aproximada 
simultaneamente a adequação da triangulação aos requisitos do problema. A 
precisão desta aproximação é determinada pelo nível máximo de refinamento. 

Este trabalho é dividido em sete capítulos. No capítulo 2 abordaremos o 
problema da geração de malhas para o método de elementos fínitos, começando 
com uma breve descrição do método de elementos f ~ t o s  e discutindo em 
seguida os problemas relacionados com a discretização de domínios. Falaremos 
também dos métodos adaptativos para a análise de elementos f ~ t o s  e das 
principais técnicas utilizadas na geração automática de malhas. 

O capítulo 3 é dedicado a apresentação da nossa proposta de refinamento 
adaptativo de triangulações CFK. Descreveremos as triangulações CFK e o 
processo de subdivisão binária de tetraedros em que se baseia o refinamento. 
Discutiremos os problemas relacionados com o refinamento adaptativo de 
triangulações e de como podemos garantir a validade destas triangulações. As 
propriedades das triangulações CFK e a estrutura de representação das 
triangulações são também apresentadas neste capítulo. 

No capítulo 4 mostraremos como o refinamento adaptativo proposto pode 
ser útil para construir urna triangulação de um domínio geométrico descrito por 
um sólido CSG. Apresentaremos o modelo matemático de representação de 
sólidos CSG e, em seguida, as funções características que os representam 
implicitamente. Na sequência apresentaremos os conceitos de localização de 
sólidos que simplificam expressões CSG e o critério de classificação de 
tetraedros baseado na representação Bézier das funções características. Por fm, 
apresentaremos a construção da triangulação adaptativa para o sólido. 
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No capítulo 5 veremos a utilização da triangulação adaptativa proposta para 
a geração de malhas tridimensionais para o método de elementos f i t o s .  
Abordaremos principalmente a questão da aproximação geométrica do modelo. 

Alguns aspectos da implementação desenvolvida e uma visão geral do 
sistema são apresentados no capítulo 6. 

Finalmente, no capítulo 7, apresentaremos alguns exemplos de aplicação e 
resultados, bem como as conclusões e sugestões para trabalhos futuros. 



CAPÍTULO 2 

Geração de Malhas de Elementos Finitos 

i i 

2.1. Introdução 

O ponto central da utilização do método de elementos finitos para resolução 
numérica de problemas físicos descritos por equações diferenciais parciais é a 
discretização do domínio no qual o problema está descrito em uma malha de 
elementos f i t o s .  

A geração de uma malha válida para um domínio com uma geometria 
complexa não é, contudo, uma operação trivial e pode ser muito cara em termos 
computacionais. Por outro lado, a qualidade da solução aproximada é fortemente 
dependente da malha gerada ser bem adaptada as propriedades físicas do problema. 
A confiabilidade dos resultados é, na verdade, questão- fundamental no método de 
elementos finitos. 

Os métodos adaptativos têm sido cada vez mais utilizados na simulação de 
fenômenos complexos. Estes métodos se valem de medidas de erros locais da 
solução para executar um refinamento seletivo da malha, adaptando-a as 
propriedades físicas do problema em consideração. 

A popularização destes métodos tem sido fator decisivo para o 
desenvolvimento de ferramentas automáticas para geração de malhas de elementos 
finitos. Muitos algoritmos têm sido propostos [SCHR89], [SCHR91], [ODEN90], 
[LOHN92], [NAMB93]. 

Iniciaremos o capítulo apresentando uma breve descrição do método de 
elementos fintos. Na seção seguinte discutiremos mais detalhadamente o problema 
da discretização de domínios e a questão dos erros envolvidos com esta 
aproximação. Na sequência apresentaremos os métodos adaptativos para abordagem 
do problema e as principais técnicas para geração automática de malhas. 
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2.2. O Método de Elementos Finitos (MEF) 

Um problema típico de elementos finitos consiste em determinar o 
comportamento de uma determinada grandeza fisica (temperatura, pressão, 
velocidade, deslocamento, etc.) descrito por uma equação diferencial parcial em um 
domínio contínuo, e sujeito a determinadas condições impostas no contorno deste 
domínio. Para este problema, em geral, não é possível obter explicitamente uma 
solução exata e o método de elementos íinitos é utilizado para resolver 
numericamente o problema. 

Uma formulação geral para um problema deste tipo é da forma [RIBEgO]: 

onde u é a grandeza cujo comportamento dentro do domínio i2 se quer determinar, 
2, m, n são operadores diferenciais, p e q independem de u e, (2) e (3) são as 
condições de contorno essenciais e naturais, respectivamente. 

Em geral, este problema é reescrito em uma formulação mais adequada para 
resolução numérica, denominada formulação fraca ou variacional. Nesta formulação 
procura-se uma solução u em um espaço H de funções suficientemente bem 
comportadas que satisfazem as condições de contorno essenciais, tal que a integral: 

seja satisfeita para todo v E H. 

O problema contínuo é então substituído por um problema aproximado 
empregando-se o método de Ritz ou de Galerkin. A aproximação de Galerkin 
consiste em formular o problema em um espaco Hh, um subespaço de dimensão 
finita do espaço H, e buscar uma solução aproximada uh E Hh, tal que [ODEN82]: 
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onde h é um parâmetro real relacionado com a dimensão de Hh. 

Assim, a solução aproximada de Galerkin pode ser expressa por: 

onde Qi, i=1,2,..,N são funções linearmente independentes que geram o espaço Hh e 
a,, i=l,..,N são os parâmetros a determinar e correspondem as incógnitas do 
problema. 

O MEF fornece um método sistemático para a construção das funções Qi 
[ODEN 821. Inicialmente, o domínio i2 contínuo é discretizado em um conjunto de 
células de dimensão finita, os elementos finitos. Dentro de cada elemento a solução 
é aproximada por uma combinação linear das funções de forma do elemento. Estas 
funções, tipicamente polinomiais de grau baixo, assumem característica de funções 
de interpolação dos valores da solução nos pontos nodais do elemento. 

A cada ponto nodal do elemento está associado uma função de forma e o 
número de pontos nodais depende do grau destas polinomiais. A fig. 2.1 mostra 
alguns elementos planos e seus pontos nodais para algumas funções de forma mais 
comumente usadas. 

A construção das funções base Qi, i=1,2,..,N, pode ser vista como um processo 
de colagem das funções de forma nos pontos nodais da discretização. Construída 
desta forma, uma função Qi é não nula somente sobre os elementos que contêm o nó 
i, ou seja, as funções têm "suporte" local: 

sendo N o número de pontos nodais da discretização. 

Tal característica das funções h faz com que seja atribuído as incógnitas q da 
expressão (6) o significado físico de valores da função aproximada uh nos pontos 
nodais da discretização. 
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LINEAR Q U A D ~ T I C A  CÚBICA 

BILINEAR BIQUADRATICA BIC~BICA 

Fig. 2.1 - Pontos Nodais e funções de forma em elementos planos. 

A substituição da aproximação (6) em (5) fazendo vh E {&, i=1,2,. .,N), 
resulta em um sistema de N equações lineares na forma: 

que pode ser escrito em forma matricial como: 

sendo, 

K.. = j &),.@i.dQ , i, j = 1,2,..,N 
'J L? 

os coeficientes da matriz KNN, UN O vetor de incógnitas nodais e FN o vetor 
definido pelas condições de contorno do problema. 
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A matriz KNN é construída assumindo contribuições individuais de cada 
elemento, o que lhe dá a característica de matriz esparsa, em muitos casos diagonal 
dominante, cuja largura de banda depende da numeração dos pontos nodais da 
discretização. 

2.3. Discretização de Domínios 

Geração de malhas de elementos finitos é o processo de obter uma 
discretização válida para aproximar um domínio de integração contínuo. Esta 
discretização é denominada malha de elementos finitos. 

A esta discretização, é claro, está associado um erro que se traduz no não 
cumprimento das equações diferenciais que regem o problema. Este erro é uma 
b ç ã o  e definida como sendo a diferença entre a solução exata e a solução 
aproximada, cuja magnitude pode ser medida através da sua norma em um espaço H 
apropriado: 

A norma do erro é uma medida natural da qualidade da aproximação e 
portanto está diretamente relacionada a maneira como é construída a discretização 
do domínio, o que faz com que a geração de malhas de elementos finitos seja um 
problema não trivial. 

Numa discretização uniforme, onde as células têm tamanho h, estes erros são 
em geral de ordem O(hP), onde p é um expoente que depende do grau dos 
polinômios de interpolação adotados para cada elemento. Ou seja, se p é positivo, a 
norma do erro se aproxima de zero quando h tende para zero. Em contrapartida, o 
aumento do número de elementos pode ser extremamente inconveniente no sentido 
de que aumenta significativamente a complexidade do sistema a ser resolvido. 

De modo geral, não existe uma regra fixa para determinar a quantidade de 
elementos que deve ser utilizada em uma malha de elementos finitos. Idealmente, a 
distribuição dos pontos nodais na discretização deve, primeiramente, representar 
adequadamente a geometria da região. Em geral, regiões do contorno do domínio 
que apresentam grandes variações requerem uma maior concentração de pontos 
para representar adequadamente a forma. Por outro lado, para a simulação precisa 
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do fenômeno é necessário que haja pontos adequadamente distribuídos em regiões 
do domínio onde a variável muda mais rapidamente. 

Também as funções polinomiais adotadas para os elementos influenciam 
diretamente a qualidade da aproximação. Quanto maior o grau desses polinômios 
(maior p) menor o erro de aproximação. 

Assim, o ponto chave na discretização de um domínio consiste em obter uma 
malha que seja a mais simples possível (considerando número de elementos e 
polinômios de interpolação) que produza uma solução numérica.dentro da precisão 
desejada. 

Igualmente importante para a caracterização de uma malha de elementos 
fínitos é a defínição da forma geométrica de seus elementos. A escolha da forma 
geométrica depende geralmente da geometria do domínio, entre outros fatores. As 
formas geométricas mais utilizados são quadriláteros e triângulos, em problemas 
planos e hexaedros e tetraedros, em problemas tridimensionais. 

Nada impede que sejam utilizados vários tipos de elementos com diferentes 
graus para suas funções de interpolação numa mesma discretização. A prática 
comum, entretanto, é adotar um único tipo de elemento com funções de 
interpolação de grau baixo (linear ou no máximo grau 2) em todos os elementos. 

As discretizações em triângulos ou tetraedros são genericamente chamadas 
triangulações e tem se mostrado as mais populares e que melhor se ajustam a 
geometrias irregulares. Devem ser evitados, contudo, elementos demasiadamente 
finos ou alongados pois estes em geral causam instabilidades numéricas na 
resolução do sistema de equações. 

2.4. Métodos Adaptativos 

O objetivo de uma análise adaptativa dentro do método de elementos fínitos é 
fornecer, em princípio, um mecanismo para controlar erros e eventualmente 
permitir a usuários especificar o grau de precisão necessário em um cálculo. Os 
métodos adaptativos se valem de estimativas de erros locais da solução para 
executar um refinamento seletivo da malha, adaptando-a as propriedades físicas do 
problema em consideração. 
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Uma estratégia adaptativa segue o seguinte esquema geral: 

1. Construção de uma malha inicial. 

2. Obtenção de uma solução de elementos finitos. 

3. Cálculo das estimativas de erro. 

4. Enquanto o erro não é aceitável 

4.1. Refinamento de elementos de acordo com indicadores de erro locais 

4.2. Obtenção de uma solução de elementos finitos. 

4.3. Cálculo das estimativas de erro. 

Numa primeira fase é criada uma malha inicial do domínio. A escolha de um 
critério apropriado permite detetar zonas para refinamento da malha inicial, sendo 
obtida uma nova malha mais refinada; este é geralmente um processo iterativo. 

Medidas de erro globais fornecem uma medida quantitativa da qualidade da 
aproximação durante o processo de análise, e servem para indicar a necessidade ou 
não de se melhorar a solução. Medidas de erro locais calculadas a nível de cada 
elemento, por sua vez, servem para definir critérios que vão apontar quais 
elementos devem ser refinados no processo. 

Na prática, são feitas estimativas destes erros, que são chamadas a priori, 
quando são obtidas antes de se calcular a solução e, a posteriori quando são 
avaliadas a partir de informações fornecidas pela solução obtida na iteração 
anterior. 

Para o refinamento de elementos um dos seguintes métodos é utilizado: 

método h - subdivisão dos elementos em elementos menores mantendo-se 
constante o grau dos polinômios de interpolação. 

método p - aumento do grau dos polinômios de interpolação mantendo-se 
constante o número de elementos da malha. 

método r - reposicionamento dos pontos nodais de acordo com a distribuição 
de erros. 
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Combinações dos métodos acima são técnicas também utilizadas [RIBEgl], 
[DEVIA71 contudo, a complexidade das estruturas de dados neste caso pode ser 
significativa. Em geral, o uso do método h com elementos de baixa ordem (p=l, 2) 
é suficiente. Quando é requerida precisão mais alta, o uso dos métodos p e h-p 
torna-se necessário. 

A fig. 2.2 apresenta os principais tipos de refinamento h para duas e três 
dimensões. Apesar de simples, este refinamento, frequentemente, quebra a 
continuidade entre células vizinhas. Esta condição é geralmente referida como "não 
conformidade" da malha. 

Alguns métodos adaptativos oferecem também a opção de "desrefmamento" 
de malhas para diminuir o número de elementos em regiões onde os erros locais são 
demasiadamente pequenos. Esta opção é, em geral, requerida por problemas 
variáveis no tempo. 

Recentemente, Oden [ODEN89], [ODENgO] introduziu a noção de algoritmos 
"inteligentes" onde medidas de precisão locais e estabilidade dos algoritmos são 
calculadas ao longo do processo, e os algoritmos vão se auto-ajustando para 
alcançar precisão e eficiência desejadas. 

2.5. Geração Automática de Malhas 

A geração manual ou semi-automática de malhas é geralmente tarefa sujeita a 
erros além de consumir muito tempo. Pode mesmo ser inviável para domínios 
tridimensionais com geometria complexa. 

A geração automática de malhas de elementos finitos para geometrias 3D tem 
sido tópico de pesquisa ativa por aproximadamente uma década [GEORgl], 
[SHEP93], [SCHR88], [SCHRg 11. Um variedade de algoritmos têm sido propostos 
[ODEN90], Ii\TAMB93], [DEVL91], [LOHN92]. 

Os métodos de geração automática de malhas se ajustam naturalmente dentro 
do conceito dos métodos adaptativos. Em geral eles se baseiam no refinamento do 
tamanho dos elementos (método h) e podem ser divididos em duas grandes classes, 
dependendo se geram malhas estruturadas ou não estruturadas. 
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Fig. 2.2 - Tipos de refmamento pelo método h. 

A diferença básica entre as duas malhas está na forma da estrutura de dados 
que a representa. Em uma malha estruturada o conjunto de células e pontos nodais é 
naturalmente mapeado em um sistema de coordenadas apropriado. Células vizinhas 
na malha são facilmente identificadas através do sistema de coordenadas, ou seja, a 
topologia da malha é defínida implicitamente. 

Uma malha não estruturada, contudo, não pode ser representada tão 
diretamente e informação adicional deve ser fornecida. Para uma célula em 
particular, a conexão com outras células deve ser definida explicitamente na 
estrutura de dados. 

A principal vantagem das malhas não estruturadas é a facilidade com que 
permitem adicionar e remover nós e células de acordo com os requisitos do 
problema. A reconexão de células neste tipo de malha é simples e resulta em malhas 
que têm a mesma forma da malha inicial. Daí os métodos adaptativos trabalharem, 
geralmente, com malhas não estruturadas. Sem dúvida, uma das principais áreas de 
desenvolvimento de malhas não estruturadas é o uso de adaptação de malhas. A 
literatura é vasta [ODEN 881, [ZlENKg 11, [LOHNgO]. 
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Nas malhas estruturadas, o refinamento não é tão direto. A adição de pontos, 
frequentemente, quebra a regularidade da malha, fazendo com que alguns nós 
tenham número diferente de células conectadas. 

As técnicas de geração de malhas de elementos finitos, de uma forma geral, 
podem ser classificadas em três grupos [CAMP91]: mapeamento transfinito, 
enumeração espacial (quadtreeloctree) [SCHR93],[ODEN90], e algoritmos de 
tecelagem [SCHRSS] . 

Os algoritmos de mapeamento transfinito são os mais rápidos e produzem 
malhas estruturadas. A desvantagem desta técnica é que só podem ser aplicadas a 
regiões com topologia triangular ou quadrangular, e que também atendam a 
algumas restrições quanto a subdivisão de suas fronteiras. Isto implica na 
necessidade de se dividir o domínio em regiões isomorfas a estas formas mais 
simples. 

Técnicas de enumeração espacial são atualmente muito populares para uma 
geração de malha de forma completamente automática. A vantagem destes 
algoritmos é que eles são robustos para domínios com forma arbitrária. Sua 
aplicação em domínios com pequena razão entre volume e área de superficie pode 
ser desvantajosa. Os principais representantes desta classe são os métodos de 
Quadtree e Octree, nos quais o modelo geométrico é colocado em um 
paralelepípedo envolvente que é recursivamente subdividido. A profundidade da 
subdivisão é controlada associando-se um tamanho de elemento as entidades 
topológias que compõem o modelo, de forma que o processo continua até que o 
tamanho da célula seja o tamanho de elemento especificado. O passo final é gerar 
uma malha dentro de cada célula, assegurando-se que seja "compatível" com a 
malha gerada nas células vizinhas. 

Estes métodos fornecem algoritmos simples para decomposição de um modelo 
geométrico. Contudo, até recentemente, a geração de malha dentro de cada célula 
tem sido baseada em algoritmos heurísticos complexos, o que contrasta com a 
simplicidade dos processos de decomposição espacial e toma o método ineficiente e 
pouco robusto para geração automática de malhas. 

Os demais algoritmos de geração de malha são classificados como arbitrários 
ou de tecelagem. Tipicamente [GEOR91], estes algoritmos derivam a malha final, 
célula por célula, a partir dos dados de fronteira. Há dois representantes: métodos de 
avanço de fí-onteira e métodos baseados na construção de Delaunay. Estes métodos 
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criam pontos internos e células a partir da fronteira do domínio. A vantagem destes 
métodos é que fornecem algoritmos simples e elegantes para geração de malhas, 
mas sua principal desvantagem é que o conjunto inicial de pontos deve estar 
disponível, e a obtenção destes pontos, geralmente, não é automática e pode mesmo 
ser bastante difícil, especialmente em modelos 3D complexos. Além disso, a 
triangulação de Delaunay, baseando-se somente em pontos, ignora informações 
topológicas do modelo. Em geral são lentos, tipicamente de ordem quadrática com o 
niimero de elementos gerados. 

2.6. Nossa Proposta 

Vimos que o refinamento adaptativo de malhas baseado no método-h requer 
tratamento específico para garantia de continuidade na vizinhança de células onde é 
requerida adaptatividade. Na verdade, para se utilizar o método h em um esquema 
de refinamento adaptativo para geração de malha de elementos finitos, duas 
perguntas devem ser respondidas: 

Qual a subdivisão ideal de um elemento para que não resultem elementos 
demasiadamente alongados'? 

Como garantir a continuidade da malha na vizinhança de células refinadas? 

Um procedimento baseado em subdivisão binária de tetraedros, que garante 
"conformidadet' em refinamentos de triangulações gerais do espaço, é proposto em 
[RIVA91]. A idéia básica deste procedimento é que um certo conjunto de tetraedros 
da triangulação deve ser subdividido para que seja eliminada a interseção 
problemática criada pela subdivisão binária de um determinado tetraedro, 
garantindo assim a conformidade da subdivisão resultante. Com este procedimento 
é garantido também uma transição suave entre pequenos e grandes elementos da 
triangulação. O procedimento garante ainda um ângulo interno mínimo para os 
tetraedros, que seguramente não degeneram. Tais propriedades tornam o 
procedimento apropriado para geração de malhas de elementos finitos. 

Utilizando a idéia deste procedimento, propomos neste trabalho um esquema 
para construção de triangulações adaptativas para sólidos CSG, baseado em 
refinamento adaptativo de triangulações CFK. As triangulações CFK possuem 
propriedades geométricas e combinatórias bastante interessantes. A idéia é que uma 
triangulação CFK inicial de uma região do espaço que envolve completamente um 
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sólido CSG, vá sendo refinada adaptativamente com base em um critério de 
refinamento definido apropriadamente para cada aplicação. 

Neste esquema, não existe a preocupação com a localização das diversas 
componentes conexas do sólido. Durante o refinamento, os tetraedros gerados que 
não interceptam o sólido vão sendo eliminados da triangulação. Ao final, uma 
triangulação adaptativa contendo somente tetraedros contendo parte do sólido é 
obtida. O bordo desta triangulação será uma aproximação para a casca do sólido 
dentro da precisão definida pelo nível de refinamento da triangulação. 

A modelagem de sólidos conhecida como Geometria Sólida Construtiva ou 
CSG (Constructive Solid Geometry) será utilizada para construção dos sólidos. 



cAPÍTULO 3 

Refinamento Adaptativo 

I 1 

3.1. Introdução 

Frequentemente, aplicações requerem que triangulações sejam refinadas 
suficientemente até que um certo requisito do problema seja atendido. 

Aplicações como geração de malhas para o método de elementos fuiitos, em 
geral, utilizam algum critério de refmamento que varia no espaço do domínio do 
problema para guiar a escolha do tamanho dos tetraedros em cada região do 
domínio. 

Refinamentos uniformes neste tipo de aplicação são inconvenientes, porque 
a profundidade do refmamento (tamanho dos tetraedros) é determinado pelo 
ponto crítico do problema levando a triangulações, muitas vezes, excessivamente 
refinadas. 

Os refinamentos não uniformes apresentam-se como mais eficazes pois 
podem ser adaptados ao problema, de tal modo que cada tetraedro é subdividido 
apenas o suficiente para garantir que um dado critério de precisão seja satisfeito. 

Entretanto, refínamentos não uniformes de triangulações, também chamados 
adaptativos, em geral, requerem mecanismos especiais de subdivisão para 
garantir a construção de novas triangulações. 

Neste capítulo apresentaremos a nossa proposta para refinamento 
adaptativo de triangulacões CFK, que se baseia no procedimento proposto em 
[RiVA91]. As triangulações CFK têm propriedades geométricas e combinatórias 
interessantes e têm sido base para várias aplicações de triangulação do espaço 
[SALI92], [PERS93], [PERS94], [APOL94]. 

Inicialmente apresentaremos a classe de triangulações CFK e o processo de 
subdivisão binária em que se baseia o refinamento proposto. Em seguida, 
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apresentaremos o refinamento básico que assegura a construção de novas 
triangulações em refinamentos não uniformes e o refinamento adaptativo 
proposto. Na sequência falaremos das propriedades das triangulações CFK 
adaptativas e das simplificações possíveis no refinamento básico devido a estas 
propriedades. Finalmente, na última seção, apresentaremos a estrutura de 
armazenamento da triangulação e as principais operações nesta estrutura. 

3.2. Triangulações CFK 

Decomposições do espaço em tetraedros onde a interseção de quaisquer 
dois tetraedros ou é vazia, ou é um vértice, uma aresta, ou uma face comum a 
ambos os tetraedros são genericamente denominadas Triangulações. Elas estão 
entre as formas de decomposição do espaço tridmensional mais utilizadas pelo 
fato dos tetraedros serem estruturas lineares extremamente simples que facilitam 
muitas tarefas de exploração do espaço. 

Triangulações deste tipo são ditas regulares quando os vértices dos 
tetraedros são igualmente distribuídos no espaço. Quando o espaçamento dos 
seus vértices é variável são ditas irregulares. 

As triangulações regulares são interessantes porque possuem uma 
representação implícita de simples manipulação que permite a utilização de 
estruturas de dados extremamente simples para sua representação. Nestas 
triangulações, a determinação das relações de adjacências entre os tetraedros, por 
exemplo, são imediatas. 

Uma particular triangulação regular é a Triangulação CFK que tem seu 
nome em homenagem aos três pesquisadores que independentemente a 
estudaram: Coxeter, Freudenthal e Kuhn [MIRA89]. 

Uma triangulação CFK pode ser obtida através de decomposicão regular do 
espaço inicialmente em regiões cúbicas, seguida de triangulação consistente de 
cada região. 

Uma triangulação para uma região cúbica do espaço pode ser obtida 
subdividindo-a por três cortes planares, cujos planos passam por uma das 
diagonais do cubo e uma das arestas do cubo. Esta subdivisão, apresentada na fig. 
3.1, é formada por seis tetraedros idênticos, cujos interiores são disjuntos e a 
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interseção entre quaisquer dois tetraedros é uma face comum aos dois tetraedros, 
ou a diagonal do cubo (comum a todos os seis tetraedros). Cada face do cubo, 
dividida em duas por sua diagonal, contém faces de dois tetraedros distintos. 

Uma triangulação CFK para todo o espaço é, então, obtida refletindo-se 
recursivamente a triangulação de uma região cúbica pelas faces do cubo, para 
cada uma das regiões cúbicas vizinhas. 

A fig 3.2 mostra dois exemplos de triangulações CFK no plano. 

"I" 

TETRAEDRO O TETRAEDRO 1 TETRAEDRO 2 

TETRAEDRO 4 TETRAEDRO 5 

Fig. 3.1 - Triangulação CFK de um cubo 
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I 

Fig. 3.2 - Exemplos de triangulações CFK no plano 

3.3. Subdivisão Binária 

Uma subdivisão binária de um tetraedro pode ser d e f ~ d a  como a bisseção 
do tetraedro por um plano que corta o ponto mediano da sua aresta mais longa e 
passa pela aresta oposta a esta. Esta e a subdivisão mais conveniente que pode ser 
aplicada a um tetraedro no sentido de garantir uma boa razão de aspecto para os 
tetraedros gerados. Com esta subdivisão, os ângulos sólidos internos dos 
tetraedros diminui muito pouco de um nível de refinamento para outro e, além 
disso, não ocorrem degenerações, mesmo com sua aplicação sucessiva [RIVA90]. 

Cada tetraedro de uma triangulação CFK tal como vimos tem a diagonal do 
cubo como sua aresta mais longa e uma das arestas do cubo como sua menor 
aresta. A subdivisão binária aplicada recursivamente a um destes tetraedros é 
como apresentado na fig. 3.3. Cada subdivisão gera dois tetraedros idênticos. Os 
tetraedros resultantes da primeira subdivisão têm como maior aresta a diagonal de 
uma face do cubo e como menor aresta a metade da diagonal do cubo. Da 
segunda subdivisão, resultam tetraedros que têm como maior aresta uma das 
arestas do cubo e a menor aresta é a metade da diagonal de uma face. Após a 
terceira subdivisão, os tetraedros resultantes são indênticos ao tetraedro CFK 
inicial, exceto pelo tamanho de suas arestas, reduzido a metade em relação 
aquele. Nestes tetraedros, a aresta mais longa é a metade da diagonal do cubo e a 
menor aresta a metade de uma aresta do cubo. Obviamente que, com a 




































































































































