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RESUMO

Neste trnabalho, apresentamos os fundamentos tedoricos,
a evolucdo histornica e aspectos computacionais de al
gohitmoA-de ghadientes conjugados. Tais metodos for
mam uma familia de algoritmos em Otimizacdo Inrestri
ta que geram direcoes sem a utifizacao de quatlsquen
matrizes. Esta caracteristica torna-se bem atraente
para problemas onde nao se conhece a Hessiana da fun
cao-objetivo e/ou para problemas em dimensoes eleva
ddé; onde o armazenamento e mandpulacdo desta matriz
forem problematicas. Finalmente, Lnthbduzimoé conced
tos basicos sobre buscas Lineares e estudamos hecen
tes estrnategias para a solucdo destes problLemas.
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ABSTRACT

In this wonk, the theoretical foundations, the evolution
and computational aspects of conjugate gradient algorithms
are presented. Such methods belong to a gpamily of uncons
thadined optimization algornithms that do not use any matnix
forn generating dirnections. This feature becomes hathen
attractive Ain problems where the Hessian mathix of Zhe
objective-function 48 not known and/orn in Large  scale
unconstrained optimization, whenever the storage and ma
nipulation of that matrix becomes troublesome. Besides
that; basic concepts on Line searches are Aintroduced and
necent strnategies to solve this problem are discussed.
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NOTACAO E DEFINICOES USADAS

R - espaco vetorial euclideano n-dimensional

n - dimensao do dominio da funcao f

x - variavel no IRM

f - funcido objetivo em problemas de Otimizacao Irrestrita(0.I.)
g ou vf ou f' - gradiente de f

T ou -g ou -f'- antigradiente de f

H ou vy2f - matriz—Hessiana de f

A - matriz-Hessiana de uma funcao quadratica
x* - solugao 6tima de problemas de O.I.

k - ordem de iteracao de algum método de 0.I.
€ - escalar positivo arbitrariamente pequeno
i,j - - Indices

Xy .1~ Ponto do R"™ alcancado na k-ésima iteracdo de algum méto-

do de O.TI.

dk - direcdo considerada na k-€sima iteracdo de algum metodo
de O.I.

Bk - coeficiente de conjugagaoconsiderado na k-€sima iteracgao

de métodos de gradientes conjugados.

u,a - escalares de uso geral

t - transposicdo (como superindice)

Ay - Dbasso a ser usado na k-ésima iteracao de algum método de
0.1.

T - comprimento de um ciclo para algoritmos de gradientes
conjugados

© - simbolo representando angulo (uso geral)

m,M - escalares positivos

b _ | vetor de constantes n x 1 (capitulos I a III)

escalar entre 0 e 1 (capitulo IV)



C,A,A,AE AD - escalares

DEFINICOES

A € dita matriz definida positiva se e somente se,

xPAx >0 , Vx'£0 , x € R™ .
Dados f: R™ R e X € R", sempre que Xty () x> 0, diremos |,

por extensdo, que f € definida positiva no ponto X.

O conceito de'taxa de convergencia'" da sequéncia {x) } gerada

por algum método de 0.I. & estabelecido da seguinte forma:
seja{xk}1mw,sauémja, convergindo para x*, onde Xy £ x*,Vk>0.

Se existirem p inteiro positivo e C real e nado-nulo, tais que:

x|

1im. k+1
D
koo "Xk—X*"

entao p € denominado ordem de convergéncia de {xk} e a taxa de

convergéncia de {x,} e dita:

- LINEAR, se p = 1.
- SUPERLINEAR, se 1l<p <2.

- QUADRATICA, se p = 2.

Em particular, a ocorréncia da conhecida '"taxa de convergéncia

quadratica a cada n iteracdes" & caracterizada pela existéncia

de um real C ndo-nulo ; tal que:

|~ o Lk
im rlX(J+1)n X " .
oo g, - o




CAPITULO I

INTRODUCAO E REVISAO BIBLIOGRAFICA

"Recent work An uncons-

Lhained mindimization has
Anvolved the consolida-

tion of existing ALdeas

nathen than the dramat-

Lc development of new
techniques."

(K.W.Brodlie)

Considere o problema geral de otimizacao nao-linear

irrestrita diferenciavel:

min f(x) , sujeito a x € R , (1.1)

onde f:DRh -~ R , f € CZ

ponto x* tal que f(x*) < f(x) , ¥x € ™.

Procuramos portanto,se existir,um

Atualmente, a grande parte dos méetodos usados na reso
lucao deste problema pode ser classificada em , pelo menos, uma

das seguintes familias:

i) Metodo do Gradiente Puro ou de Cauchy
ii) Metodos de Direcdes Conjugadas
iii) Metodos Quasi-Newton

iv) Metodo de Newton

Devido a duas caracteristicas muito atraentes, quais sejam, con
fiabilidade bem razoavel e facilidade de programacao , os méto
dos destas familias se constituem atualmente nas melhores opcoes

na abordagem do problema (1.1)

A caracteristica comum aos métodos das quatro familias
acima wcitadas reside em sua natureza iterativa. Geralmente,todos
eles evoluem no dominio de f, iteracao apos iteracao, no senti
do de alcancar um ponto X tal que: {f;} »~ £(X) e {Hgkllkﬂlg(i)ﬂ=.
=0



Para tanto, o mecanismo de evolucao de um ponto X, para o pro-

Xximo, x representado esquematicamente por:
> k41

A, € R* e d € R", (1.2)

* o Adps A K

X, . = X
k+1 k
€ tal que, dentro de um enfoque de minimizacdo, mantém conveni

entemente a chamada propriedade de descida, qual seja:

f(x < f(x Yk>0.

ke 1) I

Por outro lado, podemos afirmar intuitivamente que o
fator que distingue os métodos entre si e que nos leva a clas-
sifica-los nas diversas familias consiste na forma de se obter
a direcao de descida dk' Enquanto o mé€todo do gradiente puro e-
volui sempre na direcao de maior decréscimo local de f, ou seja,
dk=—Vf(xk),métodos de direcOes conjugadas evoluem, Aipso facto,
por direcGes mutuamente conjugadas. Estas familias utilizam ex
plicitamente apenas informacoes sobre derivadas de primeira or
dem. Por sua vez, o método de Newton progride por diregbes do
tipo dk=-[v2fk]‘%ka,

quanto que métodos Quasi-Newton -(que aproximam o método de New

isto €, através de projecdes de ~VE,, en

ton) evoluem por direcdes do tipo dy=-Hywf,, onde {I }+V2£Gc™.

Feita esta breve introducao a Otimizacao Irrestrita,
devemos expressar em algumas palavras a importancia dos MGC
nessa area, bem como 0s objetivos deste trabalho. Desenvolvido
originariamente por HESTENES [1] em 1952 para a resolucao de
sistemas lineares, o MGC foi usado pela primeira vez em O.I.
por volta de 1964, por FLETCHER e REEVES [Z]. O sucesso de tal
uso €& contemporaneo ac surgimento de métodos Quasi-Newton como
o de Davidon (1959), aperfeicoado em 1963 por Fletcher e Powell,
e conhecido (ver referencias em [33],p.ex.) como DFP (iniciais
dos autores). Se,por um lado,ja existia o método do gradiente
puro (desde 1847), extremamente simples mas lento na convergencia,
o método de Newton, embora muito rapido, era operacionalmente
complexo, visto necessitar da inversao da Hessiana de f a cada
iteracdo; e,além disso, nem sempre tal Hessiana & explicitamen
te conhecida. Neste contexto, os MGC e os métodos Quasi-Newton
surgiram como alternativas para aqueles métodos, com velocida-

de de convergéncia e complexidade de calculos intermediarias.



Métodos Quasi-Newton, por "aproximarem' mais fielmen
te o método de Newton, tém se mostrado na pratica um pouco mais
-répidos que os MGC [13]. Por sua vez, os MGC se baseiam forte-
mente no fato (geralmente consistente) de que, em uma vizinhan
ca de um minimo local, toda funcao pode ser razoavelmente bem
aproximada por uma funcao quadratica. Em termos de complexida-
de de calculos, ambos sdo semelhantes. O grande ponto a favor
dos MGC reside no fato de a memdOria por estes requerida crescer
a uma taxa cada vez menor que a dos métodos Quasi-Newton, con
forme aumenta a dimensao n do problema. Esta economia de memd
ria torna-se bem atraente em implementacoes de algoritmos em
microcomputadores ou em computadores onde a quantidade de me-
moria disponivel for fator restringente. A partir de problemas
de médio porte (n>70), pode ser problematico o armazenamento e a
manipulacao da aproximacdo da inversa da Hessiana. Sob este as
pecto, e nao nos esquecendo que as taxas de convergéncia do MGC
e dos metodos Quasi-Newton ndo sio muito diferentes, os MGC

devem ser visualizados como a opcao ideal.

Neste contexto, nosso trabalho visa nao s0 apresen-
tar a evolucao histdrica dos MGC, mas, principalmente, dissecar
sua idéia basica, seus mecanismos de funcionamento e os aspectos
praticos de implementacdes computacionais de algoritmos de GC.
Assim, a apresentacao evolui didaticamente sempre que possivel
e, ao longo de todo o texto, utilizamos fortemente a visdo geo

. métrica dos fatos, sendo raras e suscintas as demonstracdes.

No- segundo capitulo, sao apresentados aspectos tec-

ricos sobre a aplicacao do MGC a minimizacdo de funcdes quadrd

ticas da forma:

f(x) = % xtAx - btx + c ,

onde A € simétrica, definida positiva, x € R™, b € R" e

c € IR. Veremos adiante que este problema & equivalente ao de
se resolver o sistema linear Ax=b, problema para o qual HESTENES
e STIEFEL [1], em 1952, desenvolveram o MGC.

0 terceiroﬁcapitulo se concentra no estudo de parti-
cularidades da aplicacao do MGC a minimizacao de funcées ndo-

quadraticas uniformemente convexas. Sdo. entio apresentadas mo-



dificacoes e generalizacoes de conceitos do caso quadratico,

necessarias a adaptacdo do MGC a essa nova classe de funcdes.
O conceito de rednicializacao/"restant” (o que €, como e quan
do fazé-la) € apresentado em algumas de suas formas, propici-

ando o surgimento de novas versoes do MGC.

O quarto capitulo versa sobre experiéncias e idéias

obtidas em pesquisas sobre a aplicacao do MGC em casos reais,
nos quais o uso dos recursos finitos de computadores impde 1i
mites ao MGC, tanto em relacdo as interrupcles (testes de pa-
- rada) dos processos iterativos inerentes ao método, como em
relacao a erros acumulados em calculos intermediarios, fatos
que, se nao contornados adequadamente, podem deteriorar dras-
ticamente ndo so a velocidade do método, como também a prd
pria convergencia do algoritmo. No final, & abordado o proble
ma da minimizacao unidimensional ou busca linear. S3o apresen
tados, dentro de um enfoque computacional, aspectos sobre o
que se tem usualmente denominado "tecnicas modeanas de buscas
Lineanes".

0 quinto capitulo apresenta algumas experiéncias

computacionais efetuadas com diferentes versdes do MGC aplica
das a um conjunto de func¢oes-teste, como também algumas consi

deracoes sobre os resultados observados.

Finalmente, indicamos algumas referéencias onde os
principais aspectos sobre algoritmos de 0.I. (como origem ,
fundamentos tedricos, apresentacdo dos algoritmos e resultados
de convergencia) podem ser encontrados. Cronologicamente,temos
os textos de MURRAY [16] (1972), LUENBERGER [19] (1973),
PSHENICHNY/DANILIN [30] (1975), AVRIEL [25] (1976), BAZARAA/
SHETTY [33] (1979) e GILL/MURRAY [40] (1981) que cobrem de uma
forma bem abrangente os topicos de O0.I.

No que diz respeito exclusivamente a métodos de dire
coes conjugadas, nos ativemos aos dois trabalhos de HESTENES,
[1] e [38]. Em particular, a evolucdo historica dos MGC pode
ser acompanhada pelos trabalhos dos seguintes autores: HESTENES
e STIEFEL [1], FLETCHER e REEVES [2], POLAK e RIBIERE [8],
BEALE [17], POWELL [27] e SHANNO [31] e [32]. Embora se consti

tuam apenas em um pequeno sub-conjunto do que tem sido publicado
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" COMMUN sDADCSET, EP

| N : | l ]

3dLEUJIINE PTINIC

rornece o ponto iuicial 1EINICY, cuopforme a funcio ,
pura -0 MGC ’

, 5 s HUAX , K, 4P, NTERACE
JDRDCS?/  YIRIT(500) _ : ,
- /COXST/ , IXBETA , I0IPOF , IAGERA ', MAPABL , LiTEX
GOUBLE PRECISIOY XINIZ , EDPS

GO 7O (10,10,20,20,30, 30,4C, 40,50,069,70,70) ITIPUF

10

30

"B 52 g

A i s e o e e o o e i i i e il i . B A o o o e oy o - B Sk o e e At . e o T

(Ly ‘Funcao guadratica ro B2 (multo pem—comportdda;
{11, - Funcao guadratica Lo k2 (muity mal-comportada)

YiNIC(i; = 1000 OBO

XINIC(2} -= 1.0rLO

GG TO 200

{IXII)~- (IV) - Funcao guadratica-no KN {muito hem— comportadajl
LIX = N - 1

Do 223 =1, LIA , 2
TINIC{J) = 500D
LINIC{I+1) = -5.009

COBTINJE

GO TO 200

XINIC(J} =
CONTIHUE
GO To 200

DO 4z J=1, 1

XINIC (1) = 0.0D0
CONTINUE '
GO TO 200

{1¥) - Funcac nan—Juadratica uo bz (&G ""huMGCK)

IINIC (1) = -1.2D0

KINIC(I) = 1.020

< CURTINUE

ah TO 200

| | I
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LABORATCORIO DE CU

Lcc

OO0

IsRolale

R slens

OO Man

sEeRsNeNaNg

29

50

60

U laco 500 simul MinTipnirt oy labu) de muv ifreracoes

DRI =

La_o fio t1 o] "I":‘_,L_u.uc-.ruCA" simpulandoc um
ciclo de nyv itaracoes :

KK = 1 _
IF (X GT.%) GO 206 500

Ativacao da rotlna 'TES;A‘ para
. verificar convergencia Jdo HGC

VALFIN -

= FUNC ,
IF (KKK 6T, 1.8 9D KX BC. 1) NREST %‘NaEST + 1

E - =5+

CALL TFSTA(K, N, XK, KA1, 0LDPON, ?UVC'BNORC EPS, CONVER)

IF { HeY, f')\b’“.\) G0 TO 4:)
) J = HCD (IC208T, 26)

I { J B3, 0O ) REIODRN
PRITE{6,2080) :
RETITRN :

.11

IF (RITFRLLE.NYMAX) GO TO 50
LI*“V =1
= RO {ICPRON T, 46)
IF ( 3 .E2. 0) ERETURK
HRTET (5,20130) :

FETURN
CLDFUN | = FUHC
I7 (E.FEL.1) GD TD 60
o551 =1, N
IHRAT) = XKMI(I)
DY (L} = BERI (I}
DEATY = DEM1{I)

CCHTPINYE

Busca linear ao leougo ad direced DR

CALL GLDHLT (YX,DK,%R)
HTOTTL = VlZ;R[ 40 1COUNT
IF (ICcuny. \,q) EETHEN






















































