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RESUMO 

gohitmos de ghadienkea conjugadoa . Tain m e k ~ d ~ s  6 0 5  
mam uma darnxlia de algohiXmoa em ÚkimizaçÚo lnheakhi  - 
ka que geham dineçãen sem a u k i l i z a ç ã o  de quaiaquen 
rnakhizen . Eaka cahackehxs f i c a  kohna-a e bem akhaenke 

paha phoblemaa onde não ae  conhece a ffeaabana da bun - 
ção-objekivo e lou  paha phobleman em dimenaãea e l e v a  - 
daa, onde o ahmazenamenko e manipulação denka maXhhz 
dohem phoblemúkicaa. FinaRmenke, inkhoduzbmoa conce i  - 
;toa bÚaicua a o  bhe buacaa Rbneahea e enfudamos hecen 
kea enkhak~gbaa paha a noRuçcLo denfea p h o  blemaa . 
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ABSTRACT 

Tn kh in  wonh, t h e  k h e o h e t i c a l  doundaXiona, khe  e v o l u t i o n  
and compuXakionaR anpecta o b  conjugaXe gnadienk dguUhma 
une pneaenked. Such meXhoda belong ko a damiRy o6 uncona - 
knained up t im i zak ion  algonikhma Rhat d o  nok une any m&x 

Gon genenaking d inec t iona  . Thia beatune becomea naXhen 

atXnuckive i n  pnoblema whene t h e  f feaaian maXnix 0 4  t h e  
o6 j e c t i v e - b u n c t i o n  i a  noz known and/on i n  l ange  acaRe 

unconakhained opkimizakiun,  wheneven Xhe akunage and ma - 
nipuRukion 0 6  khak makhix becomen Xnuubleaome. Beahdea 

k h a t ,  baaic concepta on Rine neanchen une inXnoduced and 
necenX atnakegiea t o  noive kh in  pnoblem une diacuaaed. 
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IRn - espaço aetorial euclideano n-dimensional 

n - dimensão do d ~ m í n i o  da função f 

x - variável no  IR^ 
f - função objetivo em problemas de Dtimização ~rrestrita(O.I.) 

g ou vf ou f '  - gradiente de f 
r ou -g ou -fl- antigradiente de f 

H ou v2f - matriz-Hessiana de f 

A - matriz-Hessiana de uma função quadrática 

x* - solução ótima de problemas de 0.1. 

k - ordem de iteração de algum método de 0.1. 

1 - escalar positivo arbitrariamente pequeno 

i, j - índices . 

Xk+l- ponto do IRn alcançado na k-ésima iteração de algum méto- 

do de 0.1. 

dk - direção considerada na k-ésima iteração de algum método 

de 0.1. 

fik - coeficiente de conjugaçãoaonsiderado na k-ésima iteração 

de métodos de gradientes conjugados. 

U,a - escalares de uso geral 

t - transposição (como superíndice) 

Xk 
- passo a ser usado na k-ésima iteração de algum método de 

0.1. 

r - comprimento de um ciclo para algoritmos de gradientes 

conjugados 

o - símbolo representando ângulo (uso geral) 

escalares positivos 

b vetor de constantes n x 1 (capítulos I a 111) 

escalar entre O e 1 (capítulo IV) 



c,h,h,hE XD - escalares 

*nxn é dita matriz definida positiva se e somente se, 

xtAx > O , V x ' f  O , x E I R n .  

t Dados f: lRn+IR e 2 61Rn, sempre que x v2f(b)x>0, diremos , 

por extensão, que f é definida positiva no ponto 2 .  

O conceito defttaxa de convergênciaM da sequência {xkl gerada 

por algum método de 0.1. é estabelecido da seguinte forma: 

seja Ixk} uma sequência . convergindo para x* , onde xk # x* , a k > O .  

Se existirem p inteiro positivo e Creal e não-nulo, tais que: 

lim. 11 X ~ + ~ - X *  11 
= C ,  

k+m ~lK~-x*ll~ 

então p é denominado ordem de convergência de {x 1 e a taxa de k 

convergência de {xk} é dita: 

- LINEAR, se p = 1. 

- SUPERLINEAR, se l < p  < 2 ,  

- QUADRATICA, se p = 2. 

Em particular, a ocorrência da conhecida "taxa de convergência 

quadrática a cada n iterações" é caracterizada pela existência 

de um real C não-nulo ; tal que: 



INTRODUÇÃO E REVISA0 BIBLIOGFU~FICA 

"Recenk wuhk i n  uncona- 
Xhained m i n i m i z a k i o n  haa 
invoRved k h e  cons a l i d a -  
k i o n  0.6 e x i a k i n g  i d e a n  
hakheh khan k h e  dnamak- 
i c  dev~Ropmenk 0.6 new 
Xechniquea . " 

( K .  W.Brodlie) 

Considere o problema geral de otimização não-linear 

irrestrita diferenciável: 

min f(x) , sujeito a x 6 Rn 9 (1 .I) 

onde f: IR" -+ IR , f € C' Procuramos portanto,se existir,um 

ponto x* tal que f(x*) 6 f (x) , Vx € IRn. 

Atualmente, a grande parte dos métodos usados na reso - 
lução deste problema pode ser classificada em , pelo menos, uma 
das seguintes famílias: 

i) Método do Gradiente Puro ou de Cauchy 

ii) Métodos de Direções Conjugadas 

iii) ~étodos Quasi-Newton 

iv) Método de Newton 

Devido a duas características muito atraentes, quais sejam, con - 

fiabilidade bem razoável e facilidade de programação , os méto - 

dos destas famílias se constituem atualmente nas melhores opções 

na abordagem do problema (1 .l) . 
A característica comum aos métodos das quatro famílias 

acima citadas reside em sua natureza iterativa. Geralmente,todos 

eles evoluem no dominio de f, iteração após iteração, no senti - 

do de alcançar um ponto % tal que: {fk} + f (2) e 111 gk/l }+]I g(%) [ I =  
=o . 



Para tanto, o mecanismo de evolução de um ponto xk para o pró- 

ximo, x k+l ' representado esquematicamente por: 

6 tal que, dentro de um enfoque de minimização, mantém conveni - 
entemente a chamada propriedade de descida, qual seja: 

Por outro lado, podemos afirmar intuitivamente que o 

fator que distingue os métodos entre si e que nos leva a clas- 

sificá-los nas diversas famílias consiste na forma de se obter 

a direção de descida dk. Enquanto o método do gradiente puro e- 

volui sempre na direção de maior decréscimo local de f,ou seja, 

dk=-~f(x~),métodos de direções conjugadas evoluem, i p a o  ~ a c f o ,  
por direções mutuamente conjugadas. Estas famílias utilizam ex - 

plicitamente apenas informações sobre derivadas de primeira or - 

dem. Por sua vez, o método de Newton progride por direções do 

tipo dk=- [v2fk] -?vfk, isto é, através de projeções de -vfk, en 

quanto que métodos Quasi-Newton (que aproximam o método de New - 

ton) evoluem por direções do tipo dk=-~k'ef~, onde 113~l-+~~f(x*). 

Feita esta breve introdução 5 Otimização Irrestrita, 
devemos expressar em algumas palavras a importância dos MGC 

nessa área, bem como os objetivos deste trabalho. Desenvolvido 

originariamente por HESTENES [ I ]  em 1952 para a resolução de 

sistemas lineares, o MGC foi usado pela primeira vez em 0.1. 

por volta de 1964, por FLETCHER e REEVES [ Z ] .  O sucesso de tal 

uso é contemporâneo ao surgimento de métodos Quasi-Newton como 
o de Pavidon (1959), aperfeiçoado em 1963 por Fletcher e Powell, 

e conhecido (ver referências em C331 ,p.ex.) como DFP (iniciais 

dos autores). Se,por um lado, já existia o método do gradiente 

puro (desde 1 8 4 7) , extremamente simples mas lento na convergência, 
o método de Newton, embora muito rápido, era operacionalmente 
complexo, visto necessitar da inversão da Hessiana de f a cada 

iteração; e,além disso, nem sempre tal Hessiana 6 explicitamen - 
te conhecida. Neste contexto, os MGC e os métodos Quasi-Newton 

surgiram como alternativas para aqueles métodos, com velocida- 

de de convergência e complexidade de cálculos intermediárias. 



1 I ~étodos Quasi-Newton, por aproximarem" mais fielmen - 

te o método de Newton, têm se mostrado na prática um pouco mais 

rápidos que os MGC [131. Por sua vez, os MGC se baseiam forte- 

mente no fato (geralmente consistente) de que, em uma vizinhan - 
ça de um mínimo local, toda função pode ser razoavelmente bem 

aproximada por uma função quadrática. Em termos de complexida- 

de de cálculos, ambos são semelhantes. O grande ponto a favor 

dos MGC reside no fato de a memória por estes requerida crescer 

a uma taxa cada vez menor que a dos métodos Quasi-Newton, con - 
forme aumenta a dimensão n do problema. Esta economia de memó - - 
ria torna-se bem atraente em implementações de algoritmos em 

microcomputadores ou em computadores onde a quantidade de me- 

mória disponível for fator restringente. A partir de problemas 

de médio porte (n>7O), pode ser problemático o armazenamento e a 

manipulação da aproximação da inversa da Hessiana. Sob este as - 
pecto, e não nos esquecendo que as taxas de convergência do^^^ 
e dos métodos Quasi-Newton não são muito diferentes, os MGC 

devem ser visualizados como a opção ideal. 

Neste contexto, nosso trabalho visa não só apresen- 

tar a evolução histórica dos MGC, mas, principalmente, dissecar 

sua idéia básica, seus mecanismos de funcionamento e os aspectos 

práticos de implementações computacionais de algoritmos de GC. 

Assim, a apresentação evolui didaticamente sempre que possível 

e, ao longo de todo o texto, utilizamos fortemente a visão geo - 
métrica dos fatos, sendo raras e sucintas as demonstrações. 

No segundo capítulo, são apresentados aspectos teó- 

ricos sobre a aplicação do MGC 5 minimização de funções quadrá - 
ticas da forma: 

onde Anxn é simétrica, definida positiva, x e IRn, b e  IR^ e 
c € IR. Veremos adiante que este problema é equivalente ao de 
se resolver o sistema linear Ax=b, problema para o qual HESTENES 

e STIEFEL [ I ]  , em 1952, desenvolveram o MGC. 

O - t'erceiro capítulo se concentra no estudo de parti- . . - 
cularidades da aplicação do MGC 2 minimização de funções não- 
quadráticas uniformemente convexas. São então apresentadas mo- 



dificações e generalizações de conceitos do caso quadrático, 

necessárias 5 adaptação do MGC a essa nova classe de funções. 
O conceito de n ~ i n i c i a R i z a ç ã o / " n e a ; t a h k "  (o que é,  como e quan - 
do fazê-la) é apresentado em algumas de suas formas, propici- 
ando o surgimento de novas versões do MGC. 

O - quarto capítulo versa sobre experiências e idéias 

obtidas em pesquisas sobre a aplicação do MGC em casos reais, 

nos quais o uso dos recursos finitos de computadores impõe li - 
mites ao MGC, tanto em relação 5s interrupções (testes de pa- 

rada) dos processos iterativos inerentes ao método, como em 

relação a erros acumulados em cálculos intermediários, fatos 

que, se não contornados adequadamente, podem deteriorar dras- 

ticamente não só a velocidade do método, como também a pró 

pria convergência do algoritmo. No final, é abordado o proble - 
ma da minimização unidimensional ou busca linear. São apresen - 
tados, dentro de um enfoque computacional, aspectos sobre o 

que se tem usualmente denominado " ~ Q c n i c a a  mudemma d e  ~ L L ~ ~ C U A  

R i n ~ a h U  " . 
O quinto capítulo apresenta algumas experiências 

computacionais efetuadas com diferentes versões do MGC aplica - 
das a um conjunto de funções-teste, como também algumas consi - 
derações sobre os resultados observados. 

Finalmente, indicamos algumas referências onde os 

principais aspectos sobre algoritmos de 0.1. (como origem , 
fundamentos teóricos, apresentação dos algoritmos e resultados 

de convergência) podem ser encontrados. Cronologicamente,temos 

os textos de MURRAY [I 61 (l972), LUENBERGER [I 91 (l973), 

PSHENICHNY/DANILIN C301 (1975), AVRIEL [25] (1976), BAZARAA/ 

SHETTY r331 (1979) e GILL/MURRAY [40] (1981) que cobrem de uma 

forma bem abrangente os tópicos de O. I. . 
No que diz respeito exclusivamente a métodos de dire - 

ções conjugadas, nos ativemos aos dois trabalhos de HESTENES, 

[i] e [38]. Em particular, a evolução histórica dos MGC pode 

ser acompanhada pelos trabalhos dos seguintes autores:HESTENES 

e STIEFEL [i ] , FLETCHER e REEVES [2] , POLAK e RIBIERE [8] , 
BEALE [17], POWELL [27] e SHANNO [31] e 1321. Embora se consti - 
tuam apenas em um pequeno sub-conjunto do que tem sido publicado 










































































































































































































































































