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Int roducão D 

Os projetos de instalação e expaiisão dos sistemas de coinunicação sem fio re- 

querem em geral grandes investimentos, gerando desafios técnicos significativos. 

Um dos principais problemas para uma rede sem fio é onde e com que capacidade 

devem ser instaladas as estações rádio base (ERBs), de onde partem as transinissões. 

O objetivo é instalar um conjunto de estações capazes de cobrir a área desejada, 

atender à demanda, miniinizando os custos e niantendo padrões de qualidade de 

serviço. 

Um segundo problema se refere à alocação dos canais. O objetivo é cobrir toda a 

área de serviço, distribuindo as freqiiêiicias de forma eficiente, atendendo à demanda 

e reduzindo as interferências. Nesse estudo, é necessário conhecer a tecnologia iin- 

plantada nas antenas das estações. No caso da alocação de canais, as tecnologias 

mais usadas são a FDMA (Frequency Division Multiplexing Access) e a T D M A  

( Time Division Multiplexing Access) [52], [14], [89], [92]. 

Outro probleina é o controle da potência transmitida no link ERB-usuário. Nesse 

caso, uma tecnologia utilizada é a CDMA (Code Division Multiplexing Access) [46], 

[as], [52], [14], [89], [92]. Através desse controle, podemos evitar, como veremos mais 

adiante, o problema da alocação de canais. 

A maioria dos modelos matemáticos observa esses problemas isoladamente. Tal 

abordagem pode acarretar em perda de qualidade das soluções, bem como dos iii- 



vestiinentos necessários em infra-estrutura. Existem modelos que tratam dos dois 

primeiros problemas em conjunto, sendo, alguns deles, de difícil implementação. No 

que diz respeito ao terceiro probleina, não temos conhecimento de nenhum inodelo 

que o trate conjuntamente coin o problema da localização das estações rádio base, 

fazendo dessa lacuna uma das motivações de nosso trabalho. 

A informação para a tomada de decisão sobre investiinento em ativos só está 

completa quando são dados o retorno esperado, o risco associado a esse retorno, o 

intervalo de confiança para esse risco e a liq~~idez do investimento1. Dessa forma, 

como é usiial utilizarmos uma probabilidade de aproximadamente 95% para o in- 

tervalo [retorno - risco; retorno + risco], inferido por uma tendência normal de 

coinportainento para a variável retorno, basta-nos informar o par risco/retorno. O 

desconhecimento desse fato pode acarretar em perdas muito além das expectativas 

do investidor, inas não necessariamente improváveis estatisticamente. Com os pares 

risco/retorno para vários ativos em mãos, quase nunca é possível ordená-los do inel- 

hor ao pior. A decisão depende do perfil do investidor: o mais agressivo opta por 

ativos de maior volatilidade, cujos retornos são geralmente mais altos, correndo o 

risco de ga.nhos ainda maiores ou de perdas catastróficas, enquanto que o mais con- 

servador se satisfaz com retornos menores, de preferência com baixo risco de perda. 

É a lei da coinpensação. 

No decorrer do trabalho, consideraremos válida a seguinte hipótese central sobre 

um investidor conservador: a decepção com a perda é mais sentida que a satisfação 

coin o ganho. Exemplificando, um retorno de -1% quando se esperava 2% não é 

compensado por uin retorno de 5% para a mesma expectativa. Oscilações negati- 

'A preocupação coin a liquidez é mais acentuada quando o modelo abrange o longo prazo. Como, 
geralmente, os modelos avaliam o retorno no período iinediatainente posterior ao investiinento, não 
se faz necessário levá-la em consideração. 



vas são mais influentes que oscilações positivas e, portanto, devem assumir maior 

ponderação. 

O cálculo do risco pela variâiicia (média da soma dos quadrados dos desvios em 

relação à média) tem a propriedade de penalizar variações superiores a unia unidade, 

porém não diferencia variações negativas de variações positivas. Assim sendo, uma 

variação de 3% além do esperado tem peso nove vezes maior do que uma variação 

positiva de 1% . O mesmo continuaria válido, caso as variações fossem negativas. 

Mais ainda, o peso da variação positiva de 3% é idêntico ao da variação negativa de 

3%. Já para o desvio-médio, os pesos são proporcionais aos valores absol~itos das 

variações. 

Os modelos de otiinização de carteira de investimentos a partir de um conjunto 

de ativos, geralmente, consideram o risco definido pelo desvio-padrão (raiz quadrada 

de variância) e, portanto, sofrem a mesma consequência apontada acima. Ein nosso 

trabalho, propomos uma medida de risco que leva em conta a hipótese central ap- 

resentada anteriormente. 

Nosso trabalho está dividido em seis capítulos. O primeiro capítulo trata da 

modelagem em telecomunicação sem fio: a seção 1.1 apresenta os aspectos básicos 

da telecoin~inicação móvel celular, expondo os conceitos e as tecnologias necessários 

para o entendimento da modelagem. A seção ainda aborda alguns problemas mais 

frequentes em coin~micação móvel e apresenta modelos referentes a esses problemas. 

A seção 1.2 apresenta um novo modelo não-linear inteiro para teleconiunicação sem 

fio, visando o suprimento da lacuna exposta acima. Na verdade, trata-se de um 

problema binário e fracionário-linear devido ao conjunto de restrições de qualidade 

de serviço (QoS). O capítulo 2 trata da modelagem em carteira de investimentos. 



A seção 2.1 expõem os conceitos e resultados fundamentais sobre a teoria de risco e 

define novas medidas de variância e covariância, núcleo da proposta de risco baseado 

em utilidade, tema da seção 2.2. Finalmente, a seção 2.3, introduz o inodelo não- 

linear inteiro para a otiinização de uin carteira de investimentos, levando-se em conta 

as medidas de risco da sejio anterior. Assim como o modelo de telecoinunicação, esse 

modelo é binário e não-linear. No capítulo 3, apresentamos uma heurística para o 

problema 0-1 e introduzimos a inetodologia de Programação Geométrica Signomia1 

para a resolução dos inodelos, originalineiite não-lineares inteiros, linearizados e re- 

laxados para o intervalo [O; 11, nas variáveis inteiras. Na busca da solução ótima, 

utilizamos um algoritmo de pontos interiores para o problema dual, que será in- 

troduzido no capítulo 5. No capítulo 4, aproveitamos a estrutura do inodelo de 

telecoin~inicação sem fio, proposto na seção 1.2, para expor seu tratamento via De- 

coinposição Lagi-angeana. Por essa metodologia, a resolução é decomposta nas res- 

oluções de um problema mestre e de três subprobleinas escravos. Apoiados em suas 

respectivas características, propomos inétodos de otimização para cada um deles. No 

capítulo 5, apresentamos o algoritmo de pontos interiores inviáveis utilizado tanto 

para a metodologia de programação geométrica, quanto para a de decomposição 

lagrangeana. O capítulo G traz detalhes das implementações e os resultados com- 

putacionais, para os dois inodelos e para as diferentes metodologias. Apresentamos 

algumas propostas de trabalhos futuros no capítulo 7. Finalmente, nos apêndices 

encontram-se resuinos das metodologias utilizadas no trabalho e alguns resultados 

coinputacionais. 



Capítulo 1 

Modelagem em Telecomunicaçáo 
Sem Fio 

1.1 Aspectos básicos de Sistemas de Telecomu- 
nicações Móveis Celular 

1.1.1 Conceitos Básicos 

Nesta seção, apresentaremos alguns conceitos que julgamos básicos para o en- 

tendimento do tema e algumas tecnologias utilizadas na coin~inicação móvel celular 

sem fio de forma a facilitar o entendililento do texto. As definições a seguir foram 

baseadas em [52] e [14]. 

Definição 1.1. Uma onda eletromagnética senoidal plana é u m a  perturbação 

eletromagnética e m  que o campo elétrico varia e m  função do tempo e das coordenadas 

espaciais n a  forma 

onde [Eo[ é a amplitude da onda, f é a freqüência e m  hertz (ciclos por segundo), 

X é o comprimento da onda e q5 é a fase. 

Definição 1.2. O comprimento de onda 

durante um perzódo (inverso da freqüência). 

5 

é a distância percorrida pela onda 



Definição 1.3. Canal é u m  meio de comunicação entre dois pontos. 

Definição 1.4. Largura de banda é a diferença entre a maior e a menor 

freqüência e m  u m  canal. Este conceito é extremamante importante, visto que a 

capacidade de u m  canal é, e m  parte, dependente da largura da banda. 

Definição 1.5. Uma célula é a área geográfica atendida por u m  transmissor, 

a Estação Rádio Base (ERB) .  E m  outras palavras, é o conjunto de todos os pon- 

tos onde o sinal da ERB é recebido dentro dos limites de ruido e de interferência 

aceitáveis. Idealmente, seriam áreas circulares, mas na prática podem assumir 

formas totalmente irregulares, pois dependem do relevo e da topografia. Por con- 

veniência, são representadas por hexágonos. 

Definicão 1.6. A mudança automática de chamada de u m a  célula para outra 

à medida que o usuário se desloca é chamada de handoff e é monitorada por u m a  

Central de Comunicação e Controle, n a  qual a E R B  está conectada. 

Definição 1.7. O ganho de u m a  antena é a razão entre a intensidade de ra- 

diação e m  u m a  dada direção e a intensidade de radiação de uma antena isotrópica, 

para u m a  mesma potência incidente n a  entrada das duas antenas. 

Definição 1.8. A interferência co-canal é aquela devida ao uso da mesma 

freqüência e m  células vizinhas. A interferência adjacente é aquela causada por 

canais adjacentes e m  uma mesma E R B  ou célula. 

Definição 1.8. O reuso de freqüência é a utilização da mesma freqüência para 

transmissão de dois sinais independentes. Depende, entre outros, da potência do 

sinal, das freqiiências usadas, do relevo, do ambiente, do tipo e da altura da antena. 

A distância de reuso é a distância minima entre duas E R B s  transmitindo e m  canais 

com mesma freqüência sem que haja interferência mútua. 



1.1.2 Sobre Modulação e Técnicas de Acesso 

A modulação é o processo pelo qual a inforinação a ser transmitida é convertida 

em uina forma conveniente a sua transmissão (geralmente, ocorre a tranlação da 

banda básica original para uina banda muito mais alta). 

A implcmentação de um esquema de modulação eficiente e resistente aos proble- 

nias apresentados pelo canal móvel não é simples, principalmente devido ao ainbiente 

hostil em termos de propagação em sistemas celulares. 

Os sistemas celulares de primeira geração utilizam modulação analógica, en- 

quanto que os sistemas de segunda geração empregam a modulação digital (tanto 

para os canais de voz, como para os canais de controle). Esse último tipo de mo- 

dulação tem várias vantagens coin relação ao primeiro: maior imunidade a ruído, 

maior facilidade e piaticidade de se multiplexar as informações, maior segurança, 

além de poder comportar códigos de detecção e/ou eliminação de erros. 

No caso da transmissão digital, o sinal original de banda base é transmi- 

tido através da modulação de uma portadora senoidal, alterando a amplitude, a 

frequência ou a fase dessa portadora, que assumem um conjunto de valores discre- 

tos. Temos, então, as três formas básicas de modulaç ao de sinais digitais: o ASK 

(Amplitude Shift Keying ou Chaveainento de Amplitude), em que a frequência e a 

fase permanecem inalteradas, o FSK (Frequency Shijl Keying ou Chaveainento de 

Frequêiicia), ein que a amplitude e a fase não são alteradas e o PSK (Phase Shift 

Keying ou Chaveainento de Fase), quando tanto a amplitude quanto a frequência 

não são modificadas. 

Visando maior capacidade de transmissão, surgiu a idéia de inultiplexação, que 

consiste ein agregar várias informações em uma mesma 1a.rgura de banda. No caso 



da coin~inicação sem fio, destacam-se a FDM (Frequency Division Multiplexzng), 

a TDM ( T i m e  Division Multiplexing) e a CDNI (Code Division Multiplexing). As 

técnicas de acesso são processos através dos quais um determinado usuário tem 

acesso a um canal. Nos sistemas celulares, um canal é alocado ao usuá,rio, tem- 

porariamente, mediante critério de demanda. Das formas de multiplexação acima 

descritas, resultam as técnicas de acesso FDMA (Frequency Division Multzplexing 

Access), TDMA ( T i m e  Division Multiplexing Access) e CDMA (Code Division Mul- 

tiplexing Access) , respectivamente. Enfatizaremos essa última técnica de acesso por 

ser ela a utilizada em nossa proposta. 

A arquitetura CDMA disponibiliza toda a largura de banda para todos os 

usuários. Porém, cada conexão estação-usuário recebe um código específico, o mais 

aleatório e ortogonal possível aos demais, permitindo a utilização do mesmo canal 

ao mesmo tempo pelos usuários, assim como a interferência entre eles. O uso desses 

códigos e do espalhainento garante alta segurança e sigilo para o sistema, indepen- 

dente da criptogiafia. Através do controle de potência de transmissão, podemos 

iniiiimiza.r a iiiterferência, aumentando sua eficiência e a qualidade de serviço. Essa 

redução de potência também permite elevar a capacidade do sistema, tornando-o 

mais elástico, ao invés de, como 110s demais sistemas, bloquear os usuários quando 

atinge o seu limite máximo. Assim, o número de canais pode ser elevado. Outra 

característica dessa técnica é a possibilidade de um handofS suave entre as células 

cocanal. 

1.1.3 Alguns problemas e modelos existentes 

Nesta siibseção, apresentaremos três dos principais problemas envolvendo a co- 

municação móvel sem fio e alguns modelos, já existentes na literatura, que retratem 



esses problemas, de forma a minimizá-10s. Apresentá-los-emos separadamente, para 

entenderinos a essência de cada um deles. O primeiro problema consiste lia Lo- 

calização das Estações Rádio Base (ERBs), o segundo na Alocação dos Canais e o 

terceiro, no Controle de Potência. Essa seção está baseada nos trabalhos [52], [92] e 

[781. 

O Problema da Localização de ERBs 

Considereinos uin conjunto de locais candidatos à instalação de uma facilidade, 

no nosso caso, de uma estação rádio base. O problema da localização de ERB 

coiisiste em selecionar naquele conjuiito um subconjunto de inínimo custo com a 

propriedade de cobrir toda a área em estudo, atendendo a sua demanda e explorando 

eficientemente o espectro de freqüência. Em outras palavras, o problema pode ser 

entendido como a cobertura total ou a cobertura ináxima, que consiste em assinalar 

a cada ponto da área pelo menos uma ERB capaz de oferecer uin sinal com nível 

míiiiino, permitindo a coiimnicação e/ou a transmissão de dados, satisfazendo os 

padrões de qualidade de serviço (QoS), levando em conta que o custo desse serviço 

está diretamente vinculado à quantidade de ERBs instaladas. Assim, a solução desse 

problema será obtida quando selecionarinos uin subcoiijunto de ERBs que atinge a 

relação custo/QoS ótima. 

Modelos de Localização de ERBs 

Seja uina região dividida ein um número A4 de pequenas quadrículas de di- 

mensões variáveis (no nosso caso, serão aproximadas por pontos). Seja o conjunto 

de N ERBs candidatas à instalação distribuídas nessa região. Vamos definir os 

seguinte coiijuntos de variáveis de decisão, que serão usadas em todo o trabalho, 



tommdo, coino conhecida, alguma medida de sinal recebido em cada quadrícula e 

originái-io de cada ERB: 

1, se a ERB i E N é localizada; 
zi = 

0, caso contrário; 

Um primeiro modelo de localização, baseado nesses conjuntos, pode ser definido 

coino: 



Modelo de Localização (ML1) : 

onde 
q : é o custo fixo de instalação da ERB i; 

T : valor limite para a medida do sinal capaz de viabilizar a comunicação; 

b, : estimativa do sinal da ERB i no ponto j; 

Observações: 

1. A f~~nção  objetivo minimiza, como requerido, o custo fixo de instalação das 

ERBs. Notemos que o custo varia de acordo com a localização da facilidade 

i E N. Dependendo do mercado, esses custos variam de 200 a 500 mil dólares 

cada. 

2. O primeiro conjunto de restrições garante que o sinal recebibo por cada 

quadrícula j E A 4  é no mínimo igual ao valor limite capaz de estabelecer 

a coin~inicação com qualidade de serviço; 

3. O segundo conjunto de restrições garante que todo ponto j E A 4  estará coberto 

por pelo menos uma ERB; 



4. O terceiro conjunto de restrições impõe que só participem da cobertura total 

da área aquelas ERBs que tenham sido instaladas; 

5. Finalmente, o último conjunto de restrições determina a integrabilidade das 

variáveis. 

Percebendo que os primeiro e segundo conjunto de restrições serão satisfeitos 

simultaneamente sempre que o sinal de uma ERB i for capaz de atender à viabilidade 

de comunicação em uma quadrícula j E Ad, podemos simplificar o modelo ML1, 

selecionando as transinissões da ERB i para o ponto j que satisfaçam essa condição, 

gerando: 

Modelo d e  Localização (ML2) : 

inin E cizi 
OEN 

onde 

1, se b, > T , V i , V j  

0, caso contrário 

Observemos que cada valor b, é uma constaiite conhecida e influencia direta- 

mente na siinplificação do modelo, pois é usada para a associação das ERBs para 

as quadrículas selecionadas. Esse novo modelo torna bem mais simples a imple- 

inentação, continuando viável para muitas aplicações, entre elas os projetos iniciais 

de atendimento e às regiões de baixa demanda por coinunicação. 
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O Problema de Alocação de Canais 

Já sabemos que o custo de serviço está diretamente ligado ao número de ERBs 

instaladas. A redução desse número implica na diminuição de custos, mas pode 

acarretar também na redução da qualidade de serviço. Assim, para atender a esse 

objetivo, sem interferir na QoS, é preciso uma exploração eficiente do espectro de 

frequência. Observainos que uina dificuldade adicional é o problema da carência 

de freqiiências livres, isto é, o numero de aplicações dos sistemas sem fio aumenta, 

enquanto que o espectro de frequência disponível para transmissão sem fio permanece 

constante. Assim, é preciso dividir esse espectro entre uma quantidade crescente de 

sistemas. 

A alocação de canais consiste em distribuir entre as ERBs o conjunto de canais 

disponíveis no sistema, observando os níveis de interferência e distância de reuso. O 

problema de alocação de canais consiste em calcular essa distribuição. 

Nesse contexto entretanto é indispensável o conhecimento da tecnologia utilizada. 

Dependendo dela, a solução do probleina segue caminhos distintos: podemos resolvê- 

10 dividindo os canais em subconjuntos ortogonais, baseados em um fator de reuso 

e distribuí-10s às estações observando a distância de reuso; podemos criar mapas 

de interferência para cada ERB, atribuindo um canal a uma ERB somente se é 

suficientemente distante de cada um dos canais das ERBs interferentes e podemos 

ainda reduzir a interferência ajustando as potências de trasmissão de cada ERB. 

Para uin melhor entendimento dos modelos, dividimos a apresentação em duas 

partes. Primeiramente, tratamos de uin modelo bem simples de alocação fixa de 

canais, apenas para a fainiliarização com o probleina. Mais adiante, quando tratar- 

mos em conjunto dos probleinas de localização de ERBs e de alocação de canais, 



apresentaremos um modelo mais elaborado 

Modelo de Alocação Fixa de Canais 

Neste caso de alocação, supõe-se que os canais disponíveis são ortogonais. Isso 

significa que fica estabelecido um intervalo de um canal entre canais consecutivos. 

Assim, obtemos uma abordagem bem mais simples para o probleina em detrimento 

de um número total reduzido de canais disponíveis no sistema. 

O problema de alocação de freqüências sob esse aspecto se reduz a um problema 

de alocação de canais às ERBs: 

Sejam N e K o conjunto de ERBs localizadas e de canais, respectivamente, e 

consideremos o seguinte conjunto de variáveis de decisão: 

1, se o canal k é alocada à estação i ;  

7J& = 
0, caso contrário 

Seja Gi o conjunto de estações interferentes à estação i E N. Por construção, 

cada freqüência k só pode sei alocada a uma estação Gi. Seja di, i E N, o parâmetro 

de demanda de chamadas. Essa medida condiciona diretamente a alocação de canais 

às ERBs. 

Um modelo matemático com o objetivo de maximizar o número de canais no 

sistema pode sei foimulado como: 



Modelo de Alocação de Canais (MAC): 

sujeito a: 

>: Ylk  5 1, ' d z ' i N , ' d k ~ K  
&Gi 

A função objetivo, como desejado, maximiza o número de canais disponíveis no 

sistema. Isso implica em melhor atendimento aos usuários. O primeiro conjunto de 

restrições impõe que cada canal só seja alocado a uma das ERBs interferentes entre 

si. O segundo conjunto de restrições garante o atendimento à demanda e finalmente 

o terceiro conjunto de restrições indica a integrabiliclade das variáveis de decisão. 

Modelo de Localização de Estações e Alocação de Canais 

Nesta subseção, apresentaremos um modelo para a resolução sim~iltânea dos 

problemas abordados anteriormente: a localização das estações rádio base e a 

alocação de ca.nais. Esse inodelo, que chamaremos de MLA1, é uma tentativa de 

unir um modelo básico de localização de ERB com o inodelo MAC, apresentado na 

subseção anterior, de forma a alocar um canal a apenas uma das ERBs pertencentes 

ao conjunto de ERBs interferentes entre si. Existem vários outros modelos, entre 

eles uin desenvolvido por LEE [45], cujo critério para alocação de canais consiste 

em agrupá-los em subgrupos não interferentes, baseado na largura da ba,nda e na 

tecnologia adotada nas antenas das ERBs. 



Modelo MLAI: 

onde 

1, se b, > T,'dz,'dj 

0, caso contrário 

e b, é uma constante previamente conhecida. 

Observações: 

1. O primeiro conjunto de restrições garante o cobiiinento de toda a área em 

estudo, com um sinal capaz de viabilizx a comunicação, a,ssociando a cada 

ponto j E A4 pelo menos uma ERB i; 

2. O segundo conjunto de restrições limita o número de pontos alocados a cada 

ERB, sendo mi a quantidade máxima de pontos cobertos pela estação i E N; 



3. O terceiro conjunto de restrições impede que um canal seja alocado a mais de 

uina ERB do conjunto de ERBs interferentes entre si; 

4. O quarto conjunto de restrições reflete a ponderação fundamental entre a área 

coberta por uma ERB e o maior número de canais a ela alocados. Logicamente, 

quanto maior a área, maior o número de canais necessários. Como estes são 

uin recurso escasso, o modelo tentará diminuir aquela área; 

5. O quinto conjunto de restrições limita o número de canais alocados a cada 

ERB, sendo ni o número máximo de canais suportados pela ERB i. Além 

disso, o conjunto garante que só sejam alocados canais às ERBs instaladas, 

através da relação entre as variáveis z e y; 

6. Finalmente, o último conjunto de restrições indica a integrabilidade das 

variáveis de decisão. 

O Problema do Controle de Potência 

Nesta subseção, trataremos do controle da potência emitida pelas estações 

transmissor as, usado na arquitetura CDI\/IA. Sua vantagem em relação às demais 

abordagens é que tal controle permite que mais sistemas dividam a mesma banda. 

Enfatizaremos sua iinportâiicia e inostrareinos o processo de montagem das res- 

trições [89]. Apresentaremos ainda um modelo desenvolvido por SAMPATH [79] 

para transmissão de voz. 

O critério usado para o controle de potência consiste logicaineiite em miniinizar 

o tota.1 de potência transmitida. São várias as razões para tanto, entre elas: 

e I\/Ienor potência transmitida significa menor espaço ocupado no espectro e 

conseqüentemente aumento na capacidade de usuários em uina mesma área; 
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Redução no custo da freqüência usada, já que cada operador precisa pagar 

pelo uso do espectro disponível; 

Redução no consumo de bateria. Além disso, com uma potência de transmissão 

mais baixa, a vida útil da bateria é maior e o equipamento poderá ser mais 

leve; 

Proteção ao meio ambiente, já que as ondas de rádio interagem com os orga- 

nismos vivos, provocando, em casos extremos, efeitos nocivos. 

No controle de potência, cada usuário especifica um número iníiiimo tolerável 

de qualidade de serviço (QoS). Geralmente, esse valor é expresso em forma de b i t  

error rate (BER). Esse mínimo pode ser expreso através da relação &, onde Eb 

é a energia por bit do sinal recebido, No é a potência de ruído recebido e I. é a 

potência de sinal interferente recebido. De acordo com SAMPATH et al. [78], para 

um sistema unicelular, aquele que só contém uma ERB, tal relação pode sei dada 

por: 

para cada quadrícula j da região, onde 

TV : é a largura da banda, da ordem de 1,25 MHz; 

I : é a densidade de ruído, considerado gaussiano, da ordem de 10W6 W/hertz; 

hj : é o ganho por canal; 

p : é a variável referente à potência transmitida para a quadrícula j, 
limitada supeiiormente por 0,5 W; 

rj : é a variável referente à taxa de transmissão da quadrícula j, 
limitada inferiormente por 8 kbps. 



Modelo de Controle de Potência (MCP): 

Seja A4 o número de usuários (quadrículas) no sistema. Cada um deles especifica 

uma qualidade de serviço yj, j = 1, . . . , A4, desejada. Definamos por r j  a taxa de 

transmissão e por p j  a potência transmitida para cada quadrícula j E A4 (r e p são 

os respectivos vetores). Sejam ainda W a largura da banda, Q o ruído gaussiano, 

hj o ganho obtido por cada quadrícula j, Pj as potências ináximas permitidas, e 

Rj  > O as taxas de transmissão mínimas aceitáveis para cada usuário. 

Assim, o modelo fica form~ilado por: 

sujeito a 

A fiiiição objetivo controla a potência transmitida. O primeiro conjunto de res- 

trições garante uma qualidade de serviço (QoS) no mínimo igual à desejada. O 

segundo conjunto de restrições está de acordo com as limitações físicas da  trans- 

missão. Fiiialinente, o último conjunto garante que a taxa de transmissão não será 

menor do que a mínima tolerável. Sobre esse modelo, os autores enunciam a seguinte 

proposição: 

Proposição 1.1. Na solução ótima, todas as restrições de QoS e de taxa de 

transmissão são ativas, OU seja, u m  ponto (p*,  r* )  é ótimo se e só se para todas suas 

componentes valer: 



Observação: Não apresentaremos a prova para essa proposição, por ser idêntica 

à prova da proposição 3.2, apresentada mais adiante. SARAYDAR et al. [83] 

interpretam essa propriedade da solução ótiina da seguinte forma: a percepção da 

qualidade ein uina transmissão de voz permanece constante para um certo signal 

to  interferente (SIR, equação 1.1). Assim, qualquer qualidade superior a essa é a 

inesina para o ouvido humano, indicando que basta atingir o inínimo desejável de 

QoS, para alcançarmos o ótimo. Entretanto, serviços de transmissão de dados são 

sensíveis a mudanças no SIR, por isso requerem um controle de potência diferente 

do convencional para voz, no caso, com a introdução de uma função utilidade (ver 

capítulo 6). 

1.2 Um novo modelo para Telecomunicação Sem 
Fio 

Os problemas de localização de estações rádio base, de alocação de canais e 

de controle de potência são geralmente tratados independentemente, originando 

soluções que podem ser diferentes da solução ótiina. Existem, como vimos no 

capítulo 2, alguns modelos que abordam, simultaneainente, os problemas de loca- 

lização de ERBs e de alocação de freqiiências, utilizando a tecnologia TDMA. Exis- 

tem também vários modelos na literatura [78], [100], [98], [30] envolvendo o controle 

de potência. O objetivo dessa seção é apresentar um novo modelo para teleco- 

inuaicação sem fio1, envolvendo, siinultanearnente, os problema de localização de 

' 0  deserivolvimento deste modelo resiiltou da colaboração do Prof. Geraldo Robson Mateus, 
do Departamento de Ciências da Coinputação da UFI\/IG. 



estações rádio base e de controle de potência. Como relatado em [92], apesar dos 

serviços de telecoinunicações móveis estarem aparentemente evoluindo em direção ao 

GSM (Global System fo r  Mobile communications), a tecnologia utilizada em nosso 

trabalho é o CDI\/IA, pois o modelo resultante tem características interessantes, pos- 

sibilitando também o emprego de várias metodologias de otimização. 

Como poderemos perceber, o modelo é resultado do acoplamento de um modelo 

básico de localização de ERBs e do modelo (MCP) de controle de potência desen- 

volvido em [78] e apresentado no capítulo anterior. 

1.2.1 Modelo Não-Linear Inteiro 

O tratamento em conjunto dos problemas de localização de ERBs e de controle 

de potência requer uina atenção especial na formulação das restrições e na escolha 

da função objetivo. Além de viabilizar isoladamente cada um dos problemas, o 

modelo deve conter uma variável que crie um elo entre eles, de modo a impedir 

falsas soluções ótimas. Consideremos, então, o seguinte problema de Otimização: 



onde 

I, se a ERB i é capaz de cobrir a quadrícula j 

0, caso contrário. 

1.2.2 Explicação do Modelo 

Primeiramente, dividimos a região em estudo em &I quadrículas de tamanho 

variável, enumerado-as por j = 1, ...A!í. Nessa região, espalhamos N ERBs candi- 

datas à instalação, indicando-as por i = 1, . . . , N. Cada ERB i tem um custo de ins- 

talação ci e uma capacidade máxima Ai, de quadrículas atendidas. Cada quadrícula 

j possui um valor máximo Pj, para a potência de transmissão. Valores superiores 

a esse máximo podem danificar o equipamento do usuário, além de consumir mais 



bateria e aumentar a interferência prejudicando a comunicação. Cada quadrícula 

define também um valor mínimo requerido y,, para a qualidade de serviço e um 

valor mínimo de taxa de transmissão R,. Valores abaixo desse mínimo inviabilizam 

a comunicação. Entretanto, valores muito superiores a R, aumentam a quantidade 

de potêiicia transintida necessária para a comunicação com qualidade, tanto para a 

quadrícula em questão, como para as cpadrículas interferentes, aumentando, con- 

seqüentemente, o custo. Consideramos ainda as constantes W, largura da banda, 

qo, ruído gaussiaiio e C, custo da potência transinitida para a ERB i. Assiin como 

y,, as constantes R,, W e qo seguem a forma do modelo NICP (1.2)) apresentado na 

seção 1.1. 

O objetivo do modelo é minimizar os custos de instalação das estações rádio base 

e da transmissão de potência entre as ERBs e as quadrículas . Para homogeneizar a 

função objetivo como miiiiinizadora de custo, o somatório da potência transmitida 

foi multiplicado pela constante C, que pode ser entendida como o custo unitário da 

medida de potência. 

As variáveis do modelo podem ser separadas em quatro conjuntos: x,, variáveis 

de instalação, que assumem valor unitário se a ERB i é instalada, ou nulo, caso 

contrário; x,, variáveis de cobertura, que assumem valor unitário, se a quadrícula j 

é coberta pela ERB i, ou nulo, caso contrário; p,, , variáveis que indicam a potência 

transmitida pela quadrícula j para a ERB i. Essas variáveis são contínuas, limitadas 

inferiormente por zero e superiormente por P,. Observemos ainda que, quando a 

quadrícula j não é coberta pela ERB i, o valor de p, é igual a zero. Finalmente, o 

conjunto T,, são as variáveis relativas à taxa de transinissão entre as q~ladrículas e as 

ERBs. Assiin como p,, essas variáveis são contín~ias, porém limitadas inferiormente 



por Rj, taxa mínima requerida por cada quadrícula j para viabilização da coinu- 

nicação. Observemos que Rj  vem multiplicada por x,, fazendo com que o limite 

inferior para a taxa seja nulo, quando a quadrícula j não estiver sendo coberta pela 

ERB i. O limite superior para a taxa de transmissão está condicionado aos valores 

da potência de transmissão, no terceiro conjunto de restrições 

O primeiro conjunto de restrições garante que cada quadrícula é coberta por 

pelos menos uma ERB. Isso significa que o sinal naquela quadrícula, originário de 

dguina ERB , é suficiente. 

Pelo segundo conjunto de restrições, o somatório dos sinais originários de cada 

ERB i que cliegani nas quadrículas por ela cobertas não pode ultrapassar a sua 

capacidade máxima de atendimento. Mais ainda, cada restrição considera a possi- 

bilidade da ERB em questão não ser instalada. Nesse caso, o somatório anterior é 

forçosainente nulo. 

O terceiro conjunto de restrições garante a qualidade de serviço requerida por 

cada quadrícula. Além disso, cada restrição leva em conta o fato da ERB i não 

cobrir a q~~adrícula j. Nesse caso, o valor de r, seria nulo, asssim como a qualidade 

de serviço req~ierida e a potência transmitida. 

1.2.3 Análise do Modelo 

A menos das restrições de qualidade de serviço, as demais funções do modelo 

são lineares. Desse modo, uma melhor compreensão do problema exige, entre outros, 

a análise daquelas restrições. 

Na forma apresentada, cada linha (i, j) é uma função fracionária-linear em pij e 

linear em rij. Como tal, possui a propriedade de sei pseudoconvexa e pseudocôncava 

(ver [3]). Tem-se também, como conseqüência desses fatos, que cada restrição é 



quasiconvexa, q~~asicôncava, estritainente cluasiconvexa e estritainente q~~asicôncava. 

Segue daí a importante propriedade de que a relaxação contínua do modelo não- 

linear terá cada solução local, supondo que exista, sendo também global (ver [3]), 

em uin ponto verificando as condições de KKT. 

A proposição 1.1, transcrita de [78], continua válida para nosso modelo e será 

provada na seção 4.3. 



Capítulo 2 

Modelagem em Carteira de 
Investimentos 

2.1 Aspectos básicos sobre Utilidade, Risco e Re- 
torno 

2.1.1 Conceitos e Resultados 

Definição 2.1. O prêmio de risco é o incremento, e m  relação à taxa de re- 

torno livre de risco, exigido pelo investidor, para assumir u m  investimento com risco 

diferente de zero. 

Definição 2.2. U m  investidor é dito conservador quando t e m  grande aversão ao 

risco e agressivo, caso contrário. Os investidores moderados são aqueles com média 

aversão ao risco. 

Podemos, então, concluir que o investidor conservador exige maior prêmio de 

risco que o investidor agressivo para assumir o mesmo investimento de risco. 

Geralmente, a influência do fator risco é uma função não-linear do prêmio exigido. 

Assim, a atitude do investidor em relação ao risco pode ser interpretada mate- 

maticamente como uma função de trade-08, ou curva de indiferença ou utilidade, 

entre risco e retorno. 



Definiqão 2.3. O retorno esperado para uma carteira composta por N ativos é 

dado por: 

onde xi é a ponderação do ativo i n a  carteira e R, é o seu retorno individual. 

Definição 2.4. O risco associado a uma carteira de investimentos formada por 

N ativos é dado por: 

N 

onde zi, com >: zi = 1, e ai são, respectivamente, a ponderação e desvio-padrão do 
i=l 

ativo i e C O R ( i ;  j )  é a correlação linear entre os retornos dos ativos i ,  j .  

Para melhor entendimento, considereinos uma carteira formada por dois ativos. 

Pela definição, temos: 

onde + x2 = 1. 

Assim, a ponderação x1 para uina carteira de risco mínimo, a;,, = O é dada 

por: 

Observação: A limitação ao intervalo [O; 11 para as ponderações xi não é obri- 

gatória. E apenas uina regra para a apresentação da teoria. O caso xi > 1 indica a 

necessidade de tomar empréstimo e enquanto que o caso xi < O implica na venda a 

descoberto. 

Definição 2.5. Dizemos que uma carteira é diversificada quando os ativos que 

a compõem são escolhidos de modo a minimizar seu risco. Uma carteira é dita 
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alavancada quando os ativos que a compõem são tomados de modo a aumentar  seu  

risco. 

Observação: Por essa definição, fica claro que o princípio básico para montar- 

mos unia carteira diversificada é escolher ativos de alta correlação negativa entre si. 

Ao contrário, para termos uma carteira alavancada, devemos escolher ativos de alta 

correlação positiva. 

Definição 2.6. U m a  carteira é dita eficiente quando oferece o maior  retorno 

possivel para um valor especifico do risco. Ou, O menor  risco possivel para um dado 

retorno. A fronteira eficiente é o conjunto formado por todas as carteiras eficientes.' 

2.1.2 Modelagem e Gerenciamento do Risco 

Esta subseção se baseia em opiniões de Duarte [I91 e Dainodaran [ l G ]  no intuito 

de evidenciar a necessidade do gerenciamento e de uma boa modelagem do risco2. 

Segundo Duarte "A implementação do gerenciamento de risco deve ser uma de- 

cisão de quem efetivamente detém o poder decisório na instituição.", deve-se " .  ..bus- 

car profissionais qualificados e experientes para essa tarefa.", " ... um mau gerencia- 

inento de risco pode levar a uma falsa sensação de segurança, o que pode ser até 

mesmo pior que desconhecer - e, portanto, temer - o risco de suas posições hoje." 

e "A confiabilidade da estimativa final obtida para o risco de uina instituição está 

diretamente relacionada à qualidade dos dados usados e dos procedimentos com- 

putacionais iinpleinentados." 

Para Daniodaran "...um bom modelo de risco e retorno: 

1. Deve proporcionar uma medida de risco que se aplique a todos os ativos, não 

'Gráficos de risco e retorno pa.ra dois ativos com diferentes correlações e da fronteira eficiente 
para dois ou 11ia.i~ ativos podem ser eiicontrados ein [10]. 

2 ~ a i o r e s  apiofuildaineiitos quanto à Teoria de Risco podem ser obtidos em [9], [10], [ l G ]  e [7G]. 



sendo específica apena,s a um deles; 

2. Deve estabelecer claramente quais tipos de risco são recompensados e quais 

não são, assim como fornecer um fundamento lógico para essa distinção; 

3. Deve proporcionar medidas de risco padronizadas, isto é, um investidor diante 

de uma medida de risco para um ativo específico deve ser capaz de tirar con- 

clusões a respeito de se o ativo está acima ou abaixo da média em termos de 

risco; 

4. Deve traduzir a medida de risco em uma "taxa de retorno" que o investidor 

deve exigir como compensação por assumir o risco; 

5. Deve funcioiiar bem não apenas ao explicar retornos passados, mas também 

ao prever retornos f~~turos." 

Os modelos mais comuns3, com menor ou maior grau de complexidade, por exein- 

plo, o Modelo de Média-Variância de I\/Iarlowitz, o Modelo de Precificação de Ativos 

de Capital (CAPM) [91], [85], [48] e a Teoria de Precificação por Arbitragem (APT) 

[75], satisfazem a todos esses requisitos, com a ressalva de apenas recompensarem o 

risco de mercado4. 

2.2 Proposta de Cálculo de Risco baseado em 
Utilidade 

Nosso objetivo nessa seção é propor um cálculo para a mensuração do risco, 

levando em conta a característica suposta comum aos investidores racionais e con- 

3Uiiia revisão bibliográfica sobre esses modelos pode ser encontrada em [44]. 
4Segii~ido [ l G ] ,  são mudanças inesperadas em fluxos de caixa de projetos, geradas por mudanças 

em taxas de juros, taxas de inflação e condições enconôinicas que afetam todos os projetos e todas 
as empresas, ainda que em graus diferentes 



servadores, comentada na introdução. Para tanto, introduziremos uma f~mção util- 

idade, dependente dos parâinet~os média e desvio-padrão, de modo a desconsiderar 

observações discrepantes e penalizar perdas com peso superior ao de privilegiar ga- 

nhos. Na próxima subseção, apresentaremos um exemplo simples, para retratar a 

necessidade da introdução de uma função utilidade com tais propriedades. 

2.2.1 A Curva de Utilidade 

A Teoria de Utilidade encontra-se amplamente difundida e é utilizada em diver- 

sas áreas do conhecimento, entre elas, Economia [58], [34], Telecoin~inicações [83], 

[84] e Finanças [20]. Seu conceito se baseia no princípio da saturabilidade5 e, por 

questões didáticas, é comum apresentá-lo ligado apenas à propensão ou satisfação 

em consumir6, mas pode-se, perfeitamente, estendê-lo ao desprazer de não consumir. 

Por exemplo, imaginemos um jovem que costuma beber 15 garrafas de refri- 

gerante por semana. Se em uma dada semana, ele consumir 16 garrafas, sua sat- 

isfação aumentará, devido a esse acréscimo de uma garrafa. Se na semana seguinte, 

ele consumir 17 garrafas, outra vez, sua satisfação aumentará, porém, podemos 

supor, não em mesmo grau. Em outras palavras, o segundo acréscimo de uma gar- 

rafa, apesar de interessante, não é recebido com o mesmo entusiasmo do primeiro 

acréscimo. Prosseguindo nessa rotina, chegaremos a um ponto em que consumir o 

acréscimo será indiferente para o jovem. 

Se, ao invés de receber garrafas a mais, a partir da quantidade de costume, fosse- 

lhe tirada uma garrafa na semana, é razoável supor decepção. Se na semana seguinte, 

50 primeiro a atentar para esse princípio foi o economista alemão Herinan Heiiiricli Gosseii: "A 
partir do pressuposto de que toda conduta humana tem por objetivo um máximo de satisfação, 
Gosseil desenvolve algumas leis, das cpais duas são coilliecidas como Leis de Gossen. A primeira 
apresenta o princípio da utilidade decrescente: "A quantidade de u n a  inesina satisfação diminui 
coilstanteinente à medida que a realizamos sem interrupção, até obter a sacieclade" ..." [80]. 

'Maior detalliainento e outros exemplos podem ser encoiltrados em [34] e [58]. 



o jovem apenas dispusesse de 13 garrafas, outra vez, haveria descontentamento, 

porém em maior grau: a variação negativa de 15, como esperado, para 14 será 

inenos sentida que a variação de 14 para 13. Mais ainda, o acréscimo de 15 para 16 

não é equivalente ao decréscimo de 15 para 14, muito menos o acréscimo de 16 para 

17 não iguala o decréscimo de 14 para 13. No extreino positivo, o acréscimo de uma 

ga.rrafa semanal, qua.se indiferente para o jovem, tem peso infinitamente menor que 

o decréscimo de outra garrafa em uin ponto em que o consumo semanal estivesse 

próximo a zero. 

A satisfação com o ganho inarginal e a decepção com a perda marginal são 

chamados de utilidade marginal. A função do consumo, cuja derivada é a utilidade 

marginal é a função utilidade7 . 

Ein relação ao mercado financeiro, podemos identificar o jovem com o investi- 

dor, a quantidade de garrafas semanais com o retorno esperado no período e a 

possibilidade de acréscimos e decréscimos com, respectivamente, retornos maiores 

ou menores que o esperado, traduzida (a possibilidade) pelo desvio-padrão. Dessa 

forma, variações positivas em relação ao retorno esperado seriam bem inenos sentidas 

que oscilações negativas, cada vez em maior grau. 

2.2.2 A Distância-Utilidade e o Desvio-Utilidade 

Nessa subseção, apresentaremos uma proposta de cálculo de risco baseado em 

uma f~mção utilidade parametrizada pela média dos retornos e pelo desvio-padrão 

do índice de mercado. Assim como no CAPI\/I (ver [76]), consideraremos uina dis- 

tribuição de frequência,~ normal para o comportamento dos retornos. 

Definição 2.7. O desvio-padrão amostra1 (ou populacional) de referência é um 

'Uin resumo de vá.i-ias fiinções utilidade, seus coinpoitameiltos e derivadas pode ser encontrado 
em [i01 e [59]. 



desvio-padrão amostral (ou populacional) representativo do mercado em que está 

inserida a amostra. 

Por exemplo, para ativos negociados na BOVESPA, o desvio-padrão de referência 

será o desvio-padrão das oscilações do Ibovespa. 

Definição 2.8. Uma amostra A será dita Amostra Referencial Válida se: 

2. P(Y) > 9 0 % , o n d e Y = { X i ~ A ; X i + 3 a > 0 , p a i a  i = 1 ,  . . . ,  n), 

onde n é o número de observações na amostra, Xi é a observação, X é a média, 

a é o desvio-padrão amostral de referência e P ( Y )  é a probabilidade associada ao 

conjunto Y 

Definição 2.9. A Função-Utilidade definida e m  A é dada por 

onde X é uma observação, X é a média da amostra referencial válida, a é o desvio- 

padrão amostral (ou populacional) de referência e p é u m  parâmetro positivo que 

depende do perfil do investidor, apenas quanto ao risco. 



Considerações: 

Tomainos apenas amostras referenciais válidas, pois ativos com X+3a 5 O têm 

diminutas possibilidades de retorno positivo. De fato, como estamos supondo 

uin coinportamento norinal para os retornos, haverá aproxiinadainente 0,115% 

de chame de um futuro retorno ser negativo (ver [101]); 

Ainda sobre amostra referencial válida, mesmo satisfazendo X + 3a > O, só 

serão considerados os ativos tais que X + 3a > 0 ,  para 90% das observações 

(as observações coinpleinentares na amostra serão descartadas). Os ativos que 

não satisfazem essa premissa também têm pouca chance de originar retornos 

positivos, pelo mesmo motivo do item acima. Outra razão para essa consid- 

eração é a garantia de termos pelo menos 81%(= 90% x 90%) das observações 

em condições de avaliarmos correlação entre dois ativos. 

Observações: 

1. O quociente entre parênteses é sempre positivo, e o logaritmo está bem 

definido; 

2. As propriedades desta função se justapõem ao coinportainento desejado para a 

avaliação das observações. Dentre outras, destacamos que o valor absoluto do 

logaritino para variações negativas em relação à média cresce mais rápido que 

o (valor absoluto) do logaritmo para variações positivas em relação à média; 

3. E111 [20], propõe-se uma função utilidade linear dada pela soma de uma wealth 

function linear (função riqueza) com uma função penalidade, também linear, 

em que essa última é aplicada apenas para retornos (ou riquezas) abaixo do 



mínimo aceitável. Com essa inetodologia, dá-se maior peso à variações nega- 

tivas do que à variações positivas, porém mantendo-o constante. 

Definição 2.10. A Distância- Utilidade para z ,  y E A é o número real dado por 

I d(z ,X)  -d(y ,X) ,  pa rax  I y < X o u X < y ~  z 

d (x ,y )=  d ( y , X ) - d ( ~ , X ) , ~ a r a y < z ~ X o u X < n ; < y  (2.3) 

d(x ,X)  +d(y ,X) ,  para z < X  I y ou y 5x5 z 
onde 

e p = l .  

Observações: 

e O número real d (z ,X)  é positivo para todo z E A, com x # X; 

e Consideramos p = 1, para facilita o entendimento, porém as definições e 

proposição desta seção continuam válidas para O < p # 1. 

Proposição 2.1. A Distância-Utilidade satisfaz às propriedades de distância 

/4 71: 

d l )  d(x, z)  = 0; 

d2) Se x # y, então d(z, y) > 0; 



Prova: 

d l )  d(x, x) = d(x, X) - d(x, X) = O,  pelas primeira e segunda hipóteses. Pela 

terceira hipótese, temos d(x, x) = d(x, X) + d(x, X) = 0, pois x = y = X .  

d2) 

Ca,so 1: X < y < x 

d(x, y) = d(x, X) - d(y, X) 

Use agora o fato de que ln4(t) é crescente para t > 1 (pois > O) para 

concluir que a expressão acima é estritamente positiva se x # y. 

Caso 2: y < X < x 

d(x, y) = d(x, X) + d(y , X) > 0, usando que x # X e a positividade de d. 

Os casos siinétricos são semelhantes. 

d3) Imediata pela definição. 

d4) 

Caso 1: z < x eqy 5 X 

Temos, 

d(x, z) = d(z, X) - d(x, X); 

d(x,y) = d(x ,X)  - d(y,X);  

d(y, z) = d(z, X) - d(y, X). 

Daí, 



d ( x , z )  = d ( z , X )  - d ( x , X )  

= d ( z , X )  - d ( y , X )  + d ( y , X )  - d ( x , X )  

= d ( y ,  4 - d ( x ,  Y )  

5 d ( x ,  Y) + 4 y ,  z )  

C a s o 2 :  x < z < y < X  

Temos ,  

d ( x ,  z )  = d ( x ,  X )  - d ( z ,  X ) ;  

d ( x ,  y )  = d ( x , X )  - d ( y , X ) ;  

d ( y ,  z )  = d ( z ,  X )  - d ( y ,  X ) .  

Daí, 

d ( x , z )  = d ( x , X )  - d ( x , X )  

= d ( x , X )  - d ( y , X )  + d ( y , X )  - d ( z , X )  

= d ( x ,  Y )  - d ( y ,  z )  

5 d ( x ,  Y )  + d ( y ,  4 
C a s o 3 :  x < y < z < X  

Temos ,  

d ( x ,  z )  = d ( x ,  X )  - d ( z ,  X ) ;  

d ( x ,  y )  = d ( x , X )  - d ( y , X ) ;  

d ( y ,  x )  = d ( y ,  X )  - d ( z , X ) .  

Daí, 

d ( x , x )  = d ( x , X ) - d ( z , X )  

= d ( x , X )  - d ( y , X )  + d ( y , X )  - d ( z , X )  

= d ( x ,  Y )  + d ( y ,  4 
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Caso4:  x < y < X < z  

Temos:, 

d ( z ,  z )  = d(x ,  X) + d ( z , X ) ;  

d ( x ,  y )  = d ( x , X )  - d ( y , X ) ;  

d ( y ,  z )  = d(y ,  X) + d ( z ,  X ) .  

Daí, 

Daí, 

d ( x , z )  = d ( z , X ) - d ( x , X )  

5 d ( z ,  X )  + d ( x ,  X )  

< d(z,  X )  + d ( x ,  X )  + d(y,  X )  + d(y ,  X )  - 

= d ( z , y )  + d(y ,  4 
CasoG: x < z l X < y  

Temos, 

d ( x ,  z )  = d ( z ,  X )  - d ( z ,  X); 

d ( z ,  y )  = d ( x ,  X )  + d(y ,  X ) ;  

d(y ,  z )  = d ( z , X )  + d ( y , X ) .  



Daí, 

d(x,z) =d(x,X) -d(z,X) 

< d(x, X) + d(z, X) 

= 4 z ,  Y) + d(Y, 4 
Caso 7: x < X < z < y 
Temos, 

d(z, z) = d(x, X) + d(z, X); 

d(x, y) = d(x, X) + d(y, X); 
d(y, z) = d(y, X) - d(z, X). 

Daí, 

d(z,z) = d(x,X) +d(z,X) 

5 d(x, Y) + d(y, 4 
Caso 8: n: < X < y < z 
Temos, 

d(x, z) = d(x, X) + d(z, X); 

d(x, y) = d(z, X) + d(y, X); 
d(y, z) = d(z, X) - d(y, X). 

Daí, 

d(z,z) = d(x,X) +d(z,X) 

= d(x, X) - d(y, X) + d(y, X) + d(z, X) 



Definição 2.11. A Variância- Utilidade (VARU) é o número real positivo dado por 

onde n é a quantidade de observações para as qesais a função-utilidade está bem 

definida, isto é, as observações e m  que o logaritmo existe. 

Definição 2.12.0 Desvio- Utilidade ( D  U) é a raiz quadrada da Variância- 

Utilidade. 

Observação: Nlesino se tratando de amostras, consideramos n e não n - 1. A 

teoria para explicar essa possível diferenciação no denominador não faz parte dos 

objetivos desse trabalho. 

Propriedade 2.1. Os valores Xi, tais que 

contribuem para u m  desvio-utilidade menor que o desvio-padrão, onde X é a média 

da amostra referencial válida, a é o desvio-padrão de referência e e é o neperiano. 

Prova: 



Daí, para todo X i  satisfazendo à condição enunciada, teremos 

(xi - ~ ) 2  ln4 ($+3u "'+3u ) 5 ( X i  - m2 

Tirando a raiz quadrada, temos que o desvio-padrão é cota superior para o 

desvio-utilidade. 

Propriedade 2.2. Para X > 3a  (s), X e  + 3o(e  - 1) é sempre discrepante 
- 

pelo critério do Escore 28. Para X > 5, X-3:(e-1) é discrepante. 
- 

Prova: Basta comparar T e  + 3o(e  - 1) com X + 3a e X-3:(e-1) com X - 30.  

Observação: Como buscamos ativos, cujos retornos médios são positivos, ou 

pouco negativos, espera-se X > 3 g 5  discrepante, na grande maioria das amostras. 

Comentários ao modelo proposto: verificação das condições de 

Damodaran [16] (subseção 2.1.2) 

8Para uma amostra com coinportainento norinal, o critério do Escore Z diz que u n a  observação 
será discrepante se estiver afastada mais do que três desvios-padrão da média, já que sua  chailce 
de ocorrência se restringe a 0,24% (ver [101]). 
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A medida de risco obtida via desvio-utilidade, claramente, apenas leva em conta o 

risco de mercado, porém se aplica a qualquer ativo, desde que se.consiga um desvio- 

padrão de referência, satisfazeiido, portanto aos requisitos (1) e (2) da subseção 

2.1.2. Como a unidade de desvio-utilidade é a unidade origirial dos retornos, pode- 

mos entender a informação resultante como uma " taxa de retorno" cobrada para se 

assumir risco, com o adicional de se considerar as utilidades marginais de perdas e 

ganhos. Como a distribuição de frequências das oscilações para a metodologia pro- 

posta é induzida pela distribuição de frequências para a metodologia usual (aquela 

que s~ipõe o risco em termos de desvio-padrão), supor que esta última tem tendência 

normal induz a iiiferência que nos permite avaliar as probabilidades para futuras os- 

cilações via desvio-utilidade. Assim, os requisitos (4) e (5) podem ser considerados 

como satisfeitos. Para completarmos os requisitos de um bom modelo, satisfazendo 

o item (3), definimos o risco médio como o desvio-utilidade do mercado no qual 

estão inseridos os ativos em estudo. No caso de ativos negociados na BOVESPA, 

as medidas de risco estariam padronizadas pelo desvio-utilidade do índice Ibovespa 

para o período em questão. 

2.2.3 Resultados experimentais : a versus DU 

Analisamos as variações perceiituais diárias de 03/01/2002 a 27/09/2002 (Fonte: 

Ecoiiomática) de 67 empresas cujas ações são negociadas na BOVESPA, con- 

sidermdo o desvio-padrão do índice Ibovespa para o período em questão (a = 

1,9989%a.d.) como desvio-padrão de referência. Os resultados, em ordem crescente 

de risco, para cada uma das metodologias, estão apresentados na tabela a seguir: 



2 Unipar PNB 1,6697% 
3 Confab PN 1,7168% 

4 Sadia SA PN 1,7684% 
5 Perdigão PN 1,7751% 

6 Tele Sudeste Celula PN 1,8041% 
7 Fosfertil PN 1,8518% 

8 Caeini Metal PN 1,8690% 
9 Embraco PN 1,8733% 

10 Marcopolo PN 1,9261% 
11 Ambev PN 1,9517% 

12 Magnesita PNA 1,9699% 
13 Gerdau Met PN 1,9940% 

14 Suzano PN 1,9962% 
15 Vale do Rio Doce PNA 2,0002% 

16 Duratex PN 2,0121% 
17 Ultrapar PN 2,0471% 

2 Sadia SA PN 0,1350% 
3 Fosfertil PN 0,1520% 

4 Tele Sudeste Celula PN 0,1826% 
5 Perdigão PN 0,3346% 
6 Ripasa PN 0,4899% 

7 Ultrapar PN 0,5014% 
8 Unipar PNB 0,5609% 

9 Petrocluisa PN 0,6294% 
10 Unibanco PN 0,8050% 
11 Confab PN 0,8425% 

12 Magnesita PNA 0,9966% 
13 Forjas Taurus PN 1,0793% 

14 Embraco PN 1,3075% 
15 Caemi Metal PN 1,3338% 

16 Anlbev PN 1,4052% 
17 Lojas Americanas PN 1,4983% 

Desvio-Padrão 
1 Banespa PN 0,6537% 

Desvio-Utilidade 
1 Banespa PN 0,0955010 



18 Forjas Taurus PN 2,1244% 
19 Souza Cruz ON 2,1245% 

20 Ripasa PN 2,1376% 
21 Votorantiin C P PN 2,2213% 

22 Petrobrás PN 2,2459% 
23 Einbraer PN 2,2801% 
24 Itausa PN 2,3529% 

25 Ferbasa PN 2,3777% 
26 Santista Têxtil P N  2,3870% 
27 Belgo Mineira PN 2,4061% 

28 Coteininas PN 2,4266510 
29 Tractebel PNB 2,4568% 

30 Gerdau PN 2,4901% 
31 Pão de Açúcar PN 2,4957% 

32 Bradesco PN 2,5481% 
33 Sid T~~ba rão  PN 2,5668% 
34 Itaubanco PN 2,6454010 

35 Lojas Aniericanas PN 2,6870% 
36 Unibanco PN 2,7084510 
37 Sabesp ON 2,7122010 
38 Telemar PN 2,7639010 

39 Telefonica BDR 2,7760% 
40 Brasil Telecoin PN 2,7833% 

41 Aracruz PNB 2,8023% 
42 Polialden PN 2,8941% 
43 Copel PNB 2,9045% 
44 Cemig PN 2,9384% 
45 Light ON 3,0443010 

46 Usiminas PNA 3,0476% 
47 Sanepar PN 3,0562% 

48 Eletrobrás PNB 3,0744% 
49 Boinbril PN 3,1053% 

50 Petrocluisa PN 3,1094% 
51 Cosipa PN 3,1469% 

52 Ipiranga Pet PN 3,2339% 
53 Einae PN 3,2699% 

54 Triliein PN 3,4117% 
55 Sid Nacional ON 3,4145% 

56 Tele Celular Sul PN 3,4497% 
57 Tele Nordeste Celul PN 3,4664% 

58 Cesp PN 3,5065% 

18 Vale do Rio Doce PNA 1,5602% 
19 Suzano PN 1,6695% 

20 Brasil Telecom PN 1,8188% 
21 Ferbasa PN 2,0446% 

22 Marcopolo PN 2,1467% 
23 Coteminas PN 2,2244% 

24 Belgo Miiieira PN 2,3232% 
25 Varig PN 2,7684% 

26 Duratex PN 3,1708% 
27 Votorantim C P PN 3,3270% 

28 Itaubanco PN 3,6648% 
29 Itausa PN 3,6741% 

30 Teleinar PN 3,8502% 
31 Souza Cruz ON 4,0169% 

32 Eniae PN 4,2870% 
33 Sid Nacional ON 4,3390% 

34 Sanepar PN 4,3514010 
35 Telefonica BDR 4,4362% 
36 Petrobrás PN 4,4694% 
37 Polialden PN 4,6685% 
38 Bradesco PN 4,7571% 

39 Gerdau Met PN 4,8545% 
40 Sabesp ON 4,9614% 

41 Embraer PN 5,1321% 
42 Light ON 5,5652% 
43 Cemig PN 5,6142% 
44 Trikein PN 5,6193% 
45 Copel PNB 6,2859% 

46 Pão de Açúcar PN 6,3317% 
47 Tele Centroeste Cel PN 6,6301% 

48 Sid Tubarão PN 6,6434% 
49 Usiminas PNA 6,6455510 

50 Klabin PN 7,5690% 
51 Ipiranga Pet PN 8,0784% 

52 Telebrás RCTB ADR 8,1385% 
53 Aracruz PNB 8,2813% 

54 Tractebel PNB 9,1407% 
55 Cosipa PN 9,3479% 
56 Gerdau PN 9,8575% 

57 Teleinig Celul Part PN 10,1719% 
58 Eletrobrás PNB 10,3858% 



59 Telemig Celul Part PN 3,5348% 
60 Telebrás RCTB ADR 3,5791510 

61 I<labin PN 3,6317510 
62 Tele Centroeste Cel PN 3,7489% 

63 Eletropa~ilo Metropo PN 4,6381% 
64 Rhodia-Ster ON 4,9046% 

65 Varig PN 5,3138% 
66 Einbiatel Pait PN 5,7501510 

67 Net PN 6,3457% 

59 Eletropaulo Metropo PN 10,6552% 
60 Santista Têxtil PN 10,7680% 

61 Cesp PN 11,3531% 
62 Tele Celular Sul PN 11,6175510 

63 Bombril PN 12,1316510 
64 Tele Nordeste Celul PN 15,3073% 

65 Embratel Part PN obs. 
66 Net PN obs. 

67 Rhodia-Ster ON obs. 

(Tabela 2.1: Desvios padrão e utilidade ao dia.) 

Observação: As a1nostra.s dos ativos Einbratel Part PN, Net PN e Rhodia-Stei 

ON atenderam à condição (1) da definição 2.8, mas não satisfizeram à condição 

(2), não constituindo, portanto, uma Amostra Referencial Válida para o período em 

estudo: no caso da Embratel Part PN, apenas 87,50% das observações satisfaziam 

a segunda condição, enquanto que para a Net PN e para a Rhodia-Ster ON, apenas 

81,77010 e 85,94510, respectivamente. 

Para uma melhor visualização das mudanças ocorridas nas posições, podemos 

agrupar os resultados da tabela anterior em classes definidas por variações lia clas- 

sificação: 

Variação na classificação (no de posições) Ocorrências 
[-35; -211 3 
[-20; -51 21  

[-4; 11 6 
O 3 

[i; 41 11 
[5; 201 14 
[21; 351 5 

Mais que 35 1 
TOTAL 64 

Observação: O ativo que sofreu maior variação positiva na cla,ssificação foi o Varig 

PN: passou da 65a para 25a posição. O ativo Santista Têxtil PN sofreu o maior 



efeito contrário: caiu da 2Ga para 60a posição. 

2.2.4 Correlação-Utilidade 

Definição 2.13. A Covariância- Utilidade entre duas amostras referenciais 

válidas A e B é dada por 

onde X,i' f A é uma observação e F é a média da amostra referencial válida A, 

X: E B é uma observação e X B  é a média da amostra referencial válida B,  a é o 

desvio-padrão amostra1 (ou populacional) de referência e n é o número de produtos 

bem definidos (para os quais a função utilidade é definida em ambas as amostras). 

Observação: Como apenas consideramos amostras referenciais válidas, temos 

garaiitido uin valor para n no mínimo igual a 81% do número de observações. 

Defiiiição 2.14. A Correlação- Utilidade entre duas amostras referenciais 

válidas A e B é dada por 

onde COVU(A; B )  é a covariância-utilidade entre as amostras referenciais válidas 

A e B e DUA e DUB são os seus respectivos desvios-utilidade. 

Proposição 2.2. A Correlação- Utilidade é u m  coeficiente limitado inferior- 

mente por -1 e superiormente por 1. 

Prova: Conseqiiência imediata da desigualdade de Cauchy-Schwartz. 

Definicão 2.15. A Variância- Utilidade de uma carteira formada por dois ativos 

A e B é dada por: 



e seu Desvio- Utilidade por: 

onde PA, p ~ ,  DUA e DUB são, respectivamente, as ponderações e os desvios- 

utilidade de A e B e CORU(A; B) é a correlação-utilidade entre esses ativos. 

Para melhor visualizarinos as diferenças, calculamos a correlação usual e a cor- 

relação-utilidade para os ativos Belgo-Mineira PN e Embraer PN, que, respectiva- 

mente, subiu 3 posições (Tabela 2.1: coluna 1, linha 27 para coluna 2, linha 24) 

e caiu 19 posições (Tabela 2.1: coluna 1, linha 23 para coluna 2, linha 41) devido 

à mudança de metodologia para cálculo de risco. Em seguida, calculainos o par 

risco/retorno de uma carteira formada por esses dois ativos, para diferentes pon- 

derações, segundo as duas metodologias. Os resultados estão expostos a seguir 

Belgo Mineira P N  Embraer PN 
Retorno Esperado diário (histórico) O, 4183% O, 1240% 
Desvio-Padrão diário (tabela 2.1) 2,40Gl% 2,2801% 

Correlação O ,  0157 
Desvio-Utilidade diário (def. 2.12) 2,3232% 5,1321% 

Correlação-Utilidade (def. 2.14) O ,  0100 

Observação: O retorno esperado (diário) é a média dos retornos diários na 

amostra referencial válida coletada. O desvio-padrão e a correlação são calculados da 

maneira usual (ver [101]). O desvio-utilidade e a correlação-utilidade são calculados 

de acordo com a definições apresentadas anteriormente. 



pi Belgo-Mineira P N  pi Embraer P N  Retorno Carteira Carteira DU Carteira 
0% 100% O, 1240% 2,2801 5,1321% 

Observação: Os retornos, os desvios-padrão e os desvios-utilidade da carteira 

são calculados pelas fórmulas apresentadas nas definições 2.3, 2.4 e 2.15, respectiva- 

mente. 

A conclusão imediata dessa tabela é que a ponderação ótima (em termos de 

risco) para uma ca.rteira será diferente para cada uma das abordagens: a carteira de 

mínimo risco medido pelo desvio-padrão dificilmente conterá os ativos nos mesmos 

percentuais que aquela baseada em desvio-utilidade. 

2.3 Um novo modelo para Otimização de Carteira 
de Investimentos 

O objetivo dessa seção é apresentar uin modelo para uma carteira de investi- 

mentos que maximize a utilidade, levando em conta o retorno, o risco e a maior 

aversão a desvios negativos do que a desvios positivos. Veremos que o proposto é 

uin modelo coinuin para otimização de carteiras acrescido da componente desvio- 

utilidade definida na seção anterior. 



2.3.1 Modelo Não-Linear Inteiro 

A montagem de unia carteira de investimentos, geralmente, considera um con- 

junto de ativos para os quais já se conhece o retorno inédio esperado, o risco associado 

a esse retorno e a correlação entre cada uin deles. De acordo com Ross [76], esses 

dados podem, simplesmente, traduzir a expectativa do indivíduo, baseada em uma 

série liistórica de retornos, ou, podem ser resultado de uma análise detalhada das 

perspectivas de uma empresa. Assim, a otimização de uma carteira se resume a 

definir quais ativos a comporão e quais as suas ponderações. 

Consideremos o seguinte problema de Otimizaçãog: 

onde 

Rcart e DUCart são funções de IRn + lR que representam respectivamente o 

retorno e o desvio-utilidade da carteira de investimentos; 

e f é uma função utilidade dada por: 

2 f (u, v) = plu - P2V (2.11) 

'0 modelo apresentado resultou da colal~oração do Piof. Antônio Marcos Duarte Ji . ,  do 
IBMEC-RJ. 



onde p~ e p2, com pi + p2 = 1 são parâmetros dados. Elevamos a segunda 

variável ao q~iadrado para trabalharmos com a variância-utilidade da carteira, 

o que não altera o objetivo do modelo. 

0 bi < C. são dados. 

Usando as definições 2.1, 2.8 e 2.9, temos o seguinte problema: 

bivi I <i I COY~ ' d ~  

X i  E IR+; yi E {O, 1) Vi 

onde Ri, DUi e CORu (i, j )  são dados previamente calculados, obtidos de amostras 

de retornos passados dos ativos e N é o número de ativos. 

2.3.2 Explicação do Modelo 

O problema considera N ativos para os quais são conhecidos as taxas de retorno 

esperadas, R,, os desvios-utilidade, DUi, as correlações-utilidade, CORu(i, j ) ,  entre 

cada par de ativos, a participação mínima, bi, em terinos monetários, do ativo, caso 

este faça parte da carteira, o capital total disponível para investimento, Co, e os 

coeficientes pl e pa. 



As variáveis do problema podem ser separadas em dois grupos: x,, variáveis 

de ponderação, e yi, variáveis de alocação. As variáveis xi são contínuas, podendo 

assumir qualquer valor não-negativo. Elas indicam a participação, em relação ao 

capital disponível, de cada ativo na carteira. As variáveis yi são binárias, assumindo 

valor unitário, caso o ativo componha a carteira, e nulo, caso contrá.rio. 

O objetivo do modelo é inaximizar a utilidade da carteira, considerando, para 

tanto, variações no par risco/retorno, conseqüências das diferentes ponderações de 

cada ativo que a compõe. Os coeficientes pl e p2 indicarão o perfil do investidor. 

Quanto mais próximo de um estiver o parâmetro pl, mais agressivo será o investidor, 

pois priorizará a maximização do retorno, em detrimento da minimização do risco. 

Ein contrapartida, quanto mais próximo de zero estiver esse parâinetro, mais con- 

servador será o investidor, pois prefirirá correr menos riscos, mesmo que o retorno 

se estabeleça em níveis mais baixos. No caso de termos pl = p2 = 0,5, diremos que 

o investidor tem perfil moderado. 

A primeira restrição (Disponibilidade de Capital) impede que o capital utilizado 

ultrapasse a disponibilidade. As demais restrições delimitam inferiormente a par- 

ticipação de cada ativo. Apenas terão participação nula, aqueles ativos que não 

compuserem a carteira. A maior participação de um ativo é, obviamente, o total de 

capital disponível. 

2.3.3 Análise do Modelo 

De uma maneira geral, quando um modelo tem por objetivo a maximização 

do retorno, independente do risco, a disponibilidade de capital é uma restrição de 

igualdade. No contexto financeiro, a razão para a igualdade é a certeza de que todo 

o capital disponível deve ser utilizado na solução ótima, a menos que os retornos 



individuais de todos os ativos fossem negativos. Em outras palavras, a restrição em 

questão é ativa no ótimo. 

Como nosso modelo objetiva a maximização da utilidade, que depende do perfil 

do investidor quanto ao par risco/retorno, não podemos concluir que a restrição 

continuará ativa no ótimo. Esse fato, em conjunto com a relaxação contín~m da 

variável y, deteriniiiam uma região viável não convexa para o problema, o que indica 

possível dificuldade na resolução do problema inteiro. 

Como yi E {O, I) ,  'dz, temos, do segundo conjunto de restrições, que O 5 xi 5 

Co, 'dz (j á que bi 2 O, 'dz). Assim, o conjunto de soluções viáveis é limitado e não 

vazio (a origem é uma solução viável). Portanto, a continuidade da f~~nção  objetivo 

gamiite a existência de uma solução. 



Capítulo 3 

Met odologia de Programação 
Geométrica Signomial 0-1 

3.1 Preliminares 

Nosso objetivo, neste capítulo, é usar a Programação Geométrica Signoiniall. 

Para obtermos soluções 0-1 nas variáveis inteiras, a partir da solução contínua, uti- 

lizamos uma fiii1çã.o baseada na distribuição gama, que será apresentada na seção 3.4. 

Essa função permitirá que as relaxações contínuas das variáveis inteiras (binárias) 

assumam valores próximos de O ou de 1. Nessa mesma seção, apresentaremos o 

algoritmo Barreira-Penalidade, iitilizado para resolver os sucessivos problemas posi- 

nomiais. Na seção 3.2, apreseiitainos algumas idéias centrais, através de definições 

e resultados essenciais, visando um melhor entendimento da metodologia de pro- 

gramação geométrica signomial. Na seção 3.3 coiistain alguns trabalhos que con- 

sideramos representativos em métodos de pontos interiores, em otimização combi- 

natória e em programação geométrica. 

Os problemas de prograinação geométrica (PG) podem ser divididos em dois 

grupos: PG Posinoinial e PG Signoniial. O primeiro pode ser visto através da  Teoria 

'Este capítulo resulta de colaboração c0111 o Prof. Roberto Qitiriilo do Nasciineiito, da UFPB. 
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de Dualidade como um problema convexo com restrições lineares. No apêndice A, 

coiista uma apresentação dessa família de problemas. 

3.2 Programação Geométrica Signomial 

Definição 3.1. U m  problema de programação geométrica é chamado de Problema 

de Programação Geométrica Signomial[21], quando u m  ou mais termos posinomiais 

(ver definição no apêndice A) no problema prima1 são negativos. 

A ocorrência de termos posiiiomiais com coeficientes positivos e negativos implica 

na necessidade de uina versão expandida para o problema dual [21]. 

Consideremos o seguinte problema priinal 

m 

min go (t) = aoicoi n tyi' 
i€ J[O] j=i 

onde 



Observemos que a formulação do problema acima introduz J[k] + p variáveis 

adicionais em relação ao problema posinomial (ver Apêndice A). As J [ k ]  variáveis, 

definidas por õki, k = O, 1, . .., p, i E J[k], são introduzidas de modo a absorver o 

sinal de cada termo, enquanto que as p variáveis õ k ,  k = 1,2,  ...,p, são usadas para 

generalizar (para rtl) o lado direito da restrição. Essas variáveis são conhecidas por 

f~~nções sinal. 

Essa versão expandida do problema posinomial introduz uma notação indis- 

pensável para identificar cada componente no probleina: de modo a evitar confusão, 

cada símbolo é identificado a uma equação, um termo e uma variável de decisão. 

Com base no que vale para problemas posinomiais, nosso objetivo, nesse mo- 

mento, é explorar sua forma especial, para obter um problema equivalente com 

restrições lineares, que é mais fácil de se resolver. O desenvolvimento do processo 

se dará em duas fases: primeiro, o caso em que todas as funções sinal na função 

objetivo são positivas. Em seguida, abordaremos o caso geral. Nosso texto está 

baseado em [7]. 

3.2.1 Função Objetivo Posinomial 

Desde que todas as funções sinal no objetivo são positivas, podemos desconsi- 

derar os fatores ooi, obtendo do problema 3.1: 



min go ( t )  = C cai n 

onde 

cki > O, k O l . , ,  i E J[k] 

Ok = h1, /C = 1, . . . ,Jl 

a k i = f l ,  k = l ,  ..., p, i €  J [ R ]  

J[k]  = {mk, 772k+l, ..., nk) ,  k = o , l ,  ..., p 

m o = l ,  m l = n o + l ,  m a = n ~ + l ,  ..., m,=n,-l+1, np=n,  

Observemos que, como ~ r ,  = f 1, as restrições podem ser escritas como 

os pesos para cada termo na função objetivo. Definamos os pesos para os termos 

das restrições como seus próprios valores absolutos. 



Observeinos que, no caso da restrição ser ativa no ótimo, a soma das contribuições 

(pesos) de cada termo (multiplicado por õki) deve ser igual a Q. 

Por conveniência, denotemos go(t) por t o  Usando as equações 3.3, 3.4 e 3.5, o 

problema original pode ser escrito como: 

min to 

Definindo t j  = eu., j = 0,1,  ..., m, o problema 3.6 se transforma em 



inin euO 

Tornando o lagaritino natural, temos 

inin uo 

e reordenando as restrições, 



min uo 

Como, por definição, os pesos são não negativos, as variáveis UO, u1, ..., um são 

irrestritas com relação a sinal. 

Sejam Ao, doi, bki e Ai os multiplicadores de Lagrange para as restrições na ordem 

em que elas se apresentam. O Lagrangeano do problema 3.8 é dado por: 

(3.9) 

As condições necessárias para um ponto estacionário prima1 são: 



AI, > o 

Das equações 3.10 e 3.11 em conjunto com 3.4, temos: 

A ecl~~ação 3.14 nos garante um fato interessante: os multiplicadores de Lagrange 

doi para os termos da fuiição objetivo são simplesmente os pesos correspondentes woi  

Como go(t )  é posinomial, os boi são pesos em seu sentido usual, isto é: 

O < 6Oi < 1 

As derivadas com respeito aos outros pesos wki, k # O são dadas por: 

Portanto, 



já que a2 = i .  

Somando os dois lados da equação 3.15 em i e inultiplicando por a,, encontramos: 

pois os termos a k i w k i  devem somar ar, para cada restrição ativa. Além disso, se 

AI, # 0, usando 3.15 e 3.16, podemos efetuar a divisão, obtendo 

J[k]  
6ki 

wki = - a k a k i k i ]  , i = 1 , .  p i = 1, . . ,  J[k]  (3.17) 
A k a k i  i=l 

de forma que os pesos são obtidos a partir dos multiplicadores de Lagrange 

calculados pela diferenciação com respeito a u j ( j  # 0): 

com a hipótese de que 

sol, . . . , a o  J[O] = 1 (as funções sinal são positivas para i = O) 
(3.19) 

O problema dual pode ser eiicontrado expressando-se o Lagiangeano (3.9) em 

função de uj, gk( t ) ,  usando o fato de que Ao = 1 (3.13): 



ou, equivalelitemente, 

pois Xkgk ( t) = 0, para k = 1, . . . , p 

De acordo com [95], o lagiangeano é idêntico ao lagrangeano de outro problema 

de otiinização cuja função objetivo é 

e as restrições são 



onde 

dado por 3.17. 

Observeinos que, para essa nova forinulação, a,s variáveis 6ki são as variáveis de 

decisão e (uO - 1) e ul , u2,  . . . , U ,  são OS OS multiplicadores de Lagrange. Assim, o 

problema equivalente tem a seguinte função objetivo: 

e as restrições 

onde 

dado por 3.17. 

Faz-se necessário, nesse momento, caracterizarmos as variáveis dki. Usando 3.17, 

Jki = wkiukiXL, dado por 3.16 e observando que wki > O e AI, > 0, é imediato que 
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determine o siiial de õr;~ Assim, se õ k i  = 1, tereinos > 0, ca,so contrário, teremos 

Ski 5 o. 

Definamos então as novas variáveis duais 

Substituindo essas variáveis em 3.25, 3.26 e 3.27, temos 

Assim, temos m + 1 restrições lineares em variáveis tantas quanto o número de 

termos n na função objetivo e em todas as restrições signoiniais 

Quando não há grau de dificuldade, isto é n - (m + 1) = O,  a solução é única 

e, uma vez conhecidos os valores ótimos vii das variáveis duais, os pesos ótimos wZi 

podem ser calculados diretamente de 3.17 e da relação vki = akidki. 

Quando há grau de dificuldade, entretanto, é necessário mais análise para en- 

contrar esses pesos ótimos. 



Por conveniência, é usual trabalharmos com a exponencial de z(v), chamada de 

função dual e denotada por d(v). Assim, definimos o problema dual de programação 

geométrica da seguinte forma: 

J[kl CkiVk0 
max d(v) = n n (-) akivki 

k=o i=l 

O sinal de vk~  é facilmente estabelecido, pois de 3.17 temos 



Assim, vko > O desde que w k i  é positivo (por construção) e vki é não negativo 

(por definição). Observeinos que as variáveis vki estão relacionadas com os multipli- 

cadores de Lagrange AI, pela equação 3.15 e vki = gkifiki. 

Podemos, nesse ponto, obter importantes relações entre as variáveis duais e as 

variáveis priinais originais em 3.7. De 3.17, temos 

Daí, 



As variáveis priinais podem ser descobertas a partir das equações 

Ainda não determinamos quando o ponto crítico do problema será um ponto de 

máximo, um ponto de mínimo ou um outro ponto especial para a função dual ou seu 

logaritmo. O que estabelecemos foi que para qualquer conjunto de variáveis duais v 

fazendo de uo um mínimo local, teremos 

De fato, no mínimo local u:, todos os termos das restrições no lagrangeano 

3.21 são iguais a zero e, para as variáveis 60 correspondentes (que determinam v'), 

os termos das restrições duais desaparecem. Quando não há grau de dificuldade, 

podemos obter a solução mínima resolvendo um conjunto de restrições lineares duais 

(3.29) e calculando go(tO) a partir da relação z(vO) = u: e da definição u0 = lngo. 

Então, como z(vO) = ln d(vO), temos 

A não negatividade de Xk e vki, e111 conjunto com a coinplementariclade requerida 

em 3.12, completam as condições necessárias de KKT para um ponto estacionário. 

Esse ponto estacionário será um iníniino para go(t) apenas com a hipótese inicial de 



que go(t) possue um míiiiino local. Nesse caso, go(tO) = go(t*) é o mínimo global, 

pois só pode haver um ponto estacionário quando não há grau de dificuldade. 

Os resultados desta subseção se direcionam para três possibilidades distintas: 

Possibilidade 1: quando todas as funções sinal são positivas, o mínimo de 

go(t) é encontrado via maxirnização de d(v). É o caso do problema de prograinação 

geométrica posinoinial. 

Possibilidade 2: quando uina ou mais funções sinal são negativas, então o 

ponto estacionário para o problema dual de programação geométrica também é 

estacioiiário para o problema priiiial. Por enquanto, diremos simplesmente isso para 

garantir que esse ponto estacionário é uin mínimo local. Outras condições de maior 

ordem podem ser encontradas em [7]. 

Possibilidade 3: quando não há grau de dificuldade, precisamos apenas das 

restrições duais para obtermos a solução dual v*, que, por sua vez, nos leva a t*. 

Esse ponto será o ponto de mínimo global do problema prima1 se o problema priinal 

possuir uma solução iníniina. 

A seguir, apreseiitainos um exemplo ilustrativo do que foi estudado: 

Exemplo [68] 

iniii go (t) = ti 

s.a. 

gi (t) = 5tí1t2 - t,ltZti < 1 

gz(t) = $ t 2 t ~ ~  + ;t91t4 < 1 

Para esse problema temos (veja problema 3.1): 



Como não há grau de dificuldade, o conjunto de restrições duais é suficiente para 

cleterininarmos as variáveis diiais (obtidas pela relação 3.17) 

v01 = 1 

A solução única desse sistema é dada por 

v & = 1  v,*,=1,5 vT2=0,5 

~ ; ~ = 1 , 5  ~ ; ~ = 2  

pois vko = zakivki  como no problema 3.29. 
i 

Usmdo novamente 3.29, temos que a solução dual é dada por c.(v*) = 0,796 = 

gg(t). Usando 3.30 e 3.31, obtemos 

tT = 0,796; ti;: = 0,239; 



As análises complementares necessárias para estabelecermos que tais pontos são 

mínimos globais podem ser ei~contradas em [7] (pp.195-197). 

3.2.2 Função Objetivo com Coeficientes Negativos 

Para resolvermos problemas nos quais os termos da função objetivo podem 

ser negativos, precisamos conhecer de antemão quando o ótimo g,*(t) é positivo ou 

negativo. Não sendo possível predizer o sinal, a própria resolução computacional 

leva a sua determinação. 

Suponhamos o problema de programação geométrica signoinial dado como em 

. . 
min go (t) = C aoicoi tFii 

CASO 1: Custo Ótimo Positivo 

Suponhamos que o valor da função objetivo signomial é maior que zero no ótimo 

(g,*(t) > O). Nesse caso, podemos reformular o problema da seguinte maneira: 

min to 



onde go (t) = t;lgo (t) . 

Observemos que essa nova formulação é a mesma de 3.2, pois o probleina foi re- 

duzido a um problema coni função objetivo posinoinial e restrições signomiais. Como 

foram acrescentados uma variável e um termo, o grau de dificuldade permaneceu 

inalterado. 

As restrições duais, obtidas como em 3.29, associadas à variável to são: 

de forma que combinando-as, temos 

aoivoi + goavoa + ... + ~ O J [ O ] ~ O J [ O ]  = 1 (3.35) 

A menos das funções sinal õ o i ,  a equação 3.35 é igual à primeira restrição do 

probleina dua13.29. Assim sendo, na prática, não é necessário acrescentar a restrição 

nem mesmo trocar a função objetivo por to. Basta-nos trocar a restrição 

por 



em 3.29. A função objetivo e as demais restrições permanecem extainente as mesmas 

de 3.29. 

CASO 2: Custo Ótimo Negativo 

Suponhamos agora um valor esperado negativo para o custo ótimo. Para esse 

caso, devemos fazer: 

Donde 

Observemos que a equação 3.37 tem a mesma forma da equação 3.32, exceto 

pelas goi, i = 1, ..., J[0]  e pelo sinal negativo em seu lado direito. 

O objetivo continua sendo minimizar to e as restrições ainda levam às relações 

que implica em 



Como no caso 1, não é necessário reformular o problema 3.7 como ininimização 

de t o  Basta-nos observar que a restrição 

em 3.29 é dada por 

As demais restrições de 3.29 permanecem as mesmas. Entretanto, observemos 

que o valor de g,*(t) no ótimo não é d*(v) dado em 3.29, pois 

g0*(t) = -(t;)-'. (3.39) 

Como devemos ter a igualdade entre os ótimos prima1 e dual, esse último deve 

ser ajustado de modo a assegurar a congruência: 

Tanto o caso 1 como o caso 2 podem ser resumidos em uma única formulação 

com a introdução de uma nova função sinal go, sinal de g,*(t). Assim, a restrição 



passa a ser dada por 

O valor de ao é geralmente conhecido para a maioria dos problemas. Mudanças 

em seu sinal apenas ocasionam troca de sinal para todas as variáveis duais vkc Uina 

vez determinadas ao e essas variáveis duais, a f~inção dual pode set calculada de 

Essa função dual nos leva à função priinal, que pode assumir valores negativos 

em todos os casos previamente discutidos. 

Exemplo 

min go(t)  = -2tlt2t$t;' + t;'tyl + 5 t t  tg 

Primeirainente, observemos que a restrição deve ser escrita como 



O valor de ao será tomado como ao = 1. Esse problema de miiiiinização tem 5 

terinos e 4 variáveis primais. Assim, não liá grau de dificuldade. Pelas condições de 

iiormalidade 3.41 e de ortogoiialidade 

Resolvendo o sitema aiiterior, obtemos 

2 v:z=?, 1. V O 3 = z ,  * 4 .  

= 4; v;, = 3. 

Observeinos que o sinal de g o  foi escolhido corretamente, dado a positividade 

das variáveis duais ótimas. Por 3.29, temos ainda que: 
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A ecluação 3.41 deve ser satisfeita no ótimo: 

O valor ótimo dual é dado por 3.42: 

As variáveis primais podem ser facilmente calculadas pelas eq~mções 3.30 e 3.31: 

2tltzt:tg1 = 25,548 

tr1t,l = 12,774 

obtendo-se: 

tT = 0,4083 ti; = 0,00422 

t$ = 18,558 ti = 16 

3.2.3 Técnica de Condensação 

Segundo [7], existem três maneiras básicas de se abordar um problema de pro- 

grainação geoinétrica signomial: a primeira consiste em desenvolver um algoritmo 

que resolva diretamente o problema prima1 [71], [88]; pela segunda abordagem, 

aproveitamos as vantagens da estrutura única do dual do problema de prograinação 



geométrica [5], [41], [G9], [8]. Finalmente, a terceira abordagem utiliza uma estru- 

tiira híbrida: modifica e reorganiza o problema priinal para simplificar sua estrutura 

e assim utilizar a formulação dual para resolver o priinal modificado. 

Apresentaremos a seguir uma técnica, sugericla por R. J. Duffin 1211, chamada de 

condensação, que tem, como princípio básico, transformar o problema signoinial na 

iteração corrente, em um problema posinomial aproximado, "condensado", através 

da desigualdade a seguir: 

Lema 3.1 (Desigualdade entre as inéclias aritmética e geométrica) : 

Consideremos vi, escalares positivos e ai pesos positivos tais que 

Então 

OU, fazendo Z L ~  = aivi, 

A s  variáveis ui são escalares positivos e a desigualdade vale como igualdade se e 

somente se 
n 

u i = a i C u j ,  p a r a i = 1 , 2  , . . . ,  n .  
j=1 

Assuillainos que g,*(t) > O. Introduziiido uma nova variável to e adicionando a 

restrição to > go(t), podemos escrever o problema 3.1 da seguinte forma geral: 
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miii to 

gk(t) < a k ,  k=O, . . . , p  

tr, > O 

Vamos mostrar que qualquer problema de programação geométrica pode sei 

escrito simplesnieiite em termos de funções posinomiais. Consideremos a 1-ésima 

restrição ga(t) : 

onde 

Pk(t) = >: akiui(t) = coleção dos termos positivos 
irJ[R]+ 

Qr,(t) = Iakilui(t) = coleção dos módulos dos termos negativos 
i€J[k]- 

onde 

J[W = {z; a k i = - l ,  z E  J[k]} 

CASO 1: ar, = 1 

Com essa coiisideração, temos a seguinte restrição: 

que é equivalente a 



onde Qr(t) = 1 + Qk(t). 

CASO 2: C J ~  = -1 

Teinos que: 

que é equivalente a 

onde Pz(t) = 1 + Pk (t). 

Observeinos que Pk, P:, Qk, Q: são f~~nções posinoiniais. Assim, o raciocínio 

é semelhante para ambos os casos. Sem perda de generalidade, consideremos o 

segundo caso. 

Identifiqueinos os termos Qi(t) no problema anterior com os ui termos da de- 

sigualdade 3.44 e 3.45. Teinos obviamente que Qi(t) > O. Considereinos Qk(t) dado 

por: 

onde Qki(t) = /oki lui(t) = ui(t). 

No ponto t = i?, definalnos os pesos do i-ésimo termo no denominador da lc-ésima 

restrição por 



i 

Por uma aplicação direta da desigualdade 3.44, temos o seguinte posinômio con- 

densado: 

que se reduz a 

akij Qki (f) 

Observeinos que na ecluação acima, Qk(Z), $ e akijQki(f) são constantes co- 
j - 

iihecidas, uina vez especificado o vetor T = (fl, & ,  . . . , t,) . 

Supondo que 2 é escolhido viável, temos 



Então, cliialquer solução viável para 

também será viável para 

No geral, não vale a volta dessa afirmação. É por isso que devemos escolher 2 

viável para o probleina original. Ein outras palavras, estainos constatando que o 

espaço solução para as restrições originais está totalmente contido no espaço solução 

para as restrições condensadas. 

Resuniiiiclo, s~iponhanios o seguinte probleina condeiisado: 

Segundo [7], esse problema possui as seguintes propriedades teóricas e computa- 

cioiiais: 

1. É iim probleina posinomial, dado que Pi(t) e Qi(t, t) são posinôinios; 

2. Qualq~ier vetor t satisfazendo as restrições de 3.55 também satisfará às re- 

strições do probleina original, pois 



Dessa forma, a região viável resultante das restrições posinomiais condensadas é 

um subcoiijunto da região viável obtida pelas restrições signomiais originais. Assim, 

qualq~ier solução ótima t* do problema coiidensado será viável (não necessariamente 

ótima) para o problema original. 

Observação: Pela definição 3.1, podemos entender a Programação Geométrica 

Sigi1oinia.l como uina extensão da Programação Geométrica Posinoinial. Os proble- 

inas posinomiais são equivalentes a probleinas de otiinização convexa com restrições 

lineares e são resolvidos tanto em sua forma priinal, como em sua forma dual. Em 

relação aos problemas de programação geométrica signomial, os algoritmos priinais 

mais utilizados são aqueles que resolvem as sucessivas condensações. Assim, a busca 

da solução desses probleinas se processa iterativamente através de uma seqüência de 

problemas posinomiais, cujas soluções convergem para pelo menos um ponto esta- 

cionário do problema signomial (ver [7]). Esse ponto estacionário pode ser entendido 

como o primeiro ponto que transforma a desigualdade 3.44 em igualdade a menos de 

uma tolerância, isto é, o ponto será dito estacionário se, para um E dado, tivermos 

A diferença fundamental entre as diversas versões dos algoritmos se encontra na 

forma das aproximações posinomiais para os termos signomiais, veja [2], [22], 1361, 

~ 7 1 ,  ~ 8 1 ,  [711. 



3.3 Referências bibliográficas 

Nesta seção, apresentaremos unia coletânea dos trabalhos nas áreas afins à 

inetodologia abordada nesse capítulo. Nosso propósito, com essa revisão bibli- 

ográfica, é inostrar que não temos coiiheciinento de outro trabalho que resolva uin 

piobleina 0-1 sob a formulação de programação geométrica signoinial. Não esta- 

mos, porém, considerando a extensa produção ein Prograinação Semidefiiiida e suas 

aplicações à Otimização Coiitíi~ua. 

KARMARKAR [38] descreve um algoritmo de pontos interiores aproxiinaclo para 

resolver probleinas de viabilidade {O, I), sustentando que vários problemas de com- 

biiiatória podein ser resolvidos eficientemente através de algoritnios baseados na 

aproximação proposta. Os resultados obtidos provêm da aplicação do algoritnio ein 

problemas de satisfiabilidade [37], [86] e de set coverzng [39]. 

Segundo WARNERS et al. [93], a função potencial utilizada ein [38] não se 

mostra adequada para probleinas combinatórios de grande porte. Uma das razões 

são as inatrizes completamente densas, encontradas na resolução dos sistemas li- 

neares envolvidos. Apesar de poder-se utilizar as propriedades para inatrizes es- 

parsas, é mais vantajoso usar uina função potencial que produza diretamente sis- 

temas lineares esparsos. Tal f~~nção  potencial é justamente a inodificação proposta 

no trabalho ein questão. Segundo os autores, a performance obtida pela função 

potencial modificada se mostra pelo menos tão boa quanto a da original. 

MITCHELL et al. [55] apreseiltanl uma revisão dos inétodos de pontos interiores 

para a programação coinbinatória, discutindo, em detalhe, sua relação com técnicas 

para a programação linear e network, inétodos branch-and-bound e branch-and-cut, 

mininização de funções potenciais não convexas, técnicas para obtenção de cotas 



inferiores e relaxação em prograinação semidefinida. 

YANG e BRICKER [97] investigam o uso de algoritmos path-following em pro- 

blemas de programação geométrica signomial, enfatizando a qualidade da solução 

encontrada, em detrimento do tempo de CPU. Essa qualidade é medida em f~~nção  

do valor inicial da tolerância, que decresce durante o processo otimizatório e serve 

para comparação com o valor do parâinetro da barreira logarítinica, como critério de 

parada para o algoritmo. Com essa estratégia, o algoritmo se aproxima da solução 

global, mesmo que lentamente, evitando convergir para ótimos locais nas primeiras 

iterações. 

CHOI e BRICMER [13] trabalham com problemas semi-discretos de programação 

geoinétrica em que alguinas variáveis devem sei arredolidadas para tornar a solução 

viável. Nesse sentido, apresentam uma técnica para estimar as penalidades sofridas 

por esses arredondamentos. 

NASCIMENTO e ANDRADE [63] resolvein um problema de otimização de um 

sistema liidrotérinico através de uina sequência de problemas convexos com restrições 

lineares. Os a~itores apresentam o modelo com a formulação de uin problema de 

programação geoinétrica e propõem um algoritmo de pontos interiores inviáveis para 

resolver a seqiiência de problemas convexos citada, fazendo uso de uma função mérito 

do tipo barreira/penalidade para eliminar os resíduos priinal e dual e encontrar 

soluções aproximadas próximas à trajetória central. 

3.4 Metodologia de Otimização Contínua para o 
problema 0-1 

Nessa seção, apresentainos uma proposta para a resolução de um problema 

misto via pontos interiores. A diferença principal com relação aos métodos de pon- 



tos interiores para programação combinatória, apresentados na seção anterior, é o 

trataineiito de problemas 0-1 a partir de técnicas de piograinação geométrica sig- 

nomial. Não teinos conhecimento de outro trabalho unindo essas linhas de estudo. 

Para tanto, é acrescido, à função objetivo, uiii termo signoinial, cujo coeficiente 

cresce à medida que a solução se aproxima do ótimo, fazendo com que as iterações 

se coiiceiitiein próximas do O ou do 1. Para essa proposta, não teinos resultados 

téoiicos, apena,s resultados computacionais (ver capítulo 5 e Apêndice B). 

Consideremos a função 

motivada pela expressão da distribuição Gama de parâinetros ar e ,Ll [77], dada por: 

oiicle a ,  ,Ll > O,  e é o neperiaiio e 

Toineinos 

Releinbremos o clássico limite (ver, por exeinplo, [21], pp. 101) 

que implica em 



Então, w pode ser aproximada por 

para A 4  > O suficientemente grande e m > 0. 

Assim, podemos definir a função f : lR -+ lR, dada por 

Consideremos agora h : lR + lR, dada por 

Temos mturalinente que h(1) = 1. 

Vamos encontrar o valor de n para que h(e) = e. 

Quereinos 

Para esse valor de n ,  vale: 



onde 

Proposição 3.1. Para m > O e A4 > O ,  a função g possui u m  único ponto 

critico, x*, no intervalo ( 1 ,  e ) .  Mais precisamente, o ponto critico é u m  ponto de 

máximo local no  intervalo [I, e] .  Assim, minimizar g nesse in.tervalo significa en- 

contrar x = 1 ou x = e .  

Demonstração: 

Consideremos a f~lnção real g dada por 3.59: 

( x )  = f 1 - x n - .  ( 1 + - i;*) - *  

A fim de simplificar a apreseiitação, denoteinos 

Assim, temos que: 

f ( l ) g l ( x )  = (n  - l)xn-2(Dm.=,,,(x))-M + X ~ - ~ ( - A ~ ) ( D ~ . ~ ( Z ) ) - ~ ' - ~ & ~ ~ - ~  

- - Z ~ - ~ ( D , . ~ ~ ( X ) ) - ~ '  [(n - 1 )  - - Z ~ ( D , , ~ ( ~ ) ) - ~ ]  
PO 

ein que a última igualdade é coiisequência da expressão de n, dada por 3.58. 

O poiito crítico dessa fuiição é tal que 



x = 0, para n > 2 

x = f o o , p a r a n < 2  

Não há solução para n = 2 

para A4 > 0. 
em 

~zm(D,,A,r(x))-l = 0, devemos ter, como A4 > 0: Para que AI. ln $& - PO 
o 

Definindo 

devemos ter 

Como m, A4,p > O, se B,J, < O, não existe raiz x E (1, e) como desejado e 

se Bm,Ar = O, não existe raiz real, usando, para ambos os casos, que o logaritmo é 

positivo. 
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Para B,J~ > 0: 

Mostremos que Bm,rn1 > 0: 

De fato, supondo 

temos 

Para que : E (1, e), devemos ter, equivaleiiteinente: 

1 M. [in (I + &) - in (1 + L)] 
(3" < PFM < (e)m, 

PO m - [in (I + &) - In (1 + h)] PO 

ou seja, 



Para simplificar a apresentação, fixemos a variável m e denotemos 

Temos que 

v(O):= lim v ( M ) =  lim ln I+- -1n I+- 
A!íjO+ M+O+ [ ( ) ( P ~ M ) ]  = In 

essa última obtida pela regra de L'Hôpital. Assim, 

m lim w l ( M )  = - 
M+O+ PF 

lirn we(A4) = e 
M+0+ PT 



isto é, as expressões (i.) e (ii.) valem com a igualdade no limite fi! + 0, para m 

fixo. 

Calculando as derivadas, temos 

e, conseqüentemente, 

Da expressão para wí, temos: 

Além disso, temos, 



lirn wl (M) = lirn 
M+w M 4 0 3  

p õ  (1 -em) 

= lirn (pTM+ern)(pgA&l) 

-- -- lim - (1 - em) ( p r  M + 1) 
A4-(x, PO(POM + em) 

> 2 = lirn wl(M) 
7 Ad-O+ 

onde a terceira igualdade é obtida pela regra de L'Hôpital; 

11) 

1 -em 1 
- m - 1 + - > O  lirn w; (M) = m + 7 - 

&-O+ em 

param > O e 

lirn w: (Ad) = O 
A!l-too 

Conclui-se que a desigualdade (i.) é verificada para todo para (m,  M) positivo 

Analogamente, a partir da expressão para wé, temos: 

que possui sinal positivo, pois pTM+em Põ >O. 
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Mais ainda, como 

em 

lim we(M) = lim 
M+w A4400 

< "- = lim we(M) 
PB M+O+ 

e Po lim w:(M) =m+(-)m(é)m(l-em) = m + l - e m <  0 
M+O+ Po 

para m > O e 

lim wé(M) = 0 
Mtoo  

a desigualdade (ii.) é verificada para todo para (m, A[) positivo. 

Portanto, é o ponto de máximo do intervalo (1, e). 

Os gráficos a seguir ilustram a conclusão sobre (i.) e (ii.), onde po = y. Para 

facilitar o entendimento, passamos os termos do lado direito das expressões para o 

lado esquerdo. 



Gráfico 3.1 - Iiustração da positidade da expressão (i.) 

Gráfico 3.2 - Ilustracão da negatividade da expressão (i) 



Estendendo para o IRN, consideremos g : lRN + lRN, dada por 

onde gi : lR + lR. Podemos formular um problema de programação geométrica da 

seguinte forma: 

em que a solução ótima será um ponto extremo do intervalo [I, e], para cada k E 

1, ..., N. 

Explicitando o valor de g2, temos 

N 

min n x ~ l .  (1 + ) -" 
k=l 

Em princípio, esse não é um problema de programação geométrica devido ao 

termo entre parênteses. No entanto, podemos transformá-lo em um problema de 

programação geométrica signomial da seguinte forma. A vantagem de tratar proble- 

mas 0-1 sob a fornlulação de programação geométrica é a fácil adaptação da função 

3.57 como um termo signomial. 

'Tanto lia apieseiltação da inetodologia, quanto no desenvolvimento dos cálculos, desconsidei- 
amos o deiloininador f (1). 



xm pois o problema, com a substituição de (1 + &) por ~JX:  

é equivalente a 3.61. De fato, mostremos que o multiplicador da restrição em questão 

é positivo: 

é a função de Lagrange associada a 3.61. As condições de ortogonalidade explicam, 

em particular, que 



Claramente, como zk > 1, V k ,  a hipótese de absurdo de que X j  = O levaria a que 

alguma componente de y fosse ilimitada. Entretanto, temos, do segundo conjunto 

de restrições, 

e, portanto, X j  > 0, para todo j .  

Usando a técnica da condensação, vamos encontrar as restrições posinomiais 

condensadas para cada restrição signomial de 3.61: 

Substituindo o denominador conforme técnica de condensação apresentada (ver 

equações 3.54 e 3.53), temos que se valer 

que pode ser escrita como 

também valerá 



Assim, podemos escrever o seguinte problema condensado: 



3.5 Metodologia aplicada ao Problema de Teleco- 
municação Sem Fio 

3.5.1 Técnica de Condensação 

Consideremos o modelo 1.3: 

%,Z € {O, I}. 

Definamos Vi, V j ,  
- z. - ezi 

2 -  , 
- 

~ç . . = e"23 
23 

- p.  . = ePij 
23 , 

- r .  . = eTij . 
23 

Relaxando as variáveis inteiras no intervalo [O; 11 e usando propriedades ele- 

mentares do logaritmo, o problema 3.65 pode ser escrito como 



lnzi < lne 

ln 2,' < ln 1 

Como o logaritmo é uma função crescente, o problema pode ser reescrito como: 



Observemos que apenas mantivemos o último conjunto de restrições sob a forma 

Iogarítmica, como em 3.66. Como suas restrições são não-lineares, escrevê-lo na 

forma de um problema de programação geométrica (ver (PPG) no apêndice A) ex- 

ige mais trabalho. Necessitamos da aproximação 



para E suficieiiteinente pequeno3. Fazendo 

podemos reescrever o conjuiito de restrições em questão como 

Pela desigualdade entre as médias aritmética e geométrica 3.44, temos que 

- - 
bi j 

-1 EY. 
E r,' +B-~Q:~+ 1 > (3.69) 

- -  
para a,, @v, 6ij não negativos tais que 

a,+Pzj+bi j= 1 vi,vj. 

Mais ainda, pela condição 3.45, se 

&-lrfyj 
- Q.. = u " &-lT;y + + 1 ' 

23 

3A de~nonstraçâo dessa aproximação é imediata com o uso da regra de L'Hôpital. 
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a inequação 3.69 valerá com a igualdade, isto é 

- - 
Portanto, para aij, Pij e bij satisfazendo 3.70, 3.71 e 3.72, respectivamente, se a 

desigualdade 

- ~ W h j  
& - l r E ? e ~  V V + +-I + p..  v - - Pij - 6.. - < 1 V2,Vj 

( - 1 )  ' ( e )  ( =+) 

for verdadeira, teremos o conjunto de restrições 3.68 satisfeito (ver Técnica de Con- 

densação na seção 3.2). 

A inequação 3.73 é equivalente, Vi, V j ,  a 

onde 



Portanto, o modelo 3.67 pode ser aproximado por: 

'dz 

3.5.2 Heurística 0-1 

Objetivaiido a integralidade das variáveis z e x, aplicamos a heurística de- 

senvolvida na seção 3.4 (ver 3.61) ao problema 3.74. Obtemos, assim, o seguinte 

problema de programação geométrica signoinial, onde a > 1: 



'dz 

'dz 

Vi, 'dj 

v2 , 'dj 

vi, 'dj 

vi, 'dj 

'v'z , 'dj 

Observaqão: O parâmetro a, de valor inicial igual a 1, cresce à medida que 

a solução posinomial se aproxima da solução signomial (ver algoritmo ASIG), de 

modo a aumentar a ponderação da função inserida e alcançar a tolerância desejada 

para a solução. 



Podemos ainda favorecer uma das variáveis inteiras. Como se trata de uma 

heurística, em que os valores do parâmetro m são testados comp~~tacionalmente, na 

busca do melhor deles, podemos definir um valor de m para cada variável, dando 

maior peso àquela que atingiu valores mais afastados de 0-1. Dessa forma, o segundo 

termo da função objetivo do problema anterior se divide em dois termos, para obter- 

mos o seguinte problema signomial: 

vi 

vi 

'dz, 'dj 

'dz, 'dj 

'di , b'j 

vi, v j  

'di , 'dj 

'di 'dj 



onde mz e m, são os diferentes valores para o parâmetro m. 

Nesse ponto, precisamos condensar novamente o problema, desenvolvendo as 

duas últimas desigualdades. De 3.64, temos, para cada iteração signomial, o seguinte 

problema prima1 de programação geométrica posinomial: 

'dz 



--  

onde m, e mx são como em 3.76 e a,, ,Oij, 6, (embutido em K), 6i e Jij são os 

coeficieiites da condeiisação. 

Considereinos 

3N-t4NM 

g k ( t ) =  C ( ~ o e f ) ~  n t:"', k = O , 1  
h ~  J [ k ]  I=1 

onde ( c o e f )  @+5Z+M+8"nn é dado por 

- 1 

- 
o r f z ( 1 ) r N  

- 
o r f z ( 1 ) r N  

( l ) N x i  

(e)x7xl 

( % X i  

( ; ) N x i  

( l ) m X l  

( 9 N i W X 1  

( l ) m x 1  

( l ) ~ x l  

( l ) r n X l  

( I C 4 m X i  

(IC.€-l)NiWxi 

(")NiWx i 



- -  - - - 

e a matriz Ahl E E ~ + ~ ~ + ~ ~ + ~ ~ ~ ~  x lR3N+4NM dos expoentes é dada por 

onde 

( 0 )  é a matriz nula nas dimensões indicadas; 

(I) é a matriz identidade nas dimensões indicadas; 

(ci) é o vetoi dos custos de instalação das ERBs; 

( C ) 1 x N M  é o vetor do custo da potência de transmissão, constante para todas as 

quadrículas; 

(n - 1)  é o vetor de coordenadas constantes e iguais a n - 1  nas dimensões 

indicadas; 

(M) é o vetor de coordenadas constantes e iguais a A4 nas dimensões indicadas; 



(Ai) é a matriz diagonal das capacidades das ERBs; 

(Al) é dada por 

(A2) é dada por 

onde diag(a,) é a matriz diagoiial, cujos elementos são os elementos de (a,); 

(Pj) e (Rj) são matrizes cujas diagonais são os vetores Pj e Rj, repetidos N 

vezes; 

(E:) e (E:) são as matrizes dos expoentes das variáveis p e r ,  respectivamente, 

para cada um dos três termos k ,  no conjunto de restrições de QoS condensadas, 

dadas por: 



Assim, podemos escrever 3.77 na forma de (PPG) (ver apêndice): 

min go (i) 

O problema dual de programação geométrica associado é dado por: 



max u (x) 

onde 

J [ k ]  é dado por 3.79 

3.5.3 Existência de Solução 

Nesta parte do capítulo, provaremos a existência de uma solução ótima para o 

problema 3.80. Para tanto, faremos as seguintes hipóteses, considerando os valores 

da tabela 6.1 (essas hipóteses foram levadas em conta na simulação): 

e O número de ERBs é no mínimo igual a 2 e no máximo igual a 8, isto é, 

2~n18; 

e O número de quadrícuals é no mínimo igual a 2 e no máximo igual a 24, isto 

é, 2 I 24; 

e Cada ERB deve cobrir, com sinal mínimo para a comunicação, pelo menos 

60% e no máximo 70% das quadrículas, isto é, 60%M 5 xaij < 70%Z; 
j 



e Cada ERB deve ter capacidade de cobrir pelo ineiios 90% das quadrículas em 

que seu sinal chega com o valor mínimo desejado para comunicação, isto é, 

o Cada quadrícula deve receber sinal mínimo para comunicação de pelo menos 

70% do total das ERBs, isto é, x a i j  2 70%N; 
i 

Proposição 3.2. O problema 3.80 é superconsistente (ver apêndice A). 

Prova: De acordo com a definição A.l, devemos mostrar um vetor das variáveis 

que satisfaça à condição de Slater. Tomemos o ponto 

onde 

'ip = ~ e s  10 4 Vi 

z0. = 
4 

$3 
e 5 Vi, 'dj 

pmin. 
pO. = e ~ f i f - 1  'dz, 'dj 

= eRmm 
23 'dz, 'dj 

YO = YO. = 1 v Vi, 'dj 

Vamos verificar que esse ponto é interior viável para todos os conjuntos de res- 

trições de 3.77: 



1. Capacidade das ERBs: 

< (1)" 

- - 1 

2. Cobertura das quadrículas: 



3. 2, 2:' E (1, e )  são facilmente verificados; 

4. Potência de transmissão máxima: 

5. Como P,, > 0, obtemos (p:j)-l < 1 ; 

6. Taxa de transmissão mínima: 

7. Qualidade de serviço: 

Como os coeficientes da desigualdade entre as médias aritmética e geométrica 

são tomados de modo a garantir a igualdade, podemos verificar que t é interior 
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viável, para E suficientemente pequeno, usando a restrição original: 

8. Como z!, m, , po , A4 > O e y,P = 1, temos imediatamente que 

O mesmo vale para o conjunto de restrições envolvendo x. 

Portanto, por definição, o problema prima1 3.80 é superconsistente. 

Observação: Para a existência de uina solução ótima (Teorema A3), necessi- 

tamos da consistência e a canonicidade do problema. A proposição anterior prova 

que o problema é superconsistente e, portanto, consistente. Como todas as colunas 

da matriz A possuem termos positivos e negativos, basta-nos provar que o sistema 

linear 



possui uma solução y viável (ver observação seguinte à definição A.2) para termos 

sua canonicidade (esta também pode ser garantida pela boa formulação do problema, 

ver definição A.2 [70]). 

3.6 Metodologia aplicada ao Problema de Otimi- 
zação de Carteira de Investimentos 

3.6.1 Técnica de Condensação 

Consideremos o modelo 2.12: 

€ E+; E € {o, 1) vi 

onde Ri, DUi e CORu(i, j )  são dados previamente calculados, obtidos de amostras 

de retornos passados dos ativos. 

Considerando a variável yi no intervalo [O; 11, podemos relaxar o problema como: 



Definindo, Vi) 

e usaiido propriedades elementares do logai-itmo, o problema 3.83 pode ser escrito 

como 



min to 

'dz 

'dz 

'dz 

'dz 

'dz 

N 

C (ln ai) (111 yi) - C. < O 
i=l 



Neste ponto, resta-nos transformar 3.84 e 3.85 em restrições posinoiniais. Para 

tanto, usaremos a técnica de condensação, apresentada na seção 3.2: 

Para o conjunto de restrições 3.85, usando a aproximação 

l nz  = &-'(zE - 1) 

temos: 



Pela desigualdade entre as médias aritmética e geométrica ??eq18), temos que 

para ai,a: e a3 não negativos tais que 

Mais ainda, pela condição 3.45, se 

a inequação 3.88 valerá com a igualdade, isto é 



Portanto, para a:, a: e a3 satisfazendo 3.89, 3.90 e 3.91, respectivamente, se a 

seguinte desigualdade for verdadeira 

teremos a restrição 3.87 satisfeita. 

A inequação 3.93 é equivalente a 

N -a: -a3 (5 i=l + & 2 N )  . ( E - x  o !  ( c )  1 (3.94 
i=l 

Para a restrição 3.84, temos: 



onde Mij = DUiDUjCORu(i, j )  . Pela desigualdade entre as médias aritmética e 

geométrica 3.44, temos que 

P? 03 1 P* P5 
- p 2 E - 2 D ~ ~ ) P '  ( ' p l ( 1 +  ] [ ( p 2 j E 2 )  ( : p 2 M i j ~ 2 x : )  '1 ( ; E - l t ~ )  [fi i= 1  (i 0: <=i j # i  

(3.97) 



para ,@, @, ,@, ,O: e 0: não negativos tais que 

Mais ainda, pela coiidição 3.45, se 

a inequação 3.97 valerá com a igualdade, isto é, 



Portanto, para ,O:, ,O:, ,O:, ,O: e ,O: satisfazendo 3.98, 3.99, 3.100, 3.101 e 3.102, 

respectivamente, se a desigualdade 

for verdadeira, teremos a restrição 3.96 satisfeita. 

Assim, o modelo 2.12 na forma condensada é dado por: 



min to 

< 1 'dz Yi - 

3.6.2 Heurística 0-1 

Objetivando a integralidade da variável y, aplicamos a heurística desenvolvida 

na seção 3.4 ao problema 3.104. Obtemos, assim, o seguinte problema de pio- 

gramação geométrica signomial, de acordo com as restrições 3.103 e 3.95: 



inin to 

-1 bi < 1 'dz Xi Yi - 

x;l < 1 'dz 

1 eYi < 1  - 'dz 

< 1 Yi - 'dz 

Como para o problema de telecomuiiicação sem fio, precisamos condensar nova- 

mente o problema 3.105. De 3.64, temos, para cada iteração signoinial, o seguinte 

problema prima1 de programação geométrica posinomial: 

min to 



3.6.3 Existência de Solução 

Nesta subseção, apresentaremos as proposições relativas à existência de uma 

solução ótima para o problema 3.106. Para tanto, precisamos das seguintes 

hipóteses: 

e O número de ativos candidatos à composição da  carteira é no mínimo igual a 

dois, isto é, N >. 2; 

A ponderação mínima de cada ativo na carteira varia entre O e 9, isto é, 

0 < b i < % .  

Proposição 3.3. O problema 3.106 é superconsistente. 

Prova: 

Considerenlos o ponto 

o 4 t = (&Yi  , Y i  ) 3N 



onde 

Vamos verificar que esse ponto é interior viável: 

1. Disponibilidade de Capital: 

2. Ponderação Mínima: 

3. Ponderação I\/láxima: 

xi = bi 

c0 I N 

c0 < -5- 

< Co.O,G 

4. A positividade de xi é, assim como a limitação de yi ao intervalo (0; 1) são 

imediatas; 



5. Como $, naz, po, M > O e 2 = 1, temos imediatamente que 

Portanto, por definição, o problema prima1 3.106 é superconsistente. 

Observação: Como relatado anteriormente, são necessárias a consistência e a 

canonicidade do problema para a provar a existência de uma solução ótima (Teorema 

A3). A proposição anterior garante a consistência. A canonicidade será suposta 

baseada na boa formulação do problema (Ver definição A.2 [70]. 



Capítulo 4 

Metodologia de Decomposicão 3 

Lagrangeana 

4.1 Preliminares 

Neste capítulo, apresentamos uma metodologia de relaxação e decomposição, 

conhecida por Decoinposição Lagrangeana, para o modelo não-linear 1.3. O obje- 

tivo é particioná-10 em subproblemas de menor porte e de resolução mais simples. 

O caminho escolhido foi a introdução de uma variável auxiliar yij, que permite a de- 

composição do problema em três subproblemas: dois deles envolvendo as restrições 

de localização de ERB e cobertura da região e o outro envolvendo as restrições de 

controle de potência e taxa de transmissão. Com isso, obtemos dois subproblemas 

lineares inteiros e um subproblema não-linear contínuo. Na seção 4.2, apresentamos 

uma revisão sucinta, com trabalhos que consideramos representativos das metodolo- 

gias utilizadas nesse capítulo. A seção 4.3 mostra a decomposição lagrangeana. 

4.2 Referências bibliográficas 

Como uma parte considerável dos problemas reais são de grande porte, as 

técnicas de decomposição têm despertado muito interesse entre os pesquisadores, 



originando uma área de alta produção, diferentes abordagens e com constantes i- 

novações. Nosso objetivo nesta seção é apenas apresentar uma coletânea de trabalhos 

nas linhas de decomposição, especialmente a decomposição de Dantzig-Wolfe [17], e 

relaxação lagrangeana, para que tenhamos a idéia de onde foram tiradas as técnicas 

utilizadas na resolução do modelo. 

A utilização de algoritmos de pontos interiores em técnicas de decomposição tem 

mostrado uma multiplicidade de trabalhos teóricos e de aplicações (ver, por exemplo, 

[I], [12], [2G], [27], [65], [82], [87]). Uma diferença essencial em relação à maioria das 

demais metodologias é que o problema mestre, seja em formulação primal, seja em 

dual, não é resolvido exatamente, sendo a iteração, usualmente, um ponto próximo 

ao centro analítico, definido de modo preciso, através de alguma função potencial 

ou barreira. 

I\/IARTINSON e TIND [51] propõem uma estratégia para encontrar pontos inte- 

riores no dual do problema mestre restrito, ao invés de calcular o centro analítico da 

região viável. Esses pontos estão na vizinhança da trajetória central do problema 

mestre dual, que é necessariamente suposto limitado. O ponto escolhido fica entre 

a solução ótima e o centro analítico, fazendo desses os casos extremos. 

Com essa proposta, os autores obtêm um método que, para a maioria dos pro- 

blemas testados, demanda um número menor de iterações do problema mestre em 

relação ao Dantzig-Wolfe clássico e ao método de centros analíticos. Procedimentos 

similares também foram iinplementados e testados em [29]. 

OLIVEIRA e SANTOS [GG] em sua proposta de algoritmo prima1 para pro- 

gramação convexa não suave, determinam para o politopo de cada iteração um 

ponto próximo à trajetória central, intermediário entre o centro analítico e a solução 



ótima. Ele é obtido através de algumas iterações do algoritmo de centros aplicado 

ao politopo atual, o suficiente para garantir o decréscimo de uma cota sobre o custo 

prinial ótimo. Posteriormente SANTOS e OLIVEIRA [81], aplicando a metodolo- 

gia desenvolvida em [66], propõem duas alternativas para o problema originário da 

decoinposição de Dantzig-Wolfe: a primeira requerendo soluções ótimas dos sub- 

problemas escravos, e a segunda, usando apenas soluções sub-ótimas. No segundo 

caso, aplica-se o método de centros ao escravo até que a solução sub-ótima produza 

um corte que separe a iteração corrente, isto é, até que a iteração corrente deixe de 

ser viável. Verifica-se um potencial de redução da complexidade global dos cálculos1. 

Segundo WENTGES [94], uma das desvantagens do procedimento original de 

decoinposição de Dantzig-Wolfe é o fato de seu problema mestre relaxado gerar 

multiplicadores de Lagraiige muito pobres, com limites inferiores relativamente pe- 

quenos. Para suprir essa má utilização e melhor usar a informação gerada pelos 

subproblemas, Wentges propõe uma modificação, a Decomposição de Dantzig-Wolfe 

Ponderada, para o procedimento usual. Com isso, obtém uma aceleração na con- 

vergência, testada computacionalinente em problemas de localização de facilidades 

capacitadas (capacity facility locatzon problem). Nessa versão, ao invés da solução 

ótima do problema mestre, o autor usa, como niultiplicadores de Lagrange para o 

próximo subproblema, uma ponderação entre os multiplicadoes de Lagrange obtidos 

previaniente e a solução ótima do problema mestre. 

KLOSE [40] propõe uma heurística lagrangeana, baseada em uma técnica co- 

nhecida como reluz and cut, para resolver o problema de localização de facilidades 

capacitadas de dois estágios (TSCFLP). O TSCFLP é uma extensão natural do 

problema de localização de facilidades capacitadas (CFLP), pois considera o custo 

'Alguns testes com problemas lineares podem ser vistos em MONTEIRO [57]. 
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do transporte entre os pontos. 

A técnica mais utilizada para resolver o TSCFLP tem sido a decomposição de 

Benders [G] , por exemplo os trabalhos 1241, 1351, enquanto que métodos de relaxação 

lagrangeana são usados com visível sucesso para o CFLP 1151. No trabalho 1401 

essa última aproximação é utilizada. Relaxando as restrições de capacidade para 

as fábricas e depósitos, obtém-se um problema que pode ser resolvido por inétodos 

de branch-and-bound, cuja melhor cota inferior é computada pela decomposição de 

Dantig-Wolfe Ponderada 1941 Essa cota e a cota superior são melhoradas através do 

incorporação de restrições váildas para o TSCFLP (que foi relaxado). Finalmente, 

essas restrições são dualizadas e relaxadas novamente2. 

Em relação à inetodologia de decomposição lagrangeana, metodologia que re- 

monta a RIBEIRO [72], 1731, NAGIH e PLATEAU [GO] estendem o resultado clássico 

de dominação da decomposição lagrangeana sobre a relaxação lagrangeana para a 

programação.fracionária côiicava-convexa com restrições lineares, no sentido de ter- 

mos, para um problema prima1 de maximização, uma cota superior obtida pelo dual 

da decomposição lagraiigeana menor que a cota superior via dual de relaxação la- 

grangeana. Essa dominação foi provada para programação linear por GUIGNARD 

e KIM [33], para programação quadrática convexa por MICHELON e MACULAN 

1541 e para programação hiperbólica por NAGIH e PLATEAU [ G l ]  

4.3 Decomposição Lagrangeana 

Nesta seção, abordaremos a resolução do problema 1.3, através do uso de algu- 

mas técnicas apresentadas na seção 4.2 e no apêndice A. Como veremos no decorrer 

da seção, introduziremos uma variável auxiliar de cópia yij, para podermos separar 

'Essa téciiica foi priineirainente sugerida para o problema de Steinei, por LUCENA[49]. 
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as variáveis inteiras das variáveis contínuas, em seguida relaxamos algumas restrições 

e decompomos o problema em três subproblemas de menor porte. Finalmente, in- 

dicamos o caminho utilizado para resolver o problema dual obtido e cada um dos 

subproblemas. O terceiro deles, por se tratar de um problema não-linear, merecerá 

uma seção específica. 

Passemos ao detalhamento do processo de decomposição lagrangeana: 

Nosso primeiro passo foi introduzir a variável de cópia yij: 

'dz 

Em seguida, encontramos o lagrangeano em função da relaxação dos primeiro e 

terceiro conjuntos de restrições, aos quais associamos, respectivamente, os multipli- 

cadores X = {Aij) e p = {/-li) 2 0: 



A partir dessa relaxação, definamos os conjuntos viáveis para cada conjunto de 

variáveis: 

Observemos que foi acrescentado o conjunto de restrições de não-negatividade 

para a variável r .  Devido ao segundo conjunto de restrições de Y (restrições de 

taxa mínima), aquele conjunto é redundante e não altera a solução do problema. 

Inserimo-lo apenas para que possamos considerar como não-negativo todo o conjunto 

de variáveis do subproblema em (p, r, y). 

A função dual associada é: 

O problema dual é dado por: 



Pelas características da função objetivo do modelo original e graças à relaxação 

utilizada, podemos decompor a função dual da seguinte forma: 

Assim, a f~inção dual pode ser decomposta na resolução de três subproblemas de 

menor porte, apresentados nas subseções seguintes. 

4.3.1 Subproblema em x 

Temos um subprobleina inteiro que pode ser resolvido por inspeção. 

4.3.2 Subproblema em x 

onde 
N 

X = {x-. 23 , 2, E {O, I) ,  V ,  e Ca,x, > 1, Vj} 
i=l 



A seguir, mostraremos a importante propriedade de integralidade de X. Re- 

laxando as variáveis do subconjuto X, temos o seguinte conjunto: 

Propriedade 4.1.~ O subconjunto X t em  a propriedade da integralidade, por- 

tanto a solução ótima e m  X é idêntica à solução ótima em X .  

Demonstração: 

Seja a região X dada pela união disjunta dos conjuntos RV,, onde 

RV, = 
xij E [ O ,  11, vi 

para cada j E ( 1 ,  . . . , A&). 

Podemos reescrever RV, da seguinte forma: 

onde x j  = { x i j ,  x2 j , .  . . , x N j )  e A é uma matriz 2N + 1 x N ,  dada por 

onde IN é uma matriz identidade de ordem N e 

T aj  = ( a l j  a2j . . .  a ~ j >  

3Agradeceinos a colaboração do Prof. AEedo W. Martim Pinto, da UNAM, na demonstração 
dessa proposição. 



e b E lR2N'1 é um vetor coluna dado por 

onde ( e )  E lRN é o vetor de uns, e (O) E lRN é O vetor nulo. 

Para simplificar a notação, fazemos 

Por uma proposição clássica de caracterização dos pontos extremos de um con- 

junto poliedral (ver, por exemplo, [11] pp. 589 e 59O), v E RV é um ponto extremo, 

se, e somente se, o conjunto 

contém N vetores linearmente independentes. 

As seguintes e exclusivas hipóteses sobre o conjunto dos ak são possíveis: 

a. Consideremos os vetores linearmente independentes dados pelas N linhas de IN.  

O único vetor que satisfaz 4.8 é 

Como v E RV, v é uni vértice de RV. 



b. Sejam agora os vetores linearmente independentes dados pelas N linhas de -IN. 

O único vetor que satisfaz à condição 4.8 é 

Porém, como v $ RV, v não é ponto extremo de RV. 

c. Consideremos, sem perda de generalidade, os vetores linearmente independentes 

dados pelas k primeiras linhas de IN e pelas últimas N - k linhas de -IN, 

com 1 < k < N. Assim, para satifazer à condição 4.8, devemos ter 

Nesse caso, v será vértice se existir pelo menos um índice i < k tal que ai = 1. 

De outro modo, v não será vértice, pois v será inviável. Como a posição das k 

linhas, e conseqüentemente das N - k, é arbitrária, e como a quantidade k, e 

conseqüentemente a quantidade N - k ,  é variável entre 1 e N - 1, temos todos 

os pontos binários de lRN com pelo menos uma coordenada igual a 1 e uma 

coordenada igual a O. 

d. Consideremos a linha -aT de A. Sem perda de generalidade, consideremos que 

-aT é linexmente independente com as k - 1 primeiras linhas de IN e com as 

N - k últimas linhas de -IN, com 1 5 k < N. Por construção, devemos ter a 

coordenada ak = 1. Assim, O v e t a  v E lRN dado por 



I vi = 1, vi = I,...,!$ - 1 

vi = o, vi = k + 1, ..., N 

Vk E [O, 11 

satisfaz 4.8. Daí, a restrição 

Como ai E {O, I), vk é inteiro. Como vk E [O, 11 -+ vk E {O, 1). Mais ainda, 

se existe i < k tal que ai = 1, devemos ter vk = O. Caso contrário, devemos 

ter vk = 1. 

Portanto, para que v seja ponto extremo de RV, devemos ter 

V i E { O , l ) ,  v i=1 ,  ..., N 

Portanto, podemos abordar esse subproblema como subproblema linear que pode 

ser resolvido por qualquer método de pontos interiores com complexidade polinomial. 

4.3.3 Subproblema em (p , r , y )  



onde 

Antes de prosseguir com a metodologia de resolução, vamos provar a seguinte 

propriedade. 

Propriedade 4.2. A s  restrições de QoS e de taxa de transmissão são ativas na 

solução ótima. 

Demonstração: Consideremos as condições de otimalidade de Karush-Kuhn- 

Tuclcer, observando que as restrições de positividade relativas às variáveis p e r 

são redundantes e, por isso, podem ser, pelo momento, suprimidas. Além disso, 

adotaremos a forma quadrática, ao invés da fracionária, para o conjunto de restrições 

de qualidade de serviço. Seja então u = (ul, u2, u3, u4, u5) E lR5NM O vetor não 

negativo dos multiplicadores de Lagrange relativos a Y, na respectiva ordem em que 

as restrições se apresentam, e 



a função de Lagrange associada, onde 

As condições de otimalidade para esse subprobleina são então dadas por: 



Do primeiro conjunto, obtemos que u& > 0, pois C > O e u$ ) O, Vi, j .  Pelo 

segundo conjunto, obtemos u$ > 0, pois possui o mesmo sinal de ub. 

Daí, para satisfazermos a complementaridade com utj, devemos ter 

como queríamos demonstrar. 

Agora, levando em conta esta propriedade, substituindo na restrição de QoS a 

expressão de rij = &yij, dada pela última igualdade, e inserindo as variáveis de 

folga t, e v,, o subproblema 4.9 pode ser reescrito da seguinte forma: 



onde dij(p) dada por 4.11, é a notação para o denominador da restrição de QoS. 

4.3.4 O Problema Mestre 

Apresentaremos, a seguir, o problema mestre associado à decomposição segundo 

a metodologia de linearização. 

Por propriedades conhecidas da teoria de programação matemática, sabemos 

que, independente da decomposição e da função primal, a função 6' (4.6) é côncava 

não-diferenciável e que existe um oráculo capaz de nos fornecer um subgradiente de 

6' no ponto (A, p) em qualquer iteração. Assim, podemos aplicar qualquer algoritmo 

baseado nesse oráculo na busca da solução ótima do problema. 

Consideremos o problema dua14.7 dado por 

onde 



e 2, X e Y são dados por 4.3, 4.4 e 4.5, respectivamente. 

Podemos reescrevê-lo como 

max r 

onde o lagrangeano L ( z ,  x , p ,  r, y, A,  p) é dado por 4.2 e BLWe, é dado como no 

algoritmo (ACA) , apresentado mais adiante. 

Considerando, em cada iteração, 

o problema mestre pode ser reescrito como 

max r 



Finalmente, com a substituição 

o problema mestre se torna 

Observação: O problema mestre 4.14 é um problema linear nas variáveis (u, r ) .  

Apresentaremos a seguir o algoritmo (ACA), baseado nos trabalhos [GG] e [23], 

utilizado para os testes com a metodologia de decomposição (MI1 no capítulo 6 ) .  

Mais detalhes e testes podem ser encontrados em [57]. 



Algoritmo de Centros Analíticos (ACA) 

Dados X0 e p0 > 0, 

Tome k = 0, E > 0. 

Enquanto Bume, - B1oweT > E 

Passo 1 : Resolva o problema escravo (refinamento) ; 

Passo 2: Compute D(Xk, pk); 

k k  Passo 3: B ~ o w e T  = max{B~oweT , D (X p )); 

Passo 4: Incorpore o novo corte e atualize o conjunto de localização. 

Faça k = k +  1. 

Fim do Enquanto 

Refinamento 

k k Passo 1: Faça Bl,,, = D(X , p ); 

Passo 2: Obtenha um ponto inicial para o problema mestre (BIG M); 

Passo 3: Obtenha um centro analítico resolvendo o problema 4.14; 

Passo 4: Faça B,,,,, = r. 



Capítulo 5 

Um Algoritmo de Pontos 
Interiores Inviável 

Neste capítulo, apresentamos um método primal-dual de pontos interiores, em 

que introduzimos uma nova função mérito, para a qual a direção de Newton continua 

sendo de descida. Essa algoritmo será utilizado na resolução dos problemas duais 

de programação geométrica e dos subproblemas em x e em (p, y, t ,  v). 

O capítulo está dividido da seguinte maneira: na primeira seção, apresentamos 

o método propriamente dito: introduzimos a nova função inérito, provamos que a 

direção de Newton é direção de descida e apresentamos o algoritino (ABP) e na 

seção 5.2, aplicamos o método ao subproblema em (p, y, t, v). Tanto para os duais 

de programação geométrica, quanto para subproblema em x, utilizamos o algoritino 

simplificado para problemas lineares. 

5.1 Algoritmo Barreira-Penalidade 

Estamos interessados em resolver o seguinte problema de programação 

inateinática: 



min f (x) 

s.a. 

Q(4 = 0 

x > o  

onde f : iRn t lR é uma função não-linear, de classe C1(lRn), x E lRn, b E lRrn+' e 

Q é uma função quadrática. 

Sabemos que uma condição necessária a ser verificada por alguma solução de 5.1 

é que existam x E lRn, y E Rrn+le s E lRn tais que 

&(.I = 0 

Vf(x) -VQ(x)Ty-s  = O 

xts = O 

Uma abordagem clássica para a resolução de 5.1 é o método da barreira 

logarítmica, em que se resolve uma sucessão de problemas perturbados da forma: 

min f (x)  - p ~ l n x  

com p > O. Para o problema 5.2, as condições de KKT são 



Q(4 = 0 

Vf(x) - V Q ( X ) ~ ~  - S  = O 

t x s - p e  = O 

x > o  

s > o 

Da mesma forma, resolver o problema perturbado 5.2 consiste em encontrar 

x E lRn, y E Rm+'e s E lRn, satisfazendo às restrições 5.3. 

Sejam R = lRy x IRm+' x R:, H : R++ + R2n+m+' e consideremos o seguinte 

problema: 

H(w) = 

onde w = (x, y, s) E R = R? x Rm+' x Rf ,  p > O, A é uma matriz (m i- 1) x n de 

posto completo e f : Rn + R é uma função não-linear continuamente diferenciável. 

Particionando H(w), obtemos 



Consideremos a função Barreira-Penalidade Q,x : R++ t lR contínua dada por 

onde X > O é o parâmetro de penalidade, p > O é o parâmetro de barreira e X é 

uma matriz diagonal cujos elementos não nulos são as componentes do vetor x. 

Nosso objetivo é propor um algoritmo para resolver 5.4, conseqüentemente, o 

problema 5.3, via ininimização de Qpx. O algoritmo gerará uma seqüência de vetores 

{w" C R++, cujos pontos de acumulação, se existirem, serão soluções de 5.1. 

Comentários sobre a escolha da função Barreira-Penalidade Qpx: 

1. As parcelas - ln X 
- ln X e -1n X 

~+llQ(~)Il~ ' X+II~s-pell~ 
forçam 

x+llof (x)-VQ(X)~Y-~II 

a viabilidade da solução e sua proximidade da trajetória central, para X + O 

Mais ainda, as normas no denominador devem ir para zero mais rápido do 

que o parâmetro A. De fato, notemos que 

Assim, se I/Q(x)~/' + O mais rápido que A,  o quociente tende para 1, e o 

logaritmo, para zero. Já se X + O mais rápido que o quadrado do resíduo, o 

denominador tende a oo, o quociente tende para zero, o logarítmo para -00, e 

a função, conseqüentemente, para co. Fenômeno similar é aplicável ao outros 

dois termos; 

n 

2. A parcela p ln sisi, de grande uso em algoritmos primais-duais, impede 
i=l 

que x e s se aproximem da fronteira da região de positividade; 



3. Como conseqiiência do item 1 acima, se Qpx 4 0, quando (pX) + 0, teremos 

as condições de KKT (5.3) satisfeitas e, portanto, uma solução para o problema 

inicial. Como o problema é superconsistente e canônico, pelo Teorema A.4, 

temos que, para cada p > O ,  o sistema 5.3 possui uma única solução em 

R?+ x lRm+l. 

5.1.1 A Direção de Newton perturbada 

Para um vetor w E Q++, a direção de Newton perturbada Aw = (Ax, Ay, As) 

em w, aplicada a 5.3, é a solução do seguinte sistema de eq~~ações: 

onde X e S são niatrizes diagonais cujos elementos não nulos são, respectivamente, 

a,s componentes dos vetores x e S, e õ E (O, 1). 



Algori tmo Barreira-Penalidade ( A B P )  

Dados xO > O, s0 > 0, yO-livre, p0 > 0, O < Ao < 1, 6, B, o E (O,  I), E > O 

Enquanto max{x%', IIQ(xk) ) , 1117 f (zk) - VQ(x)"'yk - sk 1 1 )  > E 

Determine, pelo Método de Newton, (x, y, s) tal que 

\T',x(x, Y, 3) l m,x(xk, yk, sk) 

Faça 

A"1 = 6Ak 

(,&i, yk+l , sk+7 = (x, Y, 4 
ilk+l = O ( ~ * + l ) ~ ~ * + l  

n 

k + k + l  

Fim d o  Enquan to  

L e m a  5.1. A s  seguintes propriedades são válidas para um vetor w E R++ e 

xT ç qualquer cr E (O ,  1) e p = a n  : 

1. QPx(w) 2 xts + npln  A; 
2. QPx é continuamente diferenciável em w e seu gradiente é dado por 



onde onde X-I e S-I são matrizes diagonais cujos elementos não nulos são, 

respectivamente, os inversos das componentes dos vetores x e s; 

3. Se AIU é uma solução do sistema 5.6, então 

isto e, Aw é ima direção de descida para Kil 

1. Como para todo X 2 0, x, y e s, vale 

temos 



Daí, 

Pela desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, (Lema 3.1), temos 

Daí, como a função logarítinica é crescente, 

Portanto, 

que é positivo para O < p < 1. Para essa conclusão, consideramos p = y ,  

pois atinge seu mínimo na trajetória central. 

2. Trivial. 



onde p = o$ e a segunda desigualdade decorre do fato de Aui ser solução do 

sistema 5.6 e de 

Observação: Com o suporte teórico acima, testamos esse algoritmo para uma 

série de problemas teste. Os resultados estão apresentados no apêndice B. 



Algoritmo Signomial (ASIG) 

Dado to > 0, 

Tome k = O, E > O 

Enquanto Paradaszg = 1 1  Ilt"' - tk 11 11 > E 

Passo 1: Condense as restrições signomiais usando tk como ponto de 

referência; 

Passo 2: Use (ABP) para resolver o problema de programação 

geométrica obtido no passo 1, sendo t sua solução; 

Passo 3: Faça t"' = t ;  

Passo 4: Faça k = k + 1. 
Fim do Enquanto 



5.2 Método aplicado ao subproblema em (p, y, t ,  v) 

As condições de otimalidade de KKT para o problema 4.13 irrestrito pertur- 

bado são, Vi ,Vj :  

onde w = {(wij, w$, w;)) e 0 = {(9ij, 0$, 0; , e)) 2 O os vetores dos multiplicadores 

de Lagrange para as restrições de igualdade e de desigualdade, respectivamente. 

Além das condições de complementaridade, apenas o conjunto de restrições de 

QoS (nono conjunto) é não linear. Entretanto, já sabemos que são restrições pos- 

itivas para qualquer solução viável. Assim, para utilização do método Barreira- 



Peiialidade, apresentado na seção anterior, considerareinos uma perturbação para 

este conjunto de restrições, isto é 

e o seguinte particionamneto 

onde q = (p, y, t, v, Q1, Q2,  Q3, Q4, wl, w2, w3) E lR1lNM. 

Identificando com o problema 5.4, resolver o subproblema ein (p, y, t ,  v) se re- 

sume a encontrar q E R tal que 



onde Cl = iq E lR1lNM ; O < pij ; O < yij ; tij , vij, Qtji O$, O$, $ > O )  Além disso, 

a paitição G(q) incorpora a viabilidade prima1 de QoS. 



Capítulo 6 

Implernent acões D e Resultados 
Comput acionais 

Neste capítulo, apresentaremos os resultados computacionais obtidos para as 

seguintes metodologias de implementação: 

e (MII) Inspeção aplicada ao subproblema em z e método de pontos interiores, 

apresentado na seção 5.1, aplicado aos subproblemas em x e em (p, r ,  y) 

originários da decomposição de 1.3 (abordagem apresentada no capítulo 4); 

Método de Centros Analíticos (ACA) aplicado ao dual do problema 1.3; 

e (MI2) Programação signomial 0-1 para a relaxação do problemas 1.3, usando 

o ponto inicial dado por 3.82 (abordagem apresentada no capítulo 3). 

O modelo 3.65, linearizado pela aproximação de Taylor na restrição de QoS (ver 

1571)) ainda foi impleinentado no software XPRESS [9G] no Sistema Ope~~cional  

LINUX e executado em um PC Pentium I11 GOOMHz. A inetodologia (MI1) foi 

implementada em ambiente MATLAB for Wzndows [53] e executada em um Pen- 

tiurn I11 85OMHz. A metodologia (MI2) também foi implementada em ambiente 

MATLAB for Wzndows [53], porém executada em um Pentium 4 1,5GHz. 



Os parâinetros para um sistema CDMA utilizados nas simulações estão dispostos 

na tabela abaixo. Os intervalos foram baseados nos valores apresentados em [78]. 

ITEM 
Custo de instalação 
Custo da potência 
Largura da banda 

Taxa mínima de transmissão 
QoS requerido 

Potência máxima de transmissão 
Ganho por canal 
Ruído gaussiano 

SíMBOLO VALOR 
[29; 371 x 10000 R$ 

8 R$/W 
1250 kHz 

[7,8; 8,1] kbps 
[O, 5; 0,7] dB 

[O, 48; O,  521 W 
[O, 23; O ,  261 

10-~ 

Problema 1 

O primeiro problema simulado foi a cobertura de unia região dividida em 

8 quadrículas, a partir de um subconjunto do conjunto de 4 locais candidatos à 

instalação de uma ERB, gerando um total de 132 variáveis (das quais 36 inteiras) e 

212 restrições, para a metodologia de decomposição lagrangeana e um total de 136 

variáveis e 284 restrições para a metodologia de programação geométrica signomial. 

Os resultados obtidos estão dispostos a seguir: 

Para a Metodologia MI1: 

1 No. de it. PM (3) 1 Solução ótima inteira I ERBs escolhidas I 

('1 No. de iterações de Newton para obtenção de um ponto interior. 

(2) No. médio de iterações de Newton para obtenção de um centro analítico, 

por iteração externa. 

No. de it. de Newton ('1 
18 

Teinpo (s) 
44,65 

No. médio de it. ('1 
5 7 

Gap 
3,67. 10-5 



(3) No. de iterações para o Problema Mestre. 

Para a Metodologia M12: 

Os parâmetros usados foram: 

Os resultados obtidos foram: 

P a r a  o software XPRESS: 

Problema relaxado (contínuo) : 

No. de it. signomiais 
18 

Paradasig 
0(10-5) 

Solução ótima inteira 
67,9738 

Problema inteiro, a partir da relaxação: 

ERBs escolhidas 

21, z4 

Número de iterações 
6 3 

I Nó / Nós abertod4) 1 Melhor cota obtida 1 

Solução ótima contínua 
53,6253 

(4) Para melhor entendimento, sugerimos a consulta de [50] pp. 94 a 99. 

Solução ótima inteira 
68,1253 

Problema 2 

ERBs escolhidas 
ZI , ~4 



O segundo problema simulado foi o seguinte: uma região dividida em 20 

quadrículas, onde forain distribuídos 6 pontos, candidatos à instalação de uma ERB, 

em locais aleatórios, gerando um total de 486 variáveis (das quais 126 inteiras) e 

758 restrições, para a inetodologia de decomposição lagrangeana e um total de 492 

variáveis e 1010 restrições para a metodologia de programação geométrica signomial. 

Os resultados estão a seguir: 

Para a Metodologia MI1: 

Para a Metodologia MI2: 

Gap 
7, 4.10-6 

No. de it. de Newton 
19 

Os parâmetros usados foram: 

ERBs escolhidas 
X l ,  &,z5 

No. de it. PM 
20 

Os resultados obtidos forain: 

No. médio de it. 
61 

Solução ótima inteira 
97,5775 

Tempo (s) 
193,82 

Para o software XPRESS: 

ERBs escolhidas 

zl, z2, z5 
No. de it. signomiais 

24 
Solução ótima inteira 

99,4344 
Paradasig 
0(10-~) 



Número de iterações 
225 

I Solução ótima inteira 1 ERBs escolhidas 1 

Solução ótima contínua 
91,0426 

Problema inteiro, a partir da relaxação: 

Observação: Cada um dos dois problemas analisados apresenta diferentes va- 

Nó / Nós abertos 
9/17 

lores para o ótimo. Como as ERBs esolhidas são as mesmas, essa diferença se deve 

Melhor cota obtida 
93,9618 

exclusivamente aos valores ótimos da variável p. 



Capítulo 7 

Proposta de Trabalhos Futuros 

7.1 Quanto h modelagem 

Acreditamos que os modelos desenvolvidos podem ser melhorados, de modo 

a abranger e gerar resultados mais próximos da realidade. A seguir, enumeramos 

alguns aperfeiçoamentos que podem ser testados: 

1. Generalizar o modelo de telecomunicação sem fio para qualquer tipo de serviço: 

voz, dados, internet [30], [31], [98], [99]. No que diz respeito à transmissão de 

dados, SARAYDAR C. et al. [84] apresentam uma solução para o problema 

de controle de potência de um sistema unicelular segundo a teoria dos jogos. 

No contexto estudado, a qualidade de serviço que um terminal recebe é in- 

terpretada como uma função utilidade e o controle de potência como um jogo 

não-cooperativo, em que a solução, fornecida pelo equilíbrio de Nash [64], é 

provada ineficiente. Os autores introduzem uma precificação da transmissão 

de potência, de modo a obter um Pareto melhoramento (ver definição em [84]) 

para a solução do jogo. Em outro trabalho [83], os mesmos autores aplicam 

a abordagem anterior para um sistema multicelular, obtendo resultados seme- 

lhantes. Por isso, acreditamos que tal abordagem pode ser utilizada em nosso 



modelo; 

2. Possiblitar a escolha do tipo de antena utilizada para transmissão, visando 

melhores resultados; 

3. Acrescentar um estudo de propagação de sinal; 

4. Simular resultados a partir de problemas envolvendo áreas de sombra; 

5. Generalizar o modelo de carteiras de investimentos para vários iiivestidores. 

7.2 Quanto à implementação 

Estamos em fase final de implementação da metodologia de programação 

geométrica signomial 0-1 aplicada ao modelo de otimização de carteiras, usando 

o ponto inicial 3.107. 

Temos ainda a intenção de implementar todas as metodologias em linguagem 

C, para testarmos o modelo para problemas de maior porte. Porém, independente 

dessa iinplementação, pretendemos testar os algoritmos referentes às metodologias 

estudadas nesse trabalho em outros modelos de telecomunicação sem fio, inclusive 

o modelo MCP (1.2). 

7.3 Quanto à teoria 

Temos a intenção de fortalecer os resdtados coinputacionais, demonstrando 

resultados teóricos acerca da metodologia de programação geométrica signomial. 



Apêndice A 
Elementos de Programacão 3 

Geométrica 

O objetivo desta seção é apenas expor o problema de programação geométrica 

posinomial e alguns resultados conhecidos, necessários para o entendimento da 

metodologia utilizada. Para elaboração desse texto em especial, baseamo-nos em 

[621 e VI. 
A Programação Geométrica foi desenvolvida inicialmente na década de 60 por 

DUFFIN et al. [21]. Recentemente, vários autores têm voltado seu interesse para 

essa técnica na tentativa de construir algoritmos de pontos interiores eficientes para 

esses problemas, veja [42], [43] e [97], este último tendo tratado de um problema 

mais geral, conhecido por problema de programação geométrica signomial. 

O Problema Prima1 de Programação Geométrica (PPG) consiste em 

min 90 (i) 

onde 



os expoentes a, são constantes arbitrárias, os coeficientes ci são positivos. As funções 
m 

gk são chamadas posinômios e os termos c, II ty são chamados termos posinomiais, 
j=l 

no é o número de termos posinomiais na função objetivo, n é o número de termos 

posinomiais existentes no problema e as variáveis t j  são as variáveis primais. 

O Problema Dual de Programação Geométrica (DPG) consiste em 

max u ( x )  

onde 

J[k]  é dado por (A.1) 

Definição A.1. Dizemos que o Problema (Primal ou Dual) é consistente se 

existe pelo menos u m  ponto viável. O Problema Primal é dito superconsistente se 

satisfaz à condição de Slater, isto é, existe 



tal que 

A hipótese da superconsistência garante a existência de multiplicadores de Kuhn- 

Tuclcer, o que torna simples a prova da existência de uma solução ótima dual com 

valor objetivo ótimo igual ao ótimo primal. Sem a superconsistência, o valor ótimo 

dual não existe necessariamente. 

Teorema A.1. Suponha que o problema primal (PPG) é superconsistente e 

que sua função objetivo go(t)  atinja seu valor minimo e m  u m  ponto que satisfaz às 

restrições primais. Então: 

1. O problema dual correspondente (DPG) é consistente e a função dual u ( x )  

atinge seu valor máxzmo e m  u m  ponto que satisfaz às restrições duais; 

2. O valor ótimo da função dual é igual ao valor ótimo da função primal; 

3. Se  t' é um ponto de minimo do problema primal, existem multiplicadores de 

Lagrange pk, k = 1,2, ...,p, não-negativos, tais que a função de Lagrange 

possui a propriedade 

para t j  > O e pk > O arbitrários. Mais ainda, existe u m  ponto de máximo x' 

para o problema dual (DPG) cujas componentes são 



onde t = t' e p = p'. Além disso, 

4. Se z1 é u m  ponto de máximo para o problema dual (DPG), cada ponto de 

minimo t' do problema primal (PPG) satisfaz o seguinte sistema de equações: 

para todo k inteiro positivo tal que Xk(xl )  > 0.  

Prova: ver [21] 

Teorema A.2. Se o Problema Prima1 (PPG) é consistente e existe u m  ponto 

z* com componentes positivas satisfazendo às restrições do problema dual (DPG), a 

função primal go(t)  atinje seu valor mz'nimo e m  u m  ponto t1 que satisfaz às restrições 

do problema primal. 

Prova: ver [21] 

Definição A.2. U m  problema de programação geométrica posinomial e seu dual 

são ditos degenerados se pelo menos u m  dos termos 

se aproxima de zero sem forçar que outro termo primal tenda a mais infinito. Pro- 

blemas não-degenerados são ditos canÔnicosl. 

'0 estudo de problemas degenerados pode ser reduzido ao estudo de problemas canôiiicos 
ecliiivalentes, veja [21]. 



Uma definição equivalente para degenerecência é que um problema prima1 posi- 

nomial e seu dual são ditos degenerados se existe um vetor não-nulo, não-positivo no 

espaço gerado pelas colunas da matriz de expoentes. PETERSON [70] destaca que 

os problemas de prograinação geométrica posinomial, se bem formulados, parecem 

ser todos canônicos na prática. 

Observação: A prova da canonicidade de uin probleina posinomial não é trivial. 

De fato, dado que as linhas de uina matriz de expoentes A correspondein a termos 

posiiiiiniais (e as colunas correspondem as variáveis de decisão), devemos checar se 

cada coluna possui elementos positivos e negativos: 

e se existe uma coluna em que isso não acontece, A não é canônica (e a variável 

de decisão correspondente vai se aproximar de zero ou de mais infinito durante 

a n~iiiimiza~ão) ; 

e se todas as colunas satisfizerem, precisamos testar se o sistema linear 

possui uina solução viável (onde y uin vetor linha e a restrição y > 1 significa 

que cada componente de y deve ser maior ou igual a 1. A matriz A será 

canônica se e somente se existir tal solução viável. 

De fato, se o segundo item acontecer, basta notar que tal vetor solução y, quando 

dividido pela soina de suas componentes, gera uin outro vetor que claramente possui 

todas as coordenadas positims e satisfaz às condições de ortogonalidade e norinali- 

dade, definição de canonicidade. 



Definição A.3. O grau de dificuldade de um Problema de Programação 

Geométrica é dado por 

onde n é o número  de termos  posinomiais e m é o número  de variáveis primais. 

Teorema A.3. Suponha que o problema é canônico e que o Primal  ( P P G )  é 

consistente. En tão  existe t* tal que 

onde 

g; = m i n g o ( t )  X = { t  : t j  > O , g k ( t )  < 1) 
t € X  

Prova: ver [21] 

Teorema A.4. Suponha que o Problema Primal ( P P G )  seja superconsistente e 

canônico. Então,  dado p > O ,  o sistema de equações 5.3 possui u m a  única solução 

e m  R?+ x lRm+l. 

Prova: ver [G2] 



Apêndice B 
Resultados Comput acionais 

Nesse apêndice, apresentamos os resultados coinputacionais para os algoritinos 

ABP e ASIG, testados em problemas de pequeno porte. Todos os problemas foram 

executados em um Pentium 4 1,5GHz. 

Algoritmo Posinomial Barreira-Penalidade 

A legenda para leitura da tabela é: 

v P: 

R P: 

T: 

G D: 

It: 

CPU: 

V Ot P:  

Gap: 

Número de Variáveis Priinais 

Número de Restrições Primais 

Número de Termos 

Grau de Dificuldade (ver apêndice A) 

Número de Iterações 

Tempo de CPU em segundos 

Valor Ótimo Prima1 

Gap de Dualidade 



Piobleina V P R P T G D It CPU V Ot P G ~ P  

Beclt75 1 

Beclt752 

Beclt753 

Deinbo7G1 

Deinbo761 

Denlbo762 

Kort8 

KoitlO 

Kortll  

Rijck78 1 

Rijclt782 

Rij clt783 

Rijck785 



Algoritmo Signomial 

Capital Budgeting Problem [90] 

maxz = 20xi + 40x2 + 20x3 + 15x4 + 30x5 

S. a. 

5x1 + 4x2 + 3x3 + 7x4 + 8x5 L 25 

~1 + 7x2  + 9x3 + 4xq + Gx5 2 25 

8x1 + 10x2 + 2x3 + x4 + 10x5 5 25 

21, 3 2 ,  x3, x4, 2 5  E { O J )  

Os parâmetios usados foram: 

m = 30 

Os resultados obtidos foram: 

Iterações signoiniais: 5 

Custo na Solução ótima: 95 

Pnrndasig: 6,42. 10V1O 



Os parâinetios usados foiaili: 

m = 2 

A4 = 2 

Os resultados obtidos foram: 



Iterações signoiniais: 4 

Custo na Solução ótima: 4 

Pai-adasig: 2, 41.10-10 
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