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Apresentamos dois modelos nao lineares e inteiros: um para os problemas de
localizagio de estacoes radio base e de controle de poténcia em tecnologia CDMA
e outro para o problema de otimizagao de uma carteira de investimentos, intro-
duzindo uma mensuragao do risco baseada em uma fungao utilidade. Propomos uma
heuristica de programagao geométrica signomial aplicada a problemas 0-1, em que
¢ introduzida uma fungao com a caracteristica de transformar as solugoes continuas
em solugoes inteiras. Para o primeiro modelo ainda propomos uma decomposicao
lagrangeana, em que a resolucao do problema se particiona na resolugao de um pro-
blema mestre e de trés subproblemas. Apresentamos os resultados computacionais
obtidos para todas as metodologias referentes as simulagoes testadas para o modelo

de telecomunicagoes.

Vil



Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Doctor of Science (D.Sc.)

MODELING AND OPTIMIZING A NETWORK DESIGN AND PLANNING

FOR A WIRELESS SYSTEM AND AN INVESTMENT PORTFOLIO

Rodrigo José Guerra Leone

March/2004

Advisor: Paulo Roberto Oliveira

Department: Systems and Computation Engineering

We present two models: one for the network design and planning of a wireless
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Introducao

Os projetos de instalacdo e expansao dos sistemas de comunicacao sem fio re-
querem em geral grandes investimentos, gerando desafios técnicos significativos.

Um dos principais problemas para uma rede sem fio é onde e com que capacidade
devem ser instaladas as estagbes rddio base (ERBs), de onde partem as transmissoes.
O objetivo é instalar um conjunto de estagdes capazes de cobrir a area desejada,
atender a demanda, minimizando os custos e mantendo padroes de qualidade de
Servigo.

Um segundo problema se refere a alocagao dos canais. O objetivo é cobrir toda a
area de servigo, distribuindo as freqiiéncias de forma eficiente, atendendo a demanda
e reduzindo as interferéncias. Nesse estudo, é necessédrio conhecer a tecnologia im-
plantada nas antenas das estagbes. No caso da alocagdo de canais, as tecnologias
mais usadas sao a FDMA (Frequency Division Multiplering Access) e a TDMA
(T¥me Division Multiplezing Access) [52], [14], [89], [92]-

Outro problema é o controle da poténcia transmitida no link ERB-usuario. Nesse
caso, uma tecnologia utilizada é a CDMA (Code Division Multiplezing Access) [46],
[25], [52], [14], [89], [92]. Através desse controle, podemos evitar, como veremos mais
adiante, o problema da alocagao de canais.

A maioria dos modelos matemadticos observa esses problemas isoladamente. Tal

abordagem pode acarretar em perda de qualidade das solugoes, bem como dos in-



vestimentos necessédrios em infra-estrutura. Existem modelos que tratam dos dois
primeiros problemas em conjunto, sendo, alguns deles, de dificil implementacéo. No
que diz respeito ao terceiro problema, nio temos conhecimento de nenhum modelo
que o trate conjuntamente com o problema da localizagao das estagoes radio base,
fazendo dessa lacuna uma das motivagbes de nosso trabalho.

A informagao para a tomada de decisao sobre investimento em ativos sé estd
completa quando sdo dados o retorno esperado, o risco associado a esse retorno, o
intervalo de confianga para esse risco e a liquidez do investimento!. Dessa forma,
como é usual utilizarmos uma probabilidade de aproximadamente 95% para o in-
tervalo [retorno - risco; retorno + risco], inferido por uma tendéncia normal de
comportamento para a varidvel retorno, basta-nos informar o par risco/retorno. O
desconhecimento desse fato pode acarretar em perdas muito além das expectativas
do investidor, mas nao necessariamente improvéveis estatisticamente. Com os pares
risco/retorno para vérios ativos em maos, quase nunca é possivel ordené-los do mel-
hor ao pior. A decis@io depende do perfil do investidor: o mais agressivo opta por
ativos de maior volatilidade, cujos retornos sdo geralmente mais altos, correndo o
risco de ganhos ainda maiores ou de perdas catastroficas, enquanto que o mais con-
servador se satisfaz com retornos menores, de preferéncia com baixo risco de perda.
E alei da compensagao.

No decorrer do trabalho, consideraremos valida a seguinte hipdtese central sobre
um investidor conservador: a decepcao com a perda é mais sentida que a satisfagao
com o ganho. Exemplificando, um retorno de —1% quando se esperava 2% néo é

compensado por um retorno de 5% para a mesma expectativa. Oscila¢oes negati-

LA preocupacio com a liquidez é mais acentuada quando o modelo abrange o longo prazo. Como,
geralmente, os modelos avaliam o retorno no perfodo imediatamente posterior ao investimento, nao
se faz necessario leva-la em consideragao.



vas sao mais influentes que oscilagbes positivas e, portanto, devem assumir maior
ponderagao.

O célculo do risco pela variancia (média da soma dos quadrados dos desvios em
relagdo & média) tem a propriedade de penalizar variagoes superiores a uma unidade,
porém nao diferencia variagOes negativas de variagdes positivas. Assim sendo, uma
variacao de 3% além do esperado tem peso nove vezes maior do que uma variagao
positiva de 1% . O mesmo continuaria vélido, caso as variagbes fossem negativas.
Mais ainda, o peso da variagao positiva de 3% é idéntico ao da variagdo negativa de
3%. Ja para o desvio-médio, os pesos s@o proporcionais aos valores absolutos das
variagoes.

Os modelos de otimizagao de carteira de investimentos a partir de um conjunto
de ativos, geralmente, consideram o risco definido pelo desvio-padréo (raiz quadrada
de variancia) e, portanto, sofrem a mesma consequéncia apontada acima. Em nosso
trabalho, propomos uma medida de risco que leva em conta a hipétese central ap-
resentada anteriormente.

Nosso trabalho estd dividido em seis capitulos. O primeiro capitulo trata da
modelagem em telecomunicagdo sem fio: a segiio 1.1 apresenta os aspectos bésicos
da telecomunicagédo mével celular, expondo os conceitos e as tecnologias necessarios
para o entendimento da modelagem. A secdo ainda aborda alguns problemas mais
freqiientes em comunicagao mével e apresenta modelos referentes a esses problemas.
A secao 1.2 apresenta um novo modelo nfo-linear inteiro para telecomunicacao sem
fio, visando o suprimento da lacuna exposta acima. Na verdade, trata-se de um
problema binério e fraciondrio-linear devido ao conjunto de restricoes de qualidade

de servigo (QoS). O capitulo 2 trata da modelagem em carteira de investimentos.



A sego 2.1 expOem os conceitos e resultados fundamentais sobre a teoria de risco e
define novas medidas de variancia e covariancia, nicleo da proposta de risco baseado
em utilidade, tema da se¢ao 2.2. Finalmente, a se¢ao 2.3, introduz o modelo nao-
linear inteiro para a otimizagao de um carteira de investimentos, levando-se em conta
as medidas de risco da sepo anterior. Assim como o modelo de telecomunicagao, esse
modelo é binério e n&o-linear. No capitulo 3, apresentamos uma heuristica para o
problema 0-1 e introduzimos a metodologia de Programagao Geométrica Signomial
para a resolucao dos modelos, originalmente nao-lineares inteiros, linearizados e re-
laxados para o intervalo [0;1], nas varidveis inteiras. Na busca da solugdo 6tima,
utilizamos um algoritmo de pontos interiores para o problema dual, que sera in-
troduzido no capitulo 5. No capitulo 4, aproveitamos a estrutura do modelo de
telecomunicagdo sem fio, proposto na segao 1.2, para expor seu tratamento via De-
composicao Lagrangeana. Por essa metodologia, a resolugao é decomposta nas res-
olugdes de um problema mestre e de trés subproblemas escravos. Apoiados em suas
respectivas caracteristicas, propomos métodos de otimizagao para cada um deles. No
capitulo 5, apresentamos o algoritmo de pontos interiores invidveis utilizado tanto
para a metodologia de programacdo geométrica, quanto para a de decomposicao
lagrangeana. O capitulo 6 traz detalhes das implementagoes e os resultados com-
putacionais, para os dois modelos e para as diferentes metodologias. Apresentamos
algumas propostas de trabalhos futuros no capitulo 7. Finalmente, nos apéndices
encontram-se resumos das metodologias utilizadas no trabalho e alguns resultados

computacionais.



Capitulo 1

Modelagem em Telecomunicacao
Sem Fio

1.1 Aspectos béasicos de Sistemas de Telecomu-
nicacoes Maveis Celular

1.1.1 Conceitos Basicos

Nesta segao, apresentaremos alguns conceitos que julgamos bésicos para o en-
tendimento do tema e algumas tecnologias utilizadas na comunicagao mével celular
sem fio de forma a facilitar o entendimento do texto. As defini¢Ges a seguir foram
baseadas em [62] e [14].

Definicao 1.1. Uma onda eletromagnética senoidal plana é uma perturbagdo
eletromagnética em que o campo elétrico varia em fungdo do tempo e das coordenadas

espaciais na forma

273
E = Eqcos(2n ft — %— + @)

onde |Eo| é a amplitude da onda, f é a freqiiéncia em hertz (ciclos por segundo),
A € o comprimento da onda e ¢ € a fase.
Definicdo 1.2. O comprimento de onda € a distdncia percorrida pela onda

durante um periodo (inverso da fregiiéncia).
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Definicao 1.3. Canal € um meio de comunicac¢do entre dois pontos.

Definicao 1.4. Largura de banda € a diferenca entre a maior e a menor
freqiéncia em um canal. Esle conceito € extremamante importante, visto que a
capacidade de um canal é, em parte, dependente da largura da banda.

Definicao 1.5. Uma célula € a drea geogrifica atendida por um transmissor,
a Bsta¢do Rddio Base (ERB). Em outras palavras, € o conjunto de todos os pon-
tos onde o sinal da ERB € recebido dentro dos limiltes de ruido e de interferéncia
acestdveis. Idealmente, seriam dreas circulares, mas na prdtica podem assumir
formas totalmente irrequlares, pois dependem do relevo e da topografia. Por con-
veniéncia, sGo representadas por hexdgonos.

Definigao 1.6. A mudancga automdtica de chamada de uma célula para outra
a medida que o usudrio se desloca € chamada de handoff e é monitorada por uma
Cenitral de Comunicagdo e Controle, na qual a ERB estd conectada.

Definicao 1.7. O ganho de uma antena € a razdo entre a intensidade de ra-
diacdo em uma dada diregdo e a intensidade de radiacdo de uma antena isotropica,
para uma mesma poténcia incidente na entrada das duas antenas.

Definicdo 1.8. A interferéncia co-canal é aquela devida ao uso da mesma
freqiiéncia em células vizinhas. A interferéncia adjacente € aquela causada por
canais adjacentes em uma mesma ERB ou célula.

Definicao 1.8. O reuso de freqiiéncia é a utilizagGo da mesma freqiéncia para
transmissdo de dois sinais independentes. Depende, entre outros, da poténcia do
sinal, das frequéncias usadas, do relevo, do ambiente, do tipo e da altura da antena.
A distdancia de reuso € a distdncia minima entre duas ERBs transmitindo em canais

com mesma freqiéncia sem que haja interferéncia mitua.



1.1.2 Sobre Modulagao e Técnicas de Acesso

A modulagao é o processo pelo qual a informagao a ser transmitida é convertida
em uma forma conveniente a sua transmissfo (geralmente, ocorre a tranlagio da
banda bésica original para uma banda muito mais alta).

A implementagao de um esquema de modulagao eficiente e resistente aos proble-
mas apresentados pelo canal mével néo é simples, principalmente devido ao ambiente
hostil em termos de propagacio em sistemas celulares.

Os sistemas celulares de primeira geragio utilizam modulagao analdgica, en-
quanto que os sistemas de segunda geragio empregam a modulagéo digital (tanto
para os canais de voz, como para os canais de controle). Esse tltimo tipo de mo-
dulagao tem varias vantagens com relagdo ao primeiro: maior imunidade a ruido,
maior facilidade e praticidade de se multiplexar as informagoes, maior segurangca,
além de poder comportar cédigos de deteccao e/ou eliminagao de erros.

No caso da transmissao digital, o sinal original de banda base é transmi-
tido através da modulagao de uma portadora senoidal, alterando a amplitude, a
freqiiéncia ou a fase dessa portadora, que assumem um conjunto de valores discre-
tos. Temos, entao, as trés formas bésicas de modulag ao de sinais digitais: o ASK
(Amplitude Shift Keying ou Chaveamento de Amplitude), em que a freqiiéncia e a
fase permanecem inalteradas, o FSK (Frequency Shift Keying ou Chaveamento de
Freqiiéncia), em que a amplitude e a fase ndo sao alteradas e o PSK (Phase Shift
Keying ou Chaveamento de Fase), quando tanto a amplitude quanto a freqiiéncia
nao sao modificadas.

Visando maior capacidade de transmissao, surgiu a idéia de multiplexagao, que

consiste em agregar varias informagoes em uma mesma largura de banda. No caso



da comunicagido sem fio, destacam-se a FDM (Frequency Division Multiplezing),
a TDM (Time Division Multiplezing) e a CDM (Code Division Multiplezing). As
técnicas de acesso sfo processos através dos quais um determinado usudrio tem
acesso a um canal. Nos sistemas celulares, um canal é alocado ao usuério, tem-
porariamente, mediante critério de demanda. Das formas de multiplexacao acima
descritas, resultam as técnicas de acesso FDMA (Frequency Division Multiplezing
Access), TDMA ( Time Division Multiplezing Access) e CDMA (Code Division Mul-
tiplexing Access), respectivamente. Enfatizaremos essa dltima técnica de acesso por
ser ela a utilizada em nossa proposta.

A arquitetura CDMA disponibiliza toda a largura de banda para todos os
usudrios. Porém, cada conexao estacdo-usudrio recebe um cddigo especifico, o mais
aleatdrio e ortogonal possivel aos demais, permitindo a utilizaggo do mesmo canal
a0 mesmo tempo pelos usudrios, assim como a interferéncia entre eles. O uso desses
coédigos e do espalhamento garante alta seguranga e sigilo para o sistema, indepen-
dente da criptografia. Através do controle de poténcia de transmissao, podemos
minimizar a interferéncia, aumentando sua eficiéncia e a qualidade de servico. Essa
reducao de poténcia também permite elevar a capacidade do sistema, tornando-o
mais eldstico, ao invés de, como nos demais sistemas, bloquear os usudrios quando
atinge o seu limite mdximo. Assim, o nimero de canais pode ser elevado. Outra
caracteristica dessa técnica é a possibilidade de um handoff suave entre as células

cocanal.

1.1.3 Alguns problemas e modelos existentes

Nesta subsegao, apresentaremos trés dos principais problemas envolvendo a co-

municacao mével sem fio e alguns modelos, ja existentes na literatura, que refratem



esses problemas, de forma a minimiza-los. Apresentd-los-emos separadamente, para
entendermos a esséncia de cada um deles. O primeiro problema consiste na Lo-
calizagao das Estacoes Radio Base (ERBs), o segundo na Alocagdo dos Canais e o

terceiro, no Controle de Poténcia. Essa segio estd baseada nos trabalhos [52], [92] e

[78].
O Problema da Localizacao de ERBs

Consideremos um conjunto de locais candidatos & instalagao de uma facilidade,
no nosso caso, de uma estagao rddio base. O problema da localizagao de ERB
consiste em selecionar naquele conjunto um subconjunto de minimo custo com a
propriedade de cobrir toda a drea em estudo, atendendo a sua demanda e explorando
eficientemente o espectro de freqiiéncia. Em outras palavras, o problema pode ser
entendido como a cobertura total ou a cobertura maxima, que consiste em assinalar
a cada ponto da area pelo menos uma ERB capaz de oferecer um sinal com nivel
minimo, permitindo a comunicagdo e/ou a transmissdo de dados, satisfazendo os
padrbes de qualidade de servigo (QoS), levando em conta que o custo desse servigo
estd diretamente vinculado & quantidade de ERBs instaladas. Assim, a solugao desse
problema serd obtida quando selecionarmos um subconjunto de ERBs que atinge a

relagdo custo/QoS Stima.

Modelos de Localizacao de ERBs

Seja. uma regido dividida em um numero M de pequenas quadriculas de di-
mensdes varidveis (no nosso caso, serdao aproximadas por pontos). Seja o conjunto
de N ERBs candidatas & instalacao distribuidas nessa regido. Vamos definir os

seguinte conjuntos de varidveis de decisfo, que serdo usadas em todo o trabalho,



tomando, como conhecida, alguma medida de sinal recebido em cada quadricula e
originédrio de cada ERB:

1, sea ERB i€ N élocalizada,
Z; =
0, caso contrario;

1, se o ponto j € M da regido é coberto pela ERB i € N;

Tor — .
K 0, caso contrério;

Um primeiro modelo de localizagio, baseado nesses conjuntos, pode ser definido

COINo:
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Modelo de Localizagao (ML1):

min Z Ciz2;

ieN
s.a.:
iEN
ieN
Tij < Zi VZEN,V]EM
Tij, % e {0,1} Vie N, VjeM
onde
c; . € o custo fixo de instalagao da ERB ¢;
T : wvalor limite para a medida do sinal capaz de viabilizar a comunicagao;

b;; : estimativa do sinal da ERB ¢ no ponto j;

Observacgoes:

1. A fungdo objetivo minimiza, como requerido, o custo fixo de instalagao das
ERBs. Notemos que o custo varia de acordo com a localizagao da facilidade
1 € N. Dependendo do mercado, esses custos variam de 200 a 500 mil délares

cada.

2. O primeiro conjunto de restrigdes garante que o sinal recebibo por cada
quadricula 7 € M é no minimo igual ao valor limite capaz de estabelecer

a comunicagao com qualidade de servigo;

3. O segundo conjunto de restrigdes garante que todo ponto j € M estara coberto

por pelo menos uma ERB;
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4. O terceiro conjunto de restrigbes impoe que sé participem da cobertura total

da drea aquelas ERBs que tenham sido instaladas;

5. Finalmente, o dltimo conjunto de restri¢gbes determina a integrabilidade das
varidveis.

Percebendo que os primeiro e segundo conjunto de restricbes serdo satisfeitos

simultaneamente sempre que o sinal de uma ERB i for capaz de atender & viabilidade

de comunicagao em uma quadricula 5 € M, podemos simplificar o modelo ML1,

selecionando as transmissoes da ERB 7 para o ponto j que satisfagam essa condicao,

gerando:
Modelo de Localizagao (ML2):
min Z CiZ;
ieN
S.a.

Z Q55 Ti5 Z 1 VJ e M
€N

Ziy Tij e {0,1} VieNVjeM

onde
]., se bij > T, V’I,,Vj

a;; = .
“ 0, caso contrario

Observemos que cada valor b;; é uma constante conhecida e influencia direta-
mente na simplificacdo do modelo, pois é usada para a associagao das ERBs para
as quadriculas selecionadas. HEsse novo modelo torna bem mais simples a imple-
mentagio, continuando vidvel para muitas aplicagoes, entre elas os projetos iniciais

de atendimento e as regioes de baixa demanda por comunica¢ao.
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O Problema de Alocacgao de Canais

Ja sabemos que o custo de servigo est4 diretamente ligado ao niimero de ERBs
instaladas. A reducao desse numero implica na diminui¢do de custos, mas pode
acarretar também na reducéo da qualidade de servigo. Assim, para atender a esse
objetivo, sem interferir na QoS, é preciso uma exploragao eficiente do espectro de
freqliéncia. Observamos que uma dificuldade adicional é o problema da caréncia
de freqiiéncias livres, isto é, o nidmero de aplicagoes dos sistemas sem fio aumenta,
enquanto que o espectro de freqiiéncia disponivel para transmissao sem fio permanece
constante. Assim, é preciso dividir esse espectro entre uma quantidade crescente de
sistemas.

A alocago de canais consiste em distribuir entre as ERBs o conjunto de canais
disponiveis no sistema, observando os niveis de interferéncia e distancia de reuso. O
problema de alocagao de canais consiste em calcular essa distribuigao.

Nesse contexto entretanto é indispensavel o conhecimento da tecnologia utilizada.
Dependendo dela, a solugao do problema segue caminhos distintos: podemos resolveé-
lo dividindo os canais em subconjuntos ortogonais, baseados em um fator de reuso
e distribui-los as estagdes observando a distdncia de reuso; podemos criar mapas
de interferéncia para cada KRB, atribuindo um canal a uma ERB somente se é
suficientemente distante de cada um dos canais das ERBs interferentes e podemos
ainda reduzir a interferéncia ajustando as poténcias de trasmissao de cada ERB.

Para um melhor entendimento dos modelos, dividimos a apresentacao em duas
partes. Primeiramente, tratamos de um modelo bem simples de alocacao fixa de
canais, apenas para a familiarizacao com o problema. Mais adiante, quando tratar-

mos em conjunto dos problemas de localizagao de ERBs e de alocagao de canais,
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apresentaremos um modelo mais elaborado.

Modelo de Alocagao Fixa de Canais

Neste caso de alocagido, supode-se que os canais disponiveis sdo ortogonais. Isso
significa que fica estabelecido um intervalo de um canal entre canais consecutivos.
Assim, obtemos uma abordagem bem mais simples para o problema em detrimento
de um nimero total reduzido de canais disponiveis no sistema.

O problema de alocacao de freqiiéncias sob esse aspecto se reduz a um problema
de alocagao de canais as KRBs:
Sejam N e K o conjunto de ERBs localizadas e de canais, respectivamente, e
consideremos o seguinte conjunto de varidveis de decisao:
1, seocanal k é alocada & estacgao i;

Yir. = ;.
Yi 0, caso contrario

Seja G* o conjunto de estacoes interferentes & estagao i € N. Por construcgo,
cada freqiiéncia k sé pode ser alocada a uma estagio G*. Seja d;, i € N, o pardmetro
de demanda de chamadas. Essa medida condiciona diretamente a alocagao de canais
as ERBs.

Um modelo matemético com o objetivo de maximizar o nimero de canais no

sistema pode ser formulado como:

14



Modelo de Alocacgao de Canais (MAC):

max Z Z Yik

i€N ke K
sujeito a:
> v < 1, VieNVkeK
leGt
> yi > d;, VieN
keK
vir € {0,1}, Vie NVke K

A fungdo objetivo, como desejado, maximiza o nimero de canais disponiveis no
sistema. Isso implica em melhor atendimento aos usuarios. O primeiro conjunto de
restricoes impoe que cada canal 86 seja alocado a uma das ERBs interferentes entre
si. O segundo conjunto de restrigoes garante o atendimento a demanda e finalmente

o terceiro conjunto de restri¢oes indica a integrabilidade das varidveis de decisao.

Modelo de Localizacao de Estacoes e Alocacao de Canais

Nesta subsegao, apresentaremos um modelo para a resolugao simultanea dos
problemas abordados anteriormente: a localizagao das estagdes radio base e a
alocacdo de canais. HEsse modelo, que chamaremos de MLA1, é uma tentativa de
unir um modelo bésico de localizagao de ERB com o modelo MAC, apresentado na
subsegao anterior, de forma a alocar um canal a apenas uma das ERBs pertencentes
ao conjunto de ERBs interferentes entre si. Existem varios outros modelos, entre
eles um desenvolvido por LEE [45], cujo critério para alocacao de canais consiste
em agrupé-los em subgrupos nao interferentes, baseado na largura da banda e na

tecnologia adotada nas antenas das ERBs.
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Modelo ML A1:

min Z CiZ;

iEN
5.8.:
Z Qi 44 Z 1, Vj eM
iEN
D ity < myz, Vie N
JjEM
Zylk < 1, Vie NNVke K
leGi
Z Yik — Z djzy; > 0, Vie N
keK jeM
Z Yik < nyz, VieN
k€K
Ziy Tigy Yik € {0,1}, VZEN,VJEJ\([,VIICEK

onde
]_, s5€ bij > T, VZ,V]

a. . = L.
K 0, caso contrério

e b;; € uma constante previamente conhecida.

Observacgoes:

1. O primeiro conjunto de restrigoes garante o cobrimento de toda a drea em
estudo, com um sinal capaz de viabilizar a comunicacio, associando a cada

ponto 7 € M pelo menos uma ERB 1;

2. O segundo conjunto de restrigdes limita o ntimero de pontos alocados a cada

ERB, sendo m; a quantidade méxima de pontos cobertos pela estacio i € N;
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3. O terceiro conjunto de restrigbes impede que um canal seja alocado a mais de

uma ERB do conjunto de ERBs interferentes entre si;

4. O quarto conjunto de restrigoes reflete a ponderagio fundamental entre a area
coberta por uma ERB e o maior niimero de canais a ela alocados. Logicamente,
quanto maior a area, maior o numero de canais necessarios. Como estes s&o

um recurso escasso, o modelo tentard diminuir aquela area;

5. O quinto conjunto de restrigdes limita o nimero de canais alocados a cada
ERB, sendo n; o nimero méaximo de canais suportados pela ERB ¢. Além
disso, o conjunto garante que sé sejam alocados canais as ERBs instaladas,

através da relagdo entre as varidveis z e y;

6. Finalmente, o tltimo conjunto de restrigoes indica a integrabilidade das

varidveis de decisao.
O Problema do Controle de Poténcia

Nesta subsegao, trataremos do controle da poténcia emitida pelas estacoes
transmissoras, usado na arquitetura CDMA. Sua vantagem em relagao as demais
abordagens é que tal controle permite que mais sistemas dividam a mesma banda.
Enfatizaremos sua importancia e mostraremos o processo de montagem das res-
trigdes [89]. Apresentaremos ainda um modelo desenvolvido por SAMPATH [79]
para transmissao de voz.

O critério usado para o controle de poténcia consiste logicamente em minimizar

o total de poténcia transmitida. Sao vérias as razoes para tanto, entre elas:

e Menor poténcia transmitida significa menor espago ocupado no espectro e

conseqiientemente aumento na capacidade de usuérios em uma mesma drea;
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e Reducg@o no custo da freqiiéncia usada, jé que cada operador precisa pagar

pelo uso do espectro disponivel;

e Redugao no consumo de bateria. Além disso, com uma poténcia de transmissao
mais baixa, a vida 1til da bateria é maior e o equipamento poderd ser mais

leve;

e Protecao ao meio ambiente, ja que as ondas de radio interagem com os orga-

nismos vivos, provocando, em casos extremos, efeitos nocivos.

No controle de poténcia, cada usudrio especifica um nimero minimo toleravel

de qualidade de servigo (QoS). Geralmente, esse valor é expresso em forma de bit

error rate (BER). Esse minimo pode ser expreso através da relagao Nfﬁfo’ onde I
é a energia por bit do sinal recebido, Ny é a poténcia de ruido recebido e Iy é a
poténcia de sinal interferente recebido. De acordo com SAMPATH et al. [78], para
um sistema unicelular, aquele que s6 contém uma ERB, tal relagdo pode ser dada

por:

( 123 )j _w hip; (1.1)
No + Io 5 215 upe + oW

para cada quadricula j da regiao, onde

W . é alargura da banda, da ordem de 1,25 MHz;

Mo : é a densidade de ruido, considerado gaussiano, da ordem de 107 W /hertz;
¢ o ganho por canal;

pj - € a varidvel referente a poténcia transmitida para a quadricula 7,
limitada superiormente por 0,5 W;

T; 1 € a variavel referente a taxa de transmissao da quadricula j,
limitada inferiormente por 8 kbps.
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Modelo de Controle de Poténcia (MCP):

Seja M o ntimero de usudrios (quadriculas) no sistema. Cada um deles especifica
uma qualidade de servico v;, j = 1,..., M, desejada. Definamos por r; a taxa de
transmissdo e por p; a poténcia transmitida para cada quadricula j € M (r e p séo
os respectivos vetores). Sejam ainda W a largura da banda, 7 o ruido gaussiano,
h; o ganho obtido por cada quadricula j, F; as poténcias méaximas permitidas, e
R; > 0 as taxas de transmissao minimas aceitdveis para cada usudrio.

Assim, o modelo fica formulado por:

M
Hlll’lp’r Z pj
=1

sujeito a

w_ hip; > . Vi
Ty hp W T LA
I#j

(1.2)

0<p]'§P?'7 V]

’f’j Z Rj, Vj

A fungfo objetivo controla a poténcia transmitida. O primeiro conjunto de res-
trigoes garante uma qualidade de servigo (QoS) no minimo igual & desejada. O
segundo conjunto de restrigbes estd de acordo com as limitagoes fisicas da trans-
missdo. Finalmente, o dltimo conjunto garante que a taxa de transmissao nao serd
menor do que a minima toleravel. Sobre esse modelo, os autores enunciam a seguinte
proposigao:

Proposicao 1.1. Na solugio dlima, todas as restrigies de QoS e de taxa de
transmissdo sdo ativas, ou seja, um ponto (p*,r*) € dlimo se e s6 se para todas suas

componentes valer:
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i =R; e p; tal que — chil = ;.
S By gy +moW

I#i
Observacao: Nao apresentaremos a prova para essa proposicao, por ser idéntica,

a prova da proposicao 3.2, apresentada mais adiante. SARAYDAR et al. [83]
interpretam essa propriedade da solugao 6tima da seguinte forma: a percepgao da
qualidade em uma transmissdo de voz permanece constante para um certo signal
to interference (SIR, equagdo 1.1). Assim, qualquer qualidade superior a essa é a
mesma para o ouvido humano, indicando que basta atingir o minimo desejavel de
QoS, para alcangarmos o 6timo. Entretanto, servicos de transmissdo de dados séo
sensiveis a mudancas no SIR, por isso requerem um controle de poténcia diferente
do convencional para voz, no caso, com a introdugao de uma fungao utilidade (ver

capitulo 6).

1.2 Um novo modelo para Telecomunicacao Sem
Fio

Os problemas de localizagao de estagGes radio base, de alocagfo de canais e
de controle de poténcia sao geralmente tratados independentemente, originando
solucoes que podem ser diferentes da solugao 6tima. Existem, como vimos no
capitulo 2, alguns modelos que abordam, simultancamente, os problemas de loca-
lizagao de ERBs e de alocagao de freqiiéncias, utilizando a tecnologia TDMA. Exis-
tem também véarios modelos na literatura [78], [100], [98], [30] envolvendo o controle
de poténcia. O objetivo dessa segho é apresentar um novo modelo para teleco-

municacao sem fio!, envolvendo, simultaneamente, os problema de localizacio de

10 desenvolvimento deste modelo resultou da colaboraciao do Prof. Geraldo Robson Mateus,
do Departamento de Ciéncias da Computagao da UFMG.
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estagoes rddio base e de controle de poténcia. Como relatado em [92], apesar dos
servigos de telecomunicactes moveis estarem aparentemente evoluindo em diregao ao
GSM (Global System for Mobile communications), a tecnologia utilizada em nosso
trabalho é o CDMA, pois o modelo resultante tem caracteristicas interessantes, pos-
sibilitando também o emprego de vérias metodologias de otimizagao.

Como poderemos perceber, o modelo é resultado do acoplamento de um modelo
bésico de localizagdo de ERBs ¢ do modelo (MCP) de controle de poténcia desen-

volvido em [78] e apresentado no capitulo anterior.
1.2.1 Modelo Nao-Linear Inteiro

O tratamento em conjunto dos problemas de localizacao de ERBs e de controle
de poténcia requer uma atengao especial na formulagao das restrigoes e na escolha
da funcéo objetivo. Além de viabilizar isoladamente cada um dos problemas, o
modelo deve conter uma varidvel que crie um elo entre eles, de modo a impedir

falsas solugbes 6timas. Consideremos, entao, o seguinte problema de Otimizagao:
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M

N N
min Z iz + C. Z Z Dij
i=1

=1 j=1
s.a:
N
> agzig > 1, Vj
i=1
M
> agTy < Az, Vi (1.3)
=1
Hhaty > ity Vi,V
O airhipie) + QD asjhups) + mW
kA s =1
0 < pij < Pz, Vi, Vj
Rjill,;j S Tij, VZ)VJ

Tij, Zi S {O, 1}, V'L,Vj
onde

1, se a ERB 7 é capaz de cobrir a quadricula j
Clij =
0, caso contrario.

1.2.2 Explicagao do Modelo

Primeiramente, dividimos a regido em estudo em M quadriculas de tamanho
varidvel, enumerado-as por j = 1,...M. Nessa regido, espalhamos N ERBs candi-
datas & instalagdo, indicando-as por 2 = 1, ..., V. Cada ERB % tem um custo de ins-
talacdo ¢; e uma capacidade maxima A;, de quadriculas atendidas. Cada quadricula
J possui um valor maximo F;, para a poténcia de transmissdo. Valores superiores

a esse maximo podem danificar o equipamento do usuario, além de consumir mais
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bateria e aumentar a interferéncia prejudicando a comunicagdo. Cada quadricula
define também um valor minimo requerido <y;, para a qualidade de servigo € um
valor mfnimo de taxa de transmissdo R;. Valores abaixo desse minimo inviabilizam
a comunicagdo. Entretanto, valores muito superiores a R; aumentam a quantidade
de poténcia transmtida necessdria para a comunicagdo com qualidade, tanto para a
quadricula em questdo, como para as quadriculas interferentes, aumentando, con-
seqiientemente, o custo. Consideramos ainda as constantes W, largura da banda,
1o, ruido gaussiano e C, custo da poténcia transmitida para a ERB 4. Assim como
7;, as constantes R;, W e 79 seguem a forma do modelo MCP (1.2), apresentado na
secao 1.1.

O objetivo do modelo é minimizar os custos de instalagao das estagoes radio base
e da transmissao de poténcia entre as ERBs e as quadriculas . Para homogeneizar a
funcao objetivo como minimizadora de custo, o somatério da poténcia transmitida
foi multiplicado pela constante C, que pode ser entendida como o custo unitério da
medida de poténcia.

As varidveis do modelo podem ser separadas em quatro conjuntos: z;, varidveis
de instalacao, que assumem valor unitério se a ERB 4 ¢ instalada, ou nulo, caso
contrério; z;;, varidveis de cobertura, que assumem valor unitério, se a quadricula j
é coberta pela ERB ¢, ou nulo, caso contrario; p;;, varidveis que indicam a poténcia
transmitida pela quadricula j para a ERB i. Essas varidveis sdo continuas, limitadas
inferiormente por zero e superiormente por P;. Observemos ainda que, quando a
quadricula j néo é coberta pela ERB i, o valor de p;; € igual a zero. Finalmente, o
conjunto 7;; s&0 as varidveis relativas & taxa de transmissao entre as quadriculas e as

ERBs. Assim como p;;, essas varidveis sdo continuas, porém limitadas inferiormente
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por R;, taxa minima requerida por cada quadricula j para viabilizagdo da comu-
nicagao. Observemos que R; vem multiplicada por z;;, fazendo com que o limite
inferior para a taxa seja nulo, quando a quadricula j néo estiver sendo coberta pela
ERB 4. O limite superior para a taxa de transmissao estd condicionado aos valores
da poténcia de transmissao, no terceiro conjunto de restri¢ées

O primeiro conjunto de restrigdes garante que cada quadricula é coberta por
pelos menos uma ERB. Isso significa que o sinal naquela quadricula, origindrio de
alguma ERB, é suficiente.

Pelo segundo conjunto de restrigdes, o somatério dos sinais originarios de cada
ERB ¢ que chegam nas quadriculas por ela cobertas nao pode ultrapassar a sua
capacidade méxima de atendimento. Mais ainda, cada restricao considera a possi-
bilidade da ERB em questao nao ser instalada. Nesse caso, o somatdrio anterior é
forgosamente nulo.

O terceiro conjunto de restricbes garante a qualidade de servigo requerida por
cada quadricula. Além disso, cada restrigdo leva em conta o fato da ERB i nao
cobrir a quadricula j. Nesse caso, o valor de r;; seria nulo, asssim como a qualidade

de servico requerida e a poténcia transmitida.
1.2.3 Analise do Modelo

A menos das restrigdes de qualidade de servigo, as demais fungdes do modelo
sao lineares. Desse modo, uma melhor compreensao do problema exige, entre outros,
a andlise daquelas restrigoes.

Na forma apresentada, cada linha (7, j) é uma fungdo fraciondria-linear em p;; e
linear em 7;;. Como tal, possui a propriedade de ser pseudoconvexa e pseudoconcava

(ver [3]). Tem-se também, como conseqiliéncia desses fatos, que cada restricao ¢
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quasiconvexa, quasiconcava, estritamente quasiconvexa e estritamente quasiconcava.
Segue daf a importante propriedade de que a relaxacao continua do modelo nao-
linear tera cada solucéo local, supondo que exista, sendo também global (ver [3]),
em um ponto verificando as condi¢ées de KKT.

A proposicao 1.1, transcrita de [78], continua vélida para nosso modelo e serd

provada na segao 4.3.
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Capitulo 2

Modelagem em Carteira de
Investimentos

2.1 Aspectos basicos sobre Utilidade, Risco e Re-
torno

2.1.1 Conceitos e Resultados

Definicao 2.1. O prémio de risco € o incremento, em relagdo & taza de re-
torno livre de risco, exigido pelo investidor, para assumir um investimento com Tisco
diferente de zero.

Definicao 2.2. Um investidor é dito conservador quando tem grande aversao ao
Ti8C0 € agressivo, caso contrdrio. Os investidores moderados séo aqueles com média
aversio ao T1isco.

Podemos, entao, concluir que o investidor conservador exige maior prémio de
risco que o investidor agressivo para assumir o mesmo investimento de risco.

Geralmente, a influéncia do fator risco é uma fungéo nao-linear do prémio exigido.
Assim, a atitude do investidor em relagdo ao risco pode ser interpretada mate-
maticamente como uma fungdo de trade-off, ou curva de indiferenga ou utilidade,

entre risco e retorno.
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Definicao 2.3. O retorno esperado para wma carteira composta por N ativos €

dado por:
N
Reare = Y xRy, (2.1)
i—1
onde z; € a ponderagdo do ativo 1 na carteira ¢ R; € o seu retorno individual.

Definicao 2.4. O risco associado a wma carteira de investimentos formada por

N ativos € dado por:

N N
_ 2 2 .
TCart = zio; + ZfﬂiaiijjCOR(’%J)
i=1 i=1 j#i
N
onde x;, com in =1, e 0; sdo, respectivamente, a ponderagdo e desvio-padrao do
i=1

ativo i e COR(4; ) é a correlagio linear entre os retornos dos ativos 1, .
Para melhor entendimento, consideremos uma carteira formada por dois ativos.

Pela definigao, temos:

OCart = -\/:II%O'% + 2202 + 2z1012209COR(1;2)

onde 1 + 3 = 1.
. ~ . . , . / P
Assim, a ponderagao z; para uma carteira de risco minimo, o4,,, = 0 é dada
por:

o2(0g — 01COR(1;2))
0% + 05 — 2010,COR(1;2)

T, =

Observagao: A limitagdo ao intervalo [0; 1] para as ponderagdes x; ndo é obri-
gatoria. E apenas uma regra para a apresentacao da teoria. O caso z; > 1 indica a
necessidade de tomar empréstimo e enquanto que o caso z; < 0 implica na venda a
descoberto.

Definicao 2.5. Dizemos que uma carteira é diversificada quando os ativos que

a compoem sdo escolhidos de modo a minimizar seu risco. Uma carteira é dita
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alavancada quando os ativos que a compdem sdo tomados de modo a aumentar seu
T45CO0.

Observagao: Por essa definigao, fica claro que o principio bésico para montar-
mos uma carteira diversificada é escolher ativos de alta correlagao negativa entre si.
Ao contrario, para termos uma carteira alavancada, devemos escolher ativos de alta
correlagao positiva.

Definicao 2.6. Uma carteira é dita eficiente quando oferece o maior retorno
possivel para um valor especifico do risco. Ou, 0 menor risco possivel para um dado

retorno. A fronteira eficiente € o conjunto formado por todas as carteiras eficientes.!

2.1.2 Modelagem e Gerenciamento do Risco

Esta subsegéo se baseia em opinides de Duarte [19] e Damodaran [16] no intuito

de evidenciar a necessidade do gerenciamento e de uma boa modelagem do risco?.
Segundo Duarte ” A implementagdo do gerenciamento de risco deve ser uma de-
cisao de querﬁ efetivamente detém o poder decisério na instituigdo.”, deve-se ”...bus-
car profissionais qualificados e experientes para essa tarefa.”, ”...um mau gerencia-
mento de risco pode levar a uma falsa sensacao de seguranga, o que pode ser até
mesmo pior que desconhecer - e, portanto, temer - o risco de suas posigdes hoje.”
e ”A confiabilidade da estimativa final obtida para o risco de uma instituigao estd
diretamente relacionada & qualidade dos dados usados e dos procedimentos com-

putacionais implementados.”

Para Damodaran ”...um bom modelo de risco e retorno:

1. Deve proporcionar uma medida de risco que se aplique a todos os ativos, nao

LGraficos de risco e retorno para dois ativos com diferentes correlagoes e da fronteira eficiente
para dois ou mais ativos podem ser encontrados em [10].
2Maiores aprofundamentos quanto & Teoria de Risco podem ser obtidos em [9], [10], [16] e [76].
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sendo especifica apenas a um deles;

2. Deve estabelecer claramente quais tipos de risco sao recompensados e quais

nao sao, assim como fornecer um fundamento l6gico para essa distingao;

3. Deve proporcionar medidas de risco padronizadas, isto ¢, um investidor diante
de uma medida de risco para um ativo especifico deve ser capaz de tirar con-
clusoes a respeito de se o ativo estd acima ou abaixo da média em termos de

risco;

4. Deve traduzir a medida de risco em uma ”taxa de retorno” que o investidor

deve exigir como compensagdo por assumir o risco;

5. Deve funcionar bem nao apenas ao explicar retornos passados, mas também

ao prever retornos futuros.”

Os modelos mais comuns®

, com menor ou maior grau de complexidade, por exem-
plo, o Modelo de Média-Variancia de Markowitz, o Modelo de Precificagao de Ativos
de Capital (CAPM) [91], [85], [48] e a Teoria de Precificagao por Arbitragem (APT)

[75], satisfazem a todos esses requisitos, com a ressalva de apenas recompensarem o

risco de mercado?.

2.2 Proposta de Calculo de Risco baseado em
Utilidade

Nosso objetivo nessa secao ¢ propor um célculo para a mensuragao do risco,

levando em conta a caracteristica suposta comum aos investidores racionais e con-

3Uma revisdo bibliografica sobre esses modelos pode ser encontrada em [44].

4Segundo [16], sio mudancas inesperadas em fluxos de caixa de projetos, geradas por mudangas
em taxas de juros, taxas de inflagao e condigdes encondmicas que afetam todos os projetos e todas
as empresas, ainda que em graus diferentes
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servadores, comentada na introdugdo. Para tanto, introduziremos uma fungéo util-
idade, dependente dos parametros média e desvio-padrao, de modo a desconsiderar
observagoes discrepantes e penalizar perdas com peso superior ao de privilegiar ga-
nhos. Na préxima subsecdo, apresentaremos um exemplo simples, para retratar a

necessidade da introdugéo de uma fungéo utilidade com tais propriedades.
2.2.1 A Curva de Utilidade

A Teoria de Utilidade encontra-se amplamente difundida e é utilizada em diver-
sas dreas do conhecimento, entre elas, Economia [58], [34], Telecomunicagbes [83],
[84] e Finangas [20]. Seu conceito se baseia no principio da saturabilidade® e, por
questoes didaticas, é comum apresenta-lo ligado apenas & propensao ou satisfago

6 mas pode-se, perfeitamente, estendé-lo ao desprazer de nio consumir.

em consumir

Por exemplo, imaginemos um jovem que costuma beber 15 garrafas de refri-
gerante por semana. Se em uma dada semana, ele consumir 16 garrafas, sua sat-
isfacdo aumentard, devido a esse acréscimo de uma garrafa. Se na semana seguinte,
ele consumir 17 garrafas, outra vez, sua satisfacdo aumentard, porém, podemos
supor, nao em mesmo grau. Em outras palavras, o segundo acréscimo de uma gar-
rafa, apesar de interessante, ndo é recebido com o mesmo entusiasmo do primeiro
acréscimo. Prosseguindo nessa rotina, chegaremos a um ponto em que consumir o
acréscimo serd indiferente para o jovem.

Se, ao invés de receber garrafas a mais, a partir da quantidade de costume, fosse-

lhe tirada uma garrafa na semana, é razoavel supor decepgao. Se na semana seguinte,

50 primeiro a atentar para esse principio foi o economista alemfo Herman Heinrich Gossen: A
partir do pressuposto de que toda conduta humana tem por objetivo um méximo de satisfacéo,
Gossen desenvolve algumas leis, das quais duas sao conhecidas como Leis de Gossen. A primeira
apresenta o principio da utilidade decrescente: ”A quantidade de uma mesma satisfacio diminui
constantemente & medida que a realizamos sem interrupgao, até obter a saciedade”...” [80].

®Maior detalhamento e outros exemplos podem ser encontrados em [34] e [58].
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o jovem apenas dispusesse de 13 garrafas, outra vez, haveria descontentamento,
porém em maior grau: a variagdo negativa de 15, como esperado, para 14 serd
menos sentida que a variagao de 14 para 13. Mais ainda, o acréscimo de 15 para 16
nao é equivalente ao decréscimo de 15 para 14, muito menos o acréscimo de 16 para
17 ndo iguala o decréscimo de 14 para 13. No extremo positivo, o acréscimo de uma
garrafa semanal, quase indiferente para o jovem, tem peso infinitamente menor que
o decréscimo de outra garrafa em um ponto em que o consumo semanal estivesse
préximo a zero.

A satisfagdo com o ganho marginal e a decepgdo com a perda marginal sao
chamados de utilidade marginal. A fungéo do consumo, cuja derivada é a utilidade
marginal é a funcao utilidade” .

Em relagao ao mercado financeiro, podemos identificar o jovem com o investi-
dor, a quantidade de garrafas semanais com o retorno esperado no periodo e a
possibilidade de acréscimos e decréscimos com, respectivamente, retornos maiores
ou menores que o esperado, traduzida (a possibilidade) pelo desvio-padrao. Dessa
forma, variacOes positivas em relacéo ao retorno esperado seriam bem menos sentidas

que oscilagoes negativas, cada vez em maior grau.
2.2.2 A Distancia-Utilidade e o Desvio-Utilidade

Nessa subsecido, apresentaremos uma proposta de célculo de risco baseado em
uma funcao utilidade parametrizada pela média dos retornos e pelo desvio-padrao
do indice de mercado. Assim como no CAPM (ver [76]), consideraremos uma dis-
tribuicao de freqiiéncias normal para o comportamento dos retornos.

Definigao 2.7. O desvio-padrdo amostral {ou populacional) de referéncia € um

7Um resumo de vérias funcfes utilidade, seus comportamentos e derivadas pode ser encontrado
em [10] e [59].
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desvio-padrdo amostral (ou populacional) representativo do mercado em que estd
inserida a amostra.

Por exemplo, para ativos negociados na BOVESPA, o desvio-padréo de referéncia
serd o desvio-padrao das oscilagoes do Ibovespa.

Definicao 2.8. Uma amostra A serd dita Amostra Referencial Vdlida se:

1. X+30>0e

2. P(Y) >90%, onde Y = {X; € A; X; +30 >0, parai=1,...,n},

onde n é o numero de observagdes na amostra, X; € a observacdo, X € a média,
o € o desvio-padrdo amostral de referéncia e P(Y) é a probabilidade associada ao
conjunto Y

Definigao 2.9. A Fungdo-Utilidade definida em A é dada por

X 4+ 30

U(X)=pln <7+ 30> , (2.2)

onde X é wma observacdo, X € a média da amostra referencial vdlida, o € o desvio-
padrdo amostral (ou populacional) de referéncia e p é um pardmetro positivo que

depende do perfil do investidor, apenas quanto ao risco.
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Consideragoes:

e Tomamos apenas amostras referenciais vélidas, pois ativos com X430 < 0 tém
diminutas possibilidades de retorno positivo. De fato, como estamos supondo
um comportamento normal para os retornos, havers aproximadamente 0,115%

de chance de um futuro retorno ser negativo (ver [101]);

e Ainda sobre amostra referencial vélida, mesmo satisfazendo X + 30 > 0, s6
serado considerados os ativos tais que X + 30 > 0, para 90% das observagoes
(as observagoes complementares na amostra serao descartadas). Os ativos que
nao satisfazem essa premissa também tém pouca chance de originar retornos
positivos, pelo mesmo motivo do item acima. Outra razdo para essa consid-
eragio ¢ a garantia de termos pelo menos 81%(= 90% x 90%) das observagoes

em condic¢oes de avaliarmos correlagao entre dois ativos.
Observagoes:

1. O quociente entre parénteses é sempre positivo, ¢ o logaritmo estd bem

definido;

2. As propriedades desta fungao se justapdem ao comportamento desejado para a
avaliagao das observagoes. Dentre outras, destacamos que o valor absoluto do
logaritmo para variagbes negativas em relagio a média cresce mais rapido que

o (valor absoluto) do logaritmo para variagbes positivas em relagio & média;

3. Em [20], propde-se uma fungao utilidade linear dada pela soma de uma wealth
function linear (fungéo riqueza) com uma fungéo penalidade, também linear,

em que essa dltima é aplicada apenas para retornos (ou riquezas) abaixo do
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minimo aceitdvel. Com essa metodologia, dd-se maior peso & varia¢bes nega-

tivas do que & variagOes positivas, porém mantendo-o constante.

Definicao 2.10. A Distancia-Utilidade para x,y € A € o nimero real dado por

d(z,X) —d(y,X),praz<y<XouX <y<=z
d(z,y) =< dly,X)—d(z,X),paray<z<XouX <z <y

d(z,X) +d(y,X),praz <X <youy< X<z

onde 2
d(z,X) = (-’IJ - Y) U ()"
= (;p—y)zln4 (%) , Ve e A
ep=1.
Observagoes:

e O ntmero real d(z,X) é positivo para todo = € A, com z # X;

(2.3)

(2.4)

e Consideramos p = 1, para facilitar o entendimento, porém as definigoes e

proposicao desta sego continuam vélidas para 0 < p # 1.

Proposicao 2.1. A Distancia-Utilidade satisfaz as propriedades de distincia

[47]:

d1) d(z, z) = 0

d2) Se z £y, entio d(z,y) > 0;
d3b) d(z,y) = d(y,z) e

d4) d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2).
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Prova:

dl) d(z,z) = d(z, X) — d(x,X) = 0, pelas primeira e segunda hipéteses. Pela
terceira hipétese, temos d(z,z) = d(z, X) + d(z,X) =0, poisz =y = X.

d2)

Caso1: X <y<z

d(:l?, y) = d(ﬂ?,j(—) - d(?/:y)

= (o= %) ' (£53) - (v - %) " ($)

> (o= %)t (3) - (o - %) 1 (%)

= (o= %) [* (g52) —1n* ($20))

Use agora o fato de que In*(¢) é crescente para ¢t > 1 (pois 1“3% > 0) para
concluir que a expressao acima ¢ estritamente positiva se x # y.

Caso 2: y< X <z

d(z,y) = d(z, X) + d(y, X) > 0, usando que z # X ¢ a positividade de d.

Os casos simétricos sdo semelhantes.

d3) Imediata pela definicio.

d4)

Caso 1: z<zeqy< X

Temos,
d(z,z) = d(z,X) — d(z, X);
d(z,y) = d(z, X) — d(y, X);
d(y,z) = d(z, X) — d(y, X).
Dali,
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d(z,2) =d(z,X)—d(z,X)

=d(z,X) —d(y,X) +d(y, X) — d(z, X)

= d(y, z) — d(z,y)

d(z,y) + d(y, 2)

<
Caso2: 2 <z2<y<X

Temos,
d(z,z) = d(z,X) — d(z,X);
d(z,y) = d(z, X) — d(y, X);
d(y, 2) = d(z,X) — d(y, X).
Daf,
d(z,2) = d(z,X) — d(z,X)
= d(z,X) — d(y, X) + d(y, X) — d(2,X)
=d(z,y) — d(y, 2)
< d(z,y) + d(y, 2)
Caso 3 z<y<z<X
Temos,
d(z, 2) = d(z, X) — d(2,X);
d(z,y) = d(z, X) — d(y, X);
d(y, 2) = d(y, X) — d(z, X).
Dai,

d(z,z) =d(z,X)—d(z,X)

=d(z,X) —d(y, X) +d(y, X) — d(z, X)

= d(z,y) + d(y, 2)
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Casod: 1 <y<X <z
Temos:,
d(z, 2) = d(z, X) + d(z, X);
d(y, 2) = d(y, X) + d(z, X).
Dali,

d(z,z) =d(z,X)+d(z,X)
=d(z,X) —d(y, X) + d(y, X) + d(z, X)

= d(z,y) + d(y, )

Caso b: z<z <X <y

Temos:,
d(z,2) = d(z,X) — d(z, X);
d(z,9) = d(z, X) + d(y, X);
d(y, 2) = d(2,X) + d(y, X).
Dal,

d(z,2) =d(z,X)—d(z,X)
< d(z,X)+ d(z,X)
< d(z, X)+ d(z,X) + d(y, X) + d(y, X)
= d(z,y) + d(y, 2)
Caso6: 2 <2< X <y

Temos,

d(z,2) = d(z, X) — d(z, X);
d(z,y) = d(z, X) + d(y, X);
d(y,z) = d(z,X) + d(y, X).
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Dai,
d(z,z) =d(z,X)—d(z,X)

< d(z,X) +d(z,X)
<d(z,X)+d(z,X) +d(y, X) + d(y, X)

= d(z,y) +d(y, 2)

Temos
d(z,2) = d(z, X) + d(z, X);
d(z,y) = d(z, X) + d(y, X);
d(y, z) = d(y, X) — d(z, X).
Daf,

d(z,z) =d(z,X)+d(z, X)
=d(z,X) —d(y, X) + d(y, X) + d(2, X)
= d(fC, y) - d(y) Z)

<d(z,y) +d(y, 2)

Temos,
d(z, 2) = d(z, X) + d(z, X);
d(z,y) = d(z, X) + d(y, X);
d(y, z) = d(z, X) — d(y, X).
D,

d(z,z) =d(z,X)+d(z,X)
=d(z,X) —d(y, X) + d(y, X) + d(z,X)
= d(z,y) + d(y, 2)
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Definicao 2.11.A Varidncia-Utilidade (V ARy) € o nimero real positivo dado por

1& -

=1

onde n € a quantidade de observacbes para as quais a funcdo-utilidade estd bem
definida, isto €, as observagdes em que o logaritmo eziste.

Defini¢ao 2.12.0 Desvio-Utilidade (DU) € a raiz quadrada da Variancia-
Utilidade.

Observacao: Mesmo se tratando de amostras, consideramos . e naon — 1. A
teoria para explicar essa possivel diferenciagdo no denominador néo faz parte dos
objetivos desse trabalho.

Propriedade 2.1. Os valores X;, tais que

X —30(e—1)

. < X;<Xe+30(e—1)

contribuem para um desvio-utilidade menor que o desvio-padrdo, onde X é a média
da amostra referencial vdlida, o é o desvio-padréo de referéncia e e € o neperiano.

Prova:
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%<Xi<7(3+30(3_1)

!

X —30e+ 30 < X;e < Xe? + 3oe(e — 1)

!

X +30 < (X; +30)e < (X + 30)e?

X430
X430

]

1
g< <e

In ( ) <ln(§+33”) <lIne

—1<In (X1+3") <1

117

0<1n( +30)<1

Dal, para todo X; satisfazendo & condigdo enunciada, teremos

(X — X)?In* ($22) < (X; — X)?

n — X, + 30 12 —
— L Xi—X214<=1——><— X, - X)
”’;( ) n X+ 30 ‘nz( )

Tirando a raiz quadrada, temos que o desvio-padrdo é cota superior para o

desvio-utilidade.

Propriedade 2.2. Para X > 30( ) Xe + 30(e — 1) é sempre discrepante

30’ X—30’(e—1)

- ¢ discrepante.

pelo critério do Escore Z8. Para X >

% com X — 30.

Prova: Basta comparar Xe+ 30(e — 1) com X + 30 ¢
Observacao: Como buscamos ativos, cujos retornos médios sdo positivos, ou
pouco negativos, espera-se X > 30% discrepante, na grande maioria das amostras.

Comentarios ao modelo proposto: verificagao das condicoes de

Damodaran [16] (subsecgao 2.1.2)

8Para uma amostra com comportamento normal, o critério do Escore 7 diz que uma observagio
sera discrepante se estiver afastada mais do que trés desvios-padrao da média, j4 que sua chance
de ocorréncia se restringe a 0,24% (ver [101]).
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A medida de risco obtida via desvio-utilidade, claramente, apenas leva em conta o
risco de mercado, porém se aplica a qualquer ativo, desde que se.consiga um desvio-
padrao de referéncia, satisfazendo, portanto aos requisitos (1) e (2) da subsecao
2.1.2. Como a unidade de desvio-utilidade é a unidade original dos retornos, pode-
mos entender a informagao resultante como uma ”taxa de retorno” cobrada para se
assumir risco, com o adicional de se considerar as utilidades marginais de perdas e
ganhos. Como a distribuicao de freqiiéncias das oscilagdes para a metodologia pro-
posta é induzida pela distribuicio de freqiiéncias para a metodologia usual (aquela
que supde o risco em termos de desvio-padréo), supor que esta dltima tem tendéncia
normal induz a inferéncia que nos permite avaliar as probabilidades para futuras os-
cilagGes via desvio-utilidade. Assim, os requisitos (4) e (5) podem ser considerados
como satisfeitos. Para completarmos os requisitos de um bom modelo, satisfazendo
o item (3), definimos o risco médio como o desvio-utilidade do mercado no qual
estfo inseridos os ativos em estudo. No caso de ativos negociados na BOVESPA,
as medidas de risco estariam padronizadas pelo desvio-utilidade do indice Ibovespa

para o periodo em questao.
2.2.3 Resultados experimentais : ¢ versus DU

Analisamos as variagoes percentuais didrias de 03/01/2002 a 27/09/2002 (Fonte:
Economdtica) de 67 empresas cujas agdes sdo negociadas na BOVESPA, con-
siderando o desvio-padrdo do indice Ibovespa para o periodo em questio (o =
1,9989%a.d.) como desvio-padrao de referéncia. Os resultados, em ordem crescente

de risco, para cada uma das metodologias, estdo apresentados na tabela a seguir:
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Desvio-Padrao

Desvio-Utilidade

1 Banespa PN 0,6537%
2 Unipar PNB 1,6697%
3 Confab PN 1,7168%
4 Sadia SA PN 1,7684%
5 Perdigao PN 1,7751%
6 Tele Sudeste Celula PN 1,8041%
7 Fosfertil PN 1,8518%
8 Caemi Metal PN 1,8690%
9 Embraco PN 1,8733%
10 Marcopolo PN 1,9261%
11 Ambev PN 1,9517%
12 Magnesita PNA 1,9699%
13 Gerdau Met PN 1,9940%
14 Suzano PN 1,9962%
15 Vale do Rio Doce PNA 2,0002%
16 Duratex PN 2,0121%

17 Ultrapar PN 2,0471%

42

1 Banespa PN 0,0955%
2 Sadia SA PN 0,1350%
3 Fosfertil PN 0,1520%
4 Tele Sudeste Celula PN 0,1826%
5 Perdigao PN 0,3346%
6 Ripasa PN 0,4899%
7 Ultrapar PN 0,5014%
8 Unipar PNB 0,5609%
9 Petroquisa PN 0,6294%
10 Unibanco PN 0,8050%
11 Confab PN 0,8425%
12 Magnesita PNA 0,9966%
13 Forjas Taurus PN 1,0793%
14 Embraco PN 1,3075%
15 Caemi Metal PN 1,3338%
16 Ambev PN 1,4052%
17 Lojas Americanas PN 1,4983%




18 Forjas Taurus PN 2,1244%
19 Souza Cruz ON 2,1245%
20 Ripasa PN 2,1376%

21 Votorantim C P PN 2,2213%
22 Petrobras PN 2,2459%
23 Embraer PN 2,2801%

24 Ttausa PN 2,3529%

25 Ferbasa PN 2,3777%

26 Santista Téxtil PN 2,3870%
27 Belgo Mineira PN 2,4061%
28 Coteminas PN 2,4266%
29 Tractebel PNB 2,4568%
30 Gerdau PN 2,4901%

31 Pao de Agacar PN 2,4957%
32 Bradesco PN 2,5481%
33 Sid Tubarao PN 2,5668%
34 Itaubanco PN 2,6454%
35 Lojas Americanas PN 2,6870%
36 Unibanco PN 2,7084%
37 Sabesp ON 2,7122%

38 Telemar PN 2,7639%

39 Telefonica BDR. 2,7760%
40 Brasil Telecom PN 2,7833%
41 Aracruz PNB 2,8023%
42 Polialden PN 2,8941%
43 Copel PNB 2,9045%

44 Cemig PN 2,9384%

45 Light ON 3,0443%

46 Usiminas PNA 3,0476%
47 Sanepar PN 3,0562%

48 Eletrobrds PNB 3,0744%
49 Bombril PN 3,1053%

50 Petroquisa PN 3,1094%
51 Cosipa PN 3,1469%

52 Ipiranga Pet PN 3,2339%
53 Emae PN 3,2699%

54 Trikem PN 3,4117%

55 Sid Nacional ON 3,4145%
56 Tele Celular Sul PN 3,4497%
57 Tele Nordeste Celul PN 3,4664%
58 Cesp PN 3,5065%

18 Vale do Rio Doce PNA 1,5602%
19 Suzano PN 1,6695%
20 Brasil Telecom PN 1,8188%
21 Ferbasa PN 2,0446%

22 Marcopolo PN 2,1467%
23 Coteminas PN 2,2244%
24 Belgo Mineira PN 2,3232%
25 Varig PN 2,7684%

26 Duratex PN 3,1708%

27 Votorantim C P PN 3,3270%
28 Ttaubanco PN 3,6648%

29 Ttausa PN 3,6741%

30 Telemar PN 3,8502%

31 Souza Cruz ON 4,0169%
32 Emae PN 4,2870%

33 Sid Nacional ON 4,3390%
34 Sanepar PN 4,3514%

35 Telefonica BDR 4,4362%
36 Petrobrds PN 4,4694%

37 Polialden PN 4,6685%

38 Bradesco PN 4,7571%

39 Gerdau Met PN 4,8545%
40 Sabesp ON 4,9614%

41 Embraer PN 5,1321%

42 Light ON 5,5652%

43 Cemig PN 5,6142%

44 Trikem PN 5,6193%

45 Copel PNB 6,2859%

46 Pao de Agticar PN 6,3317%
47 Tele Centroeste Cel PN 6,6301%
48 Sid Tubarao PN 6,6434%
49 Usiminas PNA 6,6455%
50 Klabin PN 7,5690%

51 Ipiranga Pet PN 8,0784%
52 Telebras RCTB ADR 8,1385%
53 Aracruz PNB 8,2813%

54 Tractebel PNB 9,1407%
55 Cosipa PN 9,3479%

56 Gerdau PN 9,8575%

57 Telemig Celul Part PN 10,1719%
58 Eletrobras PNB 10,3858%
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59 Telemig Celul Part PN 3,5348% | 59 Eletropaulo Metropo PN 10,6552%
60 Telebras RCTB ADR. 3,5791% 60 Santista Téxtil PN 10,7680%
61 Klabin PN 3,6317% 61 Cesp PN 11,3531%

62 Tele Centroeste Cel PN 3,7489% 62 Tele Celular Sul PN 11,6175%
63 Eletropaulo Metropo PN 4,6381% 63 Bombril PN 12,1316%
64 Rhodia-Ster ON 4,9046% 64 Tele Nordeste Celul PN 15,3073%
65 Varig PN 5,3138% 65 Embratel Part PN obs.
66 Embratel Part PN 5,7501% 66 Net PN obs.
67 Net PN 6,3457% 67 Rhodia-Ster ON obs.

(Tabela 2.1: Desvios padrao e utilidade ao dia.)

Observacao: As amostras dos ativos Embratel Part PN, Net PN e Rhodia-Ster
ON atenderam a condicdo (1) da definigio 2.8, mas néo satisfizeram a condigao
(2), ndo counstituindo, portanto, uma Amostra Referencial Valida para o perfodo em
estudo: no caso da Embratel Part PN, apenas 87,50% das observagdes satisfaziam
a segunda condigao, enquanto que para a Net PN e para a Rhodia-Ster ON, apenas
81,77% e 85,94%, respectivamente.

Para uma melhor visualizagio das mudancas ocorridas nas posigoes, podemos
agrupar os resultados da tabela anterior em classes definidas por variagdes na clas-

sificagao:

Variagao na classificacao (n® de posigoes) Ocorréncias

[—35; —21] 3
[—20; —5] 21
[—4;1] 6

0 3

[1;4] 11

[5; 20] 14
[21; 35] 5
Mais que 35 1
TOTAL 64

Observagao: O ativo que sofreu maior variagao positiva na classificagao foi o Varig

PN: passou da 65% para 25% posigao. O ativo Santista Téxtil PN sofreu o maior
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efeito contrario: caiu da 26% para 60° posicao.
2.2.4 Correlagao-Utilidade

Definicao 2.13. A Covaridncia-Utilidade entre duas amostras referenciais

validas A e B € dada por

COVy(A; B) = 1 i (x4 = XA) ? (w) x (XF - XP)m’ (@) ,
n i XA+ 30 XB+30
(2.6)
onde X € A é uma observagio e XA ¢ g média da amostra referencial vdlida A,
XE € B é uma observagdo e XB ¢ a média da amostra referencial vilida B, o € o
desvio-padrdo amostral (ou populacional) de referéncia e n é o nimero de produtos
bem definidos (para os quais a fungdo utilidade é definida em ambas as amostras).
Observacao: Como apenas consideramos amostras referenciais vélidas, temos
garantido um valor para n no minimo igual a 81% do nimero de observagoes.
Definicao 2.14. A Correlagio-Utilidade entre duas amostras referenciais

validas A e B € dada por

COVy(4A; B

onde COVy(A; B) € a covaridncia-utilidade entre as amostras referenciais vdlidas
A e B e DUy e DUg sdo os seus respectivos desvios-utilidade.

Proposicao 2.2. A Correlagio-Utilidade é wm coeficiente limitado inferior-
mente por —1 e superiormente por 1.

Prova: Conseqiiéncia imediata da desigualdade de Cauchy-Schwartz.

Definicao 2.15. A Varidncia-Utilidade de uma carteira formada por dois ativos

A e B é dada por:

VARU = piDUi -+ p2BDU]23 + 2pADUApBDUBGORU(A; B) (28)
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e seu Desvio-Utilidade por:

DU = +/V ARy, (2.9)

onde pa, pp, DUs e DUpg sdo, respectivamente, as ponderacoes e 0s desvios-
utilidade de A e B e CORy(A; B) € a correlagdo-utilidade entre esses ativos.

Para melhor visualizarmos as diferencas, calculamos a correlagao usual e a cor-
relagao-utilidade para os ativos Belgo-Mineira PN e Embraer PN, que, respectiva-
mente, subiu 3 posigoes (Tabela 2.1: coluna 1, linha 27 para coluna 2, linha 24)
e caiu 19 posi¢oes (Tabela 2.1: coluna 1, linha 23 para coluna 2, linha 41) devido
a mudanca de metodologia para cdlculo de risco. Em seguida, calculamos o par
risco/retorno de uma carteira formada por esses dois ativos, para diferentes pon-

deracoes, segundo as duas metodologias. Os resultados estdo expostos a seguir

Belgo Mineira PN Embraer PN
Retorno Esperado didrio (histérico) 0,4183% 0, 1240%
Desvio-Padrao didrio (tabela 2.1) 2,4061% 2,2801%
Correlagéo 0,0157
Desvio-Utilidade didrio (def. 2.12) 2,3232% 5,1321%
Correlagao-Utilidade (def. 2.14) 0,0100

Observagao: O retorno esperado (didrio) é a média dos retornos didrios na
amostra referencial valida coletada. O desvio-padrio e a correlagao sao calculados da
maneira usual (ver [101]). O desvio-utilidade e a correlagio-utilidade s&o calculados

de acordo com a defini¢gbes apresentadas anteriormente.
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p; Belgo-Mineira PN p; Embraer PN  Retorno Carteira o Carteira DU Carteira

0% 100% 0, 1240% 2,2801 5,1321%
10% 90% 0,1535% 2,0699%  4,6271%
20% 80% 0,1829% 1,8938%  4,1365%
30% 70% 0,2123% 1,7620%  3,6663%
40% 60% 0,2417% 1,6850%  3,2253%
50% 50% 0,2712% 1,6703%  2,8273%
60% 40% 0, 3006% 1,7197%  2,4929%
70% 30% 0, 3300% 1,8278%  2,2506%
80% 20% 0, 3595% 1,9851%  2,1321%
90% 10% 0, 3889% 2,1810%  2,1579%
100% 0% 0,4183% 2,4061%  2,3232%

Observacao: Os retornos, os desvios-padrao e os desvios-utilidade da carteira
sao calculados pelas férmulas apresentadas nas definigoes 2.3, 2.4 e 2.15, respectiva-
mente.

A conclusdo imediata dessa tabela é que a ponderagdo Gtima (em termos de
risco) para uma carteira serd diferente para cada uma das abordagens: a carteira de
minimo risco medido pelo desvio-padrao dificilmente contera os ativos nos mesmos

percentuais que aquela baseada em desvio-utilidade.

2.3 Um novo modelo para Otimizacao de Carteira
de Investimentos

O objetivo dessa segao é apresentar um modelo para uma carteira de investi-
mentos que maximize a utilidade, levando em conta o retorno, o risco e a maior
aversao a desvios negativos do que a desvios positivos. Veremos que o proposto é
um modelo comum para otimizacdo de carteiras acrescido da componente desvio-

utilidade definida na secao anterior.
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2.3.1 Modelo Nao-Linear Inteiro

A montagem de uma carteira de investimentos, geralmente, considera um con-
junto de ativos para os quais j4 se conhece o retorno médio esperado, o risco associado
a esse retorno e a correlacdo entre cada um deles. De acordo com Ross [76], esses
dados podem, simplesmente, traduzir a expectativa do individuo, baseada em uma
série histérica de retornos, ou, podem ser resultado de uma anélise detalhada das
perspectivas de uma empresa. Assim, a otimizacao de uma carteira se resume a
definir quais ativos a compordo e quais as suas ponderagoes.

Consideremos o seguinte problema de Otimizagao®:

max f(RCart) DUC’art)

S.a.

N
>z < Co (2.10)

i=1
biyi < z; < Coyi Vi

z; € Ry;y € {0,1} Vi
onde

® Rcart € DUgar 880 fungoes de IR" — IR que representam respectivamente o

retorno e o desvio-utilidade da carteira de investimentos;

e [ é uma funcao utilidade dada por:

f(u,v) = pru— pov” (2.11)

90 modelo apresentado resultou da colaboracao do Prof. Anténio Marcos Duarte Jr., do

IBMEC-R.J.
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onde p; e pz, com p; + py = 1 sdo parametros dados. Elevamos a segunda
variavel ao quadrado para trabalharmos com a varidncia-utilidade da carteira,

0 que nao altera o objetivo do modelo.
e b; < Cy sao dados.
Usando as definigoes 2.1, 2.8 e 2.9, temos o seguinte problema:
N
max [pl Z Rxz;

i=1

N N
—p2 (Z z2DU? + ZZ :ciDUiijUjCORU(i,j))}

i=1 =1 ji
S.a: (2'12)
N
> zy < Co
i=1
biys <z < Coys Vi
z; € Ry;y; € {0,1} Vi

onde R;, DU; e CORy (3, ) sdo dados previamente calculados, obtidos de amostras

de retornos passados dos ativos e N é o nimero de ativos.

2.3.2 Explicagcao do Modelo

O problema considera IV ativos para os quais sdo conhecidos as taxas de retorno
esperadas, R;, os desvios-utilidade, DU;, as correlacoes-utilidade, CORy(%,7), entre
cada par de ativos, a participagao minima, b;, em termos monetérios, do ativo, caso
este faca parte da carteira, o capital total disponivel para investimento, Cyp, e os

coeficientes p1 e pa.
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As variaveis do problema podem ser separadas em dois grupos: z;, varidveis
de ponderacao, e y;, varidveis de alocagio. As varidveis z; sdo continuas, podendo
assumir qualquer valor nao-negativo. Elas indicam a participagao, em relagao ao
capital disponivel, de cada ativo na carteira. As variaveis y; sdo binarias, assumindo
valor unitario, caso o ativo componha a carteira, e nulo, caso contrario.

O objetivo do modelo é maximizar a utilidade da carteira, considerando, para
tanto, variagbes no par risco/retorno, conseqiiéncias das diferentes ponderagtes de
cada ativo que a compde. Os coeficientes p; e ps indicarao o perfil do investidor.
Quanto mais proximo de um estiver o pardmetro p;, mais agressivo serd o investidor,
pois priorizara a maximizagao do retorno, em detrimento da minimizag¢ao do risco.
Em contrapartida, quanto mais préximo de zero estiver esse parametro, mais con-
servador sera o investidor, pois prefirird correr menos riscos, mesmo que o retorno
se estabelega em niveis mais baixos. No caso de termos p; = py = 0,5, diremos que
o investidor tem perfil moderado.

A primeira restrigao (Disponibilidade de Capital) impede que o capital utilizado
ultrapasse a disponibilidade. As demais restrigoes delimitam inferiormente a par-
ticipagdo de cada ativo. Apenas terao participacao nula, aqueles ativos que nao
compuserem a carteira. A maior participacdo de um ativo é, obviamente, o total de

capital disponivel.

2.3.3 Analise do Modelo

De uma maneira geral, quando um modelo tem por objetivo a maximizagao
do retorno, independente do risco, a disponibilidade de capital é uma restricao de
igualdade. No contexto financeiro, a razao para a igualdade € a certeza de que todo

o capital disponivel deve ser utilizado na solugao 6tima, a menos que os retornos
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individuais de todos os ativos fossem negativos. Em outras palavras, a restrigao em
questao é ativa no étimo.

Como nosso modelo objetiva a maximizacao da utilidade, que depende do perfil
do investidor quanto ao par risco/retorno, ndo podemos concluir que a restrigao
continuard ativa no étimo. Esse fato, em conjunto com a relaxagao continua da
varidvel y, determinam uma regiao viadvel ndo convexa para o problema, o que indica
possivel dificuldade na resolucao do problema inteiro.

Como y; € {0,1},Vi, temos, do segundo conjunto de restrigoes, que 0 < z; <
Co, Vi (ja que b; > 0,Vi). Assim, o conjunto de solugbes vidveis é limitado e nao
vazio (a origem é uma solugio vidvel). Portanto, a continuidade da fungao objetivo

garante a existéncia de uma solugao.
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Capitulo 3

Metodologia de Programacao
Geométrica Signomial 0-1

3.1 Preliminares

Nosso objetivo, neste capitulo, é usar a Programacao Geométrica Signomiall.
Para obtermos solucoes 0-1 nas varidveis inteiras, a partir da solugao continua, uti-
lizamos uma funcgéo baseada na distribui¢ao gama, que serd apresentada na secao 3.4.
Essa funcao permitird que as relaxagGes continuas das varidveis inteiras (bindrias)
assumam valores proximos de 0 ou de 1. Nessa mesma secdo, apresentaremos o
algoritmo Barreira-Penalidade, utilizado para resolver os sucessivos problemas posi-
nomiais. Na secao 3.2, apresentamos algumas idéias centrais, através de defini¢Ges
e resultados essenciais, visando um melhor entendimento da metodologia de pro-
gramacao geométrica signomial. Na se¢do 3.3 constam alguns trabalhos que con-
sideramos representativos em métodos de pontos interiores, em otimizagdo combi-
natdria e em programagao geométrica.

Os problemas de programacio geométrica (PG) podem ser divididos em dois

grupos: PG Posinomial e PG Signomial. O primeiro pode ser visto através da Teoria

IBste capftulo resulta de colaboracao com o Prof. Roberto Quirino do Nascimento, da UFPB.
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de Dualidade como um problema convexo com restrigoes lineares. No apéndice A,

consta uma apresentacao dessa familia de problemas.

3.2 Programacao Geométrica Signomial

Definicao 3.1. Um problema de programacgdo geométrica é chamado de Problema
de Programagdo Geométrica Signomial [21], quando um ou mais termos posinomiais
(ver defini¢do no apéndice A) no problema primal sdo negativos.

A ocorréncia de termos posinomiais com coeficientes positivos e negativos implica
na necessidade de uma versdo expandida para o problema dual [21].

Consideremos o seguinte problema primal

m
min do (t) = Z JgiCo; H t?mj
=1

i€ J{0]
s.a.
m (3.1)
gk(t) = Z O-kickth;k” < op, k= ]-;"';p
i€J[k] Jj=1
tj>0, j=1,...,m
onde
i >0, k=0,1,...,p, i€ J[k]
or==x1, k=1,..,p
o =31, k=0, ..,p i€ J[k]
JIk] = {mg, mig1,-.,net, k=0,1,..,p
mo=1 mi=no+1, me=m+1, .., my=mn, +1, ny=mn,
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Observemos que a formulagdo do problema acima introduz J[k] + p varidveis
adicionais em relagdo ao problema posinomial (ver Apéndice A). As J[k] varidveis,
definidas por oy, k = 0,1,...,p, 1 € J[k], sfo introduzidas de modo a absorver o
sinal de cada termo, enquanto que as p variaveis oy, k= 1,2,...,p, sdo usadas para
generalizar (para £1) o lado direito da restri¢ao. Essas varidveis sdo conhecidas por
fungoes sinal.

Essa versao expandida do problema posinomial introduz uma notacao indis-
pensavel para identificar cada componente no problema: de modo a evitar confusao,
cada simbolo é identificado a uma equagdo, um termo e uma variavel de decisao.

Com base no que vale para problemas posinomiais, nosso objetivo, nesse mo-
mento, é explorar sua forma especial, para obter um problema equivalente com
restrigbes lineares, que é mais fécil de se resolver. O desenvolvimento do processo
se dard em duas fases: primeiro, o caso em que todas as fungoes sinal na fungao
objetivo séo positivas. Em seguida, abordaremos o caso geral. Nosso texto esta

baseado em [7].
3.2.1 Funcgao Objetivo Posinomial

Desde que todas as fungoes sinal no objetivo sdo positivas, podemos desconsi-

derar os fatores op;, obtendo do problema 3.1:
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min go(t) = Z Coi H 5

i€J[0

s.a.
(3.2)
gk(t) = Z Uszszt <oy, k=1,..,p
ieJ[k]
t; >0, j=1..,m
onde
i >0, k=0,1,...,p, 1 € Jk]
op==*1, k=1,..,p
o ==x1, k=1,..,p, 1 € J[k]
J[k]:{mk,mk+1,...,nk}, k:O,l,...,p
mo=1, mi=mng+1, me=m+1, .., mp=mnya+1, n,=n,
Observemos que, como o = 11, as restrigdes podem ser escritas como
m s
g() =g =0k |1 =0k Y omew [[ 7] >0, k=1,...,p. (3.3)
ieJIk] j=1
Sejam
cos || t,a-oﬁ
j=1 .
Wo = ———~—, 121,2,.,.,J[0] (34)
9o(t)

os pesos para cada termo na funcao objetivo. Definamos os pesos para os termos

das restri¢cées como seus préprios valores absolutos.
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a)ki:Ckth;Mj7 k:]-)"'vp) ’I,:]_,,J[]{I] (35)
j=1

Observemos que, no caso da restrigao ser ativa no 6timo, a soma das contribuicoes
(pesos) de cada termo (multiplicado por ;) deve ser igual a 0.
Por conveniéncia, denotemos go(t) por to. Usando as equagoes 3.3, 3.4 e 3.5, o

problema original pode ser escrito como:

minto
S.a.
towoi = cos | [ 157, i=1,2,..,J[0]
j=1
Ik = O |} -0k ) O'kickiwki} >0, k=1,.,p (3.6)
icJ[k]

m
.
wrs — ks [ [ 47 =0
Jj=1

JI0]

1-— ngi =0
i=1

Definindo ¢; = €%, j =0,1,...,m, o problema 3.6 se transforma em
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min e*°

e —eXp Ham—juj N
COz =1

Gk = Ok [1 2> O'kick:iwki:| >0,
ieJk]

Wi
L — exp [H awu]}

Cli =1
J10]

1 —Z(A)()i =0
=1

Tomando o lagaritmo natural, temos

min ug

Coi

ik =1 UJOZ
[T aoiju; — n )
=1

9k = 0k [1 > Ukickiwki] >0,
i k]

wkz
H QiU =

Cri

J[0]

Zwm =1
i=1

e reordenando as restrigoes,
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min g

J[0]

Zwm‘ =1
i=1

H QoijUj — Up = In [sz] ) i=1,2,..,J[0] (3.8)

Coi

o wki
H QkijUj =

Cri

9k = Ok [1 — Ok Z Ukickiwki] >0, k=1,.,p
iedk]

Como, por definicao, os pesos s&0 ndo negativos, as varidveis ug, Ui, ..., Um SA0
irrestritas com relagao a sinal.
Sejam Mg, dos, Ok © A; os multiplicadores de Lagrange para as restricoes na ordem

em que elas se apresentam. O Lagrangeano do problema 3.8 é dado por:

J[0] J[0]
L(u,w, A\, 0) = ug— Ao [1 - Zwm] 2(50Z {ln— + ug — Zaouuj

i=1 i=1 i=1
p JIK] Wi JIK]
_ZZ(S’“ ln——Zak”u] Z)\kak 1—0'k20']ﬂwk7,
k=11i=1
(3.9)
As condigtes necessérias para um ponto estacionario primal sao:

5L J[0]

— =1—=) 00 =0, 3.10

511.0 Z o ( )
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=X——==0,i=1,.,J[0] (3.11)

)\kgk(t) = 0, k= 1, D (312)

M >0

Das equagoes 3.10 e 3.11 em conjunto com 3.4, temos:

o = 1 (3.13)
(5()7; = W, 1 = 1,2,,J[0] (314)

A equacio 3.14 nos garante um fato interessante: os multiplicadores de Lagrange
do; para os termos da funcéo objetivo sdo simplesmente os pesos correspondentes w;.
Como go(t) é posinomial, os dp; s&o pesos em seu sentido usual, isto é:
0<dy <1

J10]

> =1
=1

As derivadas com respeito aos outros pesos wy;, k # 0 sao dadas por:

oL Oki
= —i + Akgzaki =(}
Owy; Wi

Portanto,
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jé que o2 = 1.

Somando os dois lados da equagao 3.15 em 7 e multiplicando por o, encontramos:

JIk] J[k]
Ok Y Ok = MOk D OkiWhi = Ak (3.16)
i=1 =1

pois os termos opwy; devem somar oy para cada restricdo ativa. Além disso, se

A # 0, usando 3.15 e 3.16, podemos efetuar a divisdo, obtendo

-1
O I .
Whi — /\kO'ki = 5;“ [akam;% ) k= 1, Pt = 1,...,][]{}] (3.17)

de forma que os pesos sdo obtidos a partir dos multiplicadores de Lagrange dy;,

calculados pela diferenciagio com respeito a u;(j # 0):

5L p Jk|
3:; = ZZ&MCI%” = O, j = 1,2,...,7’)7, (318)
J k=0 i=1

com a hipdtese de que

001, -, 00gj0) = 1 (as fungdes sinal séo positivas para k = 0) (3.19)

O problema dual pode ser encontrado expressando-se o Lagrangeano (3.9) em

fungéo de uj, 0k, gr(t), usando o fato de que Ag =1 (3.13):
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p JIK Cori J{K]
L(5,U,’U,g)= szkz[ ( )]—F(Uo—l) 1_2(501
k=0i=1
m p Jk o (3.20)
+ DU YD kO — Y Megi(t)
i=1  k=0i=1 k=1
ou, equivalentemente,
p Jk] Coki JIK]
L(5,u,’u,g): Zzékz[ ( )]—l—(uo—l) 1_2(501
k=0 i=1 Wi i=1
(3.21)

p Jk|

+ Z Uj Z Z ki Ok

j=1 k=01i=1

pois A\ggi(t) =0, para k= 1,....p
De acordo com [95], o lagrangeano é idéntico ao lagrangeano de outro problema

de otimizagao cuja funcgao objetivo é

p JK]

=5 bk [m (c"’“)] (3.22)
k=01i=1 Wi
e as restrigoes sao
J[0]

D dei=1 (3.23)
i=1

p_Jk

k=0 i=1
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onde

JIK] -1
Whi = O [deki > 51@]

=1

dado por 3.17.
Observemos que, para essa nova formulagao, as varidveis dg; sdo as varidveis de
decisao e (ug — 1) e uy, Uy, ..., U, S0 os os multiplicadores de Lagrange. Assim, o

problema equivalente tem a seguinte funcao objetivo:

p Jk]

maxz(0) = >3 6k [m (CO’“)] (3.25)
k=0 i=1 Wi
e as restrigoes
J[o]

Y =1 (3.26)
i=1

p Jk
> ki =0 j=1,..,m (3.27)

k=0 i=1
onde

i=1

JiR !
Whi = Opi lio'ko'ki Z}

dado por 3.17.
Faz-se necessario, nesse momento, caracterizarmos as varidveis dx;. Usando 3.17,

Sri = WriOkiAk, dado por 3.16 e observando que wy; > 0 € A, > 0, é imediato que dy;
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determine o sinal de oy,;. Assim, se oy; = 1, teremos dy; > 0, caso contrario, teremos

O < 0.

Definamos entao as novas varidveis duais

Vi = OpiOps > 0 (3.28)

Substituindo essas varidveis em 3.25, 3.26 e 3.27, temos

p Jk] CriOk Z UkiOki
max z(v) = Z Z OkiVk; |In | —————
k=0 i=1 Vki
s.a.
J[0]

> g =1
=

p JK]
szkiakia'kij =0 7=12,...m
k=0i=1

v >0 i=1,.., J[k|

Assim, temos m + 1 restrigoes lineares em varidveis tantas quanto o ntimero de

termos n na funcao objetivo ¢ em todas as restrigdes signomiais

Quando nao hé grau de dificuldade, isto é n — (m + 1) = 0, a solugdo é tnica
e, uma vez conhecidos os valores étimos vjy; das varidveis duais, os pesos étimos wy;
podem ser calculados diretamente de 3.17 e da relagio vg; = ogi0;-

Quando ha grau de dificuldade, entretanto, é necessario mais anélise para en-

contrar esses pesos 6timos.
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Por conveniéncia, é usual trabalharmos com a exponencial de z(v), chamada de
funcéo dual e denotada por d(v). Assim, definimos o problema dual de programacao

geométrica da seguinte forma:

Vks

p 7K CliVko
max d(v) = H H < : )O’ki’l)ki
k=0 i=1

S.a.

Jio]
Z Vg = 1
i=1

(3.29)
p Jk]

Z kaiakiakij =0 45=12,...m

k=0 i=1

Vko = Ok Z OkiVki
i

v >0 i=1,.., Jk]

O sinal de vy é facilmente estabelecido, pois de 3.17 temos
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— Vki

J

_ Vi
2
243 E a'kjék:j
J

— Vi
%k Z Okej Vkj
J

VLo
Assim, vy > 0 desde que wy; é positivo (por construgao) e v; € néo negativo
(por defini¢io). Observemos que as varidveis vy, estdo relacionadas com os multipli-
cadores de Lagrange A\ pela equagao 3.15 e vg; = 00
Podemos, nesse ponto, obter importantes relagoes entre as variaveis duais e as
varidveis primais originais em 3.7. De 3.17, temos
JIk] -1
Whi = Oki |OkOw: Y Oki

i=1

Dalf,

Uk

Uk
O Z OkiVki  Vko
i

Wo; = Vo;-
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As variaveis primais podem ser descobertas a partir das equagoes

coi || t;mj = wvoigo(t) 1=1,2,..., J]0] (3.30)
j=1
ot [T £ = v = B =1, p; i=1,...,J]0] (3.31)
=1 Uko

Ainda néo determinamos quando o ponto critico do problema serd um ponto de
méaximo, um ponto de minimo ou um outro ponto especial para a fungao dual ou seu
logaritmo. O que estabelecemos foi que para qualquer conjunto de varidveis duais v

fagendo de uy um minimo local, teremos
2(v°) = uf = ug

De fato, no minimo local ), todos os termos das restrigdes no lagrangeano
3.21 sdo iguais a zero e, para as varidveis dy correspondentes (que determinam v°),
os termos das restricbes duais desaparecem. Quando ndo hé grau de dificuldade,
podemos obter a solugdo minima resolvendo um conjunto de restrigoes lineares duais
(3.29) e calculando go(t°) a partir da relagdo z(v°) = ul e da definigdo u” = In go.

Entao, como z(v°) = In d(v°), temos

9o(t°) = d(v°).

A n#o negatividade de \; e vg;, em conjunto com a complementaridade requerida
em 3.12, completam as condigoes necessarias de KK'T' para um ponto estaciondrio.

Esse ponto estaciondrio serd um minimo para go(t) apenas com a hipétese inicial de

66



que go(t) possue um minimo local. Nesse caso, go(t%) = go(t*) é o minimo global,
pois s6 pode haver um ponto estacionario quando nao héa grau de dificuldade.

Os resultados desta subsegao se direcionam para trés possibilidades distintas:

Possibilidade 1: quando todas as fungdes sinal séo positivas, o minimo de
90(t) é encontrado via maximizacao de d(v). E o caso do problema de programagio
geométrica posinomial.

Possibilidade 2: quando uma ou mais fungGes sinal sdo negativas, entao o
ponto estacionario para o problema dual de programagao geométrica também é
estacionario para o problema primal. Por enquanto, diremos simplesmente isso para
garantir que esse ponto estacionario ¢ um minimo local. Outras condigoes de maior
ordem podem ser encontradas em [7].

Possibilidade 3: quando nao ha grau de dificuldade, precisamos apenas das
restricbes duais para obtermos a solugao dual v*, que, por sua vez, nos leva a {*.
BEsse ponto serd o ponto de minimo global do problema primal se o problema primal
possuir uma solugdo minima.

A seguir, apresentamos um exemplo ilustrativo do que foi estudado:

Exemplo [68]

min go(t) =
s.a.
gi(t) =5ty — 7 A < 1

gat) = Stat3? + 2450 < 1

Para esse problema temos (veja problema 3.1):

67



3

12 = —1; o =1 cnn =9; Cyp= 9-

Como nao hé grau de dificuldade, o conjunto de restri¢des duais é suficiente para

determinarmos as varidveis duais (obtidas pela relagao 3.17):

Vo1 = 1

Vo1 — Vi1 +vig = 0

V11 — V1 =0

—2019 + 2091 — Vg =0

—4v12 + V92 =0

A solucao tnica desse sistema é dada por

=1 v5;=15 v},=0,5

% — *
Uy = 1,0 w5, =2

Pois vy = 0}, Zakivki como no problema 3.29.
Usando novamente 3.29, temos que a solugao dual é dada por d(v*) = 0,796 =
g3(t). Usando 3.30 e 3.31, obtemos
11 =0,796; t;=0,239;

& =0,446; 5 =1,15.
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As andlises complementares necessarias para estabelecermos que tais pontos sao

minimos globais podem ser encontradas em [7] (pp.195-197).
3.2.2 Funcao Objetivo com Coeficientes Negativos

Para resolvermos problemas nos quais os termos da fungo objetivo podem
ser negativos, precisamos conhecer de antemao quando o étimo gg(%) é positivo ou
negativo. N&o sendo possivel predizer o sinal, a prépria resoluggio computacional
leva a sua determinagao.

Suponhamos o problema de programagao geométrica signomial dado como em

3.2:

J[0] m
. o
min go(t) = Z 00iCoi H £,
i=1 )

1

s.a.
JIK] m

g(t) = owick [[ 47 <ok k=1,..,p
i=1 j=1

tj >0 j=1,...m

CASO 1: Custo Otimo Positivo
Suponhamos que o valor da fungio objetivo signomial é maior que zero no 6timo

(g&(t) > 0). Nesse caso, podemos reformular o problema da seguinte maneira:

min to
s.a.

70 mo

Go(t) =D owicaily ' [[ 5™ <1 (3.32)
i=1 7j=1
W om

gk() =D owick [ 157 < o, (3.33)

=1 =1
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onde Go(t) = t51g0(0).

Observemos que essa nova formulacio é a mesma de 3.2, pois o problema. foi re-
duzido a um problema com fungio objetivo posinomial e restricoes signomiais. Como
foram acrescentados wma varidvel e um termo, o grau de dificuldade permaneceu
inalterado.

As restrigdes duais, obtidas como em 3.29, associadas & varidvel ¢, sdo:

voo = 1
(3.34)
VYoo — To01Vo1 — Oo2Vo2 — .-- — OoJfo]VoJo] = 0
de forma que combinando-as, temos
001Vo1 + Oo2Vo2 + ... + dogovosp) = 1 (3.35)

A menos das fungdes sinal oy, a equacao 3.35 é igual A primeira restricio do

problema dual 3.29. Assim sendo, na prética, ndo é necessdrio acrescentar a restricao

) <1

nem mesmo frocar a fun¢ao objetivo por t5. Basta-nos trocar a restricao

J10]

> v =1
i=1

por
J[0]
Z ooivo; = 1
i=1
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em 3.29. A fungdo objetivo e as demais restrigbes permanecem extamente as mesmas
de 3.29.

CASO 2: Custo Otimo Negativo

Suponhamos agora um valor esperado negativo para o custo étimo. Para esse

caso, devemos fazer:

Donde
to ' go(t) > 1

ou

—ly'go(t) < ~1 (3.37)

Observemos que a equagao 3.37 tem a mesma forma da equagao 3.32, exceto
pelas og;,1 = 1, ..., J[0] e pelo sinal negativo em seu lado direito.
O objetivo continua sendo minimizar £y e as restri¢bes ainda levam as relacoes

Voo = 1

J{0]
voo + (—1)2 ZUOi'UOi =0
i=1

que implica em

J[0]
ZUOi'UOi = —vgo = —1
i=1
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Como no caso 1, ndo é necessario reformular o problema 3.7 como minimizagao
de t9. Basta-nos observar que a restricao

J[0]

Z'Uoi =1
=1

em 3.29 é dada por

J[0]
ZUOiUOi = —Upo = —1. (338)
i=1

As demais restrigoes de 3.29 permanecem as mesmas. Entretanto, observemos

que o valor de g§(t) no étimo néo é d*(v) dado em 3.29, pois

g(t) = —(t5) ™" (3.39)
Como devemos ter a igualdade entre os étimos primal e dual, esse ultimo deve

ser ajustado de modo a assegurar a congruéncia:

k=0i=1 Uki

p I o Tkivke -
dw) =1 |T[ [ & (3.40)

Tanto o caso 1 como o caso 2 podem ser resumidos em uma tnica formulagao

com a introdugdo de uma nova funcéo sinal oy, sinal de g3(1). Assim, a restrigéo
J[o

]
vo; = 1
i=1
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passa a ser dada por

J[0]
ZO'(){UQ?; = 0'0(2 il) (341)

i=1

O valor de og é geralmente conhecido para a maioria dos problemas. Mudangas
em seu sinal apenas ocasionam troca de sinal para todas as varidveis duais vg;. Uma

vez determinadas oy e essas variaveis duais, a funcao dual pode set calculada de

(3.42)

k=0i=1 Uki

p Jk } oo

d(v) = oo [H [ o

Essa fung@o dual nos leva & funcao primal, que pode assumir valores negativos
em todos os casos previamente discutidos.

Exemplo

1
min go(t) = — 2 totdty b+t 5t + B5ti iy

11
gi(t) =tf —t3ts >1

tl)t27t3)t4 >0
Primeiramente, observemos que a restrigao deve ser escrita como

11
g1(t) = —tf +t3ts < —1
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Das equagoes 3.32, 3.33 ¢ 3.41, temos
oon=—1; opp=1;, op3=1
on=-1 onp=1 o =-1
co1=2; co2=1; co3=3;

11 = 1, C1g9 = 1.

O valor de oq serd tomado como og = 1. Esse problema de minimizacao tem 5
termos e 4 varidveis primais. Assim, nao ha grau de dificuldade. Pelas condicoes de

normalidade 3.41 e de ortogonalidade

p J[K|

D0 Okitkiuk =0, j=1,..,m, (3.43)

k=01i=1

as restrigoes duais sao dadas por:

—Vp1 + Vo2 + Vo3 = 1
L =0
—Up1 + 5%03 =
—4vg; — vgg +v19 =0
L =0
Vo1 + Upg — V11 =

L, _
—Up1 — Vo2 + 5012 =0

Resolvendo o sitema anterior, obtemos
x _ 2. * __ 1, _
Vo1 =37 Ygz =73y Ups =

* . ko __
v =4 v, =3.

Observemos que o sinal de g foi escolhido corretamente, dado a positividade

das varidveis duais étimas. Por 3.29, temos ainda que:
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*
v = 1.

A equagao 3.41 deve ser satisfeita no étimo:

O valor étimo dual é dado por 3.42:
d(v*) = 38,322 = gj(¥)

As varidveis primais podem ser facilmente calculadas pelas equagoes 3.30 e 3.31:
atotity = 25,548
Gl = 12,774
1
5tity = 51,096
i
t; =4
obtendo-se:
11 = 10,4083 5 = 0,00422

{5 =18,558 i =16

3.2.3 Técnica de Condensagao

Segundo [7], existem trés maneiras bdsicas de se abordar um problema de pro-
gramagao geométrica signomial: a primeira consiste em desenvolver um algoritmo
que resolva diretamente o problema primal [71], [88]; pela segunda abordagem,

aproveitamos as vantagens da estrutura tnica do dual do problema de programacéio

75



geométrica [5], [41], [69], [8]. Finalmente, a terceira abordagem utiliza uma estru-
tura hibrida: modifica e reorganiza o problema primal para simplificar sua estrutura
e assim utilizar a formulagao dual para resolver o primal modificado.

Apresentaremos a seguir uma técnica, sugerida por R. J. Duffin [21], chamada de
condensacao, que tem, como principio basico, transformar o problema signomial na
iteracdo corrente, em um problema posinomial aproximado, ”condensado”, através
da desigualdade a seguir:

Lema 3.1 (Desigualdade entre as médias aritmética e geométrica):

Consideremos v;, escalares positivos e o; pesos positivos tais que

Entdo

ou, fazendo u; = oy,

iu > 1] (”—)a (3.44)

As varidveis u; sdo escalares positivos e a desigualdade vale como igualdade se e

somente se

wj =0y » uj, parai=12...,n. (3.45)
j=1

Assumamos que gg(t) > 0. Introduzindo uma nova varidvel Zy e adicionando a

restrigdo ty > go(t), podemos escrever o problema 3.1 da seguinte forma geral:
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min ¢y
s.a.
gk(t) S Tk, k= O, P
t, >0
Vamos mostrar que qualquer problema de programagio geométrica pode ser
escrito simplesmente em termos de funcoes posinomiais. Consideremos a k-ésima

restri¢ao g (t):

9k(t) = Pe(t) — Qi(t),

onde
Py(t)= > owuit) = colegho dos termos positivos
i IR
Qr(t) = D |owilui(t) = colegio dos médulos dos termos negativos
ekl
onde

ui(t) = o []#5
j=1

JIEIY = {i; om=+1, ie Jk|}

Jk|= = {&; omw=-1, i€ JK|}

CASO 1: 0 =1

Com essa consideragdo, temos a seguinte restrigao:

Pu(t) — Qi(t) <1

que é equivalente a
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Py (t)

onde Qi (t) =1+ Qi(t).
CASO 2: g, = -1

Temos que:

Pr(t) — Qu(t) £ -1

que é equivalente a

onde P (t) = 1+ Py(t).

Observemos que Py, P, Qr, QF sdo funcdes posinomiais. Assim, o raciocinio
é semelhante para ambos os casos. Sem perda de generalidade, consideremos o
segundo caso.

Identifiquemos os termos ();(t) no problema anterior com os u; termos da de-

sigualdade 3.44 e 3.45. Temos obviamente que Q;(t) > 0. Consideremos Q(¢) dado

por:

Qu(t) = Z Qri(t) = Zui(t) (3.46)

onde ka(t) = lakzluz(t) = Uz(t)
No ponto ¢ = %, definamos os pesos do i-ésimo termo no denominador da k-ésima

restricao por
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Q) Qu
S 0n® A (347)

Por uma aplicagao direta da desigualdade 3.44, temos o seguinte posinémio con-

densado:
Qet) > Qult,1) =TT [Qgit)] (3.49)
NQu(D)] 56
Qe(t,?) =11 [ng,ﬂ( )( )J (3.49)
Dai

Qi ()

. - =kilt)
Chi H t;-tk” Qui(t) | @

N J
Qr(t) > Qk(t,7) = H T (3.50)
J
que se reduz a
t ZakaM
Qr(t) = Qu(t,7) (f) ' (3.51)
j

Observemos que na equagao acima, Qk(t by e Zak”Qm ) sdo constantes co-
nhecidas, uma vez especificado o vetor ¢ = (¢1, s, ..., m).

Supondo que ¢ é escolhido vidvel, temos

Py(1) .
om L Wk (3.52)
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Entao, qualquer solugao viavel para

Pi(t)
<1 3.53
Qk(ta t) - ( )
também sera viavel para
Pi(t)
<1 3.54
Qu(t) — (3:54)

No geral, ndo vale a volta dessa afirmagao. E por isso que devemos escolher £
vidvel para o problema original. Em outras palavras, estamos constatando que o
espaco solucao para as restrigoes originais estd totalmente contido no espago solugao
para as restrigoes condensadas.

Resumindo, suponhamos o seguinte problema condensado:

min ¢y

S.a.

(3.55)

Pi(t) S
QD) <1 ¢=1,..,p

Segundo [7], esse problema possui as seguintes propriedades tedricas e computa-

cionais:
1. E um problema posinomial, dado que P;(t) e Q4(t,f) sio posindmios;

2. Qualquer vetor ¢ satisfazendo as restrigbes de 3.55 também satisfard as re-

stri¢oes do problema original, pois

80



Fi(t) < Qi(t)

Qi(t, 1) < Qi(t) (3.56)

Dessa forma, a regido viavel resultante das restrigbes posinomiais condensadas é
um subconjunto da regifo vidvel obtida pelas restrigoes signomiais originais. Assim,
qualquer solugao 6tima t* do problema condensado serd vidvel (ndo necessariamente
6tima) para o problema original.

Observagao: Pela definicao 3.1, podemos entender a Programagao Geométrica
Signomial como uma extensdo da Programagao Geométrica Posinomial. Os proble-
mas posinomiais sao equivalentes a problemas de otimizagao convexa com restricoes
lineares e sdo resolvidos tanto em sua forma primal, como em sua forma dual. Em
relagdo aos problemas de programagao geométrica signomial, os algoritmos primais
mais utilizados sdo aqueles que resolvem as sucessivas condensagoes. Assim,; a busca
da solug@o desses problemas se processa iterativamente através de uma seqiiéncia de
problemas posinomiais, cujas solugoes convergem para pelo menos um ponto esta-
ciondrio do problema signomial (ver [7]). Esse ponto estacionario pode ser entendido
como o primeiro ponto que transforma a desigualdade 3.44 em igualdade a menos de

uma tolerancia, isto é, o ponto serd dito estaciondrio se, para um € dado, tivermos

A diferenga fundamental entre as diversas versoes dos algoritmos se encontra na
forma das aproximacoes posinomiais para os termos signomiais, veja [2], [22], [36],

[67], [68], [71].
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3.3 Referéncias bibliograficas

Nesta secao, apresentaremos uma coletdnea dos trabalhos nas areas afins a
metodologia abordada nesse capitulo. Nosso propdsito, com essa revisao bibli-
ografica, é mostrar que nao temos conhecimento de outro trabalho que resolva um
problema 0-1 sob a formulacao de programacao geométrica signomial. Nao esta-
mos, porém, considerando a extensa produgdo em Programagao Semidefinida e suas
aplicagoes & Otimizagao Continua.

KARMARKAR. [38] descreve um algoritmo de pontos interiores aproximado para
resolver problemas de viabilidade {0, 1}, sustentando que vérios problemas de com-
binatéria podem ser resolvidos eficientemente através de algoritmos baseados na
aproximagcao proposta. Os resultados obtidos provém da aplicacao do algoritmo em
problemas de satisfiabilidade [37], [86] e de set covering [39].

Segundo WARNERS et al. [93], a fungio potencial utilizada em [38] néo se
mostra adequada para problemas combinatdrios de grande porte. Uma das razoes
sdo as matrizes completamente densas, encontradas na resolugao dos sistemas li-
neares envolvidos. Apesar de poder-se utilizar as propriedades para matrizes es-
parsas, € mais vantajoso usar uma funcao potencial que produza diretamente sis-
temas lineares esparsos. Tal fungdo potencial é justamente a modificagao proposta
no trabalho em questdo. Segundo os autores, a performance obtida pela fungao
potencial modificada se mostra pelo menos tdo boa quanto a da original.

MITCHELL et al. [65] apresentam uma revisgo dos métodos de pontos interiores
para a programacgao combinatéria, discutindo, em detalhe, sua relagao com técnicas
para a programacao linear e network, métodos branch-and-bound e branch-and-cut,

minimizacdo de fungdes potenciais nao convexas, técnicas para obtencao de cotas
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inferiores e relaxag@o em programacao semidefinida.

YANG e BRICKER. [97] investigam o uso de algoritmos path-following em pro-
blemas de programagao geométrica signomial, enfatizando a qualidade da solugao
encontrada, em detrimento do tempo de CPU. Essa qualidade é medida em funcgao
do valor inicial da tolerdncia, que decresce durante o processo otimizatério e serve
para comparagao com o valor do parametro da barreira logaritmica, como critério de
parada para o algoritmo. Com essa estratégia, o algoritmo se aproxima da solugao
global, mesmo que lentamente, evitando convergir para étimos locais nas primeiras
iteragoes.

CHOI e BRICKER [13] trabalham com problemas semi-discretos de programagao
geométrica em que algumas variaveis devem ser arredondadas para tornar a solucgao
vidvel. Nesse sentido, apresentam uma técnica para estimar as penalidades sofridas
por esses arredondamentos.

NASCIMENTO e ANDRADE [63] resolvem um problema de otimizagao de um
sistema hidrotérmico através de uma seqiiéncia de problemas convexos com restrigoes
lineares. Os autores apresentam o modelo com a formulagio de um problema de
programagao geométrica e propdoem um algoritmo de pontos interiores invidveis para
resolver a seqiiéncia de problemas convexos citada, fazendo uso de uma fungao mérito
do tipo barreira/penalidade para eliminar os residuos primal e dual e encontrar

solugoes aproximadas proximas a trajetéria central.

3.4 Metodologia de Otimizacao Continua para o
problema 0-1

Nessa secao, apresentamos uma proposta para a resolugao de um problema

misto via pontos interiores. A diferenga principal com relagao aos métodos de pon-
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tos interiores para programagcao combinatdria, apresentados na segéo anterior, é o
tratamento de problemas 0-1 a partir de técnicas de programagéo geométrica sig-
nomial. Nao temos conhecimento de outro trabalho unindo essas linhas de estudo.
Para tanto, é acrescido, a fungao objetivo, um termo signomial, cujo coeficiente
cresce a medida que a solugao se aproxima do Gtimo, fazendo com que as iteragoes
se concentrem préximas do 0 ou do 1. Para essa proposta, ndo temos resultados
téoricos, apenas resultados computacionais (ver capitulo 5 e Apéndice B).
Consideremos a fungéo
w = x”e_(%)m

(3.57)

)

motivada pela expressao da distribuigdo Gama de parametros « e 8 [77], dada por:

1 a—1,5
OV CEIG sex >0

f(z) =

0 sex =0

onde o, > 0, e é 0 neperiano e
o 1
') :/ e Yy dy
0

Tomemos

1+e
2

B=po=

Relembremos o cléssico limite (ver, por exemplo, [21], pp.101)

" ) n \ M

que implica em

g (1+ n)*M
S v M
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Entao, w pode ser aproximada por
-M
:Um
2" {1+ ,
( pe M )

para M > 0 suficientemente grande e m > 0.

Assim, podemos definir a fungao f : IR — IR, dada por

m —-M
f(’E) = fn,m,M(a:) =" (1 + p;]M)

Consideremos agora h : IR — IR, dada por
f(=z)

") =5

Temos naturalmente que A(1) = 1.

Vamos encontrar o valor de n para que h(e) = e.

Queremos
m \—M
e” (1 -+ f’L—M)
h(e) = M =€
Assim,
et M ;M
el = (1+ ’”]\I) (1+W)
(3.58)
= no= 1+ Mhn(1+ 5] - Min (1+ )
Para esse valor de n, vale:
g9(1) =g(e) =1,
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onde

h(z)

9(z) = (3.59)

Proposigao 3.1. Param > 0 e M > 0, a funcGo g possut um unico ponto
critico, =¥, no intervalo (1,e). Mais precisamente, o ponto critico é um ponto de
mdzimo local no intervalo [1,¢e|. Assim, minimizar g nesse intervalo significa en-
contrarz =1 oux = e.

Demonstracao:

Consideremos a fungao real g dada por 3.59:

o(a) = £ (14 2 )

o M

A fim de simplificar a apresentagdo, denotemos

mm
Dpy(z) =1
() =1+ Favi
Assim, temos que:
') = (n— 12" (Dppa(@)) ™ + 2" (M) (D ()™ Figpa™

— (D) (- 1) - %m’”@m»mxﬂ*]

em

M

em que a ultima igualdade é conseqiiéncia da expressao de n, dada por 3.58.

O ponto critico dessa fungao é tal que

:En—2 — 0

(D, ()™ =0

e
1\/[

g (z) =0=

M. ln

- %ﬂﬂm(Dm,z\/f(1’1/’))_1

I
o

1+
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Mas,

xz =0, paran > 2
" %2 =0={ z =00, paran <2

Nao hé solugao para n =2

(D)™ = 0= 2z = o0

para M > 0.
1+Pan m .m -1
Para que M.In % — =2 (D pr()) ™t = 0, devemos ter, como M > 0:
gM 0
I
z™ M m m
(14 555) In i — ™ =0
Po
T+t T
1 PTM m TR
= o |m—-In—S—|2™ =1In_22
oM [ H’,03%1\«1 1+p6"1M
Definindo
em
Yt omm

Bm’]\/[ =m —In 1—T

devemos ter

1+ -2
B m ln M
m 1/ 1

Como m, M,p > 0, se By < 0, nfo existe raiz « € (1,e) como desejado e
se Bm oy = 0, nfo existe raiz real, usando, para ambos os casos, que o logaritmo ¢é

positivo.
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Para Bm’]\/[ > 0:

em
1+ P AL
P M In —0—
1+ e

Bm,M

m L
Lo |

]\/Iln—l—

—_ +p M

r= po Bm M

Mostremos que By, pr > 0:

De fato, supondo

em
U+ som

By =m—In > 0,

pgrM

temos

Para que T € (1, ¢), devemos ter, equivalentemente:

1ym .2 M. [In (14 55) —In (1+ @)] <
Po [ln ( mM) —In (1 + pg"'—M)} Po

ou seja,
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i) [M+ )" [m(1+

(i) [M+ (L)) [m (1+

pg%)—ln(u

m

/JZ)"M> —1n(1+

)| > mG)”

)] <m(g)"

Para simplificar a apresentagio, fixemos a varidvel m e denotemos

’U;l(]\f) =

ue(M) =

v(M) =

w (M) =

we(M) =

Temos que

M+ ()™
M+ (Z)™
(1 + pa
wr (M)v(M)

Ue(M)v(M)

)—ln(l+ﬁ>

em

—~Inf{1
pB“M> n<+

essa Ultima obtida pela regra de L’Hopital. Assim,

39

' = m
i wi(M) = %

lim wo(M)= m"
M——>0+ Po




isto é, as expressoes (i.) e (ii.) valem com a igualdade no limite M — 0, para m
fixo.

Calculando as derivadas, temos

uwi(M)= 1
u,(M)= 1
/ | —e™ 1 _ pr(1—e™)
V(IM)= 4 [ e T ngM+1] = (pan]\ﬁf-llj—em)(p:)"M+1)
e, conseqiientemente,
! — em 1 1\ym per(1—e™)
wi(M) = (1 + P’o"M) —In (1 + pg‘M) + [M+ (55) ] (AT o) (o M)
. e™ 1 1—e™
=In (1 + pB"M) —In (1 + p’o”M) + PG"Me-Fem
! — m 1 m pgH(l—e™)
wh(M) =10 (14 g5) — I (14 ggtr) + (M + (G507 temiapmrm
. e 1 1—e™
=In (14 55) —In(1+ ) + Py
Da expressao para wy, temos:
_ pgH(1—e™) (1—e™)pg
wi(M) = GrariemGriT) ~ Gpiieny

_ (M) (1—e™) — (o M)l (1—e™)
(P Me™)2 (g M+1)

L (em1p
T ML (o8 M Ae™)

2 <0

Além disso, temos,
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1 1+ -2
lim w; (M) = lim |M+ — 1n__/’1oi
o (1—e™)
= lim (PeMte™)(og M +1)
M—co — 1 T
(M+5ar)?

=M M + 1)
Moo pf*(pfM + em)

mo o — 1
> g IV}E)%+ W (]V[)

onde a terceira igualdade é obtida pela regra de L’Hépital;

1)

lim wi(M)=m+
]\4—>0+ em

param >0 e
i w4 (00) =0
Conclui-se que a desigualdade (i.) é verificada para todo para (m, M) positivo.

Analogamente, a partir da expressio para wl, temos:

(BM + D)oL= ™) — (M + e™pp(l—c™) o (em—1)

wh (M) = _ _
(M) (M + &) (o M+ 1) M+ e (oM 1 1

.. " . p
que possui sinal positivo, pois e 78 o > 0.
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Mais ainda, como

I

em I+ srnzb\/[
i M) = lim |M+ —|In—2"
i, welM) z\?inoo[ +p6”:| e LM
(1]
P (1—e™)
=A}1m (pg* M€ )ipo M)
— 00 _—1—(M—|—Zf{?—)2
— em—1
2

1))

3 ! — im_p_om o mY _ M
A}E%ere(M)—m—l—(pO) (e) l—e™=m+1-e"<0

param > 0e

lim w,(M) =0
M-—o00

a desigualdade (ii.) é verificada para todo para (m, M) positivo.
Portanto, T é o ponto de maximo do intervalo (1, e).
Os graficos a seguir ilustram a conclusdo sobre (i.) e (ii.), onde py = t¢. Para

facilitar o entendimento, passamos os termos do lado direito das expressoes para o

lado esquerdo.
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Grifico 3.2 — Ilustracio da negatividade da expressao (ii.)
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Estendendo para o IRY, consideremos ¢ : RY — IRY, dada por

9(z) = (q1(z1), 92(22), ..., gn (W)

onde g; : IR — IR. Podemos formular um problema de programagao geométrica da

seguinte forma:

N
min H gk(zx)
k=1

S.4a.

zp € [le], Vk

em que a solugdo 6tima serd um ponto extremo do intervalo [1, €|, para cada k €

1,.., V.

PIREET

Explicitando o valor de g2, temos

s.a. (3.60)

zi € [1, €], vk

Em principio, esse nao é um problema de programagao geométrica devido ao
termo entre parénteses. No entanto, podemos transformé-lo em um problema de
programagao geométrica signomial da seguinte forma. A vantagem de tratar proble-
mas 0-1 sob a formulacgao de programagao geométrica é a facil adaptacao da fungao

3.57 como um termo signomial.

2Tanto na apresentagio da metodologia, quanto no desenvolvimento dos célculos, desconsider-
amos o denominador f(1).
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min H :1: _M

S.a.

(3.61)
T € []_, 6] Yk
—% +yp <1
pois o problema, com a substituicao de (1 + ) por Yi:
min H Ty
s.a. (3.62)

Ty € [1,6], VEk

14
Y =14 oM

¢ equivalente a 3.61. De fato, mostremos que o multiplicador da restricdo em questéo

é positivo:

L(il? y,,u,@ )‘ H,En ! _M_'_Zlu'k T — € +Z€k(1—$k)
k=1 k=1

T ivj Ae(— ff:n )
P M

é a funcao de Lagrange associada a 3.61. As condigdes de ortogonalidade explicam,

em particular, que

_]V[x;‘l, yjl\/[ 1H$nl —M A =0
k#j

ou
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— A1, —M-1 n—1, ~M
Aj =Mz y; = 've™.
k#j

Claramente, como z > 1, Vk, a hipétese de absurdo de que A; = 0 levaria a que
alguma componente de y fosse ilimitada. Entretanto, temos, do segundo conjunto
de restrigoes,

m mn

xr e
o =1 k< k
W=t e = opa

e, portanto, A\; > 0, para todo j.
Usando a técnica da condensacdo, vamos encontrar as restrigdes posinomiais

condensadas para cada restricao signomial de 3.61:

m
Tk <l — — <

T om i
piM 1+ pz)“kM

Substituindo o denominador conforme técnica de condensagao apresentada (ver

equagoes 3.54 e 3.53), temos que se valer

5 m Ok

1 8\" (=
" (—) ] <1 (3.63)
(3) i

que pode ser escrita como

m —0
=5 A
(6)°(64)% (p—-—m’;\{J v <1

0

também valers
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Yk

1+i
oy M

<1

Assim, podemos escrever o seguinte problema condensado:

N
min H g g M
k=1

;' <1 Vk

%ﬂik < 1 Vk

(85 (50)% (B ™y <1 Wk

oM
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3.5 Metodologia aplicada ao Problema de Teleco-
municacao Sem Fio

3.5.1 Técnica de Condensagao

Consideremos o modelo 1.3:

N N M
mianiz_i-F C. ZZ@}‘
i=1

i=1 j=1

N
> ayTy > 1
i=1

M
> 6Ty < Az
=1

(3.65)

M
W h;pij — (Z aixhkDE + Y asjhtp_st) YTz — MW 2> 0
k#j s#i t=1

Definamos Vz, V7,

Z; = €7,
ZU,,;j = 6f'j,
pij = P,
Tij = eﬁ

Relaxando as varidveis inteiras no intervalo [0;1] e usando propriedades ele-

mentares do logaritmo, o problema 3.65 pode ser escrito como
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min In (H #]1 HpS)
i i j

S.a.
Inz ] T <Inl Vi
J
1I1H:U;jaij <Ine! Vg
i
Inz ' <Inl Vi
Inz <lne Y4
(3.66)
In a:i_jl <In1l Vi, Vg
Inz;; <Ine Vi, Vg
—P; C
Inpy;.z;; 7 <1Inl Vi, Vg
lnpi_j1 <Inl Vi, Vg
Inzd r7l <Inl Vi, Vj
llivij T'L] -~ n 7’) .]

+lnp;"M <0 Vi, V)

M
In ’I“,Z;J [ln (e”“W. H pf,f:’“h’“. H Hpg,fjht)

k#j s#it=1

Como o logaritmo é uma fungao crescente, o problema pode ser reescrito como:
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i

minHzf".HHpg-
i J

s.a.

7 M [ <1 Vi

J
e. Hmi_ja” <1 Vi
i

zi_l <1 Vi

%zi <1 V4
z; <1 Vi, Vg
o <1 Vi, Y
pij-xi_jpj <1 Vi, Vi
pit <1 Vi,V
a:gj.rigl <1 Vi, Vg

+lnp; "M <0 Vi, V)

M
e Tt T T

ki sAit=1

(3.67)

Observemos que apenas mantivemos o tltimo conjunto de restrigoes sob a forma

logaritmica, como em 3.66. Como suas restrigbes sao nao-lineares, escrevé-lo na

forma de um problema de programagao geométrica (ver (PPG) no apéndice A) ex-

ige mais trabalho. Necessitamos da aproximagao

Inz =¢*(z° - 1)
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para ¢ suficientemente pequeno®. Fazendo

M
_ w ;b 0.g5ht
05 = e ] i 1] 1] pst’
ktj sit=1

podemos reescrever o conjunto de restrigbes em questdo como

e (157 = 1) (05— 1) + e (o7 — 1) <0

-2, &% ne —2, EYj —2pe -2 —1, —€Wh; -1
—1,5% pe -1 —eWh; 1,8 —1pe
—1,.8Y ge -1 —eWh;
e O e L.
i Pig <4 (3.68)

—1,.57i —1pe -
£ Tij +e€ 9” + 1

Pela desigualdade entre as médias aritmética e geométrica 3.44, temos que

E_llra')'j + 6'195 + 1> (Lg_lrﬁ'ﬁ)wj (ig'les )ﬁij (i) " (3 69)
ij g T2 | ==& Ty ==€ Uy = -

Olij

para Qj, ,—Hi—j, E nao negativos tais que
Qi+ B +0;; =1 Vi,Vj,

Mais ainda, pela condigao 3.45, se

— EY4
€ l,r."y]

@7 = i ] 3.70
ij 6_17“,?] +e7105 + 1 (3.70)

—1pe
e 05

= T 10 )
evlr” +e 05 +1

Bij (3.71)

3A demonstracio dessa aproximacio é imediata com o uso da regra de L’Hopital.
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— 1
57;‘ = a7 3 372
Toerg 4 e105 4+ 1 (872)

a inequagao 3.69 valerd com a igualdade, isto é

e 1 N1 P 1\%
ey + 8_19% +1= <&;6'17‘?’> (?6_1%) <5:>
i ij %,

Portanto, para ag;, ,6_” e E satisfazendo 3.70, 3.71 e 3.72, respectivamente, se a

desigualdade

i 74 Pi <1 vivj (3.73)

for verdadeira, teremos o conjunto de restrigdes 3.68 satisfeito (ver Técnica de Con-
densagdo na segfo 3.2).

A inequagao 3.73 é equivalente, Vi,V74, a

—1_&%i ne -1 —eWh; —@i;v; p—€Pij

)

1 pe(i-By) (-G —1 p—€Bij _ —€057; ~eWhj pn—eBy;  —€07;

onde

Ty S i
K— E( I ﬂ“).aij ”.,67;_7' (5”
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Portanto, o modelo 3.67 pode ser aproximado por:

mmHzf‘HHpg
@ i g

S.a.
A e <1 v
J
e[z <1 vi
i
la <1 v
3.74)
Loy <1 Vi, Vj
-P; AL
PijeTy 0 =1 v
a:,f}j.'ri;l <1 Vi, Vi
K.em G5 gt g g oot g g
+Kpy T < Vi, Vj

ik V. sih
com ;5 = €™V T]j; ol Mo 112 ps ™
3.5.2 Heuristica 0-1

Objetivando a integralidade das varidveis z e z, aplicamos a heuristica de-
senvolvida na segdo 3.4 (ver 3.61) ao problema 3.74. Obtemos, assim, o seguinte

problema de programagao geométrica signomial, onde o > 1:
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minHzfi.HHpg+a.f(1)_ﬁ_mﬂzf Ly M HHm i
i i g

%

S.a.
A H M Vi
e ngjai] <1 V3
zt<1 Vi
iz <1 Vi
z; <1 Vi, Vg
%xij S 1 V’L,Vj
< 1 Vi, Vj
DijTyy < 7,V]
pi; <1 Vi, Vj
mﬁj.rigl <1 Vi, Vg

_1 pe(l-Bs5) , e(l—a)v; —1 g—€Bij €5
K.e™.0; T + Ke .0, 7y

K p 0 T < Vi, Vj
—{%%nTZM +y <1 Vi
f::jw +yy <1 Vi, Vj
(3.75)

Observagao: O parametro «, de valor inicial igual a 1, cresce & medida que
a solucdo posinomial se aproxima da solugao signomial (ver algoritmo ASIG), de
modo a aumentar a ponderacao da fungédo inserida e alcancar a tolerancia desejada

para a solugao.

104



Podemos ainda favorecer uma das varidveis inteiras. Como se trata de uma
heuristica, em que os valores do pardmetro m séo testados computacionalmente, na
busca do melhor deles, podemos definir um valor de m para cada varidvel, dando
maior peso aquela que atingiu valores mais afastados de 0-1. Dessa forma, o segundo
termo da fungéo objetivo do problema anterior se divide em dois termos, para obter-

mos o seguinte problema signomial:

i

min [ 28 [[ T 25 + e FQ); Y [T ™ + e fQ); M ] Lot yig™
3 7 i i 7

S.a.
zi_Ai H’cfj” <1 V4
J
e. Hxi_ja” <1 \Zi
i
zt<1 Vi
%zi <1 Vi
zi_jl <1 Vi, V4
i <1 Vi, Vi
pyay? <1 Vi, Vj
p;jl <1 Vi, Vi
gt < 1 Vi, Vj

—1 ge(1-Bi5) e(1—a5)y; —1 g=&Pij , —T57;
K.e .0, T + Ke 0,y

—eWh; n—eBiy; —€; C
FE G TR < Vi, Vi
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K115

—,,fn—M +y <1 Vi
S by <1 ViV (3.76)
Po
onde m, e m, sao os diferentes valores para o parametro m.
Nesse ponto, precisamos condensar novamente o problema, desenvolvendo as
duas ultimas desigualdades. De 3.64, temos, para cada iteragao signomial, o seguinte

problema primal de programacao geométrica posinomial:

min [T 2% T TG + o f ;Y T124 ™ + e O T T 2ty ™
i i g i i J

s.a.
i[5 <1 Vi
J
e[z <1 Vg
zt <1 Vi
1n<1 Vi
z; <1 Vi, Vj
%mij <1 Vi, Vg
pij-xi_jpj <1 Vi,V
pi; <1 Vi, Vg
mg".ri? <1 Vi, V7§
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—1 pe(~PBiz)  e(1-T7)v; ~1 p—€Bij €T
K.e™".0;; Tij + K.e™ .0, 77y

—eWh; ,—eBi; —€0iv4 C
+K.py; o 70Ty <1 Vi, V5
3.77)
NS Pis —0; . (
BF () (spem) wi St Vi
=5 zme \ 0 C
(6)°(8:5)% <p0m—]1\_r> yig <1 Vi, Vj

onde m, e my s8o como em 3.76 e Ty, ,B_ij, E (embutido em K), d; e d;; s@o os

coeficientes da condensacao.

Consideremos
3SN4ANM o
@) =Y (coef)n I ™, k=0,1, -, 5N+M+10NM  (3.78)
heJik] =1

onde (coef) € B3+5W+M+8N M ¢ dado por
p

i . '

af ()N

afz()™N
MFxa
(a7 xs
Mwxa

()5

(1)NJ\/Ix1

(%)
€/ NMx1

(1)N1\/I>(1
(1)N1\Ix1

(1)NA/I X1

(I(.e_l)_
NAMXx1

(K.s_l)_
NMx1

(I()Nl\r[x 1

V8 (5.104 (o= &;
(®F @i tag=pye)_

535 (5181 (o™ AFYO4
QORGSR M
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Joj={1, 2, 3}, Jk={k+3}, k=1, -~ ,5N+M+10NM (3.79)

e a matriz Ay, € RETONFTMALONM o [pSNFANM. g g expoentes é dada por

(e )y wwar ©) ywar (ORI s ©) i war
(=1~ )y war ) war (0)1xﬁ+W (=) O, N war
(O (= 1)y war O,y 7ar O, ywiwmr (O — D) mowA
Bdww Az war x5 war O wwr O Fuwywa
(Ozrcw —(A)gr T (O57  ~wr Ozr«war (37 N+ war
~Dyxw O war Ox war OYwxwar O F wywm
Dyxw % war (Ow«7ar Oy var (OV% N+ VA
Omarxw DOuwrswwr Onwrwnr Onarxwwr (O rr W4V AE
OFar«w D Nar<Var Owrrxwar O%wrxwar OYNarxw+ww
Ommxw  ~Pwarxwar Dwwexver Onwrxwsr O v % A v
O xmrxw Onarxwar Dumrxwawr Onsr«war 05 v W iy v
Omrxw Bidwmxwar  Dumrxwar Onaixwar O v ¥y v
O Farxw Oxmxwm  Eowasww EOmmww O v Vi vd
Ommrxw Owmxwar Fodwmxwar Fowmrswwr O ar W4V
OYimrx® Onmrenwmr Edwmswer Edwwrwar O xmr Wi 7oT
Sy O w7 O N war OY%war (@ ONF iV
L O)xmxw Gy v (O) 77 7T (O) a7 NAT ((0) (I))'ﬁxﬁ_*_m |

onde

(0) é a matriz nula nas dimensGes indicadas;

(I) é a matriz identidade nas dimensoes indicadas;

(¢;) é o vetor dos custos de instalagdo das ERBs;

(C)1ixnm é o vetor do custo da poténcia de transmissio, constante para todas as
quadriculas;

(n — 1) é o vetor de coordenadas constantes e iguais a n — 1 nas dimensoes
indicadas;

(M) é o vetor de coordenadas constantes e iguais a M nas dimensdes indicadas;
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(A;) é a matriz diagonal das capacidades das ERBs;

(A1) é dada por

I (a1;)
(Ag) é dada por

[ diag(ai;) diag(ay;) --- diag(ai,) ]

onde diag(a;;) é a matriz diagonal, cujos elementos sdo os elementos de (as);

(P;) e (R;) sdo matrizes cujas diagonais sdo os vetores I; e R;, repetidos N
vezes;

(Ef:) e (EF) sio as matrizes dos expoentes das varidveis p e r, respectivamente,
para cada um dos trés termos k, no conjunto de restricdes de QoS condensadas,

dadas por:

0 e(1—B12) -+ (1 —Biar)
(1 — B21) 0 coe el Banr)
By =
e(1—-Bn1) e(1—Bn2) - 0
0 el —aiz)y2 -+ e(l—oqanTm
e(l—aa)mn 0 soo e(l - TM
Bl =
el—anyi)n eQ—an2)rz - 0
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0 —ef1z -+ —&Bin)

—&f21) 0 cre —eBam)
2
Ep =
B PR o
0 —£012)72 cee —ERAIYM
—E021)71 0 see —EGZAN)YM
B? =
—€XNMIVM ~ —EONMIYM " 0
—eWhy —efi2 see —efinr)
—&f21) —~eWha .-+ —efapg)
3 _
Ep =
—&eBN1)  —€Bn2) - —eWhyy

e B2 = E2

Assim, podemos escrever 3.77 na forma de (PPG) (ver apéndice):

min go(t)
S.a.
ge(t) <1, k=1, .., 5N+ M+8NM (3.80)

O problema dual de programacgao geométrica associado é dado por:
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max u(x)
S.a.

=1
2hesio) Th (3.81)

34+5N+M+8NM _
dohed Ay, =0

= JR§_+5N+J\4+8NJ\/[

onde

u@) = ] I

h=1 k=1

34+5N+M+8NM ( ( coe f)h) Zh SN+ MA8NM

Zh,

>\k: Z Th

hed[k]
J[k] é dado por 3.79

3.5.3 Existéncia de Solugao

Nesta parte do capitulo, provaremos a existéncia de uma solugao étima para o
problema 3.80. Para tanto, faremos as seguintes hipdteses, considerando os valores

da tabela 6.1 (essas hipSteses foram levadas em conta na simulagéo):

e O nimero de ERBs é no minimo igual a 2 e no maximo igual a 8, isto é,

2< N <8;

e O ntimero de quadricuals é no minimo igual a 2 e no méximo igual a 24, isto

6,2 < M < 24,
e Cada ERB deve cobrir, com sinal minimo para a comunicagao, pelo menos

60% e no méximo 70% das quadriculas, isto é, 60%M < > ay; < T0%M,;

7
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e Cada ERB deve ter capacidade de cobrir pelo menos 90% das quadriculas em

que seu sinal chega com o valor minimo desejado para comunicagéo, isto é,

o Cada quadricula deve receber sinal minimo para comunicacao de pelo menos

70% do total das ERBs, isto ¢, » _a;; > T0%N;
i
 Pnin = me{PJ}, Prgz = mja*X{Pj},
Runin = min{ R}, Rinao = max{1;},
Pomim, = H%jin{hj}, homaz = mjax{hj},
Yrin = 10I0{Y; }, Vimao = max{7; }.
Proposigao 3.2. O problema 8.80 € superconsistente (ver apéndice A).

Prova: De acordo com a definicdo A.1, devemos mostrar um vetor das varidveis

que satisfaga a condicao de Slater. Tomemos o ponto

= (Z'LQ) m'(i)jap'(i)ﬁrr%) y?; y%) € B2N+4NM (382)
onde
z) = L;)e% Vi
0 4 . R
Ty = es Vi, Vj
Prin

p?j = eNM-1 V’i, Vj
T = eftmaz  \f5 Vg

¥ o=y = 1 Vi, Vj

Vamos verificar que esse ponto € interior vidavel para todos os conjuntos de res-

trigoes de 3.77:
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1. Capacidade das ERBs:

—A; A
2z 1 7
J

2. Cobertura das quadriculas:

e.Hx?;j =

7

IN

IA
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3. 2, z3; € (1,e) séo facilmente verificados;

4. Poténcia de transmissao maximas:

e - A
Pij-Zy5 = eiNM-1 |[g5
Prmin
< eNM-1 ¢ g Pmin
P
JNin .
= eNM-1 5 Pmin

— e—'llgpmin
< 1
o)1
5. Como Py, > 0, obtemos (pij) <1;
6. Taxa de transmissao minimas:
R: _ 4 R; -1
QIZJ]T'WI = (65) 7 . (6-&”&1)
RTTLG:E
S (eé) 'e—B/ma:v
— e~ % Bmas
< 1

7. Qualidade de servigo:

Como os coeficientes da desigualdade entre as médias aritmética e geométrica

sao tomados de modo a garantir a igualdade, podemos verificar que ¢ é interior
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vidvel, para e suficientemente pequeno, usando a restrigéo original:

WhjpZJ

Z a'zk;h'kp'l.k -+ Z S 7é Z Qsj h’tpzt + 770W
k#j

— Vil

Wh, —min
NM 1

P
Z aiphpy———— + ZZ@S ht——~ + oW
pary N]\éf—l pary it TVNM — 1

Why
> (NM~1)homaz+moW 733””““"

> Whmin _ .
= (NM 1) hmas+0W Vi Fmaz

_ 1250.0,23 .
— (192—1)0,26+106.1250 0,7.8,1

>0

8. Como 2),m,, po, M > 0 ey = 1, temos imediatamente que

@

po = M

+y0<1

O mesmo vale para o conjunto de restrigdes envolvendo z.

Portanto, por definigdo, o problema primal 3.80 é superconsistente.

Observacgao: Para a existéncia de uma solucio étima (Teorema A3), necessi-

tamos da consisténcia e a canonicidade do problema. A proposigédo anterior prova
que o problema é superconsistente e, portanto, consistente. Como todas as colunas

da matriz A possuem termos positivos e negativos, basta-nos provar que o sistema

linear

yA =0,y > 1,
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possui uma solugao y vidvel (ver observagao seguinte & definigdo A.2) para termos
sua canonicidade (esta também pode ser garantida pela boa formulagéo do problema,

ver definigio A.2 [70]).

3.6 Metodologia aplicada ao Problema de Otimi-
zacao de Carteira de Investimentos

3.6.1 Técnica de Condensacao

Counsideremos o modelo 2.12:

N
max [py 3 Rz
i=1

N N
—pa ( DU + > > 7;DU;z;DU;CORy (i, j))]

i=1 =1 jAi
s.a:
N
> Ty < Cy
i=1
bis <7 < CoWi Vi
T € Ry; 7 € {0,1} Vi

onde R;, DU; e CORy (3, j) sdo dados previamente calculados, obtidos de amostras
de retornos passados dos ativos.

Considerando a varidvel 7; no intervalo [0; 1}, podemos relaxar o problema como:
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N N
min [pg ( x—fDUiz + ZZEDUix_jDUjCORU(i,j)>

im1 =1
N
-m Y R
=1

S.a:

N
STy —Co <0
i=1

(3.83)
T+ b7 <0 Vi
Z, — Coy; <0 Vi
-7; <0 Vi
7 <1 Vi
-7 <0 Vi
Definindo, V4,
z; = €%,
yi = e¥,

e usando propriedades elementares do logaritmo, o problema 3.83 pode ser escrito

CcOomo
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i=1 i=1 ji

min {m (i DU? (In;)” + i\’: > DU;DU;CORy(3,7) (Inz;) (In x]))

N
—p > Rilnz;

=1

S.a:

Z (Inz;) (Iny;) —Co <0

i=1
‘ iyl <1 Vi
zy® < 1 V4
;<1 Vi
oy <1 Vi
yi <1 Vi
)
min to

S.a:l

{p2 (i\’: DU? (In ) + g: > " DU;DU;CORy(i,7) (Inz;) (In :z:]))

i=1 i=1 jAi
(3.84)
N
—P1 ZRZ 1Il$i - h’lto S 0
i=1
N
> (Inz;) (Iny;) — Co <0 (3.85)
=1
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gy <1 Vi

iy <1 Vi

;P <1 Vi
(3.86)

Ly <1 Vi

_1 .

y, <1 Vi

L'<1 Vi

Neste ponto, resta-nos transformar 3.84 e 3.85 em restrigdes posinomiais. Para
tanto, usaremos a técnica de condensagao, apresentada na segao 3.2:

Para o conjunto de restrigoes 3.85, usando a aproximagao
Ing =¢e (2t — 1)
{emos:

N
ST (afy; — a5 — i +1) < Co
1=1

N N N
= Ze_%,fyf — z e %zf — Ze_zyf +e72N < Cy
=1 i=1 i=1

N N N
= Y e zfyi+e N < STeat+> ety + Gy
i=1 i=1 =1

N
Ste by + e °N
=1 <1 (3.87)

— N N
et + > e tyi +Co
=1 i—1
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Pela desigualdade entre as médias aritmética e geométrica ?7eql8), temos que

3

N ) N ) N o/ q \ o) 1, of 1 o
2 24 Gy > T [ =e2as) (e —0) 3.88
;a 8 +§6 yE+ Co > Z:H1 <a15 mz> <a26 Z) (a3 A (3.88)

! %

3

para a;,a2 e @® nio negativos tais que

N
(a} + ozf) +ad=1.
=1

s

Mais ainda, pela condigao 3.45, se

e 2zt

o =— — : (3.89)
doeai+ > ey + Co
i=1 i=1
—2,,€
o = — -5 (3.90)
doeai+ > e tys + Co
i=1 i=1
e
C
o = — = (3.91)
e+ > ety + Gy
i=1 i—1
a inequagao 3.88 valerd com a igualdade, isto é
a1 aZ (13
N72€ N—25 i 1—261’ 1—25Z 1
Soe a4+ ety + Co= ] | =& %5 —e 2y —Co (3.92)
i=1 i=1 i=1 \% @ &
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1

Portanto, para o, o e o satisfazendo 3.89, 3.90 e 3.91, respectivamente, se a

seguinte desigualdade for verdadeira

N
> e 2gfyf + e 2N

— =L — 5 <1, (3.93)
1 —2,.€ ‘ 1 —2, € ’ 1

H —16 .'L’,L —Ef Yi —100

i=1 \% o 4%

teremos a restricao 3.87 satisfeita.

A inequagao 3.93 é equivalente a

3

N N —a% 1 —a? 1 —
(Ze 2zt + 6”2N> I ( g2 5) (Ez-:”yf) (—100> <1 (3.94)
i=1

i=1 i Q;

N N 1 —a} 1 —al? 1 I
S el (be)  (2e) (o)

=1 i=1 4

1 —al 1 —a? 1 —al
8_2N <_ -2 6) <_€—2y;-:> <_OO>
ZH1 i Bi 0

.

(3.95)

vy

J=1

<1

Para a restrigdo 3.84, temos:
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(ZE (25 — DUZ—I—ZZ]V[”&‘ 2 (x5 —1) (mj—l))

i=1 j#i

N
Y R (@ - ) — e (- 1) <0

N
& {Z‘S 2DU2$E+ZZMU5 *(afo +1)+] +p1Y Re P 4e!

i=1 j#i i=1
N
< p2 Zs DUz + zzMzﬁ z; +25) | +p1 2&5_21‘5 + e g
i=1 j#£i i=1

N
+p1 E R,L‘E_z +et

i=1

N N
P2 [Ze QDU,?‘JC? + Z ZMije_Q(acfa:§ + D)+

=1 joi

s

! <1 (3.96)
N N
pa |> e *DUE + Z > Myje (a5 + :cj)] +o1 > Rie a5 +e Mg

i=1 =1 j#i i=1

onde M;; = DU;DU;CORy(3,7). Pela desigualdade entre as médias aritmética e

geométrica 3.44, temos que

N
+p > Rie %xf +e g >
i=1

P2 [28_2DU2+ZZMW‘E i +z5)

i=1 j#i

X o} I s 8
II i —2,2) ¢ (1 —2 |||| if1 —2 e\ ¢ 1 _1e
(Epze DUi) (ﬁ—zpl(l-i—ri)s z: ) (—pz]\/[ e 255 ) (szMijs z:j) (ﬁ—ss to>

i=1 i=1 jAi
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para Bf, B2, B2, Bf e B2 nio negativos tais que

N

S (B + 8+ 8+ 6+ 5°) =1

i=1

Mais ainda, pela condigao 3.45, se

-2 72
P2E DU
[E “2pU? + Z > Myje?(xf + a:j)] +p1 > Rig %af +e7g
= i=1 j#i i=1
v N H "
P2 Za 2DU2+ZZMWE (a5 -+ 25) ) +p1Y  Rie” 205 e g
% i=1 j#£4 i=1
Mije2as
g = P270ige T — . (3.100)
P2 Ze *DU? + Z Z]\L]E 5 +a5)| +;m Z&a_sz +e e
=1 j#i =1
4 p2Mije~2x§
= —rr - i — ., (3.101)
P2 [Z e DU+ 2 M~ (zf + mj)} +m ZRia_%:f + e g
i=1 i=1 j7i =1
—1t8

(3.102)

i=1 j7#i

8 =
P2 {Za ZDU2+ZZMUE (2 +$E)jl +,01ZRL€ zf + e 5

a inequagao 3.97 valerd com a igualdade, isto &,
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N
P2 Ze pu? + ZZN[ZJE (zF +25) | +p ZRﬁ_%? +e 5 =

i=1 j#i i=1

o —2 552 & —2_e 7 —2_& # 1\
—p2e “DU; .01(1 +ry)e 2af —5paM x; —PaMije “x; —E& ig
H 8} B2 ﬂ3 B I 65

i=1 i=1 j#i

Portanto, para 8}, 62, 82, Bt e 87 satisfazendo 3.98, 3.99, 3.100, 3.101 e 3.102,

respectivamente, se a desigualdade

N
P2 [E e*zDUfg;E_f. E E Mije™ (:cfa:j—}-l)] + p1 E Rie™

i=1 i=1 ];ﬁz

N 1 3 4
1 B (1 B 1 B3
-2 2 —2, e -2 _E
(—lpgs DUi> (_Zle 5 > ( 3p2M,,]e zi) (—4p2Mije Ij)
I 11 Bl 82 l [1 LI 8
i=1 j#i

for verdadeira, teremos a restrigdo 3.96 satisfeita.

Assim, o modelo 2.12 na forma condensada é dado por:
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min ¢

S.a.
N N N
P2 Zs_zDUZ?If+ZZN[ij€_2(zf$§+1) +PlZRiE_2+5_1
i=1 i=1 j;lé\: i=1 <1
1 2 3 4
1 By 1 PN 1 2 NP/ s N\ P g5
1 G o) (gone )| [ETTL Gaor)? (o9 G
i=1 =1 j#i
l 1 —el g o I ro —al o gy oy —e?
S [ T ) ™ ) i) ] o TT () () (1)
i=1 2=1 * j=1 i=1 *
o7l <1 Vi
i Y =
C .
2y P <1 Vi
z;7t<1 Vi (3.104)
Ly <1 Vi
e T =
-1 .
y, <1 Wi

3.6.2 Heuristica 0-1

Objetivando a integralidade da varidvel y, aplicamos a heuristica desenvolvida
na secao 3.4 ao problema 3.104. Obtemos, assim, o seguinte problema de pro-

gramacao geométrica signomial, de acordo com as restri¢oes 3.103 e 3.95:
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min g

s.a.
N N N
P2 Zs—szfa;i + ZZMija“z(zij +1)| +p1 ZRiE_Z et
i=1 i=1 j#i i=1 <1
N 1 2 N 3 4 -
6} B2 I3 12 5
H (ﬁilpzsszUf) (ﬂ%leie,me) HH (%pgl\/lije_za:f) (%pzMﬁs*zz?) (ﬁ%e_ltg)ﬁ
i=1 * N i=1 j#i i *
N N N N
—2 e = 1 2« el -2 ¢ —=i (1 - —2 1 2« e -2 ¢ =i (1 et
Z £ a:jyjH EE z; EE Y ECO +Z e N.H Ea T Es Y;i ECO <1
i=1 i=1 " j=1 i=1 N
zilyh <1 Vi
o .
iy, <1 Vi
7t <1 Vi
(3.105)
Ty, <1 Vi
gt <1 Vi
R— ym .
o +7, <1 Vi

Como para o problema de telecomunicagao sem fio, precisamos condensar nova-
mente o problema 3.105. De 3.64, temos, para cada iteragao signomial, o seguinte

problema, primal de programacao geométrica posinomial:

min g
S.a.
N N N
p2 E 572DU,Z2:1:§ + E E M,:jsfz(zfz;: +1)| +p1 E Ris_2 +E_1
i=1 i=1 j#i i=1 <1
N 1 2 N 3 4
B; B; B; B; 5
1 o oN\Pi /1 2 N\ 1 2 NP1 s\ EEPRY:
l I (—ﬁ—il-pgs DUi) (ﬁ—izleie g H I I ﬁ—gngijs z; EpzMijE z; (1?5-6 tg)
i=1 i=1 j#i
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7y < 1 Vi

ziy <1 Vi

;1 <1 Vi
(3.106)

sl Vi

yt<1 \

3.6.3 Existéncia de Solucao

Nesta subsecdo, apresentaremos as proposigoes relativas a existéncia de uma
solucdo Gtima para o problema 3.106. Para tanto, precisamos das seguintes

hipéteses:

e O ndmero de ativos candidatos & composigao da carteira é no minimo igual a

dois, isto é, N > 2;

e A ponderagdo minima de cada ativo na carteira varia entre 0 e %, isto é,

C
0<b¢<ﬁo.

Proposicao 3.3. O problema 3.106 € superconsistente.
Prova:
Consideremos o ponto

t= (3,4, %) € RV (3.107)

(3
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onde

10 =0,6, Vi
70 =1, Vi

Vamos verificar que esse ponto é interior vidvel:

1. Disponibilidade de Capital:

N N
dmyi= > b.0,6
=1 i=1

< N.£.0,6
< Co
2. Ponderagao Minima:
> bZO,G
= by
3. Ponderagao Maxima:
T = bi
< %
G
< ¢
< (p.0,6

4. A positividade de z; é, assim como a limitagao de 3; ao intervalo (0;1) s@o

imediatas;
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5. Como ¥, m, po, M > 0 e 7;° = 1, temos imediatamente que

porM T T

Portanto, por definigdo, o problema primal 3.106 é superconsistente.

Observagao: Como relatado anteriormente, sdo necessarias a consisténcia e a
canonicidade do problema para a provar a existéncia de uma solugo étima (Teorema,
A3). A proposigdo anterior garante a consisténcia. A canonicidade serd suposta

baseada na boa formulagéo do problema (Ver defini¢io A.2 [70].
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Capitulo 4

Metodologia de Decomposicao
Lagrangeana

4.1 Preliminares

Neste capitulo, apresentamos uma metodologia de relaxagao e decomposigao,
conhecida por Decomposigdo Lagrangeana, para o modelo nao-linear 1.3. O obje-
tivo é particioné-lo em subproblemas de menor porte e de resolugdo mais simples.
O caminho escolhido foi a introdugéo de uma varidvel auxiliar y;;, que permite a de-
composicao do problema em trés subproblemas: dois deles envolvendo as restri¢oes
de localizacao de ERB e cobertura da regifo e o outro envolvendo as restrigoes de
controle de poténcia e taxa de transmissdo. Com isso, obtemos dois subproblemas
lineares inteiros e um subproblema nao-linear continuo. Na segao 4.2, apresentamos
uma revisao sucinta, com trabalhos que consideramos representativos das metodolo-

gias utilizadas nesse capitulo. A secao 4.3 mostra a decomposicao lagrangeana.

4.2 Referéncias bibliograficas

Como uma parte consideravel dos problemas reais sao de grande porte, as

técnicas de decomposi¢do tém despertado muito interesse entre os pesquisadores,
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originando uma area de alta producdo, diferentes abordagens e com constantes i-
novagoes. Nosso objetivo nesta se¢io é apenas apresentar uma coletanea de trabalhos
nas linhas de decomposicio, especialmente a decomposigao de Dantzig-Wolfe [17], e
relaxacgio lagrangeana, para que tenhamos a idéia de onde foram tiradas as técnicas
utilizadas na resolucao do modelo.

A utilizagio de algoritmos de pontos interiores em técnicas de decomposicao tem
mostrado uma multiplicidade de trabalhos tedricos e de aplicagdes (ver, por exemplo,
[1], [12], [26], [27], [65], [82], [87]). Uma diferenga essencial em relaggo & maioria das
demais metodologias é que o problema mestre, seja em formulagao primal, seja em
dual, nao é resolvido exatamente, sendo a iteragdo, usualmente, um ponto préximo
ao centro analitico, definido de modo preciso, através de alguma funcao potencial
ou barreira.

MARTINSON e TIND [51] propGem uma estratégia para encontrar pontos inte-
riores no dual do problema mestre restrito, ao invés de calcular o centro analitico da
regiao vidvel. Esses pontos estdo na vizinhanga da trajetoria central do problema
mestre dual, que é necessariamente suposto limitado. O ponto escolhido fica entre
a solucdo étima e o centro analitico, fazendo desses os casos extremos.

Com essa proposta, os autores obtém um método que, para a maioria dos pro-
blemas testados, demanda um nimero menor de iteragdes do problema mestre em
relagio ao Dantzig-Wolfe cldssico e ao método de centros analiticos. Procedimentos
similares também foram implementados e testados em [29].

OLIVEIRA e SANTOS [66] em sua proposta de algoritmo primal para pro-
gramagdo convexa ndo suave, determinam para o politopo de cada iteracao um

ponto préximo a trajetéria central, intermediario entre o centro analitico e a solucao
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6tima. Kle é obtido através de algumas iteragoes do algoritmo de centros aplicado
ao politopo atual, o suficiente para garantir o decréscimo de uma cota sobre o custo
primal Stimo. Posteriormente SANTOS e OLIVEIRA [81], aplicando a metodolo-
gia desenvolvida em [66], propdem duas alternativas para o problema originério da
decomposicao de Dantzig-Wolfe: a primeira requerendo solugoes étimas dos sub-
problemas escravos, e a segunda, usando apenas solugoes sub-6timas. No segundo
caso, aplica-se o método de centros ao escravo até que a solugao sub-6tima produza
um corte que separe a iteragao corrente, isto é, até que a iteracao corrente deixe de
ser vidvel. Verifica-se um potencial de reducéao da complexidade global dos célculos?.

Segundo WENTGES [94], uma das desvantagens do procedimento original de
decomposicao de Dantzig-Wolfe é o fato de seu problema mestre relaxado gerar
multiplicadores de Lagrange muito pobres, com limites inferiores relativamente pe-
quenos. Para suprir essa ma utilizacdo e melhor usar a informacao gerada pelos
subproblemas, Wentges propoe uma modificacao, a Decomposicao de Dantzig-Wolfe
Ponderada, para o procedimento usual. Com isso, obtém uma aceleragdo na con-
vergéncia, testada computacionalmente em problemas de localizagao de facilidades
capacitadas (capacity facility location problem). Nessa versdo, ao invés da solugfo
Otima do problema mestre, o autor usa, como multiplicadores de Lagrange para o
préximo subproblema, uma ponderagao entre os multiplicadoes de Lagrange obtidos
previamente e a solucao 6tima do problema mestre.

KLOSE [40] propde uma heuristica lagrangeana, baseada em uma técnica co-
nhecida como relaz and cut, para resolver o problema de localizagido de facilidades
capacitadas de dois estdgios (TSCFLP). O TSCFLP é uma extensdo natural do

problema de localizagéo de facilidades capacitadas (CFLP), pois considera o custo

1 Alguns testes com problemas lineares podem ser vistos em MONTEIRO [57].
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do transporte entre os pontos.

A técnica mais utilizada para resolver o TSCFLP tem sido a decomposicéo de
Benders [6], por exemplo os trabalhos [24], [35], enquanto que métodos de relaxagao
lagrangeana s@o usados com visivel sucesso para o CFLP [15]. No trabalho [40]
essa ultima aproximacgao € utilizada. Relaxando as restrigoes de capacidade para
as fabricas e depédsitos, obtém-se um problema que pode ser resolvido por métodos
de branch-and-bound, cuja melhor cota inferior é computada pela decomposigio de
Dantig-Wolfe Ponderada [94] Essa cota e a cota superior sdo melhoradas através do
incorporagao de restrigbes véildas para o TSCFLP (que foi relaxado). Finalmente,
essas restrigoes sao dualizadas e relaxadas novamente?.

Em relacao & metodologia de decomposicao lagrangeana, metodologia que re-
monta a RIBEIRO [72], [73], NAGIH ¢ PLATEAU [60] estendem o resultado cldssico
de dominagao da decomposigio lagrangeana sobre a relaxagdo lagrangeana para a
programagao. fraciondria concava-convexa com restrigoes lineares, no sentido de ter-
mos, para um problema primal de maximizagao, uma cota superior obtida pelo dual
da decomposicao lagrangeana menor que a cota superior via dual de relaxacao la-
grangeana. Essa dominacao foi provada para programagao linear por GUIGNARD
e KIM [33], para programagéo quadrética convexa por MICHELON e MACULAN

[54] e para programagao hiperbdlica por NAGIH e PLATEAU [61]
4.3 Decomposicao Lagrangeana

Nesta segao, abordaremos a resolugao do problema 1.3, através do uso de algu-
mas técnicas apresentadas na se¢io 4.2 e no apéndice A. Como veremos no decorrer

da segao, introduziremos uma varidvel auxiliar de cdpia y;;, para podermos separar

“Essa técnica foi primeiramente sugerida para o problema de Steiner, por LUCENA[49].
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as varidveis inteiras das varidveis continuas, em seguida relaxamos algumas restrigoes
e decompomos o problema em trés subproblemas de menor porte. Finalmente, in-
dicamos o caminho utilizado para resolver o problema dual obtido e cada um dos
subproblemas. O terceiro deles, por se tratar de um problema nao-linear, merecera
uma segao especifica.

Passemos ao detalhamento do prdcesso de decomposigao lagrangeana:

Nosso primeiro passo foi introduzir a varidvel de cépia ys;:

N N M
min Y ¢z +C. YD
=1 =1 j=1
s.a
Yij = T4 Vi, Vi
N
Zaijmij > 1, Vi
=1
M
> aijriy < Mz, Vi
=1
W hpi; g
jﬂj > YiTi55 V‘],, Vj
> awhipm + DY asihips + oW
k#j i t=1
0 < pi; < By, Vi,V

Riyi; <riy  Vi,Vj
Tij, Zi & {O, 1} V’L,Vj (4 1)

Yig € [Oa 1] VZ,VJ

Em seguida, encontramos o lagrangeano em fungdo da relaxacao dos primeiro e
terceiro conjuntos de restrigbes, aos quais associamos, respectivamente, os multipli-
cadores A = {)\;;} e p={p} > 0
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N M N M M

L(Z,Zl?,p,’l",'y, )\,‘U, ZC’LZ'L_I_O Zzpm"—ZZ)\q Cl?” yz_y +Z:u’1 Zazsz] AZ’L

i=1 j=1 i=1j=1
(4.2)

A partir dessa relaxacio, definamos os conjuntos vidveis para cada conjunto de

variaveis:
Z =A{z; =z €{0,1},Vi} (4.3)
N
X = {:Eij; Ty € {0, 1}, Vi,Vj e Zaijxij >1, Vj} (44)
i=1

Y = {(pij,rij>¥i5) 5 0<pij < Pyysj , Rjyay <rij, 75520, 155 €[0,1]

Z aikhiDix + Z Z asihipse +moW
kAj sAi t=1

Observemos que foi acrescentado o conjunto de restri¢goes de nao-negatividade
para a variavel r. Devido ao segundo conjunto de restrigdes de Y (restriges de
taxa minima), aquele conjunto é redundante e nao altera a solugao do problema.
Inserimo-lo apenas para que possamos considerar como nao-negativo todo o conjunto
de varidveis do subproblema em (p,,y).

A funcao dual associada é:

O\, 1) = min L(z,z,p,7,y, A\, ) (4.6)

z€7
rze X

(p,ry) €Y

O problema dual é dado por:

max (A, @) (4.7)
p=0
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Pelas caracteristicas da fungdo objetivo do modelo original e gragas a relaxagao

utilizada, podemos decompor a funcdo dual da seguinte forma:

N M
O\ p) = mmzeZ(Z(Cz — i)Zi —I—mm(z Z()\” il ) Tig)
=1 j=1
N M N M
+ Hlin(pmy)ey(c. Z Zpij - Z Z /\ijyij)
i=1 j=1 =1 j=1

Assim, a fungao dual pode ser decomposta na resolugao de trés subproblemas de

menor porte, apresentados nas subsecoes seguintes.

4.3.1 Subproblema em =z

min(;(ci - ,U"LAZ)Zz)

s.a.
z; € {O, 1}
Temos um subproblema inteiro que pode ser resolvido por inspecao.

4.3.2 Subproblema em =z

min(z > (i — piaij)zsg)

S.a.

z€eX

onde

N
X = {CEU, Tij € {0, 1}, V‘L,VJ € Zaij:cij 2 ]_, Vj}

i=1
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A seguir, mostraremos a importante propriedade de integralidade de X. Re-
laxando as varidveis do subconjuto X, temos o seguinte conjunto:
N
X ={z;0<z;; <1, Vi,Vj e > aywy>1, Vj}
i=1
Propriedade 4.1.2 O s@bconjunto X tem a propriedade da integralidade, por-
tanto a solu¢do otima em X é idéntica & solucdo dtima em X.
Demonstragao:
Seja a regifio X dada pela unido disjunta dos conjuntos RVj, onde
a1jT1; + ... +anjzn; > 1, a; € {0,1}, Vi

Vs = z; €[0,1], Vi

para cada j € {1,..., M}.

Podemos reescrever RV; da seguinte forma:

RV; ={z; € RY; Az; <b}

onde z; = {215, %95, .., Zn;} € A é uma matriz 2N + 1 x N, dada por
Iy ]
T
A=| %
Iy

onde Iy é uma matriz identidade de ordem N e

Gg1 = (CLlj Qg . aNj)

3Agradecemos a colaboragio do Prof. Alfredo W. Martins Pinto, da UNAM, na demonstragao
dessa proposicao.
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e b€ IR*™ ! § um vetor coluna dado por

(e)n

onde (&) € RN ¢é o vetor de uns, e (0) € IRY é o vetor nulo.

Para simplificar a notagéo, fazemos
RV; =RV ={z; € R"; Az; <b}

z; =z ={21,%s,..., TN}

G,?ZG,T=<CL1 ag ... CLN)

Por uma proposigao classica de caracterizagao dos pontos extremos de um con-
junto poliedral (ver, por exemplo, [11] pp. 589 e 590), v € RV é um ponto extremo,

se, e somente se, o conjunto
Ay={ap; al €A e alv=0b, k=1,.,2N+1} (4.8)

contém N vetores linearmente independentes.

As seguintes e exclusivas hipéteses sobre o conjunto dos ag sdo possiveis:

a. Consideremos os vetores linearmente independentes dados pelas N linhas de Ijy.

O tnico vetor que satisfaz 4.8 é
v=1(1,1,..,1) € RN

Como v € RV, v é um vértice de RV.
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b. Sejam agora os vetores linearmente independentes dados pelas IV linhas de —Iy.

O tnico vetor que satisfaz & condigao 4.8 é
v =(0,0,..0) € RN
Porém, como v ¢ RV, v ndo é ponto extremo de RV.

c. Consideremos, sem perda de generalidade, os vetores linearmente independentes
dados pelas k primeiras linhas de Iy e pelas dltimas N — k linhas de —Iy,

com 1 < k < N. Assim, para satifazer a condigo 4.8, devemos ter

’Uizl

L Vi=1,..k

v =0, VYi=k+1,. . N

Nesse caso, v serd vértice se existir pelo menos um indice 7 < k tal que a; = 1.
De outro modo, v nao serd vértice, pois v sera inviavel. Como a posi¢ao das k
linhas, e conseqiientemente das N — k, é arbitréria, e como a quantidade k, e
conseqientemente a quantidade N —k, ¢é varidvel entre 1 e N —1, temos todos
os pontos bindrios de IR" com pelo menos uma coordenada igual a 1 ¢ uma

coordenada igual a 0.

d. Consideremos a linha —a” de A. Sem perda de generalidade, consideremos que
—a” é linearmente independente com as k — 1 primeiras linhas de Iy e com as
N — k ultimas linhas de —Iy, com 1 < k£ < N. Por construgéo, devemos ter a

coordenada aj, = 1. Assim, o vetor v € IRY dado por
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vi=1  Vi=1,., k-1
v;=0, Vi=k+1,.,N

Vi € [0, 1]

satisfaz 4.8. Dai, a restricao
a1V + . F Qg1 UE—1 + QxUE + Qg r1Vky1 + . Fayoy =1

dada pela linha —a” se torna

k-1 k—1
Zai+vk:1<:>vk:1—2ai

i=1 i=1

Como a; € {0,1}, v; é inteiro. Como v € [0,1] — v € {0,1}. Mais ainda,
se existe 2 < k tal que a; = 1, devemos ter v, = 0. Caso contrério, devemos

ter v = 1.

Portanto, para que v seja ponto extremo de RV, devemos ter

v e{0,1}, Vi=1,..,N

Portanto, podemos abordar esse subproblema como subproblema linear que pode

ser resolvido por qualquer método de pontos interiores com complexidade polinomial.

4.3.3 Subproblema em (p,r,y)

N M N M
min(C. D> "o — D> Aigis)
i=1 j=1 i=1 j=1
s.a. (4.9)

(pijsTijy i) €Y
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onde

Whipi
Y = {(Pﬂ"; y) ; 311;[] > YiTij »
> awhepw + D> asihpg +noW
kA s t=1

Py — Fiyi; <0, (4.10)
10
Riyi; <mij

vy <1,

(p,7y) > 0}

Antes de prosseguir com a metodologia de resolugdo, vamos provar a seguinte
propriedade.

Propriedade 4.2. As restri¢ées de QoS e de taxa de transmissdo sdo ativas na
solug@o otima.

Demonstracao: Consideremos as condigbes de otimalidade de Karush-Kuhn-
Tucker, observando que as restrigbes de positividade relativas as varidveis p e r
sao redundantes e, por isso, podem ser, pelo momento, suprimidas. Além disso,
adotaremos a forma quadrética, ao invés da fracionéria, para o conjunto de restri¢oes
de qualidade de servico. Seja entdo u = (u',u? u? ut, u®) € R*™M o vetor néo
negativo dos multiplicadores de Lagrange relativos a Y, na respectiva ordem em que

as restrigoes se apresentam, e
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N M

L(p,ry)=C. Z sz:z Z Z Nig¥ig + Y D iy [=Whypig + dig(p) 57441

=1 j=1 i=1j=1 i=1j=1
N M N M
2
+ 22D uis i — Pyl + 30 D i Ry — 735 +ZZ% Yij —
i=1 j=1 =1 j=1 i=1j=
N M
+20 0w [~ y]
i=1j=1

a funcdo de Lagrange associada, onde

M
dij(p) = > awhipwe + Y Y asjhips; + moW (4.11)
k#j s#i t=1

As condigbes de otimalidade para esse subproblema sao entdo dadas por:

C'+uy; (—Why) + hjay; ffykumnk + h; i %fykuskrskalk + u =0 Vi,Vg
=y s k=1

i Yidiz(p) — ug; =0 Vi, Vj

—Aij — 'U'?jpj + U?jRj + u;lj - u?j =0 Vi, Vg

—Wh;pi; + dij(p)vimi; <0 Vi,Vj

Pi; — Py <0 Vi, Vi

Rjys; —ri; <0 Vi, Vg
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Uy (=W hypij + dig(p)v7e5) = 0 Vi, Vj

ugj (pij — Pj) =0 Vi,Vj
'u,;?‘j (Rjys; —rij) =0 Vi, V3 (4.12)
ug; (Y3 — 1)) =0 Vi, Vj
ug; (—yis) = 0 Vi, Vj
(p,ry) =0

Do primeiro conjunto, obtemos que u}j >0, poisC >0e ugj >0, Vi,7. Pelo
segundo conjunto, obtemos ufj > 0, pois possui o mesmo sinal de uzlj
1

Dai, para satisfazermos a complementaridade com u;

i;» devemos ter

~Whjpi; + dij(p)yir; =0 Vi,V

e, com uj;, Rjyy—ry; =0 Vi,Vj

como queriamos demonstrar.
Agora, levando em conta esta propriedade, substituindo na restricao de QoS a

expressao de r;; = [y;;, dada pela ultima igualdade, e inserindo as varidveis de

folga t;; e vy, o subproblema 4.9 pode ser reescrito da seguinte forma:
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N M N M

min(C. )Y v — > > Aij¥is)

i=14=1 i=1j=1
s.a.
Whipig — dig(p)Y; Ryyeg = 0
Pij — Ljyij + 15 =0
Yij t vy —1=0

(p,y,t,v) >0

(4.13)

onde d;;(p) dada por 4.11, é a notagdo para o denominador da restri¢ao de QoS.

4.3.4 O Problema Mestre

Apresentaremos, a seguir, o problema mestre associado & decomposi¢do segundo

a metodologia de linearizagao.

Por propriedades conhecidas da teoria de programagido matemética, sabemos

que, independente da decomposicio e da fungéo primal, a fungao 8 (4.6) é concava

nao-diferencidvel e que existe um oréculo capaz de nos fornecer num subgradiente de

6 no ponto (A, ) em qualquer iteragao. Assim, podemos aplicar qualquer algoritmo

baseado nesse oraculo na busca da solugao 6tima do problema.

Consideremos o problema dual 4.7 dado por

onde

+ mill(p’r,y) EY(O Z pr

max (A, i)

>0

N
minzGZ(Z(ci—uz )2;) —I—mm ZZ i —
i=1 i=1j=1
N M N M

i=1j=1 i=1j=1
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e Z, X eY sao dados por 4.3, 4.4 e 4.5, respectivamente.

Podemos reescreve-lo como

maxrT

T < Lz, %,p,7, Y, A 1)
Blower S T

p>0

onde o lagrangeano L(z,z,p,7,y, A, 1) ¢ dado por 4.2 € Bigyer ¢ dado como no
algoritmo (ACA), apresentado mais adiante.

Considerando, em cada iteragao,

E o _ (k k
Sy = (% - yij)
M
E Ak k
sy = iz — > Qij Ty
j=1

D(N*, ¥ = L(z", 2%, p*, r%, 5%, ¥, iF)
o problema mestre pode ser reescrito como

maxrTr
s5.4.
7 < D, pF) + (85, s0) T = N, p— p?), VE=1,., K
Blowe'r <r

p>0
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Finalmente, com a substituigao

dk = (SI;)SZ)T(Ak)/’Lk) - D(Aknu'k)) VE=1,..

o problema mestre se torna

maxr
s.a.
(525" s) —7 > d
T 2 Biower

n>0

(4.14)

Observagao: O problema mestre 4.14 é um problema linear nas varidveis (u,r).

Apresentaremos a seguir o algoritmo (ACA), baseado nos trabalhos [66] e [23],

utilizado para os testes com a metodologia de decomposicao (MI1 no capitulo 6).

Mais detalhes e testes podem ser encontrados em [57].
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Algoritmo de Centros Analiticos (ACA)

Dados X% e % > 0,
Tome k=0, > 0.
Enquanto Bypper — Blower > €
Passo 1: Resolva o problema escravo (refinamento);
Passo 2: Compute D(\F, u¥);
Passo 3: Biower = max{ Biower, DA, uF)};
Passo 4: Incorpore o novo corte e atualize o conjunto de localizagao.
Faca k=k+ 1.

Fim do Enquanto

Refinamento

Passo 1: Faca Biwer = D(AF, iF);
Passo 2: Obtenha um ponto inicial para o problema mestre (BIG M);
Passo 3: Obtenha um centro analitico resolvendo o problema 4.14;

Passo 4: Faga Bypper = T.
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Capitulo 5

Um Algoritmo de Pontos
Interiores Inviavel

Neste capitulo, apresentamos um método primal-dual de pontos interiores, em
que introduzimos uma nova funcao mérito, para a qual a diregio de Newton continua
sendo de descida. Essa algoritmo serd utilizado na resolugao dos problemas duais
de programagéo geométrica e dos subproblemas em z e em (p,y,t,v).

O capitulo estd dividido da seguinte maneira: na primeira sego, apresentamos
o método propriamente dito: introduzimos a nova funcdo mérito, provamos que a
direciio de Newton é direcao de descida e apresentamos o algoritmo (ABP) e na
secdo 5.2, aplicamos o método ao subproblema em (p,y,t,v). Tanto para os duais
de programagao geométrica, quanto para subproblema em z, utilizamos o algoritmo

simplificado para problemas lineares.

5.1 Algoritmo Barreira-Penalidade

Estamos interessados em resolver o seguinte problema de programagio

matemaética:
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S.a.

0(a) = 0 (5.1)

z>0

onde f : IR® — IR é uma fungio ndo-linear, de classe C*(IR"), z € IR", b € IR™ ¢
@ é uma fungao quadratica.
Sabemos que uma condi¢ao necessdria a ser verificada por alguma solucdo de 5.1

é que existam z € IR", y € IR"™"e s € IR™ tais que

Q) = 0
V() - VQ@Ty—s = 0
s = 0

z > 0

s > 0.

Uma abordagem classica para a resolugdo de 5.1 é o método da barreira

logaritmica, em que se resolve uma sucessao de problemas perturbados da forma:

min f(z) —,uZlnz

S.a.

Qz) =0 o

com p > 0. Para o problema 5.2, as condigoes de KKT s&o
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Qz) = 0

Vi@ -VQ(z)y—s = 0

ris—pe = 0 (5.3)
z > 0
s > 0

Da mesma forma, resolver o problema perturbado 5.2 consiste em encontrar
z € R, yc R™ e s ¢ IR", satisfazendo &s restricdes 5.3.
Sejam {2 = IRy x R™ x RY, H : Q. — IR*™™ ¢ consideremos o seguinte
problema:
H(w) =

TQ(fB) (5.4)

zhs — e

V() = VQ(z)y —s }
=0

onde w = (z,y,s) € Q= R} x R™! x R 1> 0, A é uma matriz (m+ 1) x n de
posto completo e f : R — R ¢ uma fungao nao-linear continuamente diferencidvel.

Particionando H(w), obtemos

Flw) = [ ZERCE ]

Qppy={we; Gw) >0}
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Consideremos a fungdo Barreira-Penalidade ¥, : 244 — IR continua dada por

A A
Ua(w) = zfs—In —In
g A+ Q)| A+ Vf(z) — VQ(z)Ty — s|°
)\ n
—In — Y Inz;s; (5.5)
A+ (| Xs — pell? ;

onde A > 0 é o pardmetro de penalidade, u > 0 é o parametro de barreira e X é

uma matriz diagonal cujos elementos néo nulos sd@o as componentes do vetor z.

Nosso objetivo é propor um algoritmo para resolver 5.4, conseqiientemente, o

problema 5.3, via minimizacao de ¥ ;. O algoritmo gerard uma seqiiéncia de vetores

{wk} C Q44, cujos pontos de acumulacdo, se existirem, serdo solugdes de 5.1.

Comentarios sobre a escolha da fun¢ao Barreira-Penalidade ¥,,:

A

L Vi@ —vo@ry—s® ¢ 1

1. As parcelas —In Ny é\(z)" , —1 forgam

A
X s—paell?

a viabilidade da solugdo e sua proximidade da trajetéria central, para A — 0
. Mais ainda, as normas no denominador devem ir para zero mais rapido do

que o parametro A. De fato, notemos que

A 1

A IQE)IE T 14 19l

Assim, se ||Q(z)||> — 0 mais répido que A, o quociente tende para 1, e o
logaritmo, para zero. Ja se A — 0 mais rapido que o quadrado do residuo, o
denominador tende a 0o, o quociente tende para zero, o logaritmo para —oo, e
a funcao, conseqilientemente, para co. Fenémeno similar é aplicavel ao outros

dois termos;

n
2. A parcela —,uZln z;8;, de grande uso em algoritmos primais-duais, impede
i=1

que z e s se aproximem da fronteira da regido de positividade;
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3. Como conseqiiéncia do item 1 acima, se ¥, — 0, quando (uA) — 0, teremos
as condigbes de KKT (5.3) satisfeitas e, portanto, uma solugéo para o problema,
inicial. Como o problema é superconsistente e canoénico, pelo Teorema A .4,
temos que, para cada g > 0, o sistema 5.3 possui uma tUnica solugdo em

RY. x R™™.
5.1.1 A Direcao de Newton perturbada

Para um vetor w € €044, a dire¢iio de Newton perturbada Aw = (Az, Ay, As)

em w, aplicada a 5.3, é a solugao do seguinte sistema de equagoes:

VQ(z) 0 0 Az Q(z)
Vif(z) — V2Q(z)y —nabla@Q(z)T —I Ay | =—| Vf(@)—VQ(x)Ty—s
S 0 X As Xs—oue

onde X e S sdo matrizes diagonais cujos elementos néo nulos sdo, respectivamente,

as componentes dos vetores z e s, e o € (0,1).
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Algoritmo Barreira-Penalidade (ABP)

Dados z° > 0, s° > 0, y%livre, u® >0,0< X < 1,4, 3,0 €(0,1),e >0
Enquanto max{z*s*, [|Q")|, |V/f(zF) - VQ(z)Ty* — s} > ¢
Determine, pelo Método de Newton, (z, v, s) tal que
Uz, v, 8) Sﬂ‘yuA(Q;k; Yk, s*)
Faca
AEHL — §)K
(27, yf+l sk = (z, 3, s)

k1 — 0 (mk+13LTsk+1

L
k—©k+1

Fim do Enquanto

Lema 5.1. As seguintes propriedades sio vdlidas para um velor w € §yy e

qualquer o € (0,1) e p= O'ins.'

L Up(w) > zbs +npln

2. U, € continuamente diferencidvel em w e seu gradiente € dado por

s 17 VQ(z)
vol, = 0 _* )}, ,(Q(x ¢ 0
s ) + NG [(Q(=)),(Q=)), (Q=))] 0

2
_|_
A+ [V £(@) - VQ=)Ty - sl|*

[(Vf(:z:) —VQ@) Ty~ s) , (Vf(m) —VQ(x)Ty — s) ,
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V2f(z) — V2Q(z)y

(Vi) - VQ@)Ty )| Ve
-,

9 0 X le
= —[(Xs—pe),(Xs—pe), (Xs— pe) — i 0 ;
/\+||Xs—ue||2[( pe),( ), (X's — pe)]

onde onde X! e §71 sfo matrizes diagonais cujos elementos néo nulos séo,

respectivamente, os inversos das componentes dos vetores z e s;

3. Se Aw € uma solucdo do sistema 5.6, entdo

(VT ) Aw < —(1 — o) (1 — %)xts.

isto e, Aw é ima dire¢io de descida para ¥

Demonstragao:

1. Como para todo A > 0, z, y e s, vale

. S
e = b

A
<
MIVF()-VQE)Ty—s|® — L

o
s e = b

temos
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A
nsmer =0

A
n AV F(2)-VQ()Ty—s| =0,

A
I s e < 0

Dai,

n n
W > zts — ,uZln:cisi = gts — /,LlnH:risi
i=1 i=1

Pela desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, (Lema 3.1), temos

[Tzisi < (ZZiSi)n B (?)n

Dai, como a funcao logaritmica é crescente,

Lo\ ™ t
lon,;siSIn (ﬁ> :nln—x—f:—nlnﬁ—
)

n Tts

Portanto,
U >als+npuln

=nu+ny lni
=nu(l —Inu)
> np(l — p)

que é positivo para 0 < p < 1. Para essa conclusdo, consideramos p = 2,
pois ¥, atinge seu minimo na trajetéria central.

2. Tyivial.

155



(U ) Aw = sAz+ zAs + WQ(m)T(VQ(z)Am)

+ 2 (Vf(z) — VQ(z)Ty — 8){(V2f(z)Az — VQ(z)T Ay —

pHIV (@) -V (=) Ty—s|

+ (Xs — ue)*(SAz + X As)

-2
pHIX s—pe]?
=sAz+zAs—p ((X_le)TAw + (S_le)TAs)

_ 2o _ 2VF@-ve@Ty-s|’  ajxspel?
PHIQEIE — wHIVI@)—VR@Ty—sI”  wHIXs—pel

< sAz+ zAs — p (X leAz + S~1elAs)

< —(1-0*)(1—2)zts

onde ;1 = 0 %2 e a segunda desigualdade decorre do fato de Aw ser solugéo do
sistema 5.6 e de

$iAx; + z;As;
— Z e e

LiS4

(X~ te)TAz + (S71e)TAs

%

Z SiALEi + ZEiASi
> i

= zls

_ —a:Ts—I—ay:n

- zls
Observacao: Com o suporte tedrico acima, testamos esse algoritmo para uma

série de problemas teste. Os resultados estao apresentados no apéndice B.
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Algoritmo Signomial (ASIG)

Dado t° > 0,

Tome k=0, >0

Enquanto Paradasig = ||||tF*! — ¥]||| > ¢
Passo 1: Condense as restricdes signomiais usando t* como ponto de
referéncia;
Passo 2: Use (ABP) para resolver o problema de programagio
geométrica obtido no passo 1, sendo ¢ sua solugao;
Passo 3: Faca t*"! = ¢;
Passo 4: Faca k =k + 1.

Fim do Enquanto
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5.2 Meétodo aplicado ao subproblema em (p,y,t,v)

As condicoes de otimalidade de KKT' para o problema 4.13 irrestrito pertur-

bado sao, Vi, Vj:

M N M
C — wi;Wh; + hja; S Yrwi Reyis + by > Y Yewiy Reysnair + w?j — eilj =0
k#j s#i k=1

2 3

3 4

Ojpig = bt
eq?jyij =W
Oitiy = b
9%%3' =K

W hpi; — dij(p)v; Riysg = 0
Pij — Py +15, =0
Yij +vi; —1=0

(p,y,t,v,0%,0%,6%,6%) > 0
(5.7)

onde w = {(w};, wg;, wi)} e 0 = {(0};, 0%, 6, 03,

ijr Wi 12 057,035, 025)} > 0 os vetores dos multiplicadores
de Lagrange para as restricoes de igualdade e de desigualdade, respectivamente.
Além das condicgbes de complementaridade, apenas o conjunto de restricoes de

QoS (nono conjunto) é néo linear. Entretanto, ja sabemos que sao restrigdes pos-

itivas para qualquer solugdo vidvel. Assim, para utilizagdo do método Barreira-
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Penalidade, apresentado na se¢fio anterior, consideraremos uma perturbacio para

este conjunto de restrigoes, isto é

W h;pi; — dij(p)v; Rivss =

e o seguinte particionamneto

-

k#j

M
C - w}jWh] + hjaij Z 'kazlkRkyzk —+ hj

2 3

3 4
Wi — eij

N M

D> MW Rk + w3

s#1 k=1

—Xij — wiljdij (p)v; R; — wiszj + wf’j — 9;.2]-

Pij — Piysj + 1

Yij + Vij —
O5pi — b
Ois — o
Ofti; — 1
9:%7-’01‘]' — U

Whpi; — dis(p)v; Rivss — po

1

Isnmx1

onde ¢ = (p, y, t, v, 0%, 0%, 63, 0% w', w?, w®) € R™VM,

Identificando com o problema 5.4, resolver o subproblema em (p, y,t,v) se re-

sume a encontrar g € §2 tal que
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F(q)

H@=1 a) =

(11NM)x1

onde Q ={ge€ R™™; 0<py; 0<yy; tij,vij,ﬁilj,efjﬁ?j, ij > 0}. Além disso,

a particao G(q) incorpora a viabilidade primal de QoS.
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Capitulo 6

Implementacoes e Resultados
Computacionais

Neste capitulo, apresentaremos os resultados computacionais obtidos para as

seguintes metodologias de implementacao:

e (MI1) Inspegao aplicada ao subproblema em z ¢ método de pontos interiores,
apresentado na secdo 5.1, aplicado aos subproblemas em z e em (p, r, y)
originarios da decomposicao de 1.3 (abordagem apresentada no capitulo 4);

Método de Centros Analiticos (ACA) aplicado ao dual do problema, 1.3;

o (MI2) Programagdo signomial 0-1 para a relaxagfo do problemas 1.3, usando

o ponto inicial dado por 3.82 (abordagem apresentada no capitulo 3).

O modelo 3.65, linearizado pela aproximacao de Taylor na restri¢ao de QoS (ver
[57]), ainda foi implementado no software XPRESS [96] no Sistema Operacional
LINUX e executado em um PC Pentium IIT 600MHz. A metodologia (MI1) foi
implementada em ambiente MATLAB for Windows [53] e executada em um Pen-
tium III 850MHz. A metodologia (MI2) também foi implementada em ambiente

MATLAB for Windows [53], porém executada em um Pentium 4 1,5GHz.
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Os parametros para um sistema CDMA utilizados nas simulagoes estao dispostos

na tabela abaixo. Os intervalos foram baseados nos valores apresentados em [78].

ITEM SIMBOLO VALOR
Custo de instalagao e [29; 37] x10000 R$
Custo da poténcia C 8 R$/W
Largura da banda w 1250 kHz
Taxa minima de transmissao R, [7,8;8,1] kbps
QoS requerido V4 [0,5;0,7] dB
Poténcia méxima de transmissio P; [0,48;0,52] W
Ganho por canal h; [0, 23; 0, 26]
Ruido gaussiano Mo 10~
6.1)
Problema 1

O primeiro problema simulado foi a cobertura de uma regiao dividida em
8 quadriculas, a partir de um subconjunto do conjunto de 4 locais candidatos a
instalagio de uma ERB, gerando um total de 132 varidveis (das quais 36 inteiras) e
212 restrigoes, para a metodologia de decomposicao lagrangeana e um total de 136
varidveis e 284 restri¢oes para a metodologia de programacgao geométrica signomial.

Os resultados obtidos estao dispostos a seguir:

Para a Metodologia MI1:

No. de it. de Newton (U | No. médio de it. ¥ | Tempo (s) Gap
18 o7 44,65 3,67.107°

No. de it. PM ® | Solucéo étima inteira | ERBs escolhidas
14 65, 6548 21,24

(1) No. de iteracdes de Newton para obtencio de um ponto interior.

2) No. médio de iteracdes de Newton para obtencdo de um centro analftico,

por iteracao externa.
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) No. de iteracfes para o Problema Mestre.

Para a Metodologia MI12:

Os parametros usados foram:

m, =5
My = 2
M =

po:%—e

Os resultados obtidos foram:

No. de it. signomiais

Solugao 6tima inteira | Paradasig

ERBs escolhidas

18

67,9738

00

21, 24

Para o software XPRESS:

Problema relaxado (continuo):

Nimero de iteragoes | Solugao dtima continua

63

53,6253

Problema inteiro, a partir da relaxagao:

N6 / Nés abertos™

Melhor cota obtida

2/3

60,9253

Solugao 6tima inteira

ERBs escolhidas

68,1253

21,24

) Para melhor entendimento, sugerimos a consulta de [50] pp. 94 a 99.

Problema 2
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O segundo problema simulado foi o seguinte: uma regiao dividida em 20
quadriculas, onde foram distribuidos 6 pontos, candidatos & instalagao de uma ERB,
em locais aleatdrios, gerando um total de 486 varidveis (das quais 126 inteiras) e
758 restrigdes, para a metodologia de decomposigao lagrangeana e um total de 492
variaveis e 1010 restrigoes para a metodologia de programagcao geométrica signomial.

Os resultados estao a seguir:

Para a Metodologia MI1:

No. de it. de Newton | No. médio de it. | Tempo (5) Gap
19 61 10382 | 7,410

No. de it. PM | Solugao 6tima inteira | ERBs escolhidas
20 97,5775 21, %2, %5

Para a Metodologia MI2:

Os parametros usados foram:

m, =1
My = 2
M =

Po—l—;i

Os resultados obtidos foram:

No. de it. signomiais | Solugao 6tima inteira | Paradasig | ERBs escolhidas
24 99,4344 o(10™) 21, %2, 25

Para o software XPRESS:
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Numero de iteragoes | Solugédo étima continua
225 91,0426

Problema inteiro, a partir da relaxacao:

N6 / Nés abertos | Melhor cota obtida
9/17 93,9618

Solugéo étima inteira | ERBs escolhidas
116,4164 21, %2, 25

Observagao: Cada um dos dois problemas analisados apresenta diferentes va-
lores para o 6timo. Como as ERBs esolhidas sdo as mesmas, essa diferenga se deve

exclusivamente aos valores 6timos da varidvel p.
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Capitulo 7

Proposta de Trabalhos Futuros

7.1 Quanto a modelagem

Acreditamos que os modelos desenvolvidos podem ser melhorados, de modo
a abranger e gerar resultados mais préximos da realidade. A seguir, enumeramos

alguns aperfeicoamentos que podem ser testados:

1. Generalizar o modelo de telecomunicagao sem fio para qualquer tipo de servigo:
voz, dados, internet [30], [31], [98], [99]. No que diz respeito & transmissao de
dados, SARAYDAR C. et al. [84] apresentam uma solugio para o problema
de controle de poténcia de um sistema unicelular segundo a teoria dos jogos.
No contexto estudado, a qualidade de servico que um terminal recebe é in-
terpretada como uma fungéo utilidade e o controle de poténcia como um jogo
nao-cooperativo, em que a solucdo, fornecida pelo equilibrio de Nash [64], é
provada ineficiente. Os autores introduzem uma precificacao da transmissao
de poténcia, de modo a obter um Pareto melhoramento (ver definigiio em [84])
para a solugéo do jogo. Em outro trabalho [83], os mesmos autores aplicam
a abordagem anterior para um sistema multicelular, obtendo resultados seme-

lhantes. Por isso, acreditamos que tal abordagem pode ser utilizada em nosso
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modelo;

2. Possiblitar a escolha do tipo de antena utilizada para transmissdo, visando

melhores resultados;
3. Acrescentar um estudo de propagacgio de sinal;
4. Simular resultados a partir de problemas envolvendo areas de sombra,;

5. Generalizar o modelo de carteiras de investimentos para varios investidores.

7.2 Quanto a implementacao

Estamos em fase final de implementacao da metodologia de programacgao
geométrica signomial 0-1 aplicada ao modelo de otimizagdo de carteiras, usando
o ponto inicial 3.107.

Temos ainda a intencdo de implementar todas as metodologias em linguagem
C, para testarmos o modelo para problemas de maior porte. Porém, independente
dessa implementagao, pretendemos testar os algoritmos referentes as metodologias
estudadas nesse trabalho em outros modelos de telecomunicagéo sem fio, inclusive

o modelo MCP (1.2).

7.3 Quanto a teoria

Temos a intengao de fortalecer os resultados computacionais, demonstrando

resultados tedricos acerca da metodologia de programagao geométrica signomial.

167



Apéndice A
Elementos de Programacao
Geométrica

O objetivo desta segao é apenas expor o problema de programacgdo geométrica
posinomial e alguns resultados conhecidos, necessarios para o entendimento da
metodologia utilizada. Para elaboragdo desse texto em especial, baseamo-nos em
[62] e [7].

A Programagio Geométrica foi desenvolvida inicialmente na década de 60 por
DUFFIN et al. [21]. Recentemente, vérios autores tém voltado seu interesse para
essa técnica na tentativa de construir algoritmos de pontos interiores eficientes para
esses problemas, veja [42], [43] e [97], este dltimo tendo tratado de um problema
mais geral, conhecido por problema de programagio geométrica signomial.

O Problema Primal de Programacio Geométrica (PPG) consiste em

min go(7)

te R,

onde

gr(t) = Z cth?”, k=0,1,...,p

ieJk] j=1
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J[k}] = {mk,mk+1,...,nk}, k= 0, ]_, P (Al)
mo=1, mi=no+1, me=ni+1, .., my=np1+1, n,=n,

os expoentes a,; sao constantes arbitrarias, os coeficientes ¢; sao positivos. As fungoes
m

gk sa2o chamadas posinémios e os termos ¢; H t}l“ sao chamados termos posinomiais,
j=1

ng € o nimero de termos posinomiais na fungdo objetivo, n é o nimero de termos

posinomiais existentes no problema e as varidveis t; sao as varidveis primais.

O Problema Dual de Programacdo Geométrica (DPG) consiste em

max u(z)

s.a.
Yiego i =1
Z?zl Qi Ty = 0

z € IR}

onde

A

=1 k=1

=2 @
ieJk]
JIk] é dado por (A.1)

Definicao A.1. Dizemos que o Problema (Primal ouw Dual) é consistente se
existe pelo menos wm ponto vidvel. O Problema Primal é dito superconsistente se

satisfaz a condicdo de Slater, isto €, existe

t* e RY,
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tal que

g(t*) <1 k=1,..,p

A hipétese da superconsisténcia garante a existéncia de multiplicadores de Kuhn-
Tucker, o que torna simples a prova da existéncia de uma solugao Stima dual com
valor objetivo 6timo igual ao étimo primal. Sem a superconsisténcia, o valor étimo
dual nao existe necessariamente.

Teorema A.l. Suponha que o problema primal (PPG) é superconsistente e
que sua fungdo objetivo go(t) atinja seu valor minimo em um ponto que satisfaz as

restrigdes primais. Entdo:

1. O problema dual correspondente (DPG) é consistente e a fun¢io dual u(zx)

atinge sew valor mdzimo em um ponto que satisfaz as restrigoes duais;
2. O wvalor étimo da fungdo dual € 1gual ao valor dtimo da funcdo primal;

3. Se t' € um ponto de minimo do problema primal, existem multiplicadores de

Lagrange ), k =1,2,...,p, ndo-negativos, tais que a fungdo de Lagrange
Hr, g

L{t, 1) = go(0) + Z i [gn() — 1

possui a propriedade
L(t', ) < go(t') = L(¢, ') < L(¢, 1)

para t; > 0 e pg > 0 arbitrdrios. Mais ainda, existe um ponto de mdzimo «’

para o problema dual (DPG) cujas componentes sao

78 pram .
C 190—.(t) , 1 € J[O],

231 Lim
A"W;O@'tm , ieJk], k=1,..,p,
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onde t =t e p=p'. Além disso,

4. Se ' é um ponto de mdzimo para o problema dual (DPG), cada ponto de
minimo t' do problema primal (PPG) satisfaz o seguinte sistema de equagoes:
zu(z'), i€ J[0],

Cittllﬂ . ..t;];im =

A_:EZT)’ i € J[K],
para todo k inteiro positivo tal que Ag(z') > 0.

Prova: ver [21]

Teorema A.2. Se o Problema Primal (PPG) € consistente e existe um ponto
z* com componentes positivas satisfazendo ds restrigées do problema dual (DPG), a
funcdo primal go(t) atinje seu valor minimo em um ponto 1’ que satisfaz as restri¢oes
do problema primal.

Prova: ver [21]

Definicao A.2. Um problema de programagio geométrica posinomial e seu dual

sdo ditos degenerados se pelo menos um dos termos

m
Giij
ci [115
=1

se aprozima de zero sem forgar que outro termo primal tenda a mais infinito. Pro-

blemas ndo-degenerados sdo ditos candnicos*.

10 estudo de problemas degenerados pode ser reduzido ao estudo de problemas candnicos
equivalentes, veja [21].
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Uma defini¢ao equivalente para degenerecéncia é que um problema primal posi-
nomial e seu dual s&o ditos degenerados se existe um vetor néo-nulo, nao-positivo no
espago gerado pelas colunas da matriz de expoentes. PETERSON [70] destaca que
os problemas de programagao geométrica posinomial, se bem formulados, parecem
ser todos canonicos na pratica.

Observagao: A prova da canonicidade de um problema posinomial nao € trivial.
De fato, dado que as linhas de uma matriz de expoentes A correspondem a termos
posinimiais (e as colunas correspondem as varidveis de decisao), devemos checar se

cada coluna possui elementos positivos e negativos:

e se existe uma coluna em que isso néo acontece, A no é canénica (e a varidvel
de decisao correspondente vai se aproximar de zero ou de mais infinito durante

a minimizagao);

¢ se todas as colunas satisfizerem, precisamos testar se o sistema linear

yA=0,y > 1,

possui uma solugao vidvel (onde y um vetor linha e a restrigio y > 1 significa
que cada componente de y deve ser maior ou igual a 1. A matriz A serd

canonica se e somente se existir tal solugao vidvel.

De fato, se o segundo item acontecer, basta notar que tal vetor solugao ¥y, quando
dividido pela soma de suas componentes, gera um outro vetor que claramente possui
todas as coordenadas positivas e satisfaz as condigoes de ortogonalidade e normali-

dade, definicdo de canonicidade.
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Definigao A.3. O grau de dificuldade de uwm Problema de Programagao
Geométrica é dado por
d=n—(m+1)
onde n é o nimero de termos posinomaais e m € o numero de varidveis primais.

Teorema A.3. Suponha que o problema é canénico e que o Primal (PPG) é

consistente. FEntao existe t* tal que

9 = go(t*)

onde
g =mingo(t) X ={t:%>0,0:(t) <1}
Prova: ver [2]]
Teorema A.4. Suponha que o Problema Primal (PPG) seja superconsistente e
candénico. Entdo, dado > 0, o sistema de equagdes 5.8 possui uma inica solugdo
em Ri’l x IR™H,

Prova: ver [62]
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Apéndice B
Resultados Computacionais

Nesse apéndice, apresentamos os resultados computacionais para os algoritmos
ABP e ASIG, testados em problemas de pequeno porte. Todos os problemas foram

executados em um Pentium 4 1,5GHz.

Algoritmo Posinomial Barreira-Penalidade

A legenda para leitura da tabela é:

V P: Numero de Variaveis Primais
R P: Numero de Restrigoes Primais
T: Numero de Termos

G D: Grau de Dificuldade (ver apéndice A)
It: Numero de Iteragoes

CPU: Tempo de CPU em segundos

V Ot P:  Valor Otimo Primal

Gap: Gap de Dualidade
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Problema VP RP T GD I+ CPU VOtP Gap

Beck751 7 4 18 10 40 0,77 1,8098.10° 2,0478.10°7
Beck752 7 4 18 10 40 0,72 911,8806 8,5658.10°8
Beck753 7 4 18 10 14 0,22 543,6680 6,7987.107%
Dembo761 12 3 31 18 40 2,48 4,8907.10° 2,0712.10°°
Dembo761 12 3 31 18 40 2,48 4,8907.10° 2,0712.10°°
Dembo762 12 3 31 18 40 2,48 3,1684 4,6434.10°8
Kort8 7 7 48 40 35 2,25 178,4779  5,5537.107°
Kort10 10 7 20 9 16 0,28 3,2236.107 5,5463.1071
Kortl11 22 36 73 50 40 6,59 1,8318.10% 3,5611.1078
Rijck781 4 3 31 19 8 0,05 0,0121  6,2613.1012
Rijck782 3 1 9 5 16 0,11 6,2998.10° 4,9103.1071!
Rijck783 4 1 12 7 10 0,11 1,263.10° 1,7596.10~
Rijck785 4 3 8 3 11 0,05 6,2325.10° 1,7980.1071t
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Algoritmo Signomial

Capital Budgeting Problem [90]
max z = 20x; + 40z + 2023 + 1524 + 3025
S.4a.
bxy + 4zg 4+ 3x3 + Txs + 8x5 < 25
Ty 4 729 + 925 + 4dxy + 025 < 25
8c1 + 10x9 + 223 + x4 + 1025 < 25

Ty, Tg, T3, T4, Ts € {0,1}

Os parametros usados foram:

m = 30
M=2
Os resultados obtidos foram:
Iteragoes signomiais: 5

Custo na Solucao 6tima: 95

Paradasig: 6,42.10° 1

176



Set Covering Problem [90]
minz, + s + o3 + x4 + x5 + T6 + T7 + Tg
s.a.
Ty +z92>1
T2 t+x3>1
Tyt a5 >1
Ty + g > 1
e+ T7 > 1
To+x6 > 1
1+ 26 > 1
Tyt ar > 1
Tot+ 421
Ts+axg > 1
T3+ x5 > 1

T1, T2, $3, L4, Ts5, Te, $7) Ig € {07 1}

Os parametros usados foram:

Os resultados obtidos foram:
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Iteragoes signomiais: 4
Custo na Solugéo étima: 4

Paradasig: 2,41.10710
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