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Introducão Lb 

O problema de complementariedade não-linear (PCN) [18, 221 consiste em en- 

contrar um x E lRn tal que 

onde F é uma aplicação de lRn em lRn. No caso onde F é afim, o PCN reduz-se 

ao problema de complementariedade linear (PCL) [8]. Este problema tem várias 

aplicações, tais como programação matemática, economia, engenharia e mecânica 

[8, 181. Por se tratar de uma classe de problemas práticos, várias extensões do 

PCL foram propostas, e a análise e métodos destes problemas incluem o PCN 

muito estudado nos últimos anos [9, 10, 11, 13, 14, 24, 25, 27, 29, 391. Como uma 

extensão do PCN, temos o problema de complementariedade semidefinido (PCSD) 

[7, 15, 16, 30, 32, 381 definido como segue. Seja S o conjunto das matrizes simétricas 

reais n x n,  o PCSD consiste em encontrar uma matriz x E S tal que 

onde K C S denota o cone convexo fechado contendo os elementos de S que são 

semidefinidos positivos, F e G são aplicações de S em S e (., -) é o produto interno 

definido por 

(2, Y) := ~ ~ [ x Y I ,  



onde x, y E S e tr[.] denota o traço da  matriz. Quando S é restrito ao conjunto 

das matrizes diagonais, este problema reduz-se ao P C N .  O P C S D  está relacionado 

com as condições de otimalidade do problema de programação semidefinida (PSD)  

[I, 261 a qual tem recentemente atraído interesse na teoria do controle e otimização 

combinatória [34, 351. 

Como o PCSD é considerado uma extensão do PCN, é possível que o PCSD 

possa ser resolvido aplicando métodos que foram desenvolvidos para o PCN. Recen- 

temente, várias reformulações do PCSD como um problema de minimização foram 

propostas [30, 32, 381. Uma função que constitui um problema de minimização 

equivalente para o P C S D  é chamada de função de mérito. Um trabalho pioneiro 

nesta linha foi realizado por Tseng [32]; ele mostrou que algumas funções de mérito 

do PCN podem ser estendidas para o P C S D .  Em particular, a seguinte classe de 

funções f : S + foi estendida: 

onde .SiO : iR --+ [O, w) é tal que 

SIO(t) = O se, e somente se, t 5 0, 

e + : S x S + [O,w) é tal que 

Esta função, estudada por Luo e Tseng no contexto de P C N ,  é uma função de mérito 

sobre S. Tseng [32] mostrou uma condição para que qualquer ponto estacionário 

de f seja solução do P C S D .  No entanto, não respondeu em que condições f tem 

conjuntos de níveis limitados e fornece cota de erro global. Yamashita e Fukushima 



[38] mostraram que os conjuntos de nível de f são limitados quando F é monótona 

e o PCSD é estritamente viável, ou seja, existe uma matriz definida positiva 2 E S 

tal que F(2) é definida positiva; e que f fornece cota de erro global desde que 

F seja fortemente monótona. Neste trabalho, descrevemos estes resultados, com 

G = I, que são válidos desde que $0 e $ satisfaçam certas condicões. Além disso, 

sob condições mais fracas do que as [32, 381, obtemos que os conjuntos de nível de 

f são limitados e qualquer ponto estacionário é solução do P C S D .  Apresentamos 

dois métodos de descidas, um deles com a direção dada por Tseng, para resolver o 

P C S D  e mostramos suas convergências. 

Para o PCN, Manzow, Yamashita e Fukushima [25] propuseram uma função de 

mérito que fornece uma cota de erro global sob a condição de F ser P-uniforme. 

Naturalmente, esperamos que exista uma função de mérito para o P C S D  que tenha 

esta propriedade. Com este objetivo e motivados pelos resultados estendidos exis- 

tentes para o PCSD, propomos a seguinte classe de funções para o P C S D  : 

com 4 : S x S + lR definida por 

onde $0. : S + [O, oo) é contínua tal que 

S,O* (t) = O se, e somente se, t 5 O (-t é semidefinida positiva), 

e S, : S x S --+ [O,oo) é contínua tal que 



Esta função, estudada por Kanzow, Yamahista e Fultushima [25] no contexto do 

P C N ,  é uma função de mérito sobre S. Mostramos que g fornece cota de erro 

global e tem conjuntos de nível limitados desde que F seja P-uniforme. Além disso, 

apresentamos outra condição para que g tenha conjuntos de nível limitados. 

Este trabalho será organizado como segue: No Capítulo 1 fazemos um breve 

resumo dos conceitos de Teoria das Matrizes, Projeções e monotonia de aplicações 

necessários ao desenvolvimento dos capítulos posteriores. No Capítulo 2 apresen- 

tamos alguns resultados obtidos por Tseng [32], Shibata,Yamashita e Fukushima 

[30, 381 para o P C S D .  Nos dois capítulos seguintes começa a nossa contribuição. 

No Capítulo 3 apresentamos as novas propriedades obtidas para a classe de funções 

Luo e Tseng. No Capítulo 4 apresentamos a nova classe de funções de mérito para 

o P C S D  e algumas propriedades. Finalmente, concluímos e damos sugestões de 

estudos posteriores. 



Capítulo 1 

Preliminares 

Neste capítulo apresentamos resultados sobre a Teoria das Matrizes, Projeções e 

Monotonia de aplicações, necessários ao desenvolvimento dos capítulos posteriores. 

O que faremos aqui, será reescrever o que já existe na literatura. As demonstrações 

serão, em princípio, todas elas referenciadas. 

1.2 Teoria de Matrizes 

Nesta seção apresentamos alguns resultados sobre matrizes simétricas, definidas 

positivas (dp) , semidefinidas positivas (sdp) e traço. Estes resultados são clássicos, 

para mais detalhes, veja [17] e [20]. 

Seja X o conjunto das matrizes n x n. Para a E X, denotamos por a, a 

(i, j)-ésima entrada de a, aT a sua matriz transposta e, se a é inversível, por a-' a 

sua inversa. Além disso, a é ortogonal se, e somente, se aTa = I = aaT, onde I é 

matriz identidade. Seja O o conjunto das matrizes ortogonais. 

No decorrer desta tese trabalhamos com matrizes simétricas reais n x n. Deno- 

tamos por S o conjunto das matrizes simétricas n x n. A seguir relatamos algumas 



propriedades de matrizes simétricas. 

Lema 1.2.1 Seja a E S .  

(a) Então existe p E O tal que pTaP é u m a  matriz diagonal cujos elementos 

diagonais são os autovalores de a. 

( b )  Seja b E S tal que ab = Da, então existe u E O, e matrizes diagonais d e d 

tal que a = uduT e b = u k T .  

Prova. Ver [17] e [20]. 

O traço de uma matriz a, denotado por tr[a], é definido por 

Para quaisquer matrizes a, b E X, e qualquer p E O temos que tr[a]=tr[papT], 

tr[a + b]=tr[a]+tr[b] e tr[ab] =tr[ba]. 

O próximo resultado é uma relação entre os sinais dos elementos da diagonal de 

uma matriz paPT, para algum p E O, e o traço de a. 

Lema 1.2.2 Seja a E X .  

(a) Então existe p E O tal que os elementos não-nulos da diagonal de papT t ê m  

os mesmos sinais. 

( b )  S e  tr[a] # 0 ,  então existe p E O tal que todos os elementos da diagonal de 

paPT t ê m  os mesmos sinais que o tr[a] .  

Prova. Ver [6]. 

O seguinte resultado é uma relação entre o traço e o posto de uma matriz, 

denotado por P(.). 



Lema 1.2.3 Seja a uma matriz n x n não-nula. Então 

[tr[a]] g ( a )  tr(a2]. 

Prova. Ver [17]. i 

Seja IIxll := Jm a norma de Frobenius e (z, y) o produto interno definido 

Por 

~ ~ [ x Y I  = (2, Y). 

Note que (S, ( e ,  -) , II.II) forma um espaço de Hilbert. A matriz x E S pode ser 

associada ao vetar 2 := ( e  - , x,, - .  -)Gj E lRv, onde v := n(n + 1)/2. 

Considerando IC o conjunto das matrizes simétricas sdp, temos que IC é um cone 

convexo fechado em S (311 e seu interior é o conjunto das matrizes dp. Além disso 

apresenta a seguinte propriedade. 

Lema 1.2.4 IC é auto-dual, ou seja, {y E S : (x, y) 2 O V x E IC) = IC. 

Prova. Ver [4] e [21]. i 

Apesar de IC ter uma estrutura geométrica complicada comparada ao ortante 

não-negativo em lRv, no entanto, pelo Lema 1.2.4, temos a seguinte propriedade 

ICO = -IC, onde ICO é o polar de IC: 

Então, para qualquer x E S, 



Como K: é um cone convexo fechado e K: n ( - K : ) = { O ) ,  então IC induz uma ordem 

parcial "klc" em S: x > y x - y E IC. Deste modo, usaremos o símbolo 

para dizer que x é simétrica e sdp (dp); o símbolo x 5 O significa que -x 0. 

Listaremos abaixo algumas propriedades bem conhecidas da teoria das matrizes que 

serão úteis neste trabalho. 

Lema 1.2.5 

(a) x 2 O U pxpT 2 O para qualquer p E O. 

(b)  Seja x h O (x > O). Então t r [x]  2 O (tr[x] > O) e tr[x]  = O ¢j x = 0. 

(c)  Sejam x h O ,  y 5 0, ( x ,  y) = 0,  então x y  = y x  = 0. 

Prova. Ver [17]. i 

Observe que diretamente dos Lemas 1.2.1 (b) e 1.2.5 (c) obtemos o seguinte 

corolário. 

Corolário 1.2.1 Sejam x ,  y E K: e ( x ,  y) = 0, então existe u E O,  e matrizes 

diagonais d e 2 tais que x = uduT e y = uduT.  
- 

A seguir apresentamos uma relação entre os autovalores das matrizes a e a + b, 

para a E S e b E IC. 

Lema 1.2.6 Sejam a ,  b E S .  Assuma que Z, E IC, então 

&(a )  5 Xn(a+b), V k = I,.. . ,n,  

onde AI(.) 5 . 5 A,(.) são os autovalores. 

Prova. Ver [20]. i 



1.3 Projeção em K: 

Nesta seção, apresentamos alguns resultados sobre projeções em K: e suas pro- 

priedades. Para maiores detalhes ver [22]. 

A projeção ortogonal em K:, denotada por [x]+, é definida por 

para qualquer x E S. 

Como (S, (., .) , [ I  1 1 )  é um espaço de Hilbert e K: é um conjunto convexo fechado 

de S, temos os seguintes resultados. 

Lema 1.3.1 Para qualquer x E S existe u m  único elemento [x]+ tal que 

Prova. Ver [22]. i 

Lema 1.3.2 Para qualquer x E S, as seguintes afirmações são equivalentes: 

(a) 11% - [xl+11 L IIx - Yll, v Y E K:, 

(b) (x - [xl+,Y - [xl+) 50, v Y E K. 

Prova. Ver [22]. rn 

Lema 1.3.3 Para qualquer x E S, temos 

onde [x]- denota a projeção ortogonal e m  ICO. 

Prova. Ver [22]. i 



1.4 Monotonia de Aplica~ões 

Relembramos algumas definições que serão úteis ao longo do texto. 

Definição 1.4.1 Seja F  : S  + S .  

(a) F  é pseudomonótona se 

(b) F  é monótona se 

(c) F  é estritamente monótona se 

( d )  F é fortemente monótona com módulo a ,  se existe a  > O tal que 

(e) S e  F  é diferenciável, n o  sentido de Fréchet, sobre o conjunto aberto D C S ,  

o Jacobiano de F  e m  cada x  E D, denotado por V F  ( x )  , é visto como u m a  aplicação 

V F  ( x )  : S  -+ S .  

( f )  V F ( x )  é semidefinida positiva se 

( y , V F ( x ) y )  2 O para todo y E S .  

( g )  F é Lispchitx continua e m  S ,  com constante L > O se 



Note que se F é monótona e diferenciável, então BF(x)  é sdp para todo x E S. 

É fácil verificar, a partir do Lema 1.3.2, que a projeção ortogonal [x]+ é monótona 

e Lispchitz contínua com constante L = 1 (ou seja, não-expansiva). 

Usando as definições, temos o seguinte resultado. 

Proposição 1.4.1 Uma aplicação diferenciável F : S -+ S é dita ser 

(a) monótona se, e somente se, BF(x)  é semidefinida positiva para todo x; 

(b) estritamente monótona se VF(x) é definida positiva para todo x; 

(c) fortemente monótona com módulo a! > O se, e somente se, 

Prova. Veja [28]. i 

A recíproca de (b) nem sempre vale. De fato, seja 

F (x )  = (x - 31)3 + I, para x E S. 

Note que F é estritamente monótona, mas VF(x)  não é definida positiva em 

x = 31. 



Capítulo 2 

Problema de Complementariedade 
Semidefinido 

2.1 Introdução 

Neste capítulo apresentaremos alguns resultados obtidos por Tseng [32], Shi- 

bata, Yamashita e Fultushima [30, 381 para o problema de complementariedade 

semidefinido (PCSD) .  Por se tratar de um assunto recente e pouco conhecido, 

daremos as demonstrações dos resultados que serão usados nos capítulos posteri- 

ores. Para isso redefinimos o P C S D .  

O PCSD consiste em encontrar x E S tal que 

onde F e G são aplicações de S em S e (., -) é o produto interno definido por 

(x, y) =tr[xy], onde x,  y E S. 

O P C S D  é uma extensão do problema de complementariedade não-linear 

(PCN), onde o cone dos vetores reais não-negativos é substituído pelo cone das 

matrizes reais simétricas semidefinidas positivas. No entanto, nem sempre é possível 

estender os resultados, pois estamos trabalhando no espaço de matrizes. 

As notações seguem a do capítulo 1. Além disso, para quaisquer I, J C 
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(1,. . . , n), denotamos por XIJ a submatriz de x com linhas i 6 I e colunas 

j 51 J removidas da matriz x. Para quaisquer A I , .  . . ,A, E R, denotamos por 

diag{Al, . . . , A,) a matriz diagonal cujos elementos diagonais são AI, . . . , A,. 

2.2 Preliminares 

Nesta seção, apresentamos algumas definições e resultados necessários para as 

seções subsequentes. 

Definição 2.2.1 (a) Para qualquer matr iz  x E S, [x]+ e [x]- são as  projeções or- 

togonais de x sobre K e - K ,  respectivamente. 

(b) Para qualquer matr i z  n x n, sym[x] é de jn ido  por 

(c)  Para qualquer subespaço D C S ,  u m a  aplicação G : D + D é definida 

positiva e m  D se 

(x,G[x]) > O 'v's E D (x # 0). 

(d) Para qualquer c E K ,  seja 

sC = {x E s : pxpT = [ 't ] p a m  a b u m a  s u b m a t r í  z ~ ~ }  (2.2) 

o n d e p ~  O = { x  E x : x T  =x-l)  e I C ( 1 , - - - , n )  são tais que 

pcp '= [ "' ] para alguma submatrir EII dp, o o 

(e)  Para qualquer c E K ,  a aplicação linear L, : S, --i Sc é definida por 

Lc(x) := cx + xc. 



Com estas definições, as seguintes propriedades valem: 

Lema 2.2.1 (a) Para qualquer matriz  x E S ,  temos que 

(4) Para quaisquer a,  b E S ,  temos que a,  b E S,, onde c := (a2 + b2)$ . 

(c)  Para qualquer c E IC, a aplicação linear L, é definida positiva sobre S,, e 

portanto invers2vel. Especificamente, para qualquer x E S,, L c l [ x ]  é a Única matr iz  

y E S, tal que 

cy + yc = 2. 

(d) Para c E K: e x ,  y E S, arbitrários, tem-se que 

(e) Para a E K: e b E S arbitrários, temos que 

Prova. 

(a) As identidades seguem dos Lemas 1.3.3 e 1.3.2 (b). 

(b) Fixe a e b E S arbitrários e tome c := (a2 + b2)i. Como C E K ,  temos que a 

equação (2.3) vale para algum p E O e I C (1, - , n) e alguma submatriz ErI dp. 

Então, 



Como ( p ~ p ~ ) ~  e (pbpT)2 são sdp temos 

para determinadas submatrizes ãII e hII. Por (2.2), a ,  b E S,. 

(c) Fixe c E K: arbitrário e x E S,, 

T T (x, L,[%]) = 2tr[xT cx] = 2tr [px p pcpTpxpT]. 

Por (2.2), (2.3) e (1.1), 

< X, L,[x] >= 2tr[EI&] > O, EII # O, EII dp. 

Então, L, é definida positiva, e portanto inversível. 

(d) Fixe c E K: e x, y E S, arbitrários. As afirmações seguem da definição de L, 

e do item (c). 

(e) Temos que 

onde a primeira igualdade segue da Definição 2.2.1 (a) e a desigualdade de (1.1) pois 

a E K: e [h]- E -]C. i 

A parte (a) do Lema abaixo apresenta uma maneira de calcular a projeção [a]+ 

via decomposição espectral de a. 

Lema 2.2.2 (a) Para qualquer a E S ,  



onde p E O e A I , .  . , X n  E lR satisfazem a = pTdiag{X1, . , Xn)p. Além disso, para 

Ia1 = pTdiag{lX1 1 , . . , IXnl)p temos que 

onde 1x1 = (x2) l / ' ,  b'x E S .  

(õ) Para todo (a ,  b )  E S x S ,  temos que 

a,  b E IC e (a ,  b) = O se, e somente se, a = [a - b]+. 

(c)  Para a E IC e b E S arbitrários, se a2 - b2 E IC,  então a - b E IC. 

Prova. 

(a) Para q~mlquer c E IC, temos que 

onde a última igualdade usa o fato que pcPT é simétrica. Como pcPT E IC,  então 

( p c p ~ ) ~ ~  > O W, e o lado direito da expressão acima é minirnizado por c tal que 

( p c p ~ ) ~ ~  = max{O, Ai} e ( p c p T )  , = O para todo i # j ,  isto é, 
23 

Agora vamos provar a segunda parte. Para Ia1 = pTdiag{lXll , . . - , IXnl)p, onde 

p E O e X 1 ,  . . , A, E lR satisfazem a = pTdiag{X1, . , Xn)p temos que 



onde a penúltima igualdade segue da primeira parte de (a) e a última segue do Lema 

2.2.1 (a). Analogamente, obtém-se que Ia1 + a  = 2[a]+. 

(b) Considere (a, b) E IC x IC arbitrário tal que (a, b) = O. Para qualquer c E IC, 

Como b E IC, por (1.1), (c, b) 2 0, então o lado direito da expressão acima atinge 

seu mínimo em c = a. Logo, a = [a - b]+. Reciprocamente, considere (a, b) E S x S 

arbitrário tal que a = [a - b]+. Então a E IC e pelo Lema 1.3.1, 

Para qualquer x E IC e para qualquer t E (O, oo), temos que c := a + t z  E IC. 

Assim, substituindo na equação (2.5), obtemos 

Dividindo ambos os lados por t e fazendo t + O segue que O 5 (z, Õ) 'dz E IC, 

implicando que, por (1.1), b E IC. Similarmente, para qualquer t E (O, 11, temos 

c := (1 - t ) a  E IC. Assim, substituindo na equação (2.5), obtemos 

O < t2 llal12 - 2t (a, b) 

Dividindo ambos os lados por t e fazendo t + O segue que O < - (a, b) . Como 

a E IC, b E IC, por (1.1) temos que (a, b) > O. Logo (a, b) = 0. 
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(c) Fixe quaisquer a E IC e b t S tais que a2 - b2 E IC. Sabemos, por (a), que 

Ibl - b é sdp e como 

a -  b = a -  1/11 + Ibl - b, 

basta mostrar que a - Ibl é sdp. Suponha que a - Ibl não é sdp, então existe 

O # v E IRn e X E (-cm, O) com (a - 1bl)v = Av. Como a E K, então 

para algum p t O, I C (1, - . * , n) e para alguma submatriz ãII dp. Como a2 - L2 t 

IC, temos 

- 
para alguma submatriz bII sdp. Logo, 

implicando que [pvII # O. Como 

(a + Ibl)(a - Ibl) + (a - Ibl)(a+ Ibl) = 2a2 - 2b2 t IC, 

onde a última desigualdade segue do fato que ãII + é dp, [pv ]~  # O e X < 0, 

gerando uma contradição. i 

No que segue, usaremos ('O(t)" (respectivamente, ('o(t)") para denotar um ele- 

mento de S que depende de t e tal que 

I'o(t)II<oo lim sup - 
t 4 0  t t.0 t 



Lema 2.2.3 Fixe c E K: e p E O arbitrários tais  que a equação (2.3) vale para 

algum I C (1, a ,  n )  e para alguma submatrzz EII dp. Para cada w E S tal que 

c2 + w UI E, fazendo z = (c2 + - C e 

onde J = (1,.  a ,  n)\I, então t emos  

Prova. Elevando ambos os lados de (cZ + w ) " ~  = c + z ao quadrado, multiplicando 

a esquerda por p e a direita por pT e usando as equações (2.3) e (2.6), temos 

ou, equivalentemente: 

Da última equação de (2.7), temos 

onde a desigualdadade segue do Lema 1.2.3. Portanto, obtemos que 

Podemos exigir que quando IIWIIll -+ O e IIGIJll -+ 0, tenhamos + O. Caso 

contrário, a primeira equação de (2.7) junto com 1121~11 -+ O implicano limite (usando 
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também a continuidade da multiplicação de matriz) que O = EII.ZII +ZIIEII +qI tem 

uma solução não-nula ZII. Adicionando ZI  em ambos os lados temos = (EII+ZII)' 

e, como EII e EII + ZII são ambos sdp implicando que ZII = 0, chega-se a uma 

contradição. Assim, a segunda equação de (2.7) torna-se 

Como EII é dp, obtemos do Teorema da função implícita que 

Finalmente, da primeira equação (2.7) temos 

Como EII é dp, de modo que kII é uma aplicação linear inversível e I l & I l l  + O 

quando 1 1  w I I -+ O,  obtemos do Teorema da função implícita que 

Finalmente, lembraremos alguns conceitos sobre as aplicações F : S 4 S.  

Definição 2.2.2 (a) F e G são relativamente pseudomonótonas sobre 23 C S se, 

(b)  F e G são relativamente monótonas se, 



(c) F e G são relativamente estritamente monótonas se, 

(d) F e G são relativamente fortemente monótonas com módulo a! se, existe 

a! > O tal que 

No caso onde G = I, as três condições acima se reduzem a F, sendo, respectiva- 

mente, pseudomonótona, monótona, estritamente monótona e fortemente monótona. 

Quando f : D --+ 1R é diferenciável, no sentido de Fréchet, sobre D ,  o gradiente de 

f é denotado por V f : 2) -+ S . 

2.3 Funções de Mérito 

Uma função que define um problema de minimização equivalente ao PCSD é 

chamada função de mérito. Nesta seção, apresentamos algumas funções de mérito 

estendidas do PCN [25, 271 para o PCSD por Tseng [32] e uma nova função de 

mérito tanto para o PCN como para o PCSD obtida por Yamashita e Fultushima 

[38]. Além disso, citamos algumas propriedades. 

Definição 2.3.1 Uma função f : D + [O, m) é u m a  função de mérito para o 

PCSD sobre D c S (tipicamente, D = S ou D = GP1(lC)) desde que 

f (x) = O se, e somente se, x é solução do PCSD. 

Podemos reformular o PCSD como um problema de minimização 

min f (x) 
x E V  



e aplicar um método adequado para resolver este problema. Para obter este método 

é desejável que a função de mérito tenha propriedades tais como: 

e f seja diferenciável (pelos menos duas vezes), 

e f seja convexa, 

e qualquer ponto estacionário (x é tal que V f (x) = O) ou de mínimo local de f 

sobre D seja também um minimizador global de f ,  

e f forneça uma cota de erro global para o PCSD,  ou seja, existe uma constante 

> O tal que 

dist{x,X) 5 qf(x), 'd x E S, 

onde X é o conjunto solução do PCSD.  Apresentamos abaixo as funções de mérito 

para P C S D  obtidas por Tseng 1321 e Yamashita e Fulcushima 1381. 

1. Funções gap 

Seja f : G-l(IC) -+ IR U {co) . A função gap é definida por 

a qual é uma função de mérito sobre GP1(IC). A função gap "dual" é dada por 

a qual é uma função de mérito sobre G-'(IC) desde que F e G sejam relativamente 

pseudomonótonas sobre G-l(IC) e G-' seja definida e contínua sobre IC. Devido à 

relação entre (S, < -, >) e (Rv, < 0 , .  com v := n(n -i- 1)/2, a maioria dos 

resultados são extensões de resultados conhecidos em otimização 13, 191. A função 

gap é convexa sobre GP1(IC) se F e G são afins e relativamente monótonas sobre 



G-'(IC). Por outro lado, a função gap "dual" é convexa sobre G-'(IC) se F e G são 

relativamente pseudomonótonas sobre G-'(IC), G-' é definida e contínua sobre IC 

e G afim. 

2. Função gap regularizada 

A função gap regularizada, parametrizada por a > 0, definida por 

é uma função de mérito sobre G-'(IC). Como as funções de gap dadas anteriormente, 

a maioria dos resultados são extensões de resultados conhecidos [2, 12, 331. Para 

qualquer a E (O, oo), a função gap regularizada f, : G-I (IC) + lR é diferenciável 

se F e G são diferenciáveis sobre G-'(lC). 

3. Lagrangeano Implícito 

O Lagrangeano Implícito, parametrizado por a > I, definida por 

é uma função de mérito sobre S. Como as funções de mérito f dadas anteriormente, 

a maioria dos resultados são extensões de resultados conhecidos [33, 371. Para 

qualquer a E (1, oo), seja f, : S --+ lR dada pela equação acima, então f, 

é diferenciável se F é diferenciável. Além disso, qualquer ponto estacionário da 

função gap regularizada e do Lagrangeano Implícito é solução do PCSD se F e G 

são diferenciáveis sobre G-'(IC) , VG(x) é inversível e VG-'(z)VF(x) é dp. 



4. Função projeção residual 

A função f : D + lR definida por 

é uma função de mérito sobre S .  A função projeção residual fornece uma cota de erro 

para o PCSD sob as hipóteses de F e G serem Lipschitz contínuas e relativamente 

fortemente monótonas sobre S ,  e com isso obtém-se também cotas de erros para as 

funções dadas por (2.8) e (2.9). 

5. A norma quadrada da função Fischer-Burmeister 

A função f : S + lR definida por 

onde $ : S x S + S é a função 

é uma função de mérito sobre S. Não é fácil estender a análise desta função de 

mérito do caso do PCN. Em particular, $ envolve a raiz quadrada de duas matrizes 

simétricas sdp, o que complica significatimente a análise e necessita do desenvolvi- 

mento de novos argumentos, veja [32]. Se F e G são diferenciáveis sobre S, então f 

é diferenciável. 

6. Função Luo e Tseng 

A função f : S + lR definida por 



onde $0 : lR + [O, ca) é tal que 

gO(t) = O se, e somente se, t 5 0, 

e $ : S x S -+ [O,ca) é tal que 

$(a,b) = O ,  (a,b) 5 O U  (a,b) E I C  x IC, (qb)  = O ,  (2.14) 

é uma função de mérito sobre S. A função f : S -+ .R é diferenciável se $o, $, F 

e G são diferenciáveis para qualquer x E S. A função Luo e Tseng é convexa se $o, 

são convexas e F e G são afins e relativamente monótonas. Além disso, qualquer 

ponto estacionário, desta função e da função dada por (2.10), é solução do PCSD 

se F e G são diferenciáveis sobre G-I ( IC) ,  VG(x) é inversível e VGP1 (x)VF(x) é 

sdp. 

7. Função proposta por Yamashita e F'ukushima 

A função proposta por Yamashita e Fultushima [38], dada por 

onde $o : lR + lR é tal que 

é uma função de mérito sobre S. Observe que eles estudaram o PCSD com G = I. 

Esta função não é reduzida para uma função de mérito existente para PCN quando 

o conjunto S é restrito ao espaço das matrizes diagonais. Portanto é considerada 
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uma nova função de mérito para o P C N .  A função f nem sempre é convexa e é 

diferenciável quando F é diferenciável. A função f fornece uma cota de erro para o 

PCSD desde que F seja fortemente monótona, e qualquer ponto estacionário de f é 

uma solução do PCSD se F é monótona. Além disso, se F : S + S é diferenciável 

e satisfaz uma das condições: ou F é monótona e o P C S D  é estritamente viável, 

ou F é fortemente monótona, então os conjuntos de nível 

são não-vazios e limitados para qualquer y > O. Yamashita e Fukushima também 

propuseram um método de descida e provaram sua convergência sob a condição de 

F ser continuamente diferenciável e uma das condições acima ocorra. 

Observe que a função proposta por Yamashita e Fukushima (2.15)-(2.17) é uma 

modificação da função proposta por Tseng (2.12)-(2.14)) com G = I, onde $o dada 

por (2.16), satisfaz (2.13) e $, dada por (2.17) satisfaz 

$(a,b) = O *  (a,b) E I C  x IC, (a,b) = O .  

2.4 Existência de solução do PCSD 

Nesta seção, apresentamos alguns resultados que garantem a existência de 

solução para o P C S D .  Para o P C S D ,  Tseng [32], Yamashita e Fukushima 1381 

mostraram que qualquer ponto estacionário, das funções definidas por (2.10), (2.12)- 

(2.14) e (2.15)-(2.17)) é uma solução do P C S D  sob a condição de VF(x)  ser sdp. 

Para o P C N ,  resultados similares foram provados sob condições mais fracas. De 

fato, Fachinei e Soares [10] mostraram que qualquer ponto estacionário da  função 

Fischer-Burmeister é uma solução do P C N  quando VF(x)  : lRn + lRn é uma 



Po-matriz, isto é, para qualquer x E lRn com x # 0, existe um índice i tal que 

Tseng [32] levantou a questão da extensão desta propriedade para o espaço das 

matrizes simétricas, S. Respondendo esta questão, &i e Chen [38] obtiveram esta 

propriedade para o PCSD,  considerando a seguinte definição para Po-matriz: 

Definição 2.4.1 'Uma aplicação M : S -+ S é uma Po-matriz (respectivamente, 

P-matriz) se para quaisquer x E S, com x # O, e p E 0, existe um i tal que 

(px)i # O e [ ( p x ) ~ ( p x ) ~ ]  ZZ . . > O (respectivamente, [(px) M (px)T] ZZ . . > O), onde (px)i 

é a i-ésima linha da matrix px. 

Observe que, pela definição acima, uma aplicação sdp (dp) é uma aplicação 

Po-matriz (P-matriz). E, uma aplicação P-matriz é uma aplicação Po-matriz. 

A existência de solução para o P C N  é garantida sob a condição de F : lRn + lRn 

ser P-uniforme, ou seja, para quaisquer x, y E lRn, existe um índice i e ,LL > O tais 

É possível que esta propriedade seja preservada para o PCSD.  

Para o PCSD,  Shibata, Yamashita e Fukushima [30] mostraram a existência 

de solução sob a hipótese de F ser P-uniforme e F(x) = w(X,,,(x)), onde w(t)  

denota um elemento de S que depende de t e cuja norma tende para o infinito mais 

lentamente que t2, i.e., lim 11w(t)ll /t2 = O e Xma,(x) é O maior autovalor de x E S. 
t+co 

Agora, daremos os conceitos de função-P e função-P uniforme de S em S. 

Definição 2.4.2 A função F : S + S é uma 



(a) função-P se, para quaisquer x ,  y E S com x # y e qualquer p E 0, existe 

u m  i tal que 

[ P ( X  - Y ) ( F ( x )  - F ( y ) ) p T ]  ZZ .. > O ,  

(b )  função-P uniforme se, para quaisquer x ,  y E S e qualquer p E O,  existe um 

i tal que 

2 
[ P ( X  - y ) ( F ( x )  - F ( y ) ) p T ]  zz .. 2 P llx - YII 7 

onde p é uma  constante positiva. 

O Lema a seguir mostra uma relação entre função-P e Po-matriz que é impor- 

tante para estudar condições para a existência de uma solução para o P C S D .  

Lema 2.4.1 Suponha que F : S + S é diferenciável. S e  F é uma função-P, 

então V F ( x )  é uma  Po-matriz. Além disso, se F é uma função-P uniforme, então 

para quaisquer d E S ,  com d # O ,  e p E O existe u m  i tal que 

onde p é uma  constante positiva. 

Prova. Seja d E S com d # O. Da diferenciabilidade de F temos que para todo 

x E S ,  

F ( Y )  - F ( x )  = V F ( x ) ( t d )  + o ( t )  Ildll , (2.20) 

onde y = x+td e t > O .  Como F é uma função-P, existe um i tal que, para qualquer 

p E 0, temos que 

[P(Y - x ) ( F ( y )  - F ( 4 ) p T ]  ZZ .. > O ,  (2.21) 



e O# [p(y - x)], = t ( ~ d ) ~ .  Por (2.20) e (2.21), 

onde a igualdade segue da simetria de d. Dividindo a desigualdade (2.22) por t2 e 

fazendo t + 0, temos que 

Logo VF(x) é uma Po-matriz. Analogamente, mostra-se a segunda afirmação do 

Lema. 

Toda função-P uniforme é uma função-P, então se F é uma função-P uniforme 

diferenciável, temos, pelo Lema 2.4.1, que BF(x)  é uma Po-matriz para qualquer 

x. 

Suponha que F(x)  = Mx + q. Se F é uma função-P, então, pela Definição 2.4.2 

(a), para quaisquer x, y E S, com x # y, e qualquer matriz ortogonal p existe um i 

tal que [p(x - y)M(p(x - y) )T] ,  > O. Isto implica que M é uma P-matriz. 
ZZ 

2.5 Funções -PCSD* 

Nesta seção apresentamos algumas funções .SI : S x S -+ [O, oo) que satisfazem 

(2.18) e algumas propriedades interessantes que elas apresentam. Denominaremos 

estas funções de funções-PCSD*. 

O Lema abaixo apresenta uma função cujas propriedades garantem que a 

função dada pela equação (2.8) é uma função de mérito sobre G-l(lC). A maioria 

dos resultados são extensões de [2, 12, 331. 



Lema 2.5.1 Para a E ( O ,  w) arbitrário, defina a função $, : S x S + iR por 

2 a  

Então 

(a) Para (a ,  b) E S x IC arbitrário, temos 

$=(a, b) = O se, e somente se, a E IC,  ( a ,  b) = 0.  

(b)  $, é diferenciável para todo ( a ,  b) E S x S, com 

Prova. 

(a )  Como b E IC ,  por (1 .  I), 

Pelo Lema 2.2.1 ( a ) ,  podemos escrever a equação acima assim 

1 
(b, - aa  + b - [-aa + b]+) . 

a 

Mas 

1 2 > - ( b -  [b-  aa]+ - (a ,  [b -  a!a]+) - - b -  [b -  aa]+ll 
2a! 

1 2 1 
= - llb - [b - aa]+ll +; ([b - aa]+,b - a a -  [b - aa]+)  

a 



A desigualdade segue de (2.24), na segunda expressão somou-se e subtraiu-se 

i [ b  - aa]+ ao termo b / a  para obter a segunda igualdade, e pelo Lema 2.2.1 (a) 

obtém-se a penútimae última igualdades. Logo, obtemos (2.23). Assim $,(a, b) 2 O. 

Se $,(a, b) = O então por (2.23) temos b = [b - aa]+. Portanto pelo Lema 2.2.2 (b) , 

a E IC e (a,b) = O. Reciprocamente, se a E IC, e (a,b) = 0, então 

1 
$,(a, h) = -(a,  [b - aa]+) - - llb- [b -  aa]+l12 < O. 

2a! 

Por (2.23) $,(a, b) 2 O. Portanto $,(a, b) = 0. 

(b) Devido a relação entre (S, ( a ,  a ) )  e (R, (., .)R) com 

e [[3], cap. 4, Teorema 1.71, $J, é diferenciável e seu gradiente é dado por 

Os resultados abaixo apresentam, para $ definida por (2.17), a garantia que as 

funções dadas pelas equações (2.10) e (2.15) são funções de mérito sobre S. Para 

isso, primeiro precisamos mostrar uma propriedade para (b dada por (2.11). 

Lema 2.5.2 (a) Para todo (a, b) E K: x ]C, t emos  

(a, b) = O se, e somente  se, [pbPT], = O para todo i 2 k: o u  j 2 k ,  
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onde p E O e A k ,  . . , A, E (O, w) tais que paPT = diag(0,. a ,  O, A k ,  . , A,). 

(b) Seja $ dada por (2.11). Então, 

$(a, b) = O se, e somente se, a E IC, b E IC, (a, b) = 0. 

Prova. 

(a) Fixe (a, b) E K: x IC arbitrário. Sejam p E O e A k ,  . a ,  A, E (O, w) tais que 

papT = diag(0, ,O,Ak, . .  e ,  A,). Então 

(a, b) = tr[ab] = tr[paPTpbpT] 

Logo (a, b) = O se, e somente se, [pbpTIii = O para todo i > k.  Como pbpT é simétrica 

e sdp, os dois últimos valem se, e somente se, [pbPT], = O para todo i > k ou j > k. 

(b) Fixe (a, b) E S x S arbitrário. Se a,  b E IC e (a, b) = 0, então, por (a), para 

p E O e Xk, - - 0  , A, E (O, w )  tais que paPT = diag(0, - , O,  Ak,  - . . , A,), temos que 

[pbPTlij = O para todo i > k ou j 2 k.  Logo, 

Assim, segue que ab = O. Similarmente, ba = O. Portanto (a + b)' = a2 + b2 OU, 

equivalentemente, a + b = (a2 + b2)'/' , isto é, $(a, b) = O. Reciprocamente, se 

$(a, b) = 0, então a + b = (a2 + b2) 'I2 E IC e (a + b)' = a2 + b2 OU, equivalentemente, 

ab + ba = O. Suponha que p E O e A1, - a ,  A, E R (onde AI,. . - , Ak-1 são nulos, 

Ak, ., A1-l são positivos, e AI, . a ,  A, são negativos para alguns valores de k e 1 que 

verificam 1 5 k < 1 < n + 1) satisfazendo paPT = diag{A1,. a ,  A,). Logo 

O = p(ab + ba)pT = pabPT + pbaPT = paPTpbpT + pbpTpapT 

= diag{Al, - . , An)pbPT + pbpTdiag{A1, - . , A,), 



implicando em (Ai + Aj)(~bpT),  = O para todo i e j. Assim, (pbpT), = 0, exceto 

possivelmente quando Ai = X j  = O ou &Aj  < O. Portanto, 

p(a + b)pT = papT + pbpT 

Como p(a + b)pT E IC, seus elementos diagonais são não-negativos; devemos ter 

1 = n + 1 e a subrnatriz [pbpT] < tem que ser sdp. Logo, papT e pbPT estão 

i < k, 
em IC, implicando, pelo Lema 1.2.5, que a e b estão em IC. Então pelo item (a), 

(a, b) = 0. i 

Agora, usando os Lemas 2.2.3 e 2.5.2 mostraremos as propriedades da função $ 

dada por (2.17), cujos resultados são extensões de [24] e [14] para o caso do PCN. 

Lema 2.5.3 Seja 6 dada pela equação (2.11) e defina $ : S x S + lR como 

Então 

(a) Para todo (a, b) E S x S ,  temos $(a, b) 2 O e 

$(a, b) = O se, e somente se, a,  b E IC, (a, b) = 0. 

(b)  $ é diferenciável e m  todo (a, b) E S x S .  A l é m  disso, 

Va$(a, b) = syrn[L;l[c - a - b][a - c]], 

Vb$(a, b) = syrn[L~l[c - a - b][b - c]], 
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onde  c = (a2 + b2) 'I2. 

(c) Para todo (a, b) E S x S ,  t e m o s  

onde  c = (a2 + b2)'I2 e g = L;'[c - a - b]. 

(d) Para todo (a, b) E S x S, t e m o s  

onde  c = (a2 + b2)'I2 E IC. 

Prova. 

(a) A não-negatividade segue da definição de $. Agora, seja $(a, b) = 0, O que 

implica que 4(a, b) = 0, então pelo Lema 2.5.2 (b), a, b E IC e (a,  b)  = O. Reciproca- 

mente, se a, b E K: e (a,  b) = 0, então, pelo Lema 2.5.2 (b), 4(a, b) = O o que implica 

que $(a,b) = 0. 

(b) Note que 

a2 + b2 + ab - (a2 + b2) 'I2 (a + b)] . (2.25) 

Fixe qualquer (a, b) E S x S e seja c = (a% b2)'I2. Assim, pelo Lema 2.2.1 (b) , temos 

'12 que a ,  b E S,. Fixe u E S arbitrário e defina w = au  + ua + u2 e z = (c2 + w) - c. 

Pelo Lema 2.2.3, temos .ZII = ~ $ : [ u ? ~ ~ ]  + o(llwll), onde GII e ZIr (como também ZrJ 

e ZJJ) são dadas pela equação (2.6). Assim, 

t r  [%(a + b)] = t r  [pzpT (papT + pbpT)] 



onde a última igualdade segue da primeira identidade Lema 2.2.1 (d). Sejam 

Então, 

= t r  [Lll[a + b](au + ua)] + o(llull), (2.26) 

- - 
onde a última igualdade segue do fato que é I Id I I  + dIIéI I  = ã I I  +GI ou, equivalen- 

temente, 

Logo, d = L;l[a + b]. Assim, por (2.25), temos 

+(a+u,b)  - +(a,b) = 

= tr[(a+u) '+ ( a+u)b+  b2 - ((a+u) '+ b2)'" ( a +  b+u)  - 

- a2 - ab - b2 + c(a + b)] 

2au +ub+u2  - (c2 + w)'"(a+ b+u)  + c(a+ b)] 
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[ = t r  2au + ub + u2 - cu - ( (c2  + w) ' I 2  - C )  ( a  + b + u)] 

= t r  [2au + ub+ u2 - cu - z ( a  + b + u)] 

= t r  [2au+ bu - C U -  L;'[a+ b](au+ua)] + o(llull) 

= (2a + b - c - Li1[a + b]a - aL;'[a + b], u )  + o(IIuII), 

onde a segunda igualdade usa c2 = a2 + b2 e w = au + ua + u2,  a quarta usa-se 

z = (c2 + w)112 - C e a quinta segue da equação (2.26). Logo, 

Va$(a ,  b )  = 2a + b - c - Lcl[a + b]a - aL;'[a + b] 

= L; ' [a+b](c -a )+(c -a )L: ' [a+b]+a-c  

= L;' [a + b] (c  - a) + ( c  - a) L;' [a + b] + 2 [L;' (c)  ( a  - c)] 

= (L;'[c] - L;' [a + b]) ( a  - c) + ( a  - c) (L:' [c] - Lél[a  + b]) 

= L;'[c- a -  b](a - c) + ( a -  c)L;'[c- a -  b] 

= s y r n [ ~ ~ ' [ c  - a - b][a - c]] ,  

onde a segunda igualdade usa o fato que x = L;'[x]c + cL;'[x] com x = a + b, a 

terceira usa que ax = L;'[c]x = xL;'[c] (veja Lema 2.2.1 (d)) com x = a - c, a 

penúltima igualdade segue da linearidade de L;' e a última segue da Definição 2.2.1 

(b). 

Um argumento análogo dá  a fórmula para Vb$(a ,  15). 

Para quaisquer u, v E S ,  de um argumento como o acima segue que 

Assim, $ é diferenciável em (a ,  b). 

(c) Fixe (a,  b )  E S x S arbitrário. Fazendo x = c-a, y = c- b e g = L;'[c-a- b], 



temos 

onde a terceira igualdade usa o fato de c2 - a2, c2 - b2 e c pertencerem a IC, logo, 

pelo Lema 2.2.2 (c), x = c - a e y = c - b estão em IC; a quinta igualdade segue 

do fato que c2 = a2 + b2; e a segunda e sexta igualdades seguem da propriedade de 

traqo tr[w] =tr[wT] para qualquer matriz w E X. Portanto, 

(d) Por (b) temos 

(a, Va$(a, b)) + (b, Va$(a, b)) = (a, Lel[c - a - b](a - c) + (a - c ) ~ ~ l [ c  - a - b]) + 
+ (b, Lcl[c - a - b](b - c) + (b - c)L;'[c - a - h]) 

= t r [ L c l [ c - a - b ] ( ( a - c ) a + a ( a - c ) + ( b - c ) b + b ( b - c ) ) ]  

= tr[Lcl[c-a-b]L,[c-a-b]] 

2 
= [ [C-a-b[ l  , 

onde a segunda igualdade segue da propriedade de traço, tr[xy]=tr[yx], 'd x, y E X, 
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a terceira segue da  definição de c e de L, e a última igualdade segue do Lema 2.2.1 

(d). 

A seguir, daremos exemplos de funções $J que satisfazem (2.14). Para isso, defi- 

nimos h : S + lR por 

h(x) = I l [ ~ l + 1 1 ~ .  (2.27) 

Para mostrar sua convexidade precisamos do seguinte resultado. 

Lema 2.5.4 Para quaisquer x, y E S ,  temos 

II[x + Y1+11 5 II[xl+II + Il[yI+ll. 

Prova. Consideremos o seguinte problema de otimização 

min Ilx + y - zll. 
z € K O  

Como [x]- + [y]- E I C O ,  temos 

mil1 1117: + Y - 4 I IIx + Y - [xl- - [YI-II = 11[xl+ + [YIsII 5 11[xl+11 + II[YI+II, 
z € K O  

onde a igualdade segue do Lema 2.2.1 (a) e a última desigualdade segue da  desigual- 

dade triangular. Pelo Lema 1.3.1, a solução ótima do problema (2.28) é atingida em 

z = [x + y]-. Como, pelo Lema 2.2.1 (a), 

para quaisquer x, y E S ,  temos 

Il[x + Yl+ll = mi: 112 + Y - 211 11[x1+11 + Il[Yl+ll. 
zEK 

Usando o Lema acima, mostraremos que h é convexa e diferenciável em S 
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Lema 2.5.5 Seja h definida por (2.27). Então 

(a) h é convexa em S; 

(b) h é diferenciável em S com Vh(x) = 2[x]+. 

Prova. 

(a) Sejam as funções hl : S + IR e h2 : IR + lR definidas por hl (u) := 1 1  [u]+II e 

h2(t) := t2. Note que hl é uma função convexa em S pelo Lema 2.5.4. Então, para 

quaisquer x, y E S e a, E [O, 11, temos 

onde a primeira desigualdade segue da convexidade e não-negatividade da função 

hl, e a monotonicidade da função h2 em [O, a); e a segunda desigualdade segue da 

convexidade da função h2. 

(b) Para qualquer x E S, pelo Lema 2.2.1 (a), temos que h(x) = Ilx - [ ~ ] - 1 1 ~  = 

min 112 - y112. Defina a função 6 : S x S + lR por &(x, y) = IIx - y 1 1 2 .  Note que h é 
y€KO 

diferenciável. Como, por definição, 

e, pelo Lema 1.3.1, o mínimo do lado direito de (2.29) é unicamente atingido em 

y = [x]-, segue de [[3], Capítulo 4, Teorema 1.71 que lz é diferenciável e Vh(x) é 

dada por Vh(x) = v,&(x, [x]-). Assim temos V1z(x) = 2(x - [x]) = 2[x]+. i 

Seja Q+ a coleção de funções $ : S x S + [O, oo), satisfazendo (2.14), que são 
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diferenciáveis e para todo (a ,  b) E S x S satisfazem as seguintes condições: 

O Lema abaixo fornece uma $ pertencendo ao Q+. Esta também é uma escolha 

de $ para a função de mérito dada por (2.12)-(2.14). 

Lema 2.5.6 Seja $ : S x S + [O,  co) dada por 

Então 

(a) $ satisfaz a equação (2.14). 

(b)  $ é convexa e diferenciável em todo (a ,  b) E S x S com V a $ ( a ,  b) = -[-a]+ 

e Vb$(a,  b) = -[- b]+. 

(c) Para todo (a ,  b) E S x S ,  temos (Va$(a ,  b), Vb$(a, b ) )  2 0. 

(d) Para todo (a ,  b) E S x S ,  temos 

Prova. 

((a) e (b))  Pelo Lema 2.5.5, a função 11 [-a]+ 11' é convexa e diferenciável em a E S 

com V a $ ( a ,  b) = -2[-a]+, e igual a zero se, e somente se, a E IC. Similarmente, 

para 1 1  [-b]+ [ I2.  Assim, $(a,  b) é convexa e diferenciável em (a ,  b) e igual a zero se, 

e somente se, a,  b E IC. Seja agora (a ,  b) < O .  Como a ,  b E IC,  por (1.1),  ( a ,  b) > 0,  

segue que (a ,  b )  = O .  Logo, $ satisfaz (2.14). 

((C) e (d)) Por (b) temos (Va$(a,  b), Vb$(a, b))  = ([-a]+, [-b]+) > 0 ,  onde a 

desigualdade segue de (1.1). E, temos 



onde a primeira e segunda igualdades seguem do Lema 2.2.1 (a). i 

A seguir, consideramos uma restrição adicional sobre $. Seja 9++ a coleção de 

$ E Q+ tal que 

Uma escolha de $, que serve também para a função de mérito (2.12)-(2.14), baseada 

na função Fischer-Burmeister dada por (2 .  11),  pertencendo a 9++ é dada pelo Lema 

abaixo. Observe que a função dada por (2.30) não pertence a 9++. 

Lema 2.5.7 Seja $ dada por 

onde $ é dada por (2.11).  Então 

(a) $ satisfaz a equação (2.14). 

(b )  $J é diferenciável e m  todo ( a ,  b) E S x S .  A lém disso, 

vb$ (a ,  b) = s y m [ L i l  [[c  - a - b]+] [b - c] ] ,  

onde c = (a2 + b2)'I2. 

(c) Para qualquer ( a ,  b) E S x S ,  temos 

onde c = (a2 + b2) ' I 2  e g = L;' [[c- a - b]+]. Consequentemente, $ sutis& a equação 

(2.31). 

(d) Para todo ( a ,  b )  E S x S ,  temos 



Prova. 

(a) Fixe (a, b) E S x S arbitrário tal que $(a, b) = O e (a, b) < O. Seja x = 

-$(a, b). Então, [-x]+ = [$(a, b)]+ = 0, e z E IC. Como z = - (a2 + b2)'" + a + b, 

logo a + h = (a2 + b2)1'2 + Z, elevando ambos os lados ao quadrado e simplificando, 

segue que 

ab+ ba = (a2 + b 2 ) 1 / 2 ~ + ~  (a2+b2)1/2+x2. 

Tomando o traço de ambos os lados temos que 

2 (a, b) = 2tr [z'12 (a2 + b2) z ' /~ ]  + 11x11 . 

Como xl/' (a2 + b2)'/' x1I2 E IC, então seu traço é não-negativo e portanto (a, O) > 0, 

que juntamente com (a, b) < O implica que x = O. Então $(a, b) = O e pelo Lema 

2.5.2 (b) segue que a, b E K: e (a, b) = O. Reciprocamente, se a ,  b E IC e (a, b) = 0, 

então, pelo Lema 2.5.2 (b), segue que $(a, b) = O. Logo, $(a, b) = O e (a, b) < 0. 

(b) Fixe qualquer (a, b) E S x S e defina c = (a2 + b2)lI2 e r = C - a - b. Para 

qualquer u E S, fazendo w = au + ua  + u2 e r' = (c2 + w ) " ~  - a - b - u temos que 

onde r" = (I - t)r + tr' para algum t E [O, 11 ; a quarta igualdade segue da  dife- 
2 

renciabilidade de I I [ - ] + / I  e o teorema do valor médio, a primeira desigualdade usa a 

desigualdade de Cauchy e a última desigualdade usa a não-expansividade de [ a ] + .  



Agora, limitaremos o lado direito. Sabemos que a equação (2.3) vale para algum 

p E 0, algum I C (1, . - . , n} e alguma submatriz EII dp, implicando que a equação 

(2.4) vale para determinadas submatrizes ãfl e bII. Então, 

prPT = 

e assim, 

P [TI+ PT = 

Logo, [ r ]+ E S, (veja Definição 2.2.1 (d)). Também, ao definirmos 6 e 2 pela 

equações (2.6), com ,z = (c2 + w)'I2 - c segue que 

onde a terceira igualdade usa 6 = pwpT = p (au + ua + u2) pT e o Lema 2.2.3 e as 

duas últimas igualdades seguem do mesmo argumento usado na prova da equação 

(2.26). Portanto, fazendo i? = puPT, temos das equações (2.6) e (2.4) que 

onde J := (1, . . , n) \I. Assim, =0(11ull) , GrJ =O(llull) , 6jj =0(llu11~) e 

pelo Lema 2.2.3 segue que ZrI, ZIJ, Zj j  são todos de O(llull) OU, equivalentemente, 



x =0(11ull) . Isto implica que 

Usando as equações (2.34) e (2.35) para limitar o lado direito da equação (2.33) 

segue que 

implicando que 

onde a segunda igualdade usa a Definição 2.2.1 (e) e a última usa a linearidade de 

Lcl.  

Um argumento análogo obtém-se Vb$ (a, b) . Logo, para quaisquer u, v E S, 

Assim, é diferenciável em (a, b). 

(c) A prova da primeira parte é idêntica ao do Lema 2.5.3 (c) mas com 

g = L;' [[c - a - h]+]. Vamos mostrar que $ satisfaz (2.31). Suponha que 

(V,$ (a, b), Vb$(a, b)) = O. Então pela primeira parte temos que (c - a - b)g = O ou 

equivalentemente, rL;' [[r],] = 0, onde r = c - a - b. Assim, 



onde a segunda igualdade segue do Lema 2.2.1 (a). Assim, [r]+ L;'[[r]+] = 0, 

implicando, pelo Lema 2.2.1 (d), que [r]+ = O e portanto segue que $(a, b) = 

(d) Por (b), temos 

(a, va$ (a, h)) + (h, VólCi (a, b)) = 

= t r  [L;' [[c- a -  b]+] ( a (a -  c) + (a -c )a+b(b-  c) + ( b -  c)b)] 

= t r  [L;' [[c- a - b]+] (c(c- a - b) + (c- a - b)c)] 

= t r  [L;' [[c- a - b]+] L,[c- a - b]] 

= tr[[c- a -  b]+ [ c -  a -  b]] 

onde a segunda igualdade usa que a2 + b2 = c2, a terceira igualdade segue da  definição 

de c e L, e as duas últimas igualdades seguem do Lema 2.2.1 (d) e (a), respectiva- 

mente. i 

A seguir apresentaremos um resultado que relaciona as funções dadas pelas 

equações (2.17) e (2.30) com a dada por (2.32). Para demonstrar precisamos do 

seguinte Lema. 

Lema 2.5.8 Para qualquer a E S, temos 

Ilb + bl+ll 2 Il[al+ll bf b E IC. 

Prova. Para a E S arbitrário, sejam Ai < < A, seus autovalores. Para b EIC 

arbitrário, sejam X1 5 < i, os autovalores de a + b. Então, pelo Lema 1.2.6, a 

desigualdade > Ai vale para todo i. Logo, 



e assim chegamos ao resultado. i 

Lema 2.5.9 Para qualquer (a, b) E S x S, temos  que 

onde q5 é dada por (2.11). 

Prova. Primeiro vamos mostrar que a seguinte igualdade vale 

De fato, 

onde a primeira igualdade e última igualdades seguem do Lema 2.2.1 (a). 

Agora, mostraremos a primeira desigualdade. Por (2.36), 

2 
Provaremos a segunda desigualdade. Como ( d m )  - a2 = b2 E t ,  pelo Lema 

2.2.2 (c), d m  - a E K. Logo, pelo Lema 2.5.8, 



E assim, 

De maneira análoga, obtemos a desigualdade 

Adicionando as duas desigualdades acima, segue a segunda desigiialdade. 



Capítulo 3 

Ponto estacionário da classe de 
funcões D Luo e Tseng para o PCSD 

3.1 Introdução 

A partir deste capítulo começa a nossa contribuição. Trabalhamos com o PCSD 

dado por (2.1), com G = I. Recentemente, Tseng [32] estendeu, do PCN para 

P C S D ,  uma classe de funções de mérito f : S -+ lR definida por 

onde $o : lR -+ [O, oo) é tal que 

$ o ( t )  = O se, e somente se, t 5 O,  (3.2) 

e $ : S x S + [O, oo) é tal que 

Além disso, Tseng [32] mostrou que qualquer ponto estacionário de f é solução do 

P C S D .  No entanto, não respondeu em que condições f tem conjuntos de nível 

limitados e fornece cota de erro global. Yamashita e Fultushima [38] mostraram 

que os conjuntos de nível de f são limitados quando F é monótona e o PCSD é 
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estritamente viável, e que f fornece cota de erro global desde que F seja fortemente 

monótona. Neste capítulo, descreveremos estes resultados, que são válidos desde que 

$o e $ satisfaçam certas condicões. Além disso, obtemos que, sob condições mais 

fracas do que as de [32, 381, os conjuntos de nível de f são limitados e a propriedade 

de que qualquer ponto estacionário é solução do PCSD; apresentaremos também 

dois métodos de descida, um deles com a direção dada por Tseng, para resolver o 

PCSD,  e mostraremos suas convergências. 

3.2 Problema de otimização equivalente 

O seguinte Teorema mostra que a função f definida por (3.1) é uma função de 

mérito sobre S. 

Teorema 3.2.1 [32] Seja f : S + lR dada por (3.1) com $0 e y5 veriificando (3.2) 

e (3.3), respectivamente. Então, f é não-negativa. A lém disso, f (x) = O se, e 

somente se, x é solução do PCSD. 

Prova. A não-negatividade segue de (3.1) e da hipótese de $o e $. 

Suponha que f (x) = O .  Então, pela não-negatividade de $0 e $, $0 ((x, F (x))) = 

O e $(x, F(x))  = O. Assim, por definição de $0, temos que (x, F(x)) 5 O, e por 

definição de $ temos que x é solução do PCSD. A recíproca é direta. i 

A seguir daremos alguns exemplos de $o e $. 

Exemplo 3.2.0.1 Para a > O ,  seja $o" : lR + [O, oo) definida por 

e sejam $1 e $2 : S x S + [O, 00) definidas por 



É óbvio que d," satisfaz (3.2). Pelos Lemas 2.5.6 (a) e 2.5.7 (a) temos que 

Sii, i = 1 ,2  satisfazem (3.3). Além disso, $," é diferenciável para cx > 1 e pelos 

Lemas 2.5.6 (b) e 2.5.7 (b) as funções $i, i = 1 ,2  são diferenciáveis, respectivamente. 

3.3 Cota de erro 

Nesta seção daremos condições sob as quais f fornece uma cota de erro para 

o PCSD. O termo .Slo((x, F(x)))  é a chave para determinar a cota de erro. 

Mostraremos que se F é fortemente monótona e $o e $ satisfazem certas condições, 

a função f fornece uma cota de erro global. Para isso definimos a seguinte função 

Yamashita e Fukushima [38] mostraram que fi fornece uma cota de erro global 

para o PCSD sob a hipótese de F ser fortemente monótona. A seguir demonstra- 

remos este resultado. 

Lema 3.3.1 [38] Seja F fortemente monótona com módulo p. Então existe u m a  

constante a > O tal que 

onde T é a única solução do PCSD 

Prova. Como F é fortemente monótona temos que 

p 112 - ~4~ 5 ( X  - T, F(x)  - F($) 

= (x, F(x))  + (T, -F(x)) + (-X, F@)) 
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onde a primeira igualdade segue do fato de : ser solução do PCSD e a segunda 

desigualdade segue do Lema 2.2.1 (e). Fazendo 

obtemos (3.4). 

A seguir mostraremos uma relação entre fl (x) e f ,  tal que, sob certas condições 

para $0 e $, e considerando F fortemente monótona, permite que f forneça cota de 

erro global para o PCSD. 

Teorema 3.3.1 Seja F fortemente monótona com módulo p e a! > O .  Suponha 

que 

$(a,b) 2 8 2  (I[-al+ll + 11[-~1+11)2 v (a,b) E S x S ,  

onde p1 e ,B2 são constantes positivas. Então existe um ,LI > O tal que 

A l é m  disso, a função f dada por (3.1) fornece u m a  cota de erro global para o PCSD. 

Prova. Pela hipótese sobre $0 e 7 )  temos que existem constantes positivas kl e k2 

tais que 

max {o, (x, F(x))} C k l ~ i O ~ ~ ( ( x ,  ~ ( 4 ) )  
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Portanto, pelo Lema 3.3.1, f fornece uma cota de erro global para o P C S D .  

Pela definição das funções dadas no Exemplo 3.2.0.1 temos que S,$, com a! > 0, 

satisfaz (3.5) e $1 satisfaz (3.6). Além disso, temos, pelo Lema 2.5.9, que $2 satisfaz 

(3.6). 

3.4 Conjunto de nível limitado 

Nesta seção, mostraremos que os conjuntos de nível de f são limitados sob certas 

condições. Do Teorema 3.3.1 obtemos o seguinte resultado sobre a limitação dos 

conjuntos de nível de f sob a condição de F ser fortemente monótona. 

Corolário 3.4.1 Seja f definida por (3.1). Se  F é diferenciável e fortemente 

monótona, então os conjuntos de nz'vel, C(y) = {x E S / f  (x) 5 y), são não-vazios 

e limitados para todo y > 0. 

Para o P C S D ,  Yamashita e Fultushima [38] mostraram que a função definida 

por (2.15)-(2.17) tem conjuntos de nível limitados se F é monótona e o P C S D  é 

estritamente viável, ou seja, existe uma matriz definida positiva 2 E S tal que F(%) 

é definida positiva. Sob as mesmas condições acima e desde que e S, satisfaçam 

(3.5) e (3.6), respectivamente, podemos mostrar que L(y) é limitado. Para isso 

precisamos do seguinte resultado, demonstrado em [38]. 
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Lema 3.4.1 Para qualquer sequência {(ak, bk) } C S x S, considere A: < A! < 
k 

- V a . - 5 P: os autovalores de a% bk, respectivamente. Suponha - . . < A :  e P l S P 2  - 

que {A:} e {P!} são limitados inferiormente. Se A: i co, então, para matrizes 

definidas positivas g, h E S ,  temos que 

(g, a" + (h, bk) + co. 

T 
Prova. Seja pk uma matriz ortogonal tal que pkak (pk) = diag [A!, - , A:] e seja 

T 
gk := pkg (pk) . Então 

Note que, pelo Lema 1.2.5 (a), gk é definida positiva, e portanto os elementos da  

diagonal g i  são positivos. Além disso, temos que para cada i, liminf > O. De 
k + m  

fato, suponha que existe um índice i e uma subsequência {g,j}kEK convergindo a 

zero. Como a sequência {pk} de matrizes ortogonais é limitada, segue que, tomando 

{ converge para um limite, di- uma subsequência, se necessário, a sequência p 

gamos p*, logo {gkJkEK converge a g* = p*g (p*)T. Como p* é também uma matriz 

ortogonal, então, pelo Lema 1.2.5 (a), g* é definida positiva. No entanto isto con- 

tradiz a hipótese de g:, ser zero. Como {A" está limitada inferiormente para cada 

i e A: + co, segue de (3.7) que 



De forma análoga, podemos mostrar que {(h, bk)) está limitada inferiormente. i 

Agora, podemos mostrar que os conjuntos de nível da  função f definida por (3.1) 

são limitados. 

Teorema 3.4.1 [38] Suponha que F é monótona e o PCSD é estritamente viável. 

Seja f dejnida por (3.1) com $0 e $ satisfazendo (3.5) e (3.6), respectivamente. 

Então os conjuntos de nível de f ,  L(y), são limitados para todo y 2 0. 

Prova. Assuma que existe uma sequência ilimitada {xk }C L(y) para algum y 2 O. 

Temos que as sequências dos autovalores mínimos de {xk} e {F(xk)} são limitadas 

inferiormente. De fato, caso contrário, segue de (3.6) que $ (xk, f lxk) )  i oo e 

assim f (xk) i oo, o que contradiz o fato que { x k } ~  L(y) . Portanto, a ilimitação de 

{xk} implica que a sequência do máximo dos autovalores de {x" tende a infinito. 

Como o PCSD é estritamente viável, existe 2 > O tal que F (2) > 0, assim pela 

monotonicidade de F temos que 

Logo, pelo Lema 3.4.1, o lado esquerdo de (3.8) tende para infinito. Portanto, 

(xk, F(xk))  i e por (3.5) ternos que $0 ((zk, F(xk)))  i W. Assim, f (xk) i W, 

o que contradiz o fato que { x k } ~  L(y). i 

A seguir, apresentaremos outra condição que garante a limitação dos conjuntos 

de nível de f .  Para isso introduzimos uma classe de função tipo-Ro. 

Definição 3.4.1 Dizemos que a função F : S + S é u m a  função-Rol, se para 

qualquer sequência {x" satisfazendo 



temos que 

Iim inf (xk, F(xk))  > O. 
k+cx, Ilxkll 

Esta classe de funções é uma extensão de classe utilizada no PCN [5, 8, 271. 

Para o PCSD, esta condição foi usada por Chen e Tseng [7]. A seguir mostraremos 

que se F é monótona e o PCSD é estritamente viável então F é uma função-Rol. 

Proposição 3.4.1 Suponha que F é monótona e o PCSD é estritamente viável. 

Então F é uma função-Rol. 

Prova. Considere {xk) uma sequência satisfazendo (3.9) e tome {xk)REn uma sub- 

sequência tal que 
,k 

Claramente, por (3.9) e pelo Lema 2.2.2 (a), temos que 

Como o PCSD é estritamente viável, existe uma matriz definida positiva tal que 

F(;) > O. Além disso, pela monotonicidade de F,  temos que 

Dividindo ambos os lados da desigualdade acima por IIxkll e tomando o limite sobre 

a subsequência K,  temos que 



onde a segunda desigualdade segue da condição (3.9)) Lema 2.2.2 (a) e ; > O, e a 

terceira segue de (3.11) e o fato que F(z) G) O. Portanto, por definição, F é uma 

função- Rol. i 

O Teorema a seguir é uma extensão do resultado obtido por Luo e Tseng para o 

PCN [[27], Teorema 4.11. 

Teorema 3.4.2 Suponha que F é u m a  função-Rol e considere a função f definida 

por (3.1) tal que $o e $ satisfazem (3.5) e (3.6), respectivamente. Então os con- 

juntos de nivel de f ,  C(y), são limitados para todo y > O .  

Prova. Suponha que para algum y 2 0, o conjunto de nível C(y) é ilimitado. Então 

existe uma sequência ilimitada {xk)z  L(y) tal que llxk 11 1 i. Pela condição (3.6) 

temos que as sequências dos autovalores mínimos de {xk} e {F(xk)} são limitadas 

inferiormente. Portanto, 

Agora, como f (x" ) y e satisfaz (3.5) temos que existe ,6 > O tal que 

Então, dividindo ambos os lados da desigualdade acima por llxk 1 1  e fazendo k i w, 

obtemos 

lim inf (xk, F(xk))  < O. 
- 

Ilxkll 

Entretanto, (3.12) e (3.13) contradizem a hipótese de F ser uma função-Rol. Logo 

L(y) são limitados para todo y 2 0.. i 



3.5 Ponto estacionário 

Como a função de mérito f não é convexa, exceto quando $0 e $ são convexas 

e F é afim e monótona [32], é importante saber quando um ponto estacionário de 

f é um mínimo global de f .  Para isso definimos as seguintes classes de funções 

diferenciáveis. 

Definição 3.5.1 Seja Qo  a classe das funções diferenciáveis : lR -+ [O, oo) 

satisfazendo 

$ O ( t )  = O ¢j t 5 0, 

tais que 

(Ci) tVqo(t) > O para todo t E R; 

(C2) V$O(t) > O para todo t E lR; 

(C3) V$,(t) = O ¢==. t 5 0. 

Definição 3.5.2 Seja 9 a classe das funções continuamente diferenciáveis 

: S x S --+ [O, oo) satisfazendo 

$(a ,  b) = O, ( a ,  b) I O (a ,  b) E IC x IC,  (a ,b)  = 0. 



Do Exemplo 3.2.0.1, a função I)," para a! > 1 pertence a SIo, e pelo Lema 2.5.6 

(b) e (d), gl E SI+. A seguir mostraremos que $2 E SI++. 

Lema 3.5.1 A função $2, dada n o  Exemplo 3.2.0. I ,  pertence a SI++. 

Prova. (CI) segue do Lema 2.5.7 (d). 

(C2) Sejam c = dã2+bz, g = [C- a -  b]+ e x = c -  a. Pelo Lema 2.2.2 (b), x é 

sdp, implicando, pelo Lema 1.2.5, que (L;' [g]) 1/2x(~;1[g])1/2 é sdp. Mas, L;l [glx é 

similar a esta matriz, então é sdp, e portanto xL;'[~] também é. Assim, pelo Lema 

2.5.7 (b), Va$2(a, b) 5 O. De forma análoga, provamos que VbG2(a, b) 5 0. 

(64) Suponha que (a, b) , Vb?,h2 (a, b)) = 0, implicando, pelo Lema 2.5.7 (c), 

que Q2(a, b) = O. Portanto, pelo Lema 2.5.9, a E K: e b E IC. 

(C5) Suponha que (a, h) E K: x IC e (a, b) = O. Então, pelo Lema 2.5.2 (c), segue 

que d m - a - b  = O. Logo, peloLema2.5.7 (b), VaSi2(a,b) =De  Vb$2(a,b) = 0. 

Seja $ : S x S + lR definida por 

Note que, pela definição da $ e as condições sobre e $, temos o seguinte resultado. 

$(a,b) = O  se, esomente, se (a,b) E K: x IC,(a,b) = 0. (3.15) 

Além disso, como $ é a soma das funções continuamente diferenciáveis E So e 

$ E V!+ ou SI++, então $ é diferenciável e 

O Teorema seguinte mostra algumas propriedades para $. 
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Suponha que ambos os lados de (3.22) e (3.23) são não-nulos. Então, por (C2) 

V$o ((a, b)) > O e por (62) -V,$(a, b) O,  -Vb$(a, b) O e não-nulos. Portanto, 

segue das equações (3.22) e (3.23) que a O e b t 0, implicando por (63)  que 

V,$(a, b) = O e Vb$(a, b) = O, o que é uma contradição. Portanto, ambos os lados 

das equações (3.22) e (3.23) são nulos. Então do lado esquerdo das igualdades temos 

que V$Jo((a, b)) = O ou b = O ou a = O,  de onde segue de qualquer maneira que 

(a, b) < O (usando (C3) se necessário). Agora, do lado direito das igualdades temos 

que V,$(a, b) = O e Vb$(a, b) = O, de onde segue por (63) que (a, b) E IC x IC, 

implicando por (1.1) que (a, b) > O. Portanto, as condições acima implicam que 

(a, b) E IC x IC, (a, b) = O, e assim, por (3.15), $(a, b) = O. Reciprocamente, suponha 

que $(a, b) = 0, então, por (3.15) 

a ,  b E IC e (a, b) = 0. 

Da igualdade temos que (a, b) 5 O, e por (C3) 

Além disso, de a ,  b t IC temos que, por (C3) 

Logo, de (3.16),(3.17), (3.24) e (3.25) temos que 

Agora, analisamos para o caso onde $J E @++. Suponha que V,q5(a, b) = 

O, Vbq5(a, b) = O. Logo, (Vaq5(a, b), Vbq5(a, b)) = O. Portanto por (3.18)-(3.20), cada 
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termo do lado direito de (3.21) é nulo. Em particular, o primeiro termo dado por 

(3.18) sendo zero implica, por (C3), que (a, b) 5 O. Além disso, temos que o segundo 

termo de (3.21) é nulo, implicando, por (64), que a, b E K ,  e de (1.1) segue que 

(a, b) 2 O. Assim, a ,  b E K: e (a, b) = O. Logo, por (3.15), $(a, b) = O. Portanto, 

obtemos o seguinte resultado 

A recíproca é análoga ao caso anterior, mas neste caso usamos (G5) para provar 

(3.25). 

(P3) Suponha que V,$(a, b) = O. Logo, (V,$(a, b), Vb$(a, b)) = O. Portanto, por 

(3.26) e (P2), segue que Vb$(a, b) = O. A recíproca é idêntica. 

A seguir daremos uma condição necessária e suficiente para que um ponto esta- 

cionário de f seja solução do PCSD. Tseng [32] mostrou que, sob a condição da  

matriz jacobiana VF(x)  ser sdp, qualquer ponto estacionário da função de Fischer- 

Burmeister dada por (2.10)-(2.11) e da função f é uma solução do PCSD. Da 

mesma forma Yamashita e Fukushima [38] mostraram para a função dada por (2.15)- 

(2.17). Aqui, daremos uma condição de regularidade que enfraquece a hipótese 

acima. Com este propósito, definimos os seguintes conjuntos de índices 

onde x E S e p  E O. 



Para simplificar denotaremos estes conjuntos por P,  C, JV. 

Usando estes conjuntos de índices, definimos condições de regularidade, que são 

extensões do PCN [25]. 

Definição 3.5.3 U m a  matr iz  x E S é dita ser regular se, para quaisquer x E 

S, c o m z  # O, e p E O,  tal que 

existe u m a  matr i z  y E S tal que 

A l é m  disso, u m a  matr i z  x E S é dita ser estri tamente regular se, para quaisquer 

z E S, c o m z  # O, e p E O,  tal que 

existe u m a  matr iz  y E S tal que 

Observe que se VF(x)  é sdp (dp), então podemos escolher y = z e obtemos da  

Definição 3.5.3 que x é regular (estritamente regular). O seguinte Teorema mostra 

que a (estrita) regularidade fornece uma condição necessária e suficiente para que 

um ponto estacionário de f seja solução do PCSD. 

Teorema 3.5.1 Seja  f : S -+ lR dada por (3.1) c o m  $ dada por (3.14). Então  

6 2 



(a) S e  $o e $ são continuamente diferenciáveis e F é continuamente dife- 

renciável, então f é continuamente diferenciável e 

(b) Suponha que F é continuamente diferenciável sobre S e E Qo e $ E Q++ 

(respectivamente, $ E Q+). Suponha que x é u m  ponto estacionário de f .  Então,  

x é solução do PCSD, se e somente se, x é regular (respectivamente, estritamente 

regular). 

Prova. (a) Se F é continuamente diferenciável, então da definição de f ,  da hipótese 

de $o e $, e da regra da cadeia, temos que f é continuamente diferenciável, e de 

(3.16) e (3.17) 

para todo x E S. 

(b) Suponha que x E S é solução do PCSD, então, por (p2) temos que 

Vb$(x, F(x))  = 0, logo P = N = 0, e portanto não existe uma matriz não-nula 

x satisfazendo (3.27). Assim, x é regular. Suponha que x é regular e V f (x) = 0. 

Então, por (3.30)) temos que 

Consequentemente, temos 



para todo y E S. 

Suponha que x não é solução do P C S D .  Então, pelas propriedades (P2) e 

(P3) do Lema 3.5.2, z := Vb$(x, F(x))  é uma matriz não-nula e satisfaz (3.27). 

Como x é regular, existe y E S que satisfaz (3.28). Além disso, seja q E O tal 

que qVa$(x, F ( x ) ) ~ ~  = diag{A1,. . . ,A,), onde Ai, i = 1,. . . ,n são os autovalores 

de Va$(x, F(x)) .  Logo, por (Pl), (3.27) e pelo Lema 1.2.2, para todo i, temos que 

Ai(Va$(x, F(x) ) )  e [pzPTlii têm os mesmos sinais. Portanto, por (3.27) e (3.28), 

Ai(Va$(x, F(x)))  e [pyPTlii também têm os mesmos sinais. E asssim, usando o fato 

que [(pypT)ii]'R # O, que 

e de (3.29), segue que 

Portanto, as desigualdades (3.32) e (3.33) juntas, contradizem a condição (3.31). 

Logo, x é solução do P C S D .  

De forma análoga, mostra-se para o caso onde x é estritamente regular. i 

Agora apresentaremos uma condição suficiente para que uma matriz x E S seja 

(estritamente) regular. 

Lema 3.5.3 Seja x E S. Se VF(x)  é uma Po- matriz (P-matriz), então x é uma 

matriz (estritamente) regular. 

Prova. Somente consideremos o caso onde VF(x)  é uma Po-matriz. A prova 

é análoga para o caso onde VF(x)  é P-matriz. Suponha que x não é uma ma- 

triz regular, logo, por definição VF(x)  não é sdp. Então existe y # O tal  que 



(y, VF(x)y) < O. Logo, pelo Lema 1.2.2, existe p E O tal que todos os elementos da  

diagonal de pyVF(x)ypT são não-positivos, contradizendo assim a hipótese. i 

Do Lema 3.5.3, obtemos o seguinte corolário, que garante condição suficiente 

para que um ponto estacionário de f seja solução do PCSD. 

Corolário 3.5.1 Suponha que F é diferenciável sobre S.  Seja $ definida por (3.14) 

com $0 E e .SI E V!++ (respectivamente, .SI E V!+), e f definida por (3.1). Se F 

é uma função-P (respectivamente, VF(x) é uma P-matriz para qualquer x) então 

qualquer ponto estacionário de f é uma solução do PCSD. 

Prova. Suponha que F é uma f~~nção-P ,  então, pelo Lema 2.4.1, temos que VF(x )  

é uma Po- matriz e portanto, pelo Lema 3.5.3, Teorema 3.5.1 e usando o fato que x 

é ponto estacionário de f ,  temos que x é solução do PCSD. A segunda afirmação 

segue de forma análoga. i 

Como uma aplicação dos resultados anteriores, obtemos o seguinte corolário que 

garante a existência de solução do PCSD. 

Corolário 3.5.2 Suponha que F é diferenciável sobre S .  Seja 4 definida por (3.14) 

com $0 e I) verificando (3.2) e (3.3), respectivamente, e f definida por (3.1). Suponha 

que F é monótona e que o PCSD é estritamente viável. Então, o conjunto solução 

do PCSD é não-vazio e limitado. 

Prova. Escolha um ; E S arbitrário e seja 7 := f (T). Então L(7) é não-vazio e, como 

mostrado pelo Teorema 3.4.1, limitado. Portanto C(7) contém um minimizador local 

2 de f .  Em particular, 2 é um ponto estacionário de f. Como F é monótona, VF(53) 

é sdp e portanto é uma Po-matriz. Logo, pelo Corolário 3.5.1, 2 é solução do PCSD. 
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A limitação do conjunto de solução segue do fato que o conjunto de nível L(0) é o 

conjunto solução do PCSD, e é limitado pelo Teorema 3.4.1. i 

3.6 Método de Descida 

Nesta seção, apresentamos dois métodos de descida para resolver o PCSD e 

mostraremos suas convergências. 

O método proposto a seguir é baseado na direção de busca dada por Tseng[32]: 

Como d(x) não envolve a matriz jacobiana VF(x) ,  o método é considerado uma 

extensão dos métodos de derivada livre desenvolvidos para o PCN [23, 371. 

O próximo lema mostra que, quando VF(x)  é semidefinida positiva, a matriz 

d(x) é uma direção de descida de f desde que x não seja solução do problema. 

Lema 3.6.1 Suponha que F é diferenciável sobre S .  Seja 4 definida por (3.14) com 

$o E e $ E 9++, e f definida por (3.1). Suponha que x não  é solução do 

PCSD. S e  VF(x)  é semidefinida positiva, então a matr iz  d(x) E S definida por 

(3.34) satisfaz a condição de descida (V f (x), d(x)) < 0. 

Prova. Por (3.30) e (3.34) temos que 

Mas por (P1) mostrada no Lema 3.5.2, o primeiro termo é não-positivo. Como 

VF(x)  é sdp, o segundo termo é também não-positivo. Logo, 



Assuma que (V f (x), d(x)) = O. Isto implica que ambos os termos do lado direito de 

(3.35) são-nulos. Em particular, temos que 

E, por (3.26) e (3.15), temos que x é solução do P C S D ,  o que contradiz a hipótese. 

Assim, 

(Vf  (4, d b ) )  < 0, 

ou seja, d(x) é uma direção de descida. i 

Agora apresentamos o método de descida que usa a direção de busca d(x). 

Algoritmo 3.6.1 (PO) Escolha x0 E S, 6 2 O, o E (0,1/2), P E (O, 1) e seja k := 0. 

(Pl )  Se f (xk) ) L, então pare. 

(P2) Faça d(xk) := -Va$ (xk, ~ ( x ' " ) )  . 

(P3) Calcule um comprimento de passo tk := pmk, onde mk é o menor inteiro 

não-negativo m satisfazendo a condição tipo Armijo 

(Pd) Defina xk+' := xk + tkd(xk), k := k + 1, e volte para o (Pl). 

Agora mostraremos a convergência do Algoritmo. Supomos que é = O tal que o 

algoritmo gere uma sequência infinita, isto é, xk não é uma solução do PCSD para 

cada k.  A demonstração é análoga a de [[38], Teorema 5.11. Para completar daremos 

a demonstração. 



Teorema 3.6.1 Seja q5 definida por (3.14) com $0 E Qo e $ E ~IJ++ e f definida 

por (3.1). Suponha que F é diferenciável e que uma das seguintes condições ocorre: 

OU F é fortemente monótona ou F é monótona e o PCSD é estritamente viável. 

Então a sequência gerada pelo Algoritmo t em pelo menos u m  ponto de acumulação 

e qualquer ponto de acumulação é solução do PCSD. 

Prova. Supondo que x h ã o  é uma solução do PCSD mostraremos que existe 

um inteiro não-negativo m k  satisfazendo (3.36). Assuma o contrário. Então para 

qualquer inteiro positivo m temos 

Dividindo ambos os lados por ,Bm e fazendo m -+ oo segue que 

Como V F ( x )  é sdp sob as hipóteses dadas temos que (3.38) contradiz o Lema 3.6.1. 

Logo podemos encontrar um inteiro m k  satisfazendo (3.36). 

A seguir mostraremos que a sequência gerada pelo Algoritmo tem no mínimo 

um ponto de acumulação. Pela propriedade de descida do Algoritmo, a sequência 

{ f ( x n ) }  é monótona decrescente. Portanto, pelo Corolário 3.4.1 ou Teorema 3.4.1, 

a sequência gerada é limitada, e logo tem pelo menos um ponto de acumulação. 

Provaremos agora a última parte do Teorema. Seja x* um ponto de acumulação 

arbitrário da  sequência gerada { x n }  , e { zn}  uma subsequência convergindo a x*. 
~ E K  

Como d( . )  é contínua, { d ( z k ) } n E K  converge para d(z* ) .  Primeiro considere o caso 
- 

onde existe uma constante P tal que ,Bmk 2 > > O para todo k E K.  Então 



para todo k E tc e a sequência { f (xk)} é decrescente, e temos assim f (x*) = O. Isto 

implica que, pelo Teorema 3.2.1, x* é uma solução do PCSD. Agora, considere o 

caso onde existe uma subsequência tal que ,Om" O. Note que da regra de Armijo 

em (3.36)) temos que 

mk-1 
Dividindo ambos os lados por ,O e fazendo mk + oo segue que 

Em vista do Lema 3.6.1, deduzimos que x* é solução do PCSD. i 

O Teorema acima demonstrou em particular que o algoritmo proposto é válido 

para a função de mérito f com $0 E Qo e $ E *++. Para a função de mérito f 

com $0 E Qo e $ E Q+, é possível mostrar que d(xk) + O quando k + oo, tal  que 

Vb4(x*, F (x*)) = O vale para qualquer ponto de acumulação da  sequência gerada. 

No entanto, isto não necessariamente implica que x* é solução do PCSD (conforme 

Lema 3.5.1). Para suprir esta dificuldade, podemos regularizar a direção de busca 

para 

d(x) = -Vb$ (2, F(x)) - P V , ~  (x, F(x))  (3.42) 

onde p é uma constante positiva suficientemente pequena. Observe que d(x) dada 

acima é uma variante da direção dada por (3.34). 

O próximo resultado mostra que, sob a condição de F (x )  ser fortemente 

monótona, a matriz d(x), definida por (3.42), é uma direção de descida. 

Lema 3.6.2 Seja 4 definida por (3.14) com $0 E Qo e $ E XP+ e f definida por 

(3.1). Suponha que F é continuamente dzferenciável e fortemente monótona com 
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módulo p. Seja xO E S .  Então, existe uma constante positiva 11 tal que, para cada x 

no conjunto de nhel  

C(.") = { x l f  (4 l f ( x O ) ) ,  

d ( x ) ,  definida por (3.42), satisfaz 

onde p é uma constante positiva suficientemente pequena. Além disso, suponha que 

x não é solução do PCSD, então d ( x )  é uma direção de descida. 

Prova. Por (3.30) e (3.42) temos que 

Como F é fortemente monótona com módulo p, pela Proposição 1.4.1 (c), 

Observe que, pelo Teorema 3.4.1, o conjunto de nível C ( x O )  é limitado. Como V F  ( x )  

é contínua, existe uma constante r > O tal que 

llVF(x)ll 5 r, para todo x E C ( x O ) .  

para todo x E C ( x O ) .  
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Portanto, de (3.43)-(3.45) e da propriedade (P1) do Lema 3.5.2 que 

( v f ( x ) )  d (x ) )  < 7pllVa$(x, F(x) ) I l  llVb$(x) F(x)) I I  

- ~ l l v b $ ( x ,  F ( x ) )  1 1 2  - f I l va$(x )  F ( x ) )  [I2. (3.46) 

Mas o lado direito de (3.46) pode ser reescrito como 

T P I I ~ a $ ( x 7  F ( x ) )  1 1  l lvb$(x, F ( x ) )  1 1  - ~ l I v b $ ( ~ ,  F ( x ) )  1 1 2  - P I I ~ ~ $ ( ~ )  F ( x ) ) 1 1 2  

Tomando p suficientemente pequeno tal que 

E assim, o último termo de (3.47) satisfaz a desigualdade 

Além disso, se 7 satisfaz 



Portanto, segue de (3.46), (3.47)) (3.48), e (3.49) que 

Para provar a segunda parte, asssuma que (V f ( x ) ,  d ( x ) )  = O. Isto implica que 

V a $ ( x ,  F ( x ) )  = O ,  V b $ ( x ,  F ( x ) )  = O e, pelo Lema 3.5.2 ( P 2 ) ,  x é solução do P C S D ,  

contradizendo a hipótese. Logo d ( x )  é uma direção de descida. i 

Agora apresentaremos o método de descida que usa d ( x )  definida por (3 .42) .  

Algoritmo 3.6.2 

(PO) Escolha x O  E S, 6 > O ,  p > 0,O < a < 7 ,  ,LI E ( O ,  1 )  e seja k := 0 .  

(Pi) S e  f ( x k )  5 c, então pare. 

(P2) Faça d ( x n )  := -V,$ ( x X ,  p ( x k ) )  - pVa$ (xk ,  F ( x k ) )  . 

(P3) Calcule u m  comprimento de passo tk := p m k ,  onde rnn é o menor  inteiro 

não-negativo nz satisfazendo a condição tipo Armijo 

(P4) Defina x N 1  := x" t,+d(x", k := k + I ,  e volte para o (Pi). 

O próximo resultado segue do Corolário 3.4.1 e do Lema 3.6.2. 

Teorema 3.6.2 Seja $ definida por (3.14) com $0 E Qo  e $ E Q+ e f definida por 

(3.1).  Suponha que F é continuamente diferenciável e fortemente monótona com 

módulo p. Suponha também que F ( x )  e V F ( x )  são Lipsclzitz conthuas .  Então a 

sequência gerada pelo Algoritmo 3.6.2converge para a solução do P C S D .  



Prova. Como F (x) e V F  (x) são Lipschitz contínuas, V f (x) é Lipschitz contínua 

sobre qualquer conjunto limitado S, i. e., existe uma constante I' > O tal que 

Por (3.50) temos que 

implicando que a sequência {f (x"} é monótona decrescente. Logo, pelo Corolário 

3.4.1, {xk} é limitada. Além disso, pela continuidade de F, a limitação de {xk} 

implica a limitação de {d(xk)}. Assim, podemos supor que {xk} e {x" d(x"} 

estão contidos num conjunto limitado S. Então, para O 5 t 5 I, 

onde a primeira desigualdade segue do Lema 3.6.2 e (3.51), e a última desigualdade 

De (3.53), podemos deduzir que a desigualdade 

vale para qualquer t satisfazendo 



Consequentemente, da  forma como o comprimento do passo tk é determinado, segue 

que tk = pmQatisfaz 

h > min{p, W(V - g)/r}, (3.54) 

para todo k ,  isto é, {tk} é limitado inferiormente. Como {f (x"} é limitada inferi- 

ormente, temos que { f (x"} converge. Logo, de (3.52) e (3.54) temos que 

Além disso, como {x" é limitada, tem pelo menos um ponto de acumulação. Seja 

x* um ponto de acumulação da sequência {xk}. Então, 

E, portanto, pelo Lema 3.5.2 (P2), {x*) é solução do PCSD. Como F é fortemente 

monótona temos que a sequência {xk} converge para a solução do PCSD. i 



Capítulo 4 

Uma nova classe de funcões D de 
mérito para o PCSD e algumas 
propriedades 

Neste capítulo, também definimos o P C S D  dado por (2.1), com G = I. Estamos 

interessados em estabelecer uma equivalência entre o P C S D  e um problema de 

minimização 

min f ( 2 ) .  
xES (4.1) 

Vimos, no Capítulo 2 (seção 2.3), que uma função que constitui um problema de 

minimização equivalente ao P C S D  é chamada de função de mérito. Em particular, 

a classe de funções definida abaixo serve para construir uma função de mérito. 

Definição 4.1.1 Dizemos que a aplicação 4 : S x S -+ S é u m a  função-PCSD 

se satisfaz a seguinte condição 

4(a, õ) = O se, e somente se, a, b E I€ e (a, b) = 0. 

Observe que, na Definição acima, a imagem de 4 é uma matriz nula. Usando 

uma função-PCSD, 4, podemos construir uma função de mérito f : S -+ lR para 



o P C S D  como segue 

A seguir daremos dois exemplos de função-PCSD que foram estendidas do PCN 

por Tseng [32], veja Lemas 2.2.2 (b) e 2.5.2 (b). 

Exemplo 4.1.0.2 

(i) $ N R ( ~ ,  b) = a - [a - h]+. 

(ii) $-(a, b) = dFTP - a - b. 

A seguir daremos uma demonstração de que a função $FB é uma função-PCSD 

de uma forma mais simples do que a dada por Tseng, veja Lema (2.5.2) (b) . 

Lema 4.1.1 A função (bFB é uma função-PCSD. 

Prova. Suponha que $*B(a, b) = O, logo d m  = a + b. Elevando ao quadrado 

ambos os lados temos que ab + ba = O. Portanto, 

(a, b) = 0. 

Além disso, também implica que 

ia-bl= J(a-1>)2=dà2fá2 

e portanto, 

onde a última igualdade segue do Lema 2.2.2 (a). Então, [b - a]+ - b = O. Mas, 

pela primeira expressão do Lema 2.2.1 (a), [a - b]+ - a = O. Assim, a ,  b E IC. 

E, por (4.2), (a, b) = O. Reciprocamente, suponha que a ,  b E IC e (a, b) = O. Pelo 



Lema 1.2.5 (c) temos que ab = O e ba = O. Portanto ab + ba = 0, implicando que 

Jm = d-. Como a ,b  E ĥ  temos que J(a+a)2 = Ia+ bl = a +  b, e 

assim q ! ) F B ( ~ ,  b) = O. 

A seguir, consideramos a classe de funções vista no Capítulo 2, seção 2.5, que 

serve também para construir uma função de mérito. 

Definição 4.1.2 Dizemos que a aplicação $ : S x S -+ [O, oo) é u m a  função- 

PCSD* se satisfaz a seguinte condição 

$(a, b) = O se, e somente se, a, b E K: e (a, b) = 0. 

Note, agora, que na Definição acima a imagem de $ é um número real nulo, e 

não uma matriz nula como na Definição 4.1.1. Usando uma função-PCSD*, $J, 

temos uma função de mérito f : S + [O, oo) para o P C S D  como segue 

A seguir daremos alguns exemplos de funções-PCSD* que foram estendidas por 

Tseng [32], veja Lemas 2.2.2 (b), 2.5.3 (a) e 2.5.1 (a), respectivamente. 

Observe que, no Exemplo acima (i) e (ii), as funções obtidas a partir da  ftmção- 

PCSD são funções-PCSD*. 



Para o P C N ,  Kanzow et a1 [25] propuseram uma função de mérito que fornece 

uma cota de erro global sob a condição de F ser P-uniforme, veja (2.19). Nat- 

uralmente, esperamos que exista uma função de mérito para o P C S D  que tenha 

esta propriedade. Com este objetivo, propomos a seguinte classe de funções para o 

PCSD : 

~ ( 4  = F(X)), (4.3) 

com 4 : S x S -+ .R definida por 

onde : S + [O, m) é contínua tal que 

(t) = O se, e somente se, t 5 0, 

e $ : S x S + [O, oo) é contínua tal que 

Esta classe de funções é extensão do P C N  [25]. 

Este capítulo é organizado como segue. Na segunda seção, mostramos que a nova 

classe de funções constitui um problema de minimização, dado por (4.1), equivalente 

ao P C S D .  Na seção 3, provamos que g fornece cota de erro global sob a condição 

de F ser P-uniforme. Na seção 4, mostramos que os conjuntos de nível de g são 

limitados sob certas condições. 

4.2 Problema de otimização equivalente 

Nesta seção, mostramos que o problema de otimização irrestrito constituído por 

esta função é equivalente ao P C S D .  

O seguinte Lema mostra que a função dada por (4.3)-(4.6) é uma função-PCSD*. 



Lema 4.2.1 Para quaisquer $0. satisfazendo (4.5) e Si satisfazendo (4.6), a função 

4 dada pela equação (4.4) é uma função-PCSD* não-negativa. 

Prova. Como Sio* e $ são funções não-negativas, por definição, então 4 é não- 

negativa. Agora, vamos provar que 4 é uma função-PCSD*. Suponha que 4(a, b) = 

O. Como e $ são não-negativas temos que y!~~.(sym[ab]) = O e $(a, b) = 0. 

Mas, pela definição de $0. temos que sym[ab] 5 O, o que implica, pelo Lema 1.2.5 

(b), (a, õ) 5 O, e portanto, pela definição de $, temos que a, b E K:, (a, b) = 

O. Reciprocamente, sejam a ,  b E K: e (a, b) = O. Pelo Lema 1.2.5 (c), temos que 

ab = O e ba = O. Logo, sym[ab] = O e portanto pela definição de $0. temos que 

$0. (sym[ab]) = O. Agora, pela definição de $, $(a, b) = O. Assim, 4(a, b) = 0. 

Portanto q5 é uma função-PCSD*. i 

O próximo teorema estabelece a equivalência entre o PCSD e o problema de 

minimização dado pela equação (4.1) onde f é definida por (4.3) a (4.6). 

Teorema 4.2.1 Seja 4 : S x S 4 lR definida por (4.4) com Go*e $ verificando 

(4.5) e (4.6), respectivamente, e f :S -+ lR dada por (4.3). Então, f é não-negativa. 

Além disso, f (x) = O se, e somente se, x é solução do P C S D .  

Prova. Segue diretamente do Lema 4.2.1. i 

A seguir daremos alguns exemplos de $o. e $. 

Exemplo 4.2.0.4 . Seja $0. : S -+ [O, m) definida por 

e sejam $I e $2 : S x S + [O, 00) definidas por 



É claro que $0. satisfaz (4.5).  Observe que $i, i = 1 , 2  são definidas como 

no Capítulo 3,  Exemplo 3.2.0.1, satisfazem (4.6) e são diferenciáveis. O próximo 

resultado mostra que $0. é diferenciável. 

Lema 4.2.2 A função $0.) dada no Exemplo 4.2.0.4, é diferenciável e suas 

derivadas parciais são: 

Prova. Fixe ( a ,  b) E S x S arbitrário e tome r = sym[ab] e r' = s y m [ ( a  + u)b] .  

Para qualquer u E S, temos que 

onde r" = ( 1  - t ) r  + tr' para algum t E [O,  11; a segunda igualdade segue da dife- 

renciabilidade de 1 1  [ . ] + 1 1 '  e do teorema do valor médio, a primeira desigualdade usa 

Cauchy e a última usa a não-expansividade de [e]+. Mas 

então, da primeira igualdade de (4.9) temos 



Va$o*  (sym[ab]) = sym [[sym[ab]]+b] . 

De forma análoga obtém-se que 

E para quaisquer u, v E S ,  

Assim, $0. é diferenciável. i 

Usando as funções dadas no Exemplo 4.2.0.4, apresentamos alguns exemplos de 

funções-PCSD*. Sejam $i, i = 1 , 2  : S x S + [ O ,  oo) definidas por 

A funções $i, i = 1,2 são diferenciáveis. Observe que temos dois casos especiais de 

g ,  ou seja 

gi(x) = $i(x, F ( x ) ) ,  i = I, 2. 

4.3 Cota de erro 

Nesta seção daremos condições sob as quais g fornece uma cota de erro para o 

PCSD. O termo $O* ( s y m [ x F ( x ) ] )  é a chave para achar a cota de erro. No Capítulo 
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3, mostramos que f definida por (3.1)-(3.2) fornece cota de erro global se F é 

fortemente monótona. Aqui, mostraremos que a função de mérito g definida por 

(4.3) -(4.6) fornece uma cota de erro global para o P C S D  sob condição mais fraca, 

ou seja, quando F é uma função P-uniforme. 

Seja 

h(%) = Il[s~m[xF(x)ll+ll + I/[-xl+ll + 11[-F(41+ 11 

A seguir mostraremos que h fornece uma cota de erro global para o PCSD. 

Lema 4.3.1 Suponha que F é uma função P-uniforme. Se ?E é a Única solução do 

PCSD. Então existe uma constante a > O tal que 

para todo x E S .  

Prova. Seja p E O. Como F é uma função P-uniforme, existe uma constante p > O 

e um índice i tal que 

~~~~X-Z~~~<[~(X-B)(F(X)-F(Z))~~+~(F(X)-F(~))(X-~)P~]~~> (4-12) 

para todo x E S. Além disso, como 3 é solução do P C S D ,  

onde as duas primeiras expressões seguem do fato de : O e F(:) O, e a terceira 

expressão segue do Lema 1.2.5 (c). E, pelo Corolário 1.2.1, podemos tomar p tal 



pF(Z)pT = dzag{Xl (F (Z)), . . . , X,(F(z))). 

Portanto, para todo x E S ,  

onde a primeira igualdade segue da  terceira expressão de (4.13), a terceira igualdade 

segue de (4.14) e (4.15), a primeira desigualdade usa o fato que 

e a última desigualdade segue definindo r da  seguinte forma 

Então, combinando (4.12) e (4.16), obtemos 

que é a desigualdade desejada. i 

A seguir mostraremos uma relação entre h e g, e com isso g fornece uma cota de 

erro global para o PCSD. 
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Teorema 4.3.1 Suponha que F é P-uniforme e que 

$(a, b) 2 a 2  (ll[-a]+ll + ll[-b1+11)~ v ( a 4  E s ,  (4.19) 

onde al e a 2  são constantes positivas. Então existe um a > O tal que 

Além disso, se o conjunto solução do P C S D  é não-vazio, então a função g dada 

por (4.3)-(4.6) fornece uma cota de erro global para o PCSD. 

Prova. Pela hipótese sob $0. e $, existem constantes positivas kl e k2 tais que 

Seja a = max{kl, k2), então 

Portanto, pelo Lema 4.3.1, g fornece uma cota de erro para o PCSD. 

Pela definição das funções dadas no Exemplo 4.2.0.4, $0. satisfaz (4.18) e 

satisfaz (4.19). Além disso, pelo Lema 2.5.9, $2 satisfaz (4.19). 



4.4 Conjunto de nível limitado 

Nesta seção, consideramos em que condições os conjuntos de nível 

são limitados para qualquer y 2 O. 

Para o P C S D ,  Shibata, Yamashita e Fultushima [30] mostraram que os conjuntos 

de nível da função definida por (2.15)-(2.17) são limitados sob a hipótese de F ser 

P-uniforme e F ( x )  = w (A,,, (x)) , onde w ( t )  é t a1 que lim I lw (t) I I /t2 = O e A,,, ( x )  
t-00 

é o maior autovalor de x E S. Devido a definição da g, o próximo resultado mostra 

que os conjuntos de nível de g são limitados desde que F seja P-uniforme apenas. 

Teorema 4.4.1 Suponha que F é uma função P-uniforme e considere q!~ definida 

por (4.4) tal que $o* satisfaz (4.18), e g definida por (4.3). Então os conjuntos de 

nivel de  g são limitados para todo y 2 0. 

Prova. Suponha que para algum y > O o conjunto de nível de g, C ( y ) ,  é ilimitado. 

Então existe uma sequência ilimitada {x"& C ( y )  tal que 11x"1 1 w. Como F é 

uma função P-uniforme, existe um índice i tal que 

onde p é uma constante positiva e p é uma matriz ortogonal. E, 

Logo, segue que, de (4.20) e (4.21) 



Dividindo ambos os lados da  desigualdade acima por llxk112 e tomando o limite, 

temos que 

lim inf [ p ( s ~ m [ x ~ [ F ( x ? I ) ~ ~ ] i i  > O, 
k+co 1 1 ~ ~ 1 1 ~  

Assim, existe um índice i tal que [ p ( s y m [ x k ~ ( x ~ ] ) p T ] G  + cm. Então por (4.18) 

temos que $oo. ( s y m [ x k ~ ( x ~ ] )  -+ i, segue que g ( x k )  + i ,  o que contradiz o fato 

que {x"C qy). i 

A seguir, apresentaremos outra condição que garante a limitação dos conjuntos 

de nível de g. Para isso introduzimos outra classe de função-Ro. 

Definição 4.4.1 Dizemos que a função F : S + S é uma função-Roa, se para 

qualquer sequência { x k )  satisfazendo 

e para qualquer p E O existe um i tal que 

lim inf [ P [ s Y ~ ~ " ( x ~ ) ] ] P ~ ] ~ ~  > o. 
k+m [ I x k  1 1  

Esta classe de funções é uma extensão da classe utilizada no PCN [5, 8, 251. A 

seguir mostraremos a relação entre as classes de funções-R. no sentido das Definições 

3.4.1 e 4.4.1. 

Lema 4.4.1 Seja F : S -+ S.  Se F é uma função-Rol, então F é uma função-Roa. 

Prova. Note que 

xk ,  F xk 
lim inf ( ( )) > O ==+ lim inf maxi [P [ s y m [ ~ * F ( x ~ ) ] ]  pT]ii > 

IIxkll k+W IIxkll 



Então, pelas Definições 3.4.1 e 4.4.1, uma função-Rol é uma função-Ro2. i 

O próximo Teorema é uma extensão do resultado obtido por Kanzow, Yamashita 

e Fukushima para o PCN [[25], Teorema 4.21. A demonstração é uma modificação 

do Teorema 3.4.2. 

Teorema 4.4.2 . Suponha que F é u m a  função-Roa e considere q5 definida por (4.4) 

tal  que $0. e $ sa t i s fazem (4.18) e (4.19), respectivamente, e g definida por (4.3). 

E n t ã o  os conjuntos de nivel  de g são l imitados para todo y > 0.  

Prova. Suponha que para algum y 2 O o conjunto de nível de g, L(y), é ilimitado. 

Então existe uma sequência ilimitada {xk}c L(y) tal  que llxk 11 1 i. Pela condição 

(4.19) temos que as sequências de mínimo dos autovalores de {x" e {F(xk)) são 

limitados inferiormente. Portanto, 

Logo, por hipótese, para p ortogonal, temos (4.23). Assim, existe um índice i tal 

que [ p ( s y m [ x ~ ~ ( x ~ ] ) p T ] i i  + i. Então, por (4.17) e (4.18), temos que 

e consequentemente g(xk) 1 i, o que contradiz o fato que {xk) C L(y). Portanto, 

os conjuntos de nível L(y) são limitados. 

Note que se F é uma função-Roi, pelo Lema 4.4.1, então F é uma função-Ro2. 

Assim, as hipóteses para F no Teorema 4.4.2 são mais fracas do que a do Teorema 

3.4.2. Além disso, pela Proposição 3.4.1, os conjuntos de nível de g são limitados 

quando F é monótona e o PCSD é estritamente viável. 



Conclusões 

Neste trabalho estendemos alguns resultados do P C N  [5, 25, 271 para o PCSD.  

No Capítulo 3, apresentamos novas propriedades para a classe de funções Luo e 

Tseng, estendida por Tseng [32]. Utilizando-se da teoria do P C N ,  generalizamos 

para o P C S D  os conceitos de funções-Rol e RO2; e matrizes regulares e estritamente 

reuglares. Mostramos que f definida por (3.1)-(3.3) tem conjuntos de nível limitados 

desde que F seja uma função-Rol e que qualquer ponto estacionário é solução do 

P C S D  se, e somente se, x é regular (ou estritamente regular), condições estas mais 

fracas do que as obtidas anteriormente para o PCSD [32, 381. Também apresenta- 

mos dois algoritmos baseados nesta classe de funções para resolver o PCSD,  para 

o caso onde a função de mérito f é definida com E e $ E *++; provamos 

a convergência global sob a hipótese de F ser fortemente monótona. Além disso, 

adicionando as hipóteses de F e VF(x) serem Lipschitz contínuas, provamos a con- 

vergência para o caso onde a função de mérito f é definida com E \io e $ E 

*+ 
No Capítulo 4, propusemos uma nova classe de funções de mérito para o P C S D  

e obtidas algumas propriedades. Em particular, mostramos que g definida por (4.3)- 

(4.6) fornece cota de erro global e tem conjuntos de nível limitados sob a condição 

de F ser P-uniforme. Além disso, garantimos a limitação dos conjuntos de nível de 

g se F é uma função-Ro2, condição mais fraca do que F ser uma função-Rol. 














