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RESUMO

Este trabalho € uma apresentacao geral sobre repre -
sentacao de grafos (direcionados ou nao), contendo todas as re-
presentacoes encontradas na literatura consultada.

Varios tipos de representacgdes sao apresentados: ma-
trizes de adjacéncia, de incidéncia, de posicionamento e orienta
da graficamente; estruturas de adjacéncia, de incidéncia e de
posicionamento; representacio vetorial de arestas, pseudo-arvo-
re, arvore-coarvore, estrutura de lista; representacdo lista de
ramos, sequéncia de adjacéncia, k-fSrmula, representacdo por
strings, representacdes sequenciais de pseudo-arvores e sequen -

ciais ternarias.

Cada representacdo constitui um capitulo do trabalho,
incluindo definicdo, exemplos, propriedades basicas, comentarios
e referéncias. Em cada caso & considerada a possibilidade de re
presentagao de grafos direcionados e nao direcionados, pseudogra
fos e multigrafos. Compoe ainda o trabalho uma comparagdo de to
das as representacgles em termos de espaco necessario para armaze

namento.



ABSTRACT

This work is a survey on graph representation. It
contains all representations found in the consulted literature.

Several types of representations are presented
the adjacency, incidence, position and draw oriented matrices ;
the adjacency, incidence and position structures ; the edge
vector representation, pseudo-tree, tree-cotree, list structure ;
the branch list representation, adjacency éequence, k-formula,
string representation, pseudo-tree sequential representations and
ternary sequence representations. '

Each representation constitutes a chapter in this
work, including definition, examples, basic properties, comments
and references. In each case we consider the possibility of
representing directed and nondirected graphs, pseudographs and
multigraphs. We also present a comparison of all representations
in terms of storage requirements.
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CAPITULO I

INTRODUCAO E DEFINICOES BASICAS

Este trabalho constitui um apanhado geral sobre re-
sentacao de grafos, compreendendo todas as representagoes encon-
tradas na literatura consultada, bem como outras ainda inéditas,
que estdo sendo introduzidas aqui pelo Prof. Jayme Szwarcfiter .
Naturalmente, além dessas seria ainda possivel definir outras re
presentagdes e, talvez, algumas tenham ja sido publicadas.

0 conceito de representagao de um grafo (direcionado
ou nio) que estamos usando pode ser estabelecido da seguinte for
ma : considere um grafo GM que modela uma estrutura abstrata, e
considere uma estrutura GR que descreve esse grafo; dizemos que
Gp € uma representagéo de Gy se., dado Gp apenas, podemos reprodu
zir todas as informagoes contidas no grafo GM’ de maneira univo-
ca. Portanto, uma estrutura nao € considerada uma representacao
se niao contiver todos os elementos (vértices, arestas) do grafo
em questdo ou se ndo definir univocamente o grafo (isto €, se
grafos distintos puderem produzir uma mesma estrutura).

Podemos dizer que uma representacao de grafo em com-
putador consiste em um conjunto finito de simbolos e um conjunto
finito de regras que identificam univocamente o grafo sendo re-
presentado, onde os simbolos seriam o resultado da aplicacgao
das regras.

Se duas representacgoes de um mesmo grafo tém diferen
tes conjuntos de regras, entao dizemos que elas s3ao de tipos di-
ferentes. Se elas tém o mesmo conjunto de regras, mas diferen -
tes conjuntos de simbolos, dizemos que elas sio versdes distin-
tas do mesmo tipo de representagao. Elas sao iguais se seus con
juntos de regras e de simbolos forem iguais. Por exemplo, a ma-



triz de adjacéncia e a matriz de incidencia de um grafo sao re-
presentagoes de tipos dlferentes . duas matrizes de adJacenc1a
diferentes sao. versoes distintas do mesmo tipo de representagao,
enquanto que duas matrizes de adjacéncia iguais sao representa-

goes iguais.

A representacdo deve determinar de forma univoca o
grafo que representa. No entanto, um dado tipo de representa -
cao de um grafo pode nio estar univocamente determinado, isto &,
o conjunto de simbolos pode nao ser unico, surgindo ai  varias
versdes. O problema de decidir se duas versoes distintas de
uma mesma representaciao correspondem ou ndo a um mesmo grafo €
geralmente um problema nao trivial, possivelmente NP-completo .
Este problema ndo esta sendo abordado por nds aqui.

A idéia deste trabalho surgiu do fato de ndo se en-
contrar, na literatura sobre grafos em geral, nenhum estudo
exaustivo compreendendo as varias representacdes existentes pa-
ra grafos. Sdo apresentadas aqui varias classes de representa-
goes — por matrizes, por listas e representagoes seqﬁénciais
~ perfazendo um total de 18 representagoes.

Cada representagao constitui um capitulo completo,
incluindo definigao, exemplos, propriedades, comentarios e re-
feréncias.

Finalmente, apresentamos uma comparacao de todas as
representacoes contidas neste trabalho, em termos do espago ne-~
cessario para o armazenamento de cada uma.



Um grafo G € um par G = (V,X) onde V € um conjunto
finito cujos elementos sao os vertices de G, e X € um conjunto

de pares de elementos distintos de V.

Anotamos um par de elementos em X por (u,v) ou uRv,
onde u,v € V, e dizemos que os vértices u e v estdo relaciona-

dos ou formam uma aresta de G.

Se e = (u,v) € uma aresta, dizemos que os vértices

u e v sdo adjacentes, e que o vértice u e a aresta e sao inci -

dentes (bem como o véertice v € a aresta e). Se duas arestas
distintas possuem um vértice em comum entdo dizemos que elas

sao adjacentes.

Se os pares de vértices em X sao pares ordenados

(isto €, se (u,v) # (v,u) ), entdo o grafo & direcionado ou &

um digrafo ; caso contrario o grafo € n3o direcionado.

Em um digrafo, uma aresta (u,v) & dita de u para v.
0 grau de entrada de um vértice w € o numero de arestas para w,

enquanto que o grau de saida de w € o numero de arestas de w .

Se w tem grau de entrada zero entdo w € um vértice fonte, € se

w tem grau de saida zero entdo w € um sumidouro.

Em um grafo qualquer, um vértice isolado € um vérti

ce que ndo esta relacionado com nenhum outro vértice.

Um laco € uma aresta que relaciona um vértice a ele
mesmo. De acordo com a definig¢do dada, nao ha lagos em grafos.
Se forem permitidos lagos teremos um pseudografo. Se forem per

mitidas arestas maltiplas, isto €, mais de uma aresta relacio -
nando o mesmo par de vértices, teremos um multigrafo.

Uma rotulacao dos vértices (arestas) de um grafo ¢€
uma atribuigao de ''nomes" ou rotulos aos vértices (arestas), de
forma a distingui-los uns dos outros.



Seja G = (V,X) um grafo. Um subgrafo G, de G € um
grafo G, = (V;,X;) tal que V1C Ve X CX.

Seja agora S CV. O subgrafo induzido <S> € o sub-

grafo maximal de G cujo conjunto de vértices € S.

Um grafo & completo se possui um numero maximo  de
arestas para o dado conjunto de vértices.

Um caminho de um grafo com comprimento n e uma se-
" . - . . -
quencia de vertices ViseeesVy tais que (Vi’vi+1) e uma aresta
do grafo, para i = 1,...,n-1. O caminho e elemen
os vértices forem distintos.

- Lo T Y, - L2 78 o
Em um digrafo, um semicaminho e uma sequencia de

erti cen LV, . v.) € uma aresta, pa
vertices vy, Vi onde (vl,v1+1) ou (v1+1, 1) , pa
ra i = 1,...,11"1.

.. . . - Ve o - .
Um ciclo (ciclo elementar) e uma sequencia de verti

. g 00 0y - 9 00 oy e i -
ces V,,V v_ onde v, = V v v_ e um caminho elemen
0’1 0 1 n

n n’
tar € n > 2 se o grafo for nao direcionado oun > 1 se o grafo

for direcionado.

Um grafo G nao direcionado € conexo se existir um
caminho entre quaisquer dois vértices de G. As componentes co-

nexas de G sdo os subgrafos maximais de G conexos. G & desco -
nexo se nao for conexo.

Seja D um digrafo. Sejam u,v vértices quaisquer de
D. Se existir um caminho de u para v e de v para u, para todo

u,v vertices de D, entio D &€ fortemente conexo. Se existir um

caminho de u para v ou de v para u, para todo u,v , entdo D &

unilateralmente conexo. Se existir um semicaminho de u para v,

para todo u,v , entdo D é fracamente conexo. D & desconexo se

nao for sequer fracamente conexo.

nexo. Uma arvore enraizada direcionada (arvore enraizada) €& um
- -« - ) - ) - i - i
dlgrafo aciclico no qual exatamente um vértice (a raiz) tem

grau de entrada zero, enquanto todos os demais tém grau de en-
trada igual a 1. |




Sejam v,w vértices de uma arvore. Se existir wuma
aresta de v para w entao Vv e o paidew, ew € o filho de v; e
se u & outro vértice tal que v € pai de u entao u e w sao ir-

maos.

Uma arvore geradora de um grafo nao direcionado G €

um subgrafo S de G tal que S & uma arvore que contém todos os

vértices dé G. A coarvore é o menor subgrafo de G que contém
todas as arestas nao pertencentes a S.

Um desenho de G € uma figura tal que os vértices
correspondem a pontos, e as arestas correspondem a linhas unin-
do os pontos. Um cruzamento no desenho de G € uma intersegdo

das linhas do desenho em pontos diferentes do veértices.

Um desenho plano & um desenho de G num plano  sem

cruzamentos. Um grafo € planar quando admite desenho plano.

O nimero de cruzamento de um grafo € o menor nimero

de cruzamentos dentre todos os possiveis desenhos de G. Por

exemplo, o nimero de cruzamento de um grafo planar € zero.



CAPITULO 1II

MATRIZ DE ADJACENCIA

II-l;'Definigio'da'Representagio

Seja G um grafo cujos N vértices estdo rotulados .
A matriz de adjacéncia de G & a matriz N x N

AG) = ( ay,

'Y .,.=1,000,N
3 ), i,]

definida por :

1, se o vértice v, € adjacente ao ver-
a,., = tice v (isto €, se viRvj) ,

0, caso contrario .

I1I-2. Exemplo

C C O K H M O O
O O 0O O MM OO
= = T S — T W S S S R
O OO H O
o 0O 0 0 H O O
o - O 0 0O o0 © o
o O - O OO0 o O
o 0O 00 o0 o o o

i
|

Figura II-1. Um grafo e uma_repre-
sentagao por matriz de adjacencia.

I1-3. Propriedades Basicas e Comentarios

Uma vez que em um grafo ndo ha lacos, a diagonal
principal € toda nula (isto €, a;s =0, 1i=1,...,N).

Como a relagao entre as arestas de um grafo € si-



métrica, temos a = para todo i,j = 1,...,N, e portanto

. . a..
1] J1
a matriz A(G) e sempre simetrica.
Um vértice isolado nio esta relacionado com nenhum
outro vertice. Assim, vy é vertice isolado se e somente se

aij = aji = 0, para todo j = 1,...,N.

Seja X o conjunto de arestas de G. Seja Mo numero
de elementos de X (isto &, Card X = M). Ponhamos

Al = { (laJ) ‘ aij =11 .
Entao ViRVj = (i,j) € Ay, (j,1) € A
e portanto
Card A1 = 2 Card X = 2M .

Seja agora V o conjunto de vértices de G, e S C V.
Entao a3 € A(<S>) & VisV; € S. Isto sugere um algoritmo
bastante simples para a obtencao do subgrafo de G induzido por
S, <S>,

Ponhamos An(G) = ( bij ) para n inteiro positivo .
Entao cada bij e o numero de caminhos distintos de v, a v, de

J
comprimento n.

Sendo A(G) uma matriz N x N, o espaco necessario pa-
Ta armazenar a representacao consiste de N2 informagcoes  bina-
rias (0 ou 1). Naturalmente, € possivel agrupar varios elemen-

tos da matriz em uma palavra de computador, através da associa-
¢cao de um bit a cada elemento da matriz, economizando assim es-
paco em memdria. Além disso, uma vez que a matriz de adjacén -
cia de um grafo é simétrica, & possivel reduzir ainda mais o es
pago gasto, armazenando A(G) como uma matriz triangular.

E possivel redefinir a matriz de adjacéncia de forma
a permitir que seja usada também para representar multigrafos
e/ou pseudografos, fazendo aij = m, onde m € o numero de rela -

¢oes entre v, e vj.A figura II-2 a seguir contém um exemplo.



o - W o
O O O W
e =)
- O O

L R

Figura II-2. Um pseudomultlgrafo e uma
representacdo por matriz de adjacéncia.

Observamos que a matriz ainda permanece simétrica.

A definicdo da matriz de adjacéncia A(D) de um di-
grafo D pode ser a mesma definigdo que para grafos nao direcio-
nados. Exemplo

(=T T o B = ]
D O = O =
o O O O ©
O O O O O
o O O O o

Figura II-3. Um digrafo e uma repre-
sentagdo por matriz de adjacéncia.

Uma vez que a relacdo entre as arestas nao € em geral
simétrica, a matriz de adjacéncia ndo € em geral simétrica.

Pode ser facilmente observado que, se a i-€sima 1i-
nha da matriz for toda nula, entdo o vertice A € um sumidouro,
e, se a j-€sima coluna for toda nula, entdo o vértice v € um
vértice fonte. Também, como um vertice isolado € tanto um ver-
tice fonte como um sumidouro, a mesma propriedade quanto a vér-
tices isolados de um grafo se aplica a digrafos.

Definamos A1 como para grafos nao direcionados, isto
e, Ay = (1,7) | a;5 = 1} . Temos agora

viRvy = (i,5) € A

e portanto

Card A1 = Card X = M.



E possivel armazenar um grafo direcionado como wuma
matriz triangular, redefinindo a matriz de adjacencia como se

segue

A(D) = ( aij ) , onde

Rv, mas v,
1, se v, vJ mas VJ Vi o
- . . <RV .
1, se vJva mas Vlﬁ j o
1) *  se v Rv e v RV ,

0, se v. ﬂv e V. ﬂv .

Como dado aij podemos determinar a;;, para todo i =
1,...,N , & possivel armazenar a matriz A(D) definida acima co-
mo uma matriz triangular, sem perda de informacao, conforme pode
ser visto na figura II-4.

2 1-1-1 0
Lo s -1 0 * 0 0
* 0 0 0
3 0 0 0 0
4
(000 0 0 0]

Figura II-4. Um digrafo e uma representa-
¢ao por matriz de adjacéncia triangular.

De um modo geral, este tipo de representagao para
grafos (ou digrafos) & boa para manipulagdes. Mas a maior vanta
gem deve-se ao fato da matriz de adjacéncia apresentar varias
propriedades tedricas interessantes, que sdao Uteis no projeto de
algoritmos relacionados a estruturas de grafos. Contudo, a
quantidade de espago em memoria necessaria para armazenia-la che-
ga a ser, em alguns casos, proibitiva. Mesmo usando a forma
compactada de armazenamento mencionada e considerando-a como
uma matriz triangular, o espago requisitado continua a ser da or
dem de NZ. |

Outra desvantagem da representacao & o fato da di-
ficuldade que surge, em alguns casos, para a inclusido ou exclusao

de vértices no grafo, uma vez que isso pode acarretar uma mudan-
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ca de dimensao da matriz. Contudo, incluir ou excluir arestas

€ uma operacao simples.

Observamos também que esta matriz pode ser usada pa-
ra armazenar informagao adicional sobre o grafo, por exemplo |,
cada aij representando a distancia entre os vértices v, e Vj do

grafo.

I1-4., Referencias

A idéia desta representacdo aparece freqllentemente

na literatura sobre grafos e computagao em geral, por exemplo

em Harary6, Snow § Scoinsl6, Scoinsl4, We11518, Bergez, Berz-

3 17

tiss”, Obrukalo, Szwarcfiter .
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CAPTTULO 1III

MATRIZ DE INCIDENCIA

III-1. Definicdo da Representacgao

Seja G um grafo cujos N veértices e M arestas estao

N P I 1 -~ . ..

rotulados. A matriz de incidéncia de G € a matriz N x M

B(G) (b..) , i=1,...,N , j=1,...,M

1)
definida por :

1, se o vertice vy € incidente a ares
bij = ta €5 (isto e, se e; = (V5,.Vy)
para algum k) ,

0, caso contrario .

I11-2. EXemEIO

l
|

=,

~
O O O M O O O =

I A A = = =]
I A - I T - =
R A - A e =)
O OO O O O
O O O O O M MO
I A - N A -
O OO O O O M
I I I =~ N~ A — A = I =]

I
|

Figura III-1. Um grafo e uma repre-
sentacao por matriz de incidéncia.
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II1-3. Propriedades Basicas e Comentarios

Um vértice isolado nao € adjacente a nenhuma aresta,

portanto,

v 0 para todo j=1,...,M .

; € isolado Yo bij
Uma vez que qualquer aresta € incidente a exatamen-
te dois vértices, toda coluna da matriz tem exatamente dois ele
mentos cujo valor € 1. Assim, a quantidade de 1's na matriz €
o dobro do niimero de colunas, isto €, o dobro do numero de ares
tas do grafo, como na matriz de adjacéncia. Deste fato conclui
se que pode ser suprimida uma linha da matriz de incidéncia ,
pois ela pode ser determinada a partir das restantes N-1 linhas,
resultando dai uma matriz N-1 x M. No entanto, tal eliminagao
produz uma economia muito pequena de espago, se comparada com O

decorrente aumento de operagdes para a manipulacao do grafo.

O espago necessario para armazenar o grafo corres-
ponde a MxN operacoes binarias. Da mesma forma que na matriz
de adjacéncia, é também possivel agora agrupar elementos armaze
nando-os sob a forma de bits de palavra.

Também € possivel redefinir a matriz de incidéncia
de forma a representar multigrafos e/ou pseudografos,fazendo

( 1, se o vértice vy € incidente a aresta
. (i ) =(v.,v
e; (isto €&, se e; (v;,vy) para al

gum k) ,
2, se existe um laco no vértice Vs (is-
to e, se ej =(Vi,vi)),

0, caso contrario .

A figura III-2 a seguir mostra um exemplo da apli-
cacao dessa redefinigdo da matriz de incidéncia.
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6'

O O
©C O =
O O
o O =
- O O
N ©O O ©

Figura III-2. Um pseudomultigrafo e
uma‘representagio por matriz de in-
cidencia.

Desta forma permanece valida a afirmagao da  soma
dos elementos em cada coluna da matriz ser 2. Obviamente, o
numero de lagos no pseudografo € o nimero de elementos com va-
lor 2 na matriz. Para permitir que haja mais de um lago no
mesmo vertice, a definicdo da representacao pode ser alterada.

A representacdo de grafos direcionados € possivel
com uma alteracdo na definicdo. A matriz de incidéncia de um
grafo direcionado D pode ser definida por

B(D) = (b..), com

1, se a aresta e; comega no vértice Vi oo

bij = -1, se a aresta e; termina no vértice Vi o

0, se a aresta ej nao € incidente ao ver-

tice V-
2
]
1’ 3N. 1 0-1 -1
1 o 3 -1 -1 0 0
, 01 1 0
4 .5
00 0 1
4 0 0 0 0
L —ad

Figura IIT-3. Um digrafo e uma repre-
sentacao por matriz de incideéncia.
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Observamos que continua valida a afirmacao de que ,
se v, & um vértice isolado do digrafo, entdo a i-€sima linha da

matriz € toda nula.

Uma vez que cada aresta possui um vértice fonte e
um sumidouro, cada coluna tem exatamente um elemento com valor
-1 e um elemento com valor +1.

De um modo geral, em um grafo com N vértices e M
arestas temos M >> N. Uma vez que o numero de elementos com
valor 1 € o mesmo nas matrizes de adjacéncia e de incideéncia, a
densidade de 1's € maior na primeira (proporgdo de 1's em rela-
cdo ao numero total de elementos). Portanto, pode-se dizer que
a matriz de incidéncia consome mais meméria do que a matriz de
adjaceéncia.

Como na representacao por matriz de adjacéncia, e-
xiste também aqui o problema da dificuldade das operacodes de in
sergao e remogao. Na presente representacao essas operagoes po
dem ser dificeis (em alguns casos) tanto para vértices como pa-
ra arestas.

III-4. Referencias

- 1" . .
Esta representacao aparece frequentemente na litera

tura. Ver, por exemplo, Harary6, Scoinsl4, Wellsls, Berge2 ,

Obrukalo, Szwarcfiter17.
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CAPITULO IV

MATRIZ DE POSTCIONAMENTO

.......................

IV-1. Definigao da Representacgao

Seja D um digrafo, cujo conjunto de vertices € V e
cujo conjunto de arestas € X. Seja M o numero de arestas de D.

C(D) = ( c.

1j ) ’ 1$J = 1a"°aM ]

cujos elementos Cij procuram refletir a posicao relativa das
arestas i e j, e sao definidos da maneira como se segue.

Associe um rotulo a cada aresta de X. Associe tam-

bem uma ordem a esses rotulos.

Se ViRVj denota a aresta e, onde Vi’vj € Ve e €X,

entao defina

in(e) = v o,
fin(e) = vj
Suponha que a ordenacao das arestas rotuladas e

€1seeesCye Para facilitar a notagao, vamos denotar cada aresta
e; pelo seu subscrito i. Os elementos da matriz de posiciona -
mento podem ser obtidos da seguinte maneira

Para 1 < j ,

1, se in(i) in(j),
fin(j),

0, caso contrario;

se in(i)

0
L1}
|

[

ij

-1, se fin(i)

cji = 1, se fin(i)

in(j),
fin(j),
0, caso contrario.
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Esta definicdo corresponde a seguinte posigao rela-

tiva de duas arestas i e j, com i < j

i i 1
1J= 1]:-1 1J=0 Cij=0 13:-1 1J=(())
Cji=0 . Cji‘—"o Cji_l Cji"‘-l Cji—-l Cji-

Figura IV-1. Posicoes relativas de duas arestas
e seus elementos correspondentes na matriz de po-
sicionamento.

IV-2. Exemplo

0 O 0 0 -1 0
-1 0 -1 1 0 0

0 1 1 0 1 1

1 0 0 0 1 1
-1 0 -1 0 0 O

0 0 0 0 0 1

0o 0 0 0 1 0 O
L .

Figura IV-2. Um dlgrafo e uma represen-
tacao por matriz de posicionamento.

IV-3. Propriedades Basicas e Comentarios

E trivial ver que, dado um grafo direcionado D ,
existe uma e apenas uma representacao de D por matriz de posici
onamento, para cada ordenacao de suas arestas considerada. Por
outro lado, essa representacao determina unicamente um digrafo
D, obviamente o mesmo D que gerou a representacio.
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Esta representacao refere-se diretamente as arestas
do digrafo, e ndo aos seus vértices - nao havendo, portanto,
uma maneira de se representar vértices isolados. Este problema
pode ser contornado através da associacdo, a cada vértice iso-
lado, de um laco, e representando o pseudografo assim obtido da
maneira descrita mais adiante. Contudo, isso implica em uma mo
dificacdo na estrutura do digrafo, o que nem sempre € recomen -

davel.

Seja e; uma aresta do digrafo D. Entao ei=(v',v"),
onde v',v" sio vértices de D. Para j =1,...,M , temos entao

Grau de entrada de v' = Card { Cij | Cij=1 },
Grau de saida de v' = 1 + Card { Cij | i<j e Cij=1 } o+

+ Card { 53 | j<i e Cji=l 1,
Grau de entrada de v' = 1 + Card { c54 | i<j e cji=1 } o+

+ Card { Cij | j<i e Cij=1 },
Grau de saida de v'" = Card { Cj4 | cji=-1 }.

Diremos que um grafo € n-percorrivel se existir um

caminho orientado de comprimento n. Obviamente, qualquer digra
fo que possua ao menos uma aresta & l-percorrivel. Um digrafo
é l-percorrivel, e ndo n-percorrivel para qualquer n>1 ( isto
significa que todo vertice do digrafo tem grau de saida zero ou
grau de entrada zero) se e somente se sua matriz de posiciona-
mento nao possui nenhum elemento com valor -1.

Seja v, um vértice do digrafo. O numero de elemen-
tos com valor 1 gerados por este vértice € dado por

gr.saida vy . (gr.saida vy - 1)

2

.gr-entrada.vl ,.(gr.entradawvl.— 1)

2
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0 nimero total de 1's na matriz € a soma dos 1's ge-
rados por cada vértice do digrafo, ou seja,

N [ gr.saida v, . (gr.saida v. - 1)
E f i i .
' 2

i=1

gr.entrada v, . (gr.entrada v, - 1) }
2

N
_ ; E [ (gr.saida Vi)2 + (gr.entrada vi)2 -

i=1

(gr.saida v; + gr.entrada Vi)]

"
!
=

N
1 - 2 2
e E [@gr.sa1da v;)“ + (gr.entrada v,) J ,
i=1

onde N € o numero de vértices e M o numero de arestas.

O nimero de -1's gerados por um vertice vy e

(gr.saida vl) . (gr.entrada Vl) .

Logo, o nimero total de -1's na matriz & dado por

N
§ f (gr.saida v;) . (gr.entrada v;) .

Concluimos, assim, que o numero total de elementos
nao nulos na matriz & dado pela soma dos dois resultados ante -
riores, ou seja,

-M 1 E T [Fgr saida v, ) + (gr.entrada v. )

+ 2.(gr.saida v, ) (gr.entrada v, )]

= =M + —%—-:E , (gr.saida v, o+ gr.entrada»vi)2 .
i=1
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Chamando grau(vi) = gr.saida v, + gr.entrada Vi o,
o numero total de elementos nao nulos na matriz sera dado por

N
-M + ';%— E ,grauz(vi) .
i=1

ser definido da seguinte forma: os vértices de L(G) sao as a-
restas de G, e dois vértices de L(G) s3o adjacentes se as ares
tas correqundentes de G o forem. Podemos ver que a matriz de
posicionamento de D pode representar a matriz de adjacéncia de

L(D), no sentido de que cij ou c.. sera niao nulo sse os elemen

ji . -
tos correspondentes da matriz de adjacencia de L(D) forem nao

nulos.

Intercambiando os valores dos elementos cij e cji
na matriz de posicionamento de um digrafo D, obteremos uma ou-
tra matriz, que € a matriz de posicionamento do digrafo obtido
a partir de D pela inversao do sentido de todas as suas ares-

tas.

Para representar pseudografos e/ou multigrafos di-
recionados, podemos usar a mesma definicao, adicionando estas
convengoes sobre as novas situacdes

i
< -
j
Cij=1 Cij=l cik=-1
Cji=1 cji=-1 Cki=1

(para i<j e i<k)

Figura IV-3. Elementos da matriz de posiciona-
mento correspondentes a lacos e arestas multiplas.

Devemos, no entanto, tomar o cuidado de ter sempre
i<j e i<k, e de ter no maximo um laco em cada vértice (a menos
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que seja usada a diagonal principal para armazenar informagao so
bre o nimero de lacos). A figura IV-4 mostra um exemplo da re-
presentaciao de um pseudomultigrafo direcionado por matriz de po-

sicionamento.

.
01 1 1-1 1
-1 0 1 1-1 1
1 -1 0 0 1-1 1
-1 0 0 0-1 1
1 0 0-1 0-1
L—l 0 0 1-1 0

Figura IV-4. Um pseudomultigrafo dire-
cionado e uma representagao por matriz
de posicionamento.

A matriz de posicionamento requer o armazenamento de
M2 informacoes, onde M € o numero de arestas do digrafo. Como ,
na pratica, M pode ser muito maior do que N, o espago de armaze-
namento necessario €, em geral, muito grande. Para diminuir a
quantidade de espaco gasto, podem ser usadas técnicas de compac-
t;géo, mas ainda assim o espaco necessario sera proporcional a
M~.

IV-4. Referencias

Esta representagao aparece em Szwarcfiter17, e foi a

Unica representacao encontrada na literatura consultada que uti-
lizava uma matriz M x M, onde M € o numero de arestas do digrafo
(uma outra representacdao por matriz M x M, a matriz orientada
- L d - —~
graficamente apresentada no capitulo V, consiste em uma extensao
18 . ' ~ .
desta). Wells apresenta uma outra matriz M x M que nao foi

considerada por nos uma representagao por niao identificar unica-
mente o grafo.
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CAPITULO V

De um modo geral, as representacoes para grafos (di
recionados ou nao) apresentam as seguintes caracteristicas

(i) As representacoes dependem de uma rotulacao dos
vértices ou das arestas, ou de ambos. Desta
forma, diferentes rotulacoes do mesmo grafo cor
respondem a diferentes representagoes.

(ii) Grafos isomorfos, rotulados da mesma maneira |,
tém o mesmo formato de representagdo. No entan
to, um mesmo grafo pode ser desenhado de diver-
sas maneiras distintas. As vezes pode ser in-
teressante poder distinguir, pela representagao
do grafo, qual o aspecto grafico que esta repre
sentado.

A presente representacdo € uma tentativa de solugao
deste ultimo problema. Podemos dizer que, praticamente, para
cada aspecto grafico de um digrafo, obtém-se uma representacio
diferente. E quase impossivel termos uma representacao para
cada desenho diferente do digrafo pois desenhos diferentes po -
dem corresponder a um mesmo aspecto grafico.

V-1. Definigcao da Representacio

A representagao orientada graficamente € uma exten-
sdo da representacdo por matriz de posicionamento (capitulo 1V).

Seja D um digrafo, cujo conjunto de vértices & V e
cujo conjunto de arestas € X. Seja M o nimero de arestas de D.
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A matriz orientada graficamente € a matriz M x M

WD) = ( wij ) ,i,j=1,...,M.
Suponhamos que as M arestas do digrafo estao rotula

das €150 e0sCye

Se e; e ej sao duas arestas tais que i < j, temos
se e; e ej sao adjacentes, entdo os elementos Wy 3 e Wig sao de-
finidos como para a matriz de posicionamento; caso contrario ,
se e; e e, se interceptam em algum ponto que nao nos extremos ,
W.: = W,. = "*'": se e. e e. nao se intercept w.. = w.. = 0.

ij = Yji ;S i j ao se i ceptam, ij le 0
Tambem temos Wii=0’ para i=1l,...,M.
Assim, para i < j temos as seguintes situagdes pos-

«* -
sivels

Figura V-1. Posigoes relativas de duas
arestas e seus elementos correspondentes
na matriz orientada graficamente.
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v-2. Exemglos

] ¢ 1000 0 0
o g 0 0 0 0 0 0 0
\/ 1-1 0 1-10 0
. ‘ 6 0-1 0 0-1 0 0
01 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0
100 -1 1 1 0

Figura V-2. Um digrafo e uma repre-
sentacao por matriz orientada grafi-

camente.
3 4 _ —
0 0 0 0 0 0

L 4 ﬁ).
,r A 0 0o 0 0 0 *
1-1 0 1-1 0 0
1 6 0-1 0 0-1 0 0
0 1 0 0 1 0+
0 0 1 0 0
R 1 0

Figura V-3, Um digrafo isomorfo ao
digrafo da figura V-2 e uma represen-
tacao por matriz orientada graficamente.

Podemos observar que os dois digrafos das figuras
V-2 e V-3 sao isomorfos e correspondem a diferentes aspectos gré
ficos. A representacdao orientada graficamente fornece matrizes
diferentes para cada um deles. No entanto, se considerarmos o
digrafo da figura V-4, veremos que ele € isomorfo aos dois ante-
riores e que pode ter uma representacdo idéntica a do digrafo da

figura V-2. 1Isso, contudo, nao invalida a idéia desta represen-
tacao.
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Figura V-4, Um digrafo iso-
morfo aos digrafos das figu-
ras V-2 e V-3.

0 espago requisitado por esta representacao corres-
ponde ao armazenamento de M2 informacoes quaternarias. Mas, de
um modo geral, a matriz devera ter um grande nimero de elemen-
tos nulos, sendo portanto possivel construir uma "estrutura gra
ficamente orientada" que seria basicamente uma representagao da
matriz orientada graficamente como matriz esparsa.

Se a matriz orientada graficamente ndo possuir ne-
nhum elemento "*", entdo o digrafo correspondente sera planar.
N3ao obstante a sua trivialidade, esta € a Unica representacgdo
apresentada neste trabalho atraves da qual obtemos alguma infor
macao sobre planaridade apenas olhando a representacao.

Para saber qual a representacao orientada grafica -
mente que possui o menor numero de "*'"'s, dentre as diversas re
presentacdes correspondentes aos diversos aspectos graficos de
um digrafo, teriamos que saber o n? de cruzamento do digrafo .
No entanto, até o presente esse numero nao foi determinado nem
mesmo para grafos completos, tendo sido obtidas apenas cotas su
periores.

Sendo a presente representacao uma pequena extensao
da matriz de posicionamento, as propriedades desta ultima per-
manecem validas para a representacdo orientada graficamente. Ve
ja o capitulo IV para obter maiores detalhes.

V-4, Referéncias

Na literatura consultada, esta representacdo apare-
ce apenas em Szwarcfiterl7, que a definiu.
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CAPITULO VI

ESTRUTURA DE ADJACENCIA

VI-1. Definicao da Representacao

Tomemos a matriz de adjaceéncia (capitulo II) de um
grafo G e representemos essa matriz através da construgdo, para
cada vértice do grafo, da lista dos vértices adjacentes ao ver-
tice considerado. Isto significa que, para cada linha da ma-
triz, vamos ligar todos os vértices cujos elementos correspon-
dentes nessa linha tém valor 1. Cada uma dessas listas € dita
a lista de adjacéncia do vértice ao qual se refere, e o conjun-
to de todas as listas de adjacéncia, uma para cada vértice do

grafo, compoe a estrutura de adjacéncia.

Assim, se v € um vértice do grafo G,

lista de adjacéncia de v; = { vértices Vj'l ViRVj },

estrutura de adjacéncia de G =

= { listas de adjacéncia de v; | ' € vértice de G } .
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Vi-2. Exemplo

I=J--T S = I
o O M O
- - O O ©

I =
|o;—-looooJ

[oor-»—-’—lol

5 | e—+—h

Figura VI-1. Um grafo, uma matriz de
adjacéncia e a correspondente estrutu-
ra de’ adjacencia.
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Observamos que esta estrutura pode ser obtida a par
tir da matriz de adjacéncia por uma transformagao bem definida.
E reciprocamente, dada uma estrutura de adjacéncia, pode-se ob-
ter de maneira univoca a matriz de adjacéncia. Todas as propri
edades validas para a matriz de adjacéncia tém um equivalente

para a estrutura de adjacéncia.

Assim, um veértice isolado do grafo G € representado,
na matriz de adjacéncia, por uma linha nula, e na estrutura de
adjacéncia por uma lista de adjacencia vazia. Para termos mani
pulacao eficiente da estrutura nessa situacdo, € conveniente a-
dicionar um nd extra a cada lista de adjacéncia, chamado de ca-
beca de linha, apontando para o primeiro vertice da lista de
adjacencia correspondente. A figura VI-2 mostra um grafo repre
sentado por uma estrutura de adjacéncia com cabecas de linha.

Para implementacao em computador, o conjunto das ca
becas de linha pode ser representado por um vetor com N elemen-
tos (onde N € o numero de vértices do grafo), e as listas de ad
jacéncia por um conjunto de listas ligadas compartilhando a mes
ma area de espaco disponivel.

Olhando a figura anterior, verificamos que somente
manipulagoes na mesma linha podem ser feitas facilmente. Se fo
rem necessarias também manipulagGes ao longo de uma coluna, tor
na-se util ligar os nos que correspondem a um mesmo vértice em
todas as listas de adjacéncia. A estrutura resultante corres -
ponde a representacao geral ligada de matrizes esparsas. A fi-
gura VI-3 mostra um exemplo desta estrutura, correspondente ao
grafo da figura VI-2.

Caso seja necessario armazenar uma informacao adici
onal para cada vértice, podemos acrescentar um campo a mais em

cada no da estrutura, apontando para a informacdo corresponden-
te.
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[ ]

L]

Figura VI-2.

Um grafo e uma estru-

tura de adjacéncia com cabecas de

linha.
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Figura VI-3. Uma estrutura de adja-

cencia com cabecas de linha e
cas de coluna.

cabe-
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i
existe um elemento com valor 1 na matriz de ad-

Podemos observar que, se V. e Vj siovvértices do
grafo com viRvj,
jacéncia correspondendo ao elemento (i,j) e correspondendo  ao
elemento (j,i), pois a matriz € simétrica. Eliminando os ele-
mentos (i,j) tais que i > j, a estrutura correspondente ao grafo

da figura VI-3 seria a mostrada na figura VI-4,

> —> 1
L > > 1|12 ¢
- :—910——>2 o——| 3| e
o ] 4 | e
= o> 5 | e

Figura VI-4. Uma estrutura de adjacéncia
triangular com cabegas de linha.
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Para verificar agora a existéncia de uma relagao
viRV., € necessario procurar pelo elemento n na lista correspon

dente a m, onde n = min {i,j} e m= max {i,j} .

E facil ver que a lista de adjacéncia corresponden-
te ao primeiro vértice & sempre vazia, e porfanto pode ser su-
primida. Também & possivel definir outras maneiras de eliminar
uma das duas relacbes repetidas, resultando em estruturas dife-

rentes.

Observamos ainda que, se adicionarmos cabecas de co
luna a este tipo de estrutura, entdao a procura por uma dada re-
lacao ViRVj pode ser feita selecionando-se o elemento n na 1li-
nha m ou o elemento m na coluna n, onde n = min {i,j} e m =
max {i,j}. Neste caso a linha correspondente ao primeiro vérti
ce e a coluna correspondente ao ultimo vértice serao sempre lis

tas vazias.

A simplificacgao introduzida pela eliminagao de uma
das relagoes repetidas de cada aresta geralmente dificulta a ma
nipulacao do grafo, aumentando o tempo de processamento. Por-
tanto, as vezes € vantajoso aumentar o nimero de nds na estrutu
ra, acrescentando um apontador cruzado entre cada par de n6$'rg
presentando uma mesma aresta. A estrutura correspondente a fi-
gura VI-2 seria agora a mostrada na figura VI-S.

Esta mesma idéia pode também ser aplicada a estrutu
ra ligada por linha e por coluna, com a adicao de um campo ex-
tra contendo um elo.

Uma vez que a estrutura de adjacéncia & encarada a-
qui como uma maneira particular de representacdo da matriz de
adjacéncia como uma matriz esparsa, outras representacoes de ma
trizes esparsas podem ser consideradas para a obtencio de ou-
tras representacoes diferentes para grafos.
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Figura VI-S5.

cencia com apontadores cruzados e ca-

Uma estrutura de adja-

becas de linha.
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E possivel redefinir esta representacdo. de forma a
poder ser usada em pseudografos e/ou multigrafos. Podemos adi-
cionar a cada né da estrutura um campo que informaria quantas
arestas existem entre os vértices correspondentes. A informa -
¢ao referente aos lagos existentes em um vértice pode ser arma-
zenada em um dos campos nao utilizados nas cabecas de linha, co
mo mostra o exemplo da figura VI-6.

1ol ]
Yy
?
V

Figura VI-6. Um pseudomultigrafo
e uma estrutura de adJacenc1a com
cabecas de linha.
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A quantidade de espago necessiario para armazenar es-
ta representacao pode ser estimada da seguinte maneira: Suponha
mosaum grafb com N vértices e M arestas. Como a matriz de adja-
céncia pdssui exatamente 2M elementos com valor 1, a estrutura
de adjacéncia, conforme inicialmente definida, tera exatamente
2M nos. A adic3o de nos cabeca implica em um aumento de N ou
2N nds, conforme sejam usadas apenas cabecas de linha ou também
cabecas de coluna. O espago total requerido depende da versao
escolhida (dentre as apresentadas aqui). A expressao geral do
espago total, contudo, € clN + czM, onde Cq1Cy sao inteiros com
cy 2 0, C, > 0. Podemos ver, portanto, que em qualquer caso o
espago € proporcional (linear) a Me N. A despeito dos conjun-
tos de matrizes de adjacéncia e de estruturas de adjacéncia se-
rem isomorfos, ha uma importante diferenca entre eles, em termos
de meméria: no primeiro a requisicdo de espaco & quadratica, e
no segundo linear. Alias, esta € a grande vantagem desta repre-
sentagdo sobre a representacdo por matriz. Outra vantagem € que
as operagoes de insercdo e remocao, tanto de vértices como de
arestas, podem ser feitas facilmente. Além disso, como a estru-
tura representa apenas os pares de vértices que estdo efetivamen
te relacionados, a quantidade de itens a serem manipulados em
uma operacgdo € geralmente menor, o que resulta, em alguns casos,
em uma economia substancial de tempo.

A mesma definicdo de lista de adjacéncia e estrutura
de adjacéncia apresentada para grafos ndo direcionados pode ser
aplicada para grafos direcionados. A figura VI-7 € um exemplo.
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5
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0 0 1 0 O
1 4 1 0 0 1 O
0 0 0 0 1
0 0 0 0 O
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Figura VI-7. Um digrafo, uma matriz
de adjacéncia e a correspondente es-
trutura de adjacencia, com cabecgas
de linha.
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VI-4. Referéncias

~ 1 .
Esta representagao aparece frequentemente na litera-

tura sobre Computacdao, mas nao na literatura teodrica sobre gra -
fos. O0Os conceitos de lista de adjacéncia e estrutura de adjacén
cia sao encontrados em Hopcroft § Tarjan8 ; a ideia de apontado
res cruzados entre vértices relacionados, em Hopcroft § Tarjan7;
a representagao como lista ligada de matrizes esparsas, em

Knuthg; a idéia da representacdo € ainda mencionada em Scoinslq
Da maneira como foi definida aqui, esta representacao pode ser

encontrada em Szwarcfiter17.
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CAPITULO VII

ESTRUTURA DE INCIDENCIA

VII-1. Definigao da Representacao

Tomemos a matriz de incidéncia (capitulo III) de um
grafo e representemos essa matriz através da construgdo, para
cada vértice do grafo, da lista das arestas que sao adjacentes
ao vértice considerado. Isto significa que, para cada linha da
matriz, vamos ligar todas as arestas cujos elementos correspon-
dentes nessa linha tém valor 1. Cada uma dessas listas &€ dita
a lista de incidéncia do vértice ao qual se refere, e o conjun-

to de todas as listas de incidéncia, uma para cada vértice do
grafo, compoe a estrutura de incidencia.

Assim, se v; € um veértice do grafo G,

lista de incidencia de v, =

= { arestas e | e=(vi,vj) para algum vertice v de G 1},

estrutura de incidéncia de G =

= { listas de incidéncia de vy | vy € vértice de G }.
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Figura VII-1. Um grafo, uma matriz de
incidencia e a correéspondente estrutu-
ra de incidencia, com cabecas de linha.
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- .

VII-3. Propriedades Basicas e ComentériOS

Se adicionarmos a esta representacao uma ligagao por
coluna, obteremos rapidamente o conjunto dos vértices incidentes

a uma determinada aresta.

Da mesma forma que a estrutura de adjacéncia, a es-
trutura de incidéncia precisa de 2M nos para armazenar informa-
coes, além dos nos cabeca, sendo cada aresta representada  duas

vezes.

Se for necessario um apontador cruzado entre os pa-
res de arestas idénticas em uma estrutura com cabecas de linha e
cabecas de coluna, ndo sera preciso adicionar nenhum campo extra,
pois a ligacao por coluna corresponde exatamente aos vértices in
cidentes a mesma aresta do grafo. Neste caso, as listas de co-
luna ndo serao circulares; cada uma delas sera uma lista dupla-
mente ligada composta de dois ndos e de uma cabeca de coluna que
aponta para o primeiro no6. A figura VII-2 & um exemplo.

Com o objetivo de tornar mais rapidas as manipula-
¢cbes, € vantajoso acrescentar um novo campo em cada no, contendo
o rotulo do vértice correspondente aquela linha. Isto torna a
estrutura de incidéncia bastante poderosa e fornece meios dire-
tos para a obtencdo de algumas caracteristicas basicas do grafo,
como

— dado um vértice, encontrar todas as arestas inci -
dentes a ele ;

— dada uma aresta, encontrar todos os vertices inci-
dentes a ela ;

— dados dois vértices, saber se estdo ou nao relacio
nados ;

— dadas duas arestas, saber se sdao ou nao incidentes
a um mesmo vértice ;

- etC.
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Figura VII-2., Uma estrutura de incidén-
cia com cabecas de linha e cabecgas de co-

luna.
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A estrutura de incidéncia € uma espécie de represen-
tagdo por lista da matriz de incidéncia, da mesma forma que a es
trutura de adjacéncia para a matriz de adjacéncia. Portanto
propriedades anialogas as que ja foram deduzidas podem ser obti -

das para a presente representacao.

VII-4. Referencias

Da maneira como foi definida, esta representacao po-

de ser encontrada enm Szwarcfiter17.
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CAPITULO VIII

ESTRUTURA DE POSTCIONAMENTO

........................

De forma analoga ao que foi feito para as estrutu-
ras de adjacéncia e de incidéncia, podemos definir a estrutura
de posicionamento, considerando a matriz de posicionamento como
matriz esparsa e representando-a pela técnica de representacgao
de matrizes esparsas por listas.

Neste caso, & conveniente considerar a representa-
cao de matrizes esparsas por listas utilizando tanto cabegas de
linha como cabegas de coluna, uma vez que a determinagao comple
ta de uma aresta e; necessita da linha i e da coluna 1i.

Também neste caso devemos adicionar um campo de
"tag" em cada nd, informando se o no corresponde a um elemento
'+1' ou '-1' na matriz. Na pratica, esse "tag' pode ser o si -
nal de algum dos outros campos do no.

Seja N o nimero de vértices e M o numero de arestas.
O nlmero de nos cabeca nesta representacdo é 2M. De acordo com
o que foi apresentado para a matriz de posicionamento (capitulo
IV), o nimero de nos na estrutura de posicionamento &

N
-M + —l—-z grauz(v.) + 2M =
2 'i=1 t

N
= M + —I—E lgrauz(v.) .
2 "i=1 !

Uma vez que esta representacdo &, na verdade, uma
outra forma de representacao da matriz de posicionamento, as
propriedades validas para esta podem em geral ser traduzidas pa

ra aquela.
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VIII-2. Exemplo

I -
0 0 0 0 0-1 0
-1 0 0-1 1 0 O
0 1.0 1 0 1 1
1 0 0 0 0 1 1
-1 0 0-1 0 0 O
0 0 0 0 0 0 1
0 O 1 0 0

Vo A ] ] ]

1 2 3 4 5 6 7

(O3] \
3
(]
[

\
'
®
o
®
v
~

~
Y

S
~

Y

%

1o ) ]
‘ ?
v

Figura VIII-1. Um digrafo, uma matriz de
posicionamento e a correspondente estrutu-
ra de posicionamento, com cabecas de linha
e cabecas de coluna.
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VIII-3. Referencias

Esta representacao pode ser encontrada em

Szwarcfiter17.



CAPITULO IX

REPRESENTACAO VETORIAL DE ARESTAS

Seja D um digrafo, e sejam V o seu conjunto de veér-

tices e X o0 seu conjunto de arestas.
Se ViRVJ. denota a aresta e (Vi’vj €V, e €X), entao

in(e) = Vi,

fin(e) = v.
J
Para cada vértice v do digrafo D, considere os con-
juntos
in-l(v) = {e€X | in(e) = v } ,

fin"l(v) = { e €X | fin(e) = v }

Defina uma ordenacao (qualquer) sobre as arestas de
D em cada um dos conjuntos in_lfv), fin-l(v), para todo v € V.,

Para cada aresta em X, a representacao sera composta

de um no com o formato

ALINK ATAG BLINK BTAG

Figura IX-1. Formato de um nd da representacio
vetorial de arestas.

onde ALINK e BLINK sao apontadores para outros nos (arestas), e
ATAG e BTAG sao '"tags'" (1 bit) referindo-se a natureza desses
apontadores. '
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Para uma aresta e, esses campos podem ser definidos

da seguinte forma :
— Tome o vértice v, tal que v; = in(e).

— Se' e for a Ultima aresta (quanto a ordenagao) do  conjunto
in-l(vl), entao ATAG(e)="-". Nesse caso, se fin-l(vl) =@
entao ALINK(e)=A ; se fin-l(vl) # @ entao, sendo e' a pri

meira aresta de fin-l(vl), ALINK(e)=e".

— Se e ndo for a ultima aresta de in_l(vl), entao, sendo e" a
aresta que sucede e, ATAG(e)="+" e ALINK(e)=e".

— Os campos BLINK e BTAG sao definidos analogamente, substituin
do-se ALINK por BLINK, ATAG por BTAG e in por fin no pro

cedimento acima.

IX-2. Exemglo

in"1(1) = {a} fin"1(1) = (£}
in"1(2) = (b,e} fin"1(2) = {a,d}
in_1(3) = ¢ fin_l(S) = {b,c}
in'1(4) = {c,d,f,g} fin"1(4) = ¢
in"1(5) = ¢ fin~1(5) = {e,g}

ARESTA ALINK ATAG BLINK BTAG

@ Hh ® A0 O W
S0 M M A O
+
= ® g o > 0 QA
]

Figura IX-2. Um digrafo, uma representacao vetorial
de arestas, e os conjuntos in-1(v) e fin-1l(v) consi-
derados para a representacao.
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IX-3. Propriedades Basicas e Comentarios.

Dado um grafo direcionado D, € trivial ver que, pa-
ra cada ordenacao dos rotulos de suas arestas, existe uma e ape
nas uma representagao vetorial de arestas para esse grafo. Por
outro lado, uma representacao vetorial de arestas determina uni
camente um digrafo, obviamente o mesmo digrafo que havia gerado

a representacgao.

Também pode ser observado que, se para o digrafo D,
intercambiarmos ATAG com BTAG e ALINK com BLINK, obteremos um
outro digrafo D' cujo conjunto de vértices € o mesmo de D, mas
cujo conjunto de arestas corresponde as relég&es inversas das
arestas de D, significando que todas as arestas tiveram suas
diregoes trocadas.

A representagao vetorial de arestas para grafos di-
recionados foi criada por Knuth9 a partir da id€ia de se gene-
ralizar a representagdo de arvores binarias com alinhave pela
direita. Um aspecto interessante da representacao € que, no ca
so do grafo direcionado em questao ser uma arvore, com todas as
arestas orientadas de filho para pai, e com a ordenagao das a-
restas sendo sempre da esquerda para a direita, se adicionarmos
uma aresta da raiz da drvore para um novo vértice, a representa
cao vetorial de arestas sera equivalente a representagdo da ar-
vore com alinhave pela direita. A figura IX-3 € um exemplo des
se fato.

Neste caso, temos ATAG(e)='"-", para toda aresta
e € X. Este fato € importante no sentido de que permite'o de-
senho de um sistema para manipulagdo de digrafos que utilizaria
algoritmos eficientes para arvores se reconhecesse que o digra-
fo em questdo era uma arvore.



48

ARESTA ALINK ATAG BLINK BTAG

Pl T DR = < Bt S C B < T e~
> = = o> > R/ W Hem ok 0
]

Hh O O 0O 5T o 0 o>
!

Figura IX-3. Uma arvore e uma representagao veto-
rial de arestas.

Esta representacao refere-se diretamente apenas as
arestas do digrafo, e nao aos seus vértices - ndo havendo, por
tanto, uma maneira de se representar vertices isolados. Este
problema pode ser contornado através da associacdo, a cada vér-
tice isolado, de um laco. Contudo, isso implica em uma modifi-
cagao na estrutura do digrafo, o que nem sempre é recomendavel.
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0 espago requisitado por esta representacgao € dire-
tamente proporcional a M, onde M € o numero de arestas do digra
fo. Na pratica, como os campos de '"tag'" podem ser os-  sinais

dos apontadores, a memoria requisitada € 2M.

Observa-se que esta mesma estrutura pode ser aplica
da a pseudografos e/ou multigrafos direcionados sem qualquer al
teracdao. A figura IX-4 & um exemplo.

ARESTA ALINK ATAG BLINK BTAG

+ + + + +

=2 - T =N TR -V SR - ()

® A D0e MmN o
+

Hh ® O 5 Hh 0o 0 o

Figura IX-4. Um pseudomultigrafo direcionado e
uma representacao vetorial de arestas.
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IX-4;'Referéncias

Esta representagao foi definida e introduzida  por
Knuthg, que procurou generalizar a idéia da representagao de ar
vores com alinhave pela direita. A representacao vetorial de

arestas aparece também em Szwarcf1ter17



51

CAPITULO X

PSEUDO-ARVORE

X-1. Definicoes Preliminares

As seguintes duas transformacoes auxiliares serao

usadas na representacao por pseudo-arvore.

Seja T uma arvore ordenada enraizada. Seja i um

no de T. A transformacgdo oy j(T) aplica a arvore T na arvore
k]

T', copiando T e inserindo o no j como o filho mais a direita

do nod i. A figura X-1 mostra um exemplo desta transformacao.

Figura X-1. Exemplo da trans-
formacao a.

Sejam T., T, arvores ordenadas enraizadas. Seja k
um no terminal de Tj' A transformacgao Bk(Ti’T') aplica essas
duas arvore T, Tj em uma outra arvore T', substituindo a folha
k de Tj pela arvore Ti‘ A figura X-2 mostra um exemplo dessa
transformacao.
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T e fgh

T' = BC' (Tl st)

Figura X-2. Exemplo da trans-
formagao B.

X-2. Definicdao de Pseudo-Arvore

Seja T uma arvore ordenada enraizada, onde todos os

seus nos carregam informacdo. Se i denota um nd da arvore, en-

tao a informacao contida em i ¢ denotada por INFO(i).

Uma
cursivamente da

(1)

(ii)

(iii)

estrutura pseudo-arvore pode ser definida re-

seguinte maneira

Uma arvore ordenada enraizada T, como descrita

acima, onde
i # j = INFO(i) # INFO(j)

€ uma pseudo-arvore.

Se T & uma pseudo-arvore, e i € um nd terminal
de T tal que INFO(i) # INFO(j) para todo no

j # i, entao, para qualquer nG'E com qualquer
informacao, di,k(T) € uma pseudo-arvore.

Apenas as estruturas definidas em (i) e (ii)
sao pseudo-arvores.
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Figura X-3. Exemplos de
pseudo-arvores.

X-3., Definicao da Representagao

A representacdo por pseudo-arvore de um digrafo D &

"a - - ~ .
uma sequencia ordenada de arvores Tl""’Tk , que sao obti-

das através da execucdo, para cada vértice v; de D, da expansao

de v, que pode ser definida da seguinte maneira

(1)

(11)

(iii)

Se i<j, a expansao de v, precede a expansao de

V.«
J

Se o vertice Ve ja foi expandido (como descen-
dente de algum outro vértice), entdo nao se faz

nada.

Se o vertice Vs ainda nao foi expandido, seja k
- - - - - -,
o numero de arvores ja construidas. Constroi~
se uma arvore Ty 41 composta somente do nd
v Apds isso tomam-se todos os vértices vj
tais que ViRvj e aplica-se a transformacao

.(Tk+1)’ de forma que se j < j' entao
J
v, ,v.

1]

o
ViV

(Tk+1) precede avi,vj.(Tk+1)“ Agora, pa-
ra todos os vértices v, definidos aqui, que ain
da nao tenham sido expandidos, repete-se este

passo.
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Seja k o nimero final de arvores obtidas. Apds to-
dos os vertices do digrafo terem sido expandidos, sdo executa -

das as operagoes T,, 1 g i ¢ k, definidas nos passos seguintes:

(i) Se i>j, a operacgao Ti precede a operagao Tj'

(ii) Seja p o maior inteiro tal que a informagdao
da raiz de T_ ocorre em Ti’ Substitua entao
T, por Br(Tp’Ti)’ onde r € a ocorréncia mais
acima e a esquerda de r em Ti' (Observe que
necessariamente sempre teremos r como terminal
de Ti’ de modo que a transformacao Br(Tp’Ti)
pode ser aplicada.)

X-4, Exemglos

%>. 3

Figura X-4. ©Um digrafo e _uma
representacao por pseudo-arvore.

No exemplo da figura X-4, ndao houve necessidade de
executar os passos correspondentes as operacoes Ti pois a flo-
resta resultante consistia ja de uma iUnica arvore.
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6
7/::\-8
V)
5 6 7 8 10
z‘/l\zt L 4/\‘9 6 6 8 9
T, T, Ty T Te Tg
1 5 7 10
T, =
9
2@ 3 4 3 .
T, T, 6
4 9

Figura X-5. Um dlgrafo e uma representagao
pseudo- arvore (a) Arvores inicialmente ob-
tidas apos a expansao_dos vertlces. (b) Re-
presentacao obtida apds as operagles T,.

1 6 7

\EEb > — o—>6
3 4

5 8 9

Figura X-6. Um digrafo e uma
floresta correspondente a re-
presentaciao por pseudo-arvore.
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No exemplo da figura X-6, a representacao consiste

de 2 Arvores. Nio houve necessidade de executar as operagoes T..

X-S;'GrafO‘da‘Pseﬁdd-KYVOre

Vamos definir agora o grafo da pseudo-arvore de um
digrafo D, anotado PTG(D).

0 conjunto de vértices de PTG(D) € o conjunto das
arvores nao vazias da representacao por pseudo- arvore de D. 0
conjunto de arestas de PTG(D) é formado pelos pares de arvores
com elementos comuns, ou seja : para v, Vj € PTG(D) correspdn-
dendo a Ti’ Tj da representagao por pseudo-arvore,

viRvj<i::é>'Ti e Tj tém elemento em comum.

Grafos das pseudo-arvores correspon-
dentes aos exemplos das figuras X-4,
X-5 e X-6, respectivamente.

X-6. Propriedades Basicas e Comentarios

Se D e um grafo direcionado fortemente conexo, entao
a sua representacao por pseudo-arvore consiste de uma Unica arvo

re, qualquer que seja a rotulacao dos vértices e a ordenacao dos
rotulos.
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Dado um grafo ndo direcionado G, & sempre possivel
construir uma representagao. por pseudo-érvore de G, atpibuindo
diregSes quaisduer as suas arestas. Nesse caso, € interessan—
te procurar a ordénagio.dos rotulos dos vertices que minimize
o niimero de arvores na representacao, conseqlientemente minimi-

zando o numero de nos.

0 numero total de arestas na representacao. e igual
a M, onde M & o nimero de arestas do digrafo. O numero total
de nos € M+B, onde B € o nimero de pseudo-arvores na repre -

sentacao.

0 grafo da pseudo-arvore fornece uma idéia sobre o
numero de componentes conexas do digrafo. Um digrafo D € des
conexo se e somente se PTG(D) & desconexo. Se atribuirmos di-
recoes e rotulos ordenados a PTG(D), e obtivermos PTG(PTG(D)),
veremos que este consiste de um conjunto de vértices isolados
cuja cardinalidade € igual ao numero de éomponentes conexas do

digrafo D.

Observamos que a representacao por pseudo-arvore &
um conjunto T de arvores no qual dois ou mais nos de uma mesma
arvore podem ter informacles equivalentes. Se tivermos n nos
com informacoes equivalentes, entao ao menos n-1 deles serao
nos terminais. Além disso, todos os sumidouros de um digrafo
correspondem a nds terminais nas arvores.

Observamos também que, se eliminarmos o passo (ii)
da definigdo da expansdo de um vertice Vi entao todo digrafo
contendo ciclos geraria arvores infinitas.

Se D for uma arvore, com seus vértices rotulados e
ordenados adequadamente, entao a representacio por pseudo-érvg
re sera uma arvore isomorfa a D. Esta propriedade é interes -
sante no sentido de que permite a concepcao de um sistema que
trabalharia com algoritmos eficientes para arvores, taso a es-
trutura correspondesse a uma arvore, ou com algoritmos para di
grafos, caso contrario — sem alterar a representacao da es-
trutura de dados. |
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Observamos ainda que a propria definigao da represen
tac3ao por pseudo-arvore, por ser uma definicao construtiva, for-
nece um algoritmo para a obtengdo da floresta em questao.

Para a representacdo da estrutura da pseudo-arvore
em computador, a floresta & transformada em uma arvore binaria.
Para um no A, o formato correspondente seria

LTAG LLINK INFO RLINK RTAG

Figura X-8. Formato de um no da
representacdo por pseudo-arvore.

onde LTAG="+" se LLINK
LTAG="-" se LLINK

RTAG="+" se RLINK = proximo irm3o de A com respeito  ao
pai desta lista de irmaos,

primeiro filho de A,

1}

n6 principal da familia A,

RTAG="-'"" se RLINK = raiz da proxima arvore na floresta.

0 conjunto de nos com informagdes equivalentes a de
A (informacdes repetidas) € dito a familia A ; o né principal
desta familia € o no que carrega informacao sobre os descenden-
tes de A (isto €, o n6 que foi expandido). De acordo com esta
definicdo, o no principal de uma familia € Gnico. Como exemplo,
a representacao em computador da pseudo-arvore da figura X-4 se
ria a mostrada na figura X-9.

Observamos que apenas vértices no primeiro nivel de
uma arvore podem ter RTAG="-". Caso RTAG="+" para todos os véz
tices exceto a raiz, a floresta consiste de uma unica arvore .
0 digrafo € uma arvore enraizada se e somente se LTAG="+" para
todos os nos.
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> T 1 0————“'
T 2 ——>| e 3 h——>|T 6 o———-“l
_ﬂ ] _>l
o | 3] e ¢[a[=}=[¢]s [
®|3 .—,-—“l el1(*=1%14 6——“|

Figura X-9. Representagao em computador
da pseudo-arvore da figura X-4.

0 nimero de nos na estrutura, como ja foi dito, &€
M+B. Portanto, o espago necessario em memoria é proporcional a
M+B sendo que, no exemplo fornecido, & exatamente 3(M+B), inclu
indo o campo de informacdo. E ainda conveniente acrescentar um
nd extra a estrutura fazendo o papel de raiz da pseudo-arvore .
Esta conveniéncia torna-se mais clara quando a estrutura corres
ponde a uma floresta.

X-7. Referencias

A representacdo por pseudo-arvore aparece em

Szwarcfiter17.
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CAPITULO XI

XI-1. Definig¢do da Representacao

Sabemos que podemos representar florestas de arvo -
res por meio de arvores binarias cujos elos apontam para o pri-
. . .. .~ - 9
meiro filho e o proximo irmao de cada no (Knuth”).

Verificaremos agora que uma classe mais geral de
grafos direcionados também podem ser representados por arvores

binarias.

Seja D um grafo direcionado, cujo conjunto de vér-
tices € V e cujo conjunto de arestas € X. Seja v um vértice de
D.

Chamemos de R(v) a lista de adjacéncia de v, isto €,
R(v) = {u] (v,u)€EX1} .

Chamemos agora de Dy a estrutura obtida apos a apli

ta da seguinte maneira

Para cada vértice x do digrafo D, associe um nd Cx

em DR‘

Considere agora todos os vértices w tais que existe
uma aresta de w para x, isto &, tais que R(w) = {x,y,...,z}, on
de y,...,z sdo vértices de D, e ligue os nos c

Cc ssey, C_CO

x* Ty’ z
mo um conjunto. Ligue cada um dos nos c, a0 conjunto (lista)
representando R(w) (estes sdao os elos proximo irmdo e primeiro

filho de Knuthg).

Nos exemplos que se seguem, esta transformagao foi
mostrada por linhas pontilhadas para denotar elos de conjuntos
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e por linhas cheias para denotar elos do tipo w -» R(w). Por
meio desses exemplos verificamos que em alguns casos a trans -
formagao para arvore binaria pode ser aplicada com sucesso (fi
guras XI-1 e XIQZ) e, em outros, nao (figura XI-3).

XI-Z.'Exemglos

|
!
|
|
v

@—+Q—>Q
Figura XI-1. Transformagao
para arvore binaria aplica-
{

da em uma arvore enraizada.
A
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Figura XI-2. Transformacao para arvore
biniria aplicada em um grafo aciclico.

I
@@ @D

)
©®
®

??

Figura IX-3. Aplicagao invalida da trans-
formagao para arvore binaria em uma arvore
nao enraizada.
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XI-3. Propriedades Biasicas e Comentarios

Pudemos observar que nem todos os digrafos sao repre
sentaveis por arvores binarias. Para caracterizar quais os di-
grafos que sao representéveis por arvores binarias, vamos consi-

derar o seguinte.

Seja ® = { R(x) | x€ V}. Seja ®* o conjunto ob
tido pela unido de & com todas as intersegoes finitas de elemen
tos de ®. A relagao "C'" & uma relacao de ordem parcial em
®*, Temos assim o digrafo induzido D* = ( ®*,<).

Pfaltzlz’13

representavel por arvore binaria se e somente se D* = ( ®*,<)

provou o seguinte teorema: 'O digrafo D

v Dy

uma arvore'.

Observe que, como § < R(x) para todo vértice x
@ € a raiz de D*.

A figura XI-4 contém exemplos dessa caracterizacdo
dos digrafos das figuras XI-2 e XI-3. Podemos observar que no
primeiro caso D* & uma arvore e o digrafo pode ser representado
por arvore binaria, e no segundo caso D* ndo & uma arvore e o di
grafo nao pode ser representado por arvore binaria.

Ha, porém, um meio efetivo de contornarmos esta res-
tricdo e tornarmos todos os digrafos representaveis pela técnica
da arvore binaria: adicionando vértices auxiliares (extra), que
fariam com que o novo ®* fosse uma arvore. As rotinas que ope-
ram em DR seriam entao modificadas de forma a ignorar os nos au-
xiliares, como se nao fizessem parte da estrutura.
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®* = { R(a)={c,d}, R(b)={d,e,f}, R(c)={g},
R(d)={g,h}, R(e)=R(£)=R(g)=R(h)=0,
X=R(a) R(b)={d} }

(2) > R(a)
X
\

R(c) —=>R(d)

®* = { R(a)={d,e}, R(b)={e,f}, R(c)={f,g},
R(d)=R(e)=R(£f)=R(g)=@, X=R(a) R(b)={e}
Y=R(b) R(c)={f} }

(b) y ——>R(a)
D* - ¢.< > R(b)
Y ™= R(c)

Figura XI-4. (a) Digrafo induzido pelo digrafo da
figura XI-2. (b) Digrafo induzido pelo digrafo da
figura XI-3.

O digrafo da figura XI-3 pode agora ser representado

por uma arvore binaria, com a adigdo do vértice x, conforme mos-
trado na figura XI-S.

Assim, gracas a adicdo de vértices auxiliares e a um
pequeno aumento da complexidade das rotinas, podemos representar
qualquer digrafo com um nimero fixo de campos por nd.
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(@

@ | v

&
—C)

Figura XI-S5. Modlflcagao no digrafo da figura
XI-3 de forma a permitir a aplicagao valida da
transformagdo para arvore binaria.

Para a representacao de grafos nao direcionados, po-
demos empregar uma representacao simétrica, sendo que neste caso
seriam necessdrios 4 campos de elo por ndo (em vez de 2).

X1-4. Referencias

Outros detalhes e aspectos tedoricos desta represen -

12,13

tacao podem ser encontrados em Pfaltz , que introduziu esta

representacao.
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CAPITULO XII

ARVORE -COARVORE

Dado um grafo G conexo, G pode ser determinado por

uma arvore geradora qualquer e a correspondente coarvore.

Podemos assim definir uma representacao para um gra
fo conexo G, que consiste de uma arvore geradora de G e a cor-
respondente coarvore. Inicialmente, obtemos uma arvore gerado-
ra (enraizada), e, para cada no da arvore, associamos a 1lista
dos vértices que sdo adjacentes ao vértice correspondente a es-

se né mas que ndao fazem parte da arvore (dita a lista associa-

da). A uniao de todas essas listas € a coarvore.

A representacao da arvore em computador & feita
através da sua arvore binaria correspondente, tendo entdo cada
no da arvore o seguinte formato

LLINK INFO ALINK RLINK

Figura XII-1. Formato de um né da
representacao arvore-coarvore.

Para um ndé pertencente a arvore, LLINK e RLINK sdo
os apontadores esquerdo e direito usuais da arvore biniria

ALINK aponta para a lista associada a esse no e o campo INFO in
dica o vértice correspondente do grafo.

Para um no pertencente a uma das listas associadas,
poderiamos ter RLINK apontando para o proximo né da lista, ALINK
apontando para o no da arvore que corresponde ao nd considerado,
e LLINK contendo um cdodigo especial para indicar que este ' né
pertence a uma lista associada e ndo a arvore geradora.







































































































































