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R E S U M O  

E s t e  t r a b a l h o  a b o r d a  um p rob l ema  de  s e -  

quenc i a rnen to ,  m a i s  e s p e c i f i c a m e n t e ,  a  o r d e n a ç ã o  d e  p e ç a s  em má - 
q u i n a s .  I n i c i a l m e n t e  f o i  f e i t a  uma a n ã l i s e  do s i g n i f i c a d o  do 

tempo o c i o s o  d a s  m ã q u i n a s ,  do tempo de  e s p e r a  d a s  p e c a s  e  da  

i n t e r r e l a c ã o  e n t r e  o s  d o i s ,  c o n s i d e r a n d o  n p e ç a s  e  d u a s  maqui-  

n a s .  Foi f e i t a  uma comparação  e n t r e  o s  d o i s  c r i t é r i o s  d e  o t i -  

m i z a ç ã o ,  o  de  m i n i m i z a r  o  tempo d e  e s p e r a  e  o  d e  m i n i m i z a r  o  

tempo o c i o s o .  O t r a b a l h o  f i n a l i z a d o  a b o r d a n d o - s e  o  c a s o  

mais  g e r a l  e  m a i s  l i g a d o  2 p r á t i c a ,  i s t o  é, c o n s i d e r a n d o - s e  d i  - 
v e r s o s  l o t e s  de  p e ç a s  e  sem r e s t r i n g i r  o  número de  máqu ina s .  

N e s t e  c a s o ,  chegamos 5 c o n c l u s ã o  que  a  m í n i m i z a ç ã o  do tempo 

o c i o s o  em cada  l o t e  l e v a  a  uma m i n i m i z a ç ã o  do tempo de e s p e r a  

d e  t o d a s  a s  p e ç a s  em t o d o s  o s  l o t e s ,  i s t o  é, chegamos a  uma 

c o i n c i d ê n c i a  e n t r e  o s  d o i s  o b j e t i v o s .  

n / 2 ,  m/flow s h o p / m i n i m i z i n g  Fm,, and F / a n a l y t i c  me thods ,  



ABSTRACT 

T h i s  work  i s  conce rned  w i t h  s e q u e n c i n g  p r o  - 
blems now s p e c i f i c a l l y ,  t h e  p r o b l e m  o f  - 0 r d e r i n g  j o b s  i s  mach i -  

nes.  I t  b e g i n s  w i t h  an a n a l y s i s  o f  t h e  meaning o f  mach ine  t i -  

me, w a i t i n g  t i m e  o f  j o b s  and t h e  r e l a t i o n s h i p  be tween t h e  two, 

r e s t r i c t e d  t o  t h e  n - j o b s ,  two-machines p rob lem.  Then we draw 

compar i sons  be tween two  o p t i m i z a t i o n  c r i t e r i a :  m i n i m i z a t i o n  o f  

wa i  t i n g  t i m e  and m i n i m i z a t i o n  o f  i d l e  t i m e .  

The work  ends p r e s e n t i n g  an  app roach  o f  

t h e  g e n e r a l  and more r e a l  case,  by  c o n s i d e r i n g  s e v e r a 1  g roups  

o f  j o b s ,  w i t h o u t  r e s t r i c t i o n s  o n  t h e  number o f  mach ines .  I n  

t h i s  case ,  we come t o  t h e  c o n c l u s i o n  t h a t  t h e  m i n i m i z a t i o n  o f  

i d l e  t i m e  f o r  each  g r o u p  o f  j o b s  l e a d s  t o  t h e  m i n i m i z a t i o n  o f  

w a i t i n g  t i m e s  f o r  a11 j o b s  i n  v e r y  g roup ,  t h a t  i s ,  we g e t  an 

e q u i v a l e n c e  be tween t h e  two  o b j e c t i v e  f u n c t i o n s .  

n /2 ,  m/ f low s h o p / m i n i m i z i n g  Fma, and F / a n a l y t i c  me thods .  
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0 .  ob je to  des t e  nosso estudo é o problema 

de sequenciamento, que ocorre  sempre que há uma variedade de 

ordenações segundo as  qua is  um número de t a r e f a s  podem s e r  exe - 
cutadas . 

O problema de sequenciamento pode s e r  re-  

sumido da segu in te  forma: 

"Suponhamos que temos que produzir  u m  

determinado número de peças,  sendo que cada uma p rec i sa  passar  

por algumas operações usando um c e r t o  número de máquinas. Pa - 
ra  as  peças é dado, por motivos t ecno lõg icos ,  uma ordem na 

qual a s  operações devem s e r  processadas ,  i s t o  5 ,  uma ordem na 

qual as máquinas devem s e r  u t i l i z a d a s .  Consideraremos, i n i c i -  

almente,  o  caso de duas máquinas onde a  ordem é t a l  que as pe- 

ças passam em primeiro luga r  pela maquina 1 e  depois pela  rna- 
quina 2 .  O processamento de uma operação requer  o  uso de uma 

máquina por u m  tempo determinado: o  tempo de processamento da 

operação ou tempo de processamento da peça ou t a r e f a .  Dadas 

algumas funções,  como tempo de espera  da peça, tempo ocioso da 

mãquina, tempo médio ou tempo máximo que uma peça permanece na 

f á b r i c a ,  desejamos encon t ra r  uma ordem de processamento das pe - 
ças de t a l  forma que os tempos c i t a d o s  sejam mi nimi zados". 



Tal problema o c o r r e  em d i f e r e n t e s  c i r c u n s  - 
t â n c i a s .  A t e r m i n o l o g i a  aqu i  usada s u g e r e  que o  problema t r a -  

t a  o r i g i n a l m e n t e  de um c o n t e x t o  de produção i n d u s t r i a l ,  con tu -  

do ,  v á r i a s  o u t r a s  i n t e r p r e t a ç õ e s  são  p o s s i v e i s :  peGas e  máqui 

nas podem s e r  s u b s t i t u i d a s  por p a c i e n t e s  e  equipamentos de hos - 
p i  t a l ,  p o r  c1 a s s e  e  p r o f e s s o r e s ,  j a n t a r e s  e  c o z i n h e t r o s ,  navi  - 
o s  e  e s t a l e i r o s ,  programas e  computadores ou mesmo por  c i d a d e s  

e  c a i x e i r o s  v i a j a n t e s .  

Neste t r a b a l h o  procuramos a n a l i s a r  a  i n -  

t e r r e l a ç ã o  e n t r e  o  tempo o c i o s o  das  máquinas e  o  tempo de e s p e  - 
r a  das  peças  ou t a r e f a s .  

Diversos  a u t o r e s  e n t r e  os  q u a i s  Mul ler -  

Merbach 151 e  Gutenberg 131 mencionam a  a p a r e n t e  c o n t r a d i ç ã o  

e n t r e  e s t è s  d o i s  c r i  t e r i o s  de o t i m i z a ç ã o ,  sem, no e n t a n t o ,  s e  

aprofundarem na a n á l i s e  d e s t a  c o n t r a d i ç ã o .  

Realmente é p o s s f v e l  e n c o n t r a r  c a s o s  em 

que a  minimização do tempo o c i o s o  das  máquinas l e v a  a  g randes  

v a l o r e s  para  o  tempo de e s p e r a  das peças  ou t a r e f a s  e  v i c e - v e r  

s a .  No c a p f t u l o  4 e s t abe lecemos  a t é  mesmo um exemplo onde a  

s e q u ê n c i a  que minimiza o s  tempos o c i o s o s  é i n v e r s a  à s e q u ê n c i a  

que minimiza os  tempos de e s p e r a .  

Por o u t r o  l a d o ,  p a r e c e  l ó g i c o  s u p o r  que 

um bom a p r o v e i t a m e n t o  das  máquinas ,  i s t o  é, a  minimização do 

tempo o c i o s o  a c a r r e t a ,  a  longo p r a z o ,  que a s  peças  tenham a  

menor e s p e r a  p o s s t v e l .  



Como é p o s s ~ v e l ,  de um l a d o  encon t ra rmos  

c a s o s  onde os  d o i s  c r i t é r i o s  s ã o  c o n t r a d i t ó r i o s  e  c o n c o r r e n t e s  

e ,  por  o u t r o  l a d o ,  termos uma argumentação c o n v i n c e n t e  que nos 

l e v a  a  c r e r  serem os  d o i s  c r i t é r i o s  c o i n c i d e n t e s ?  

E com e s t e  d i lema que s e  ocupa o  p r e s e n t e  

t r a b a l h o .  Foi f e i t a  uma a n á l i s e  e x a u s t i v a  do s i g n i f i c a d o  do 

tempo o c i o s o ,  do tempo de e s p e r a  e  da i n t e r r e l a ç ã o  e n t r e  o s  

d o i s  e  f o i  p o s s i v e l  r e s o l v e r  e s o l u c i o n a r  a  a p a r e n t e  c o n t r a d i  - 
ção .  

Na p r á t i c a  t r aba lhamos  sempre com l o t e s  

de peças  e  nos i n t e r e s s a  a  minimização de tempos de e s p e r a  ao  

longo de u m  h o r i z o n t e  mui to  g rande .  I s t o  é, nos i n t e r e s s a  a  

minimização dos tempos de  e s p e r a  pa ra  um g rande  número de l o -  

t e s  de peças .  Conseguimos demons t ra r  que a  minimização dos 

tempos o c i o s o s  em cada l o t e  l e v a  minimização dos tempos de 

e s p e r a ,  s e  cons ide ra rmos  t o d a s  a s  peças  de todos  os l o t e s  da- 

d o s ,  e  s e  o  número d e s t e s  Últ imos f o r  s u f i c i e n t e m e n t e  g rande .  

Dentro de cada l o t e  é que pode haver  

c o n t r a d i ç ã o ,  i s t o  é, minimizando em cada l o t e  os tempos o c i o -  

s o s  podem o c o r r e r  g r a n d e s  tempos de e s p e r a  pa ra  a s  peças  de 

um de te rminado  l o t e .  Mas i s t o  somente s e  nós nos r e s t r i n g i r  - 
mos a  um de te rminado  l o t e ,  i s t o  é, sem aborddr  o  c o n j u n t o  de 

todos  os  l o t e s  e  t o d a s  a s  peças n e l e s  c o n t i d a s .  Ora ,  mas e  

e s t a  Ül t ima  p e r s p e c t i v a  que na p r á t i c a  nos i n t e r e s s a .  

Podemos c o n c l u i r  p o r t a n t o ,  que do ponto  



de v i s t a  p r á t i c o  e  cons ide rando  d i v e r s o s  l o t e s  de p e ç a s ,  temos 

a  c o i n c i d ê n c i a  dos d o i s  c r i t e r i o s  de o t i m i z a ç ã o .  

Es ta  conc lusão  tem r e s u l t a d o s  a i n d a  mais 

i m p o r t a n t e s  do que r e s o l v e r  a  a p a r e n t e  c o n t r a d i ç ã o  e n t r e  OS 

d o i s  o b j e t i v o s .  E x i s t i n d o  a  c o i n c i d ê n c i a ,  t o r n a - s e  possTvel  

a  u t i  1  i zação  dos a l g o r i  tmos desenvo lv i  dos para  a  m i  n i m i  zação 

dos tempos o c i o s o s ,  com o  o b j e t i v o  de minimizar  o  tempo de e s -  

pe ra .  I s t o  é p a r t i c u l a r m e n t e  i m p o r t a n t e  p o i s  e x i s t e  um g ran  - 
de nMmero de a l g o r i t m o s  que a t ingem o  p r i m e i r o  o b j e t i v o  enquan - 
t o  f a l t a m  a l g o r i t m o s  e f i c i e n t e s  pa ra  o  segundo caso .  

A s e g u i r  fazemos um resumo do t r a b a l h o  

r e a l  i  zado: 

No c a p i t u l o  2 e s t abe lecemos  algumas r e s -  

t r i ç õ e s  que usualmente  s ã o  assumidas  na l i t e r a t u r a  do sequen- 

ciamento e  fazemos a  a p r e s e n t a ç ã o  da nomenclatura u t i l i z a d a  no 

d e c o r r e r  do t r a b a l h o .  A nomencla tura  usada 6 baseada  na empre - 
gada por  Conway 11 I .  

No c a p i t u l o  3 damos algumas d e f i  n i ç õ e s  

b á s i c a s  e  desenvolvemos fó rmulas  pa ra  o  tempo de e s p e r a  das  

peças e  o  tempo o c i o s o  das  máquinas.  Ver i f icamos  que a  mini -  

mização do tempo de e s p e r a  das  peças e q u i v a l e  ao problema da 

minimização da soma dos tempos que a s  peças permanecem na f á -  

b r i c a ,  Por o u t r o  l a d o  provamos que a  minimização do tempo o- 

c i o s o  das  mãqui nas ê e q u i v a l e n t e  2 m i  n imização do tempo máximo 

de permanência das peças  na f á b r i c a  ( F  max). 



Terminamos o  c a p i t u l o  3 procurando e s t a b e  

l e c e r  uma r e l a ç ã o  f u n c i o n a l  e n t r e  tempo o c i o s o  e  tempo de e s p e  

r a  o  que provamos s e r  i m p o s s l v e l .  

Cabe r e s s a l t a r ,  que n e s s e  c a p 7 t u l 0 ,  c o n s i  - 
deramos somente um l o t e  de peças  e  a n a l i s a m o s  o  caso  de duas 

mãqui nas .  

Uma vez que não conseguimos e s t a b e l e c e r  

uma r e l a ç ã o  f u n c i o n a l  e n t r e  o  tempo o c i o s o  e  o  tempo de  e s p e -  

r a ,  o  p a s s o  s e g u i n t e  f o i  comparar os  c r i t e r i o s  de o t i m i z a ç ã o .  

Em p r i m e i r o  l u g a r ,  no c a p i t u l o  4 ,  fazemos uma a n á l i s e  d e t a l h a  

da do teorema de Johnson que e s t a b e l e c e  c r i t é r i o s  de o t i m i z a -  

ção ( p r i o r i d a d e  para  o e s t a b e l e c i m e n t o  de  uma. s e q u ê n c i a  pa ra  

o  tempo o c i o s o  no  caso  de duas mãquihas.  A s e g u i r ,  também pa- 

r a  o c a s o  de duas máquinas ,  e s t abe lecemos  uma s e q u ê n c i a  que 

minimiza o  tempo de e s p e r a  p a r a  um problema e s p e c i a l  em que 

a s  peças possuem c a r a c t e r i s t i c a s  bem d e f i n i d a s .  

- 
A comparação e n t r e  os  d o i s  c r i t é r i o s  e  

f e i t a  num exemplo onde f i c a  bem c l a r a  a  c o n t r a d i ç ã o  e n t r e  e l e s ,  

p o i s  somos l e v a d o s  a  s e q u ê n c i a s  o p o s t a s  no c a s o  de segui rmos  

um ou o u t r o  c r i t e r i o .  Consideramos aqui  também, duas mãqui- 

nas e  um l o t e  de  peças .  

F i n a l m e n t e ,  no cap i ' t u io  5 ,  passamos a  con - 
s i d e r a r  v á r i o s  l o t e s  de p e ç a s ,  chegando ao r e s u l t a d o  mais  im- 

p o r t a n t e  do t r a b a l h o .  Como f o i  d i t o ,  provamos, pa ra  e s t e  ca- 

s o ,  e x i s t i r  a  c o i n c i d ê n c i a  dos d o i s  o b j e t i v o s .  E s t e  r e s u l t a d o  



e 

e  a t i n g i d o  sem q u e  h a j a  r e s t r i ç õ e s  q u a n t o  a o  número d e  m á q u i -  

n a s ,  i s t o  é, e l e  é o  m a i s  g e r a l  p o s s l v e l .  

O t r a b a l h o  6 f i n a l i z a d o  com uma b i b l i o g r a  - 
f i a  a t u a l i z a d a  s o b r e  a  t e o r i a  do  s e q u e n c i a m e n t o  e ~ s u a s  v á r i a s  

a b o r d a g e n s .  



Neste c a p ? t u l  o  abordaremos a1 gumas r e s t r i  - 
ções  que s e  tornam n e c e s s ã r i a s ,  quan to  à s  peças  e  às máquinas 

e  também exp l  i c i  taremos a s  v a r i á v e i s  usadas  no nosso t r a b a l h o .  

A s imbolog ia  ado tada  f o i  baseada em Conway 11 1 .  

2.1 - RESTRI Ç Õ E S  

1 )  O c o n j u n t o  P de peças é conhecido e  f i x a d o :  P = C1,2 , . , n ) .  

# 

2 )  O c o n j u n t o  M de mãquinas,  e  conhecido  e  f i x a d o :  M = C1 ,2 ) .  

3 )  Todas a s  peças  são  c o n s i d e r a d a s  de i g u a l  i m p o r t â n c i a .  

4 )  O tempo de processamento  de cada operação  6 conhecido  e  fi - 
xado. 

5 )  Cada o p e r a ç ã o ,  uma vez i n i c i a d a ,  p r e c i s a  s e r  t e rminada  sem 

i n t e r r u p ç ã o .  

6) Todas a s  peças  e s t ã o  d i s p o n í v e i s  num mesmo tempo t i  = 0 .  

7 )  As máquinas começam a  f u n c i o n a r  n u m  mesmo tempo t i  = 0 .  



8 )  A ordem de p rocessamen to  de cada peça p o r  t o d a s  as  mãqui - .  

nas é c o n h e c i d a  e  f i x a d a  ( p r i m e i r o  na máquina 1  e  d e p o i s  

na máqu ina  2 ) .  E s t a  r e s t r i ç ã o  d e t e r m i n a  o  que na l i t e r a -  

t u r a  a n g l o - s a x o n i c a  é c o n h e c i d o  p o r  " f l o w - s h o p "  ou  " i d e n -  

t i c a l  r o u t i  ng". 

9 )  Cada ope ração  p o d e . s e r  e x e c u t a d a  somente p o r  uma máqu ina  

da f á b r i c a .  

1 0 )  Nenhuma das duas máqu inas  pode p r o c e s s a r  m a i s  do . 'que  uma 

peça num d e t e r m i  nado tempo. 

1 1  E dado um tempo f i n i t o  p a r a  a  execução  de cada o p e r a ç ã o  e  

o  i n t e r v a l o  de tempo e i n d e p e n d e n t e  da  ordem n a  q u a l  as 

ope rações  são p rocessadas .  

1 2 )  Todas as peças  podem s e r  p rocessadas  d u r a n t e  um i n t e r v a l o  

de tempo t ã o  g r a n d e  q u a n t o  se q u e i r a ,  i s t o  é, não há tempo 

f i x a d o  p a r a  o  i n i c i o  do p rocessamen to  ou e n t ã o ,  não h< 

p r a z o  de e n t r e g a .  

1 3 )  Todas as maqu inas  e s t ã o  5 d i s p o s i ç ã o  p o r  um tempo i n d e t e r  - 
m i  nado. 

1 4 )  A s e q u ê n c i a  das t a r e f a s  nas d i v e r s a s  máqu inas ,  é i d ê n t i c a ,  

i s t o  é, em cada máqu ina  temos a  mesma s e q u ê n c i a .  E s t a  r e s  - 
t r i ç ã o  é c o n h e c i d a  p o r  " p a s s i n g  n o t  p e r m i  t e d " ,  

1 5 )  Cada peça  e s t á  em uma das t r ê s  s i t u a ç õ e s :  esperando  p e l a  

máquina,  sendo ope rada  p o r  uma máqu ina  ou  t e r  acabado de 

p a s s a r  p e l a  Ü t t i m a  máquina.  



1 6 )  Cada máquina e s t á  em uma das  t r ê s  s i t u a ç õ e s :  e spe rando  por  
L 

uma p e ç a ,  operando uma peça ou t e r  t e rminado  sua  u l t i m a  

peça 

1 7 )  O tempo r e q u e r i d o  pa ra  t r a n s p o r t e  de peças  e n t r e  a s  m ã q u i -  

nas  pode s e r  c o n s i d e r a d o  nulo  ou como p a r t e  do tempo de 

processamento  na máquina s e g u i n t e .  

Obviamente algumas d e s t a s  s u p o s i ç õ e s ,  ou 

r e s t r i ç õ e s ,  tem consequênci  a s  t e Õ r i  c a s  mai s e x t e n s a s  que  ou- 

t r a s .  

Ta lvez  a  s u p o s i ç ã o  mais i m p o r t a n t e  d i z  

r e s p e i t o  5 chegada das  p e ç a s ,  p e r m i t i n d o  c1 a s s i f i  c a r  o s  p r o b l e  - 
mas em e s t á t i c o s  e  d inâmicos .  Nos problemas e s t á t i c o s  t o d a s  

a s  peças  a  serem ordenadas  encontram-se 5 nossa  d i s p o s i ç ã o ,  

sendo que a  r e s p e i t o  d e s s a s  peças  possuimos todos  os dados ne- 

c e s s a r i o s  ao p r o c e s s o  de o t i m i z a ç ã o .  Nos problemas d inâmicos  
I 

temos que c o n t a r  com uma c o n s t a n t e  chegada de novas p e ç a s ,  o  

que e x i g e  uma abordagem e s t a t T s t i c a  do problema. Neste ú l t i m o  

c a s o  necess i t amos  da t e o r i a  de f i l a s  p a r a  a  r e s o l u ç ã o  do pro-  

blema. No p r e s e n t e  t r a b a l h o  s e r á  a n a l i s a d o  somente o problema 

e s t á t i c o .  Rinnoy Kan 171 s e  ocupa ex tens ivamente  com e s t e  p ro  - 
bl ema. 



2.2 - S I M B O L O G I A  

A i  - tempo de processamento d a  peça i  na  máquina 1. 

A l i  l 
- tempo de processamento d a  i-ésima peça, i s t o  e ,  d a  pe - 

ça que ocupa a posição i  na sequência,  na máquina 1 .  

i  - tempo de processamento d a  peça i na  máquina 2. 

B 
l i  I 

- tempo de processamento d a  i-ésima peça, i s t o  é, da pe - 
ça que ocupa a posição i  na sequência,  na máquina 2.  

'i i  - tempo de espera da i-;sima peça pela mãquina 1 .  

'i 2 - tempo de espera d a  i-ésima peça pela máquina 2. 

W i  = W i l  + U i 2  + tempo t o t a l  de espera da iLésima peça. 

n 

W = 1 W i  + tempo t o t a l  de espera de todas as n peças. 
i  = l  

R i  i  + tempo de espera d a  máquina 1 pela i-ésima peça. 

R i  2 -+ tempo de espera d a  máquina 2 pela i-ésima peça. 

R i  = R i l  + R i 2  + tempo t o t a l  de espera das máquinas pela i - é s i  - 
ma peça. 

n 

R = 1 R i  + tempo t o t a l  de espera das máquinas pelas n peças. 

i  = l  

'i i  + término d a  i-ésima peça na máquina 1. 

C i 2  + término da i-ésima peça na máquina 2 .  

F i  + tempo que a  peça permanece na  f á b r i c a .  



1 p =  - F, + tempo médio que a s  peças permanecem na f ã -  

Fmax = max { F ~ }  + tempo que é g a s t o  a t é  que a Gitima peça s e j a  

'i processada na f ã b r i  ca.  

i  ) j -t a peça i precede a peça j. 

i  )ij -+ a peça i precede a peça j ,  considerando duas pos i -  

çÕ.es consecut ivas .  

Devido r e s t r i ç ã o  ( 6 )  temos que C i 2  = Fi 

po is  t i  = O .  

I s t o  5 ,  o tempo que a peça i permanece na 

f á b r i c a  6 igua l  ao tempo de termino de execução da peça na mã- 

quina 2 po i s  todas  as  peças chegam a um mesmo tempo ( t i  = O )  na 

f ã b r i  ca .  



T E N T A T I V A  D E  E S T A B E L E C I M E N T O  D E  U M A  R E L A Ç ~ O  

FUNCIONAL E N T R E  R ,  W ,  f e Fmax 

a  pa r t e  d o  t raba lho  tem como ob je t ivo  

pr inc ipa l  t e n t a r  es tabelece ' r  uma relação funcional e n t r e  R ,  W ,  

Inicialmente procuraremos encont rar  fÕrmu - 
l a s  para o tempo de espera das peças ( W )  e  para o tempo de 

ociosidade das máquinas ( R )  e  es t abe lece r  algum para le lo  e n t r e  

e l e s .  A s egu i r ,  considerando já  t e r  encontrado os valores  de 

W e  R tentaremos chegar a uma fórmula para os valores  do tempo 

médio que as peças permanecem na fáb r i ca  (r) e  do tempo máximo 

que uma peça permanece na f á b r i c a  (Fma,). 

Terminaremos e s t e  capytulo procurando e s -  

t abe lece r  alguma re lação  funcional e n t r e  W e F, ' e n t r e  R e  Fmax  

e também e n t r e  W e  R ou s e j a  e F m a x .  

I lustremos primeiramente o  s ign i f i cado  de 



algumas das v a r i ã v e i  s  u t i  1  i  zadas : 

'1 2 1 - tempo de processamento  da segunda peça na máquina 1 .  

B1ll 
- tempo de processamento  da p r i m e i r a  peça na máquina 2 .  

i 

Maq . (1 ) 

Maq . (2) 

I K+2 f i g .  3 . 2  

A141 . A i r i  , , 1-1 I 

//////////I 8 1 t f  I Q l r f  i I &II i 

Na f i g u r a  3.2 temos por  exemplo: 

f i g .  3 .1 

Na f i g u r a  3.1 temos por exemplo: 

R1 2 
- tempo de  e s p e r a  da máquina 2 p e l a  .p r ime i ra  peça.  

R i l  = O .  d i  . i s t o  5, a máquina 1 não tem tempo o c i o s o  

k--b 
W 22 f ig .  3.3 

Na f i g u r a  3.3 temos por  exemplo: 

n 1  - tempo de e s p e r a  das n-esima peça p e l a  máquina 1 .  

W22 
- tempo de e s p e r a  da segunda peça p e l a  mãquina 2 .  



3.1.1 - CRLCULO D E  W 

Na f i g u r a  3.4,  temos por  exemplo: 

- tempo de t é rmino  da n-ésima peça ,  i s t o  é, da peça que 

ocupa a  p o s i ç ã o  n ,  aa máquina '  1 .  

' n - I ,  2 - tempo de t é rmino  da (n-1) -és ima p e ç a ,  i s t o  é, da 
k 

peça que ocupa a  p o s i ç ã o  ( n - 1 ) ,  na máquina 2.  

Obs. 1 :  

R i j  , W i j  e  C i j  não s e  r e fe rem à peça numero i  na máquina j ,  

.- 
mas sim à i - ê s ima  peça na mãquina j ,  i s t o  é, a  peça que ocupa 

a  p o s i ç ã o  i na s e q u ê n c i a  c o n s i d e r a d a .  T e r i a  s i d o  mais coe ren  - 
t e  com a  nomencla tura  ado tada  escrevermos  R 1 4 1 ,  j ' l i l ,  j 

e  

. ' li  1 ,  j *  
Para ma io r  f a c i l i d a d e  na t r a n s c r i ç ã o  e pa ra  não so-  

b r e c a r r e g a r  e  c o m p l i c a r  a  s i m b o l o g i a ,  om-i t imos  os  c o l c h e t e s .  

observando a  f i g u r a  3 .4 ,  podemos c o n c l u i r  

que: 



Ou e n t ã o ,  o b s e r v a n d o  a  f i g u r a  3 .5,  a b a i x o :  

f i g .  3 . 5  

Temos : 
i -1 i -1 

S u b s t i t u i n d o  ( 1 )  em ( 2 ) ,  o b t e m o s :  

S u b t r a i n d o  ( 2 ' )  d e  ( 3 )  o b t e m o s :  

Logo,  podemos o b t e r  o  v a l o r  d e  W i p  

Vejamos a  f i g u r a  a b a i x o :  

Naq. (2 )  / / / / , p /  I 1 1  I I,,, I -  I BILI I I 81ni 1 
R1 2 

> L A  
F i g .  3.6 %L W L Z  



Na f i g u r a  3.6 t e m o s :  

P a r a  a  mãqui na 1  : 

E ,  p a r a  a  m á q u i n a  2 ,  como jã f o i  d e d u z i d o .  

Somando-os r e s u l t a d o s  e n c o n t r a d o s  em ( 4 )  

e ( 5 )  o b t e r e m o s  o  tempo t o t a l  d e  e s p e r a  d a  i - g s i m a  p e ç a .  

Logo: 

P a r a  uma q u a n t i d a d e  n  d e  p e ç a s ,  o  tempo 

t o t a l  d e  e s p e r a  d a s  n  p e ç a s  s e r á :  



Onde: 



Logo,  s u b s t i t u i n d o  o s  r e s u l t a d o s  e n c o n t r a  - 
dos  em ( a ) ,  ( b ) ,  ( c )  em (7), t e r e m o s :  

n-1  n n 
W = 1 ( n - k )  B l k l  - 1 A l k l  + (n-kk+l) R k 2  (7') 

k = l  k = l  k = l  

Ana1 i semos, a g o r a  Ri2: 



Na f i g u r a  3 .7 ,  temos por exemplo; 

'i1 
- 

i - ,  2 
> O 

R i 2  = C i l  - ' i -1 ,  2 

f i g .  3 .8  c+ 

Na f i g u r a  3.8 observamos por exemplo que: 

R i 2  = O 

'i i  
- 

' i - i ,  2 = O 

R i 2  = C i l  - i - ,  2 

I H 

f ig .  3 . 9  c64 >2  

Na f i g u r a  3.9 temos: 

'i1 - ' i - i ,  2 O 



Observando  os  t r ê s  c a s o s  podemos c o n c l u i r  que:  

Ri = max (Cil - i -  , 2 9 0 )  

S u b s t i t u i n d o  Cil e  Ciml, p e l o s  seus  r e s p e c t i v o s  v a l o r e s ,  

e n c o n t r a d o s  em ( 1 )  e  ( 3 )  t e r e m o s :  

S e j a  R a soma de t o d o s  os  tempos o c i o s o s  

nas  duas  m á q u i n a s .  I s t o  ê: 

Como Ril = O J i E { I ,  2, . n  , i s t o  é, a  m á q u i n a  1  não 

tem tempo o c i o s o .  

E n t ã o :  



Por ( 8 )  temos: 

R12 = , p o i s  A l i l  - > O Ji 

Para n = 1 , t e remos :  

Pa ra  n = 2 ,  t e remos :  

S u b s t i t u i n d o  o s  v a l o r e s  de R l p  e R Z 2  , te remos:  



A d i c i o n a n d o  A I' I a o s  d o i s  t e r m o s  d e  max(A 
121 

- B O ) ,  o b t e -  

remos : 

Temos e n t ã o :  

P a r a  n = 1  

P a r a  n = 2 

~ t r a v ê s  d e  i n d u ç ã o ,  vamos p r o v a r  q u e ,  p a r a  uma q u a n t i d a d e  n,  

q u a l  q u e r ,  d e  p e ç a s  : 

Tomemos como v e r d a d e i r o  o  v a l o r  d e  R em 

( 9 )  p a r a  uma q u a n t i d a d e  n d e  p e ç a s  e  c a l c u l e m o s  o  v a l o r  d e  R 

p a r a  n  + 1  p e ç a s :  



S u b s t i t u i n d o  o  v a l o r  de ,2 e n c o n t r a d o  em ( 8 ) .  t e remos :  

n+l n 
Logo, ad ic ionando  1 R i  aos  d o i s  termos de max( I A I  i - 

n n 
- ' l i 1  - 1 Ri2,0)  . te remos:  

i = l  i = l  

n 
S u b s t i t u i n d o  em ( 1 0 )  o  v a l o r  de R i *  encon t rado  em ( 9 ) ,  t e  - 

i = l  remos : 

O que nos prova que o  v a l o r  de R e n c o n t r a d o  em ( 9 )  6 v á l i d o  

pa ra  uma q u a n t i d a d e  q u a l q u e r  de n peças .  



3.2 - COMPARACÃO ENTRE W e  R:  

Como v imos ,  os  v a l o r e s  e n c o n t r a d o s  p a r a  

W e  R, c o n s i d e r a n d o  n  p e ç a s ,  f o r a m  o s  s e g u i n t e s :  

n -1  n  n  
W = 1 ( n - k )  B 

l k l  - 1 + 1 (n-kk+l) R k 2  
k = l  k = l  k = l  

Ana1 i semos W 

n -1  n  n  n - 1  

k J =  1 ( n - k )  B 1 k l  - 1 A l k l  ' 1 R k 2 +  1 (n-kk) R k 2  
k = l  k = l  ' k = 1  k = l  

Temos que :  . . 'S 

e c o n s t a n t e ,  i s t o  é, não depende  da o r d e n a ç ã o  das pe - 
k = 1 ç a s ,  l o g o  podemos d i z e r  que: 

A l k /  = C , onde  C 6 uma c o n s t a n t e  

k = l  



Logo:  

i4 = 1 ( n - k )  B 
l k l  

- C + R + 1 ( n - k )  R k p  
k = 1  k = l  

n -1  n-1 

tomando X = 1 ( n - k )  B l k l  1 ( n - k )  R k 2  

k = l  k = l  

W = X + R - C ( 7 " ' )  , l o g o  W = f l ( X ,  R )  

Vemos p o r t a n t o  não s e r  p o s s 7 v e l  e x p r i m i r  

W como f u n ç ã o  e x c l u s i v a  de R, i s t o  é, e s t a b e l e c e r  uma r e l a ç ã o  

f u n c i o n a l  do  t i p o  W = f ( R ) .  Ora ,  o  e s t a b e l e c i m e n t o  de t a l  

r e l a ç ã o  é que t e r i a  p e r m i t i d o  v e r i f i c a r  a  c o i n c i d ê n c i a  ou con-  

c o r r ê n c i a  e n t r e  os d o i s  o b j e t i v o s :  m i n i m i z a ç ã o  de tempos o- 

c i o s o s  e m i  n i m i  zação  de tempos de e s p e r a .  

Como temos W = f l ( X ,  R )  e como a  sequên - 
tia que  m i n i m i z a  R não o b r i g a t o r i a m e n t e  m i n i m i z a  X ,  temos que  

a  m i  n i m i z a ç ã o  de R não i m p l i c a  n e c e s s a r i a m e n t e  n a  m i n i m i z a ç ã o  

d e  W ,  embora  i s t o  p o s s a  o c o r r e r  em a l g u n s  c a s o s  e s p e c i a i s .  

3.3 - CRLCULO D E  FORMULAS PARA r e  Fmax 

U t i l i z a n d o  os  v a l o r e s  de W e  R e n c o n t r a -  



dos na s e ç ã o  a n t e r i o r  vamos p r o c u r a r  e n c o n t r a r  uma fó rmula  pa- 

r a  T e  o u t r a  pa ra  F m a x .  

j 
j -1 

* 
Chamemos Y j  a d i f e r e n ç a  1 A l k l -  1 B l k l , i s t o é ,  

k-1 k=l  

Então ,  s u b s t i  t u i  ndo (1  1  ) em ( 9 ) ,  te remos  : 

n 
R = R i 2  = max ( Y 1 ,  ... , Y,) ( 1 2 ) ,  que é o  v a l o r  do 

tempo de e s p e r a  das  máquinas p e l a s  n peças:  

obse rvação  2 .  

R > O sempre,  p o i s  p e l o  menos Y 1  > 0 .  - - 

Por o u t r o  l a d o  s e j a :  

n 
F =  1 F i  , i s t o  é, F é a  soma dos tempos que t o d a s  a s  pe- 

i = l  

ç a s  permanecem na f a b r i c a .  

1  n 
p =  - 1 Fi  , que cor responde  ao tempo médio q u e ,  a s  pe- 

i = l  

ç a s  gastam na f á b r i c a .  



Observando  a  f i g u r a  3 . 1 0  temos:  

Maq. (1 

Temos p o r t a n t o :  

A i t i  1 Ai21 I A13\ 1 I Aln~ I 

n  n  
Como 1 + 1 'li1 é c o n s t a n t e ,  i s t o  é, não depesdde da 

i = l  i=l 

Maq ( 2 )  e121 : 1 ~ ~ 3 ~  i I eimi I - - 
R l z  -' R22 W3 z f i g .  3.10 

n  n  
o r d e n a ç ã o  das  p e ç a s ,  podemos d i z e r  que  1 + I 13 l i 1  = 

i = l  i = l  

onde k é uma c o n s t a n t e .  

Logo t e r e m o s  : 



Podemos e n t ã o  e s c r e v e r  F como função  de W ,  i s t o  é, 

r = \ +  , chamando de k '  , te remos:  k 

N N N 

Das equações  ( 1 3 ' )  e  ( 1 4 )  podemos conclu  - 
i r  que t a n t o  F quan to  dependem do v a l o r  de W ,  i s t o  é, variam 

d i r e t a m e n t e  com W :  aumentando o  tempo de e s p e r a  das peças  (bí) 

aumentarão também o  tempo t o t a l  ( F )  e o  tempo médio (r) que 

as  peças permanecem na f á b r i c a  ou ,  d iminuindo o  tempo de e s p e  - 
r a  das peças  ( W )  d i m i n u i r ã o  tambgm o  tempo t o t a l  ( F )  e  o  tempo 

mzdio (r) que a s  peças permanecem na f á b r i c a .  

S u h s t i  t u i n d o  em ( 1 3 )  o  v a l o r  e n c o n t r a d o  

a n t e r i o r m e n t e ,  em (7), para  W ,  t e remos:  

n-1 n n n 
F =  1 ( n - i )  B 

l i l  
- 1 A l i l +  1 ( n - i + 1 ) R i 2 +  1 A l i , +  

i = l  i = l  i = l  i = l  

n n 
F =  1 ( n - i t l )  B 

li  I + 1 ( n - i + l )  R~~ 
i = l  i  = l  



Como 

De a c o r d o  com ( 1 2 )  temos: 

n  
1 Ri2 = max ( Y 1 ,  . .. . Y n ) ,  p a r a  q u a l q u e r  v a l o r  de n. 

i = l  

Logo, s u b s t i t u i n d o  no r e s u l  t a d o  ac ima,  t e remos  : 

n  
1 ( n - i t l )  Ri2 = Yl + max ( Y 1 ,  Y2)  + rnax ( Y 1 ,  Y 2 ,  Y g )  + ... + 
i = l  

+ max (Y1, ... , Yn) 

n  
1 ( n - i + l )  Ri2 = max (Y1, ... , Yi )  
i = l  i = l  

Teremos e n t ã o  p a r a  F: 



n 
F = 1 ( n - i t l )  B 

l i l  
+ F, max ( v l ,  . . . , v i )  

i = l  i = l  

E, p a r a  r: 

C a l c u l e m o s  a g o r a  o v a l o r  d e  Fma,, i s t o  

6 ,  o v a l o r  do tempo mazimo q u e  uma p e ç a  p e r m a n e c e  na  f á b r i c a .  

Maq . (2) 

A n a l i s e m o s  o s  d o 4 s  c a s o s  a c i m a :  

%*L ]/,/,/i 0121 i 6131 ( / / / , , , I  -, ~Brr-nl,,,,,~ Blvit 1 
'R 12 

.) -'z Rez 
_I 

Maq. ( 2 )  

P e l a  f i g u r a  3.11 t e m o s :  

f i g .  3.11 %W 

I / /  ////A 1 I BIZI 1//,,,/~ 0131 I 1 B\n+l 1 Binf 4 
I u 

R42 R3 2 f i g .  3.12 W urz % m x  



P e l a  f i g u r a  3.1 2 -temos: 

Como e s s e s  d o i s  s ã o  o s  ú n i c o s  c a s o s  poss?  - 
v e i s  de a c o n t e c e r  te remos:  

O u ,  também para  os d o i s  c a s o s  podemos d i z e r  que: 

n 
S u b s t i t u i n d o  1 R i *  por max ( Y 1 .  . . . , Y,) teremos:  

i  = l  



Como i B i l  é c o n s t a n t e ,  i s t o  6 ,  não de - 
i  = l  

pende da o rdenação  das  peças ,  F m a x  v a r i a  d i r e t a m e n t e  com R y 

o  que q u e r  d i z e r  que p a r a  minimizarmos F m a x  b a s t a  mi nimi zarmos 

o  v a l o r  de R ,  i s t o  é, b a s t a  minimizar  o rnax Y i  , S .  

3.4 - T E N T A T I V A  D E  E S T A B E L E C E R  U M A  RELACÃO ENTRE W e  R O U  7 

Temos que:  R = max ( Y 1 ,  ... . Yn),  Por ( 1 2 )  

n-1 n-1 
id = 1 ( n - i )  B 

l i l  
- C + R + 1 ( n - i )  R i 2  , por (7"') 

i = l  i = l  

n 

Fmax 
= 1 B l i l  + max ( Y 1 ,  . , Yn),  por  ( 1 8 ' )  ou 

i = l  

1 r = 
n 

n n 
1 ( n - i + l )  B 

li1 
+ 1 ( n - i + 1 )  R i 2  

i  = l  i  = l  
, por  ( 1 5 )  



A n a l i s a n d o  P ,  temos que: 

n  n-1 

1 ( n - i + l )  B l i l  = 1 ( n - i )  B I ~ I  + 1 'l i l 
i = l  i = l  i = l  

Fazendo a  s u b s t i t u i ç ã o  d e s t e  v a l o r e s  em T, te remos :  

Como B l i l  + R = F m a x s  te remos  : 
i = l  

Como adotamos na seção 3 .2  , 

F = 1 

n  

n-1 n-1 

1 ( n - i )  B l i 1  + 1 ("i) Ri2 = X 
i = l  i = l  

n-1 n- 1  

1 ( n - i )  B 1 i 1, + Fmax + 1 ( n - i )  Ri2 

i = l  i = l  

S u b s t i t u i n d o  X em W e  F , obtemos: 

W = X - C + R , C c o n s t a n t e  



A  f ó r m u l a  ( 1 4 ) ,  o b t i d a  na  s e ç ã o  a n t e r i o r :  

e s t a b e l e c e  que  é uma f u n ç ã o  e s t r i t a m e n t e  m o n ó t o n a  c r e s c e n t e  

de W ,  sendo  também f u n ç ã o  e x u l u s i v a m e n t e  de W .  

A  m i n i m i z a ç ã o  dos  tempos de e s p e r a  o c a s i o n a  p o r t a n t o  a m i n i m i -  

zação  do tempo m é d i o  das p e ç a s  (r) e  v i c e - v e r s a .  

A n a l o g a m e n t e ,  a f õ r m u l a  ( 1 8 '  I )  

C 

p o s s i b i l i t a  a  c o n s t a t a ç ã o  que Fmax e  f u n ç ã o  somen te  de R, s e n -  

do também f u n ç ã o  e s t r i t a m e n t e  m o n ó t o n a  c r e s c e n t e  de R.  Ass im,  

a  m i n i m i z a ç ã o  do tempo máximo de p r o c e s s a m e n t o  das p e ç a s  l e v a  

a  m i n i m i z a ç ã o  do  tempo o c i o s o .  

F i n a l m e n t e ,  a  f ó r m u l a  ( 1 9 ) :  

nos  m o s t r a  q u e  T é uma f u n ç ã o  de X e Fmax. 



Como a  s e q u ê n c i a  que mi nimiza Fmax não o b r i g a t o r i a m e n t e  mi nimi - 
za X ,  a  minimização de Fmax  não i m p l i c a  na minimização de F e  

v i c e - v e r s a .  

Relacionamos aba ixo  a s  p r i n c i p a i s  fõrmulas 

que e s t a b e l e c e m  a i n t e r r e l a ç ã o  e n t r e  W ,  R ,  T e F m a x ,  p a r a  o  

caso  de duas maquinas.  

C ,  K ' ,  K "  s ã o  c o n s t a n t e s .  

Constatamos por  ( 1 4 )  e  ( 1 8 " ) :  

a )  Minimi zação dos tempos de e s p e r a  W < e  m i n i m i  zação de 

b )  M i  nimi zação  dos tempos o c i o s o s  R(=> mi nimi zaçáo de Fmax 



Por o u t r o  1  ado,  ( 7 "  ' )  e ( 1 9 )  não permitem e s t a b e l e c e r  uma r e -  

l a ç ã o  f u n c i o n a l  d i r e t a  e n t r e  W e r, r e s p e c t i v a m e n t e  com R e  

Fmax , o que s i g n i f i c a  que a  mi nimização de W ou não o b r i g a -  

t o r i a m e n t e  a c a r r e t a  a  minimização de R ou Fmax  r e s p e c t i  vamente. 



C O M P A R A Ç Ã O  E N T R E  OS C R I T E R I O S  D E  O T I M I Z A Ç Ã O  

D E  (OU R). e  F ( O U  W )  

Neste c a p y t u l o ,  u t i l i z a n d o  os  v a l o r e s  de 

W ,  R, e  F m a x  e n c o n t r a d o s  no c a p i t u l o  a n t e r i o r ,  ana l  i s a remos  

a l g u n s  c r i  t e t i o s  de o t imi  zação e  faremos a1 gumas comparações 

e n t r e  e l e s .  Uma vez que não f o i  p o s s i v e l  t r a ç a r  um p a r a l e l o  

e n t r e  a s  f ó r m u l a s ,  i s t o  é, e s t a b e l e c e r  uma r e l a ç ã o  f u n c i o n a l  

e n t r e  r e  F m a x ,  passamos à comparação e n t r e  os  c r i t é r i o s  de 

o t i m i  zação .  

Abordaremos de i n T c i o  o  teorema de 

Johnson 141 s o b r e  ,a mi nimização de R e  p o r t a n t o  de Fma, e  f a r e  

mos algumas o b s e r v a ç õ e s  s o b r e  e l e .  A s e g u i r ,  u t i l i z a r e m o s  - o  

c r i t é r i o  de o t i m i z a ç ã o  de encon t rado  em Conway 11 I .  Q u a n t o  

a  minimização de F a  l i t e r a t u r a  e x i s t e n t e  é m u i t o  r e s t r i t a ,  

poucos "aut iores"  abordam e s t e  i t e m ,  o que já não a c o n t e c e  pa ra  

a  m i n i n i z a ç ã o  de Fma,. 

Terminaremos e s t e  c a p í t u l o  com o  e s t a b e - .  

l e c i m e n t o  de uma r e g r a  p r á t i c a  p a r a  a  c o n s t r u ç ã o  de uma s e -  

q u ê n c i a  ó t ima p a r a  Fmax  e  com a  comparação e n t r e  os c r i t é r i o s  

de o t i rn ização de r e .  F m a x .  



4.1 - C R I T E R I O  D E  O T I M I Z A Ç R O  P A R A  F , , , ~ ~  ( O U  R )  

Tomemos pa ra  R o  v a l o r  e n c o n t r a d o  em ( 1 2 )  

no c a p r t u l o  a n t e r i o r .  Nossa t a r e f a  é e n c o n t r a r  uma ordenação 

S* t a l  que R (S*)  - c R ( S )  p a r a  t o d a  sequênc ia  S ;  e l a  s e  reduz  

a  e n c o n t r a r  uma ordenação das  peças  t a l  que o  máximo dos n 

v a l o r e s  de Y i  s e j a  minimizado. 

Teorema 4.1 (Johnson 1 9 5 4 ,  141)  

Em um problema com n p e ç a s ,  2 máquinas ,  

com t o d a s  a s  peças  d i s p o n i v e i s  s imul t âneamente ,  onde o  o b j e t i  - 
vo e a  minimização de R ,  s e  t ive rmos  min ( A r ,  B s )  < min(AS,Br) 

p a r a  q u a l q u e r  p a r  de peças da s e q u ê n c i a ,  e n t ã o  r ) s  s ó  pode 

s e r  melhor  ou  i g u a l  a  s )  r ,  i s t o  é, r )  s  t o r n a  o  tempo o c i o  - 
s o  da máquina, menor ou i g u a l  ao da ordenação com s )  r .  

Demonstração: 

P rossegu i  remos da s e g u i n t e  mane i ra :  Na 

p r i m e i r a  p a r t e  da demonstração mostraremos que dada a  h i p ó t e -  

s e  m i n  ( A r ,  B s )  < min ( A s ,  B r ) ,  temos que .pa ra  duas pos ições  

c o n s e c u t i v a s  r ) )  s é melhor ou  i g u a l  a  s ) - )  r ,  

Na segunda p a r t e  da demonst ração  ampl ia-  

remos o  c o n c e i t o  de p r d o r i d a d e  e s t a b e l e c i d o  na p r i m e i r a  p a r t e .  

Mostraremos que s e  r ) s  para  duas p o s i ç õ e s  c o n s e c u t i v a s ,  en- 

t ã o ,  de uma forma mais  g e r a l ,  podemos c o n s i d e r a r  v a l i d a  a  r e l a  



ção r ~ s  para duas p o s i ç õ e s  q u a i s q u e r .  

Para a  demonst ração  d e s s a  segunda p a r t e ,  

n e c e s s i t a r e m o s  comprovar que a  r e l a ç ã o  r )  s  goza da p r o p r i e d a  - 
de da t r a n s i t i v i d a d e .  Antes d i s t o  porém, s e r á  enunciado o  t e o  - 
rema 4 . 2  que co r responde  quase  a  uma recTproca da p r i m e i r a  pa r  - 
t e  do teorema 4.1. Mostraremos que s e  r ).)s 6 melhor que 

s  * r ,  teremos como consequénc ia  m i n  ( A ,  B S )  c m i n  ( A s ,  B r ) .  

F ina lmente  e n t ã o  s e r á  demonstrada a  pro-  

p r i e d a d e  da t r a n s i t i v i d a d e  pa ra  a  r e l a ç ã o  r ) s .  

1: P a r t e :  ( segundo ~ o h n s o n  141 ) 

Mostraremos que ,  pa ra  duas p o s i ç õ e s  conse  

c u t i v a s  j e  j + 1 ,  r ) + s  é melhor ou i g u a l  a  s ) ) r .  

%ponhamos duas p o s i ç õ e s  c o n s e c u t i v a s  

q u a i s q u e r  j e  j + 1 .  

A d e s i g u a l d a d e  da h i p ó t e s e  nos dá:  

Max ( -  B r ,  - A S )  < max ( -  B S ,  - A r )  (1 1 

Consideremos agora  a  d i f e r e n ç a :  



e  notemos que e l a  não  depende de q u a l  das duas p e ç a s  o c u p a  a  

p o s i ç ã o  j. 

C o n s i d e r a n d o  que  a  p e ç a 8 r  ocupa  a  p o s i ç ã o  

j e  a  p e ç a  S o c u p a  a  p o s i ç ã o  j t 1,  a d i c i o n e m o s  ( 2 )  a  cada  t e r  - 
mo de ( 1 )  e, de a c o r d o  com ( 1 1 )  da seção  a n t e r i o r ,  t e r e m o s :  

Ou, c o n s i d e r a n d o  que a  p e ç a  S o c u p a  a 

p o s i ç ã o  j e  a  p e ç a  r ocupa  a  p o s i ç ã o  j + 1  e ,  a d i c i o n a n d o  ( 2 ) ,  

a  c a d a  t e r m o  de ( I ) ,  de a c o r d o  com ( 1 1 )  da s e ç ã o  a n t e r i o r ,  t e -  

remos:  

Logo,  p o *  ( 1 )  em ( 3 )  e  ( 4 )  temos:  



max (Yj  , Y j + l  ) c max ( Y t j  , Y t j + l )  

O que  nos  m o s t r a  que a  d e s i g u a l d a d e  da  h i  - 
p ó t e s e  s e  v e r i f i c a ,  e n t ã o ,  o  m a i o r  d e s t e s  d o i s  v a l o r e s  de Y i  

e  r e d u z i d o  c o l o c a n d o  a  peça r na p o s i ç ã o  j e  a  p e ç a  s na p o s i -  

ç ã o  j + 1 .  

Nenhum dos  ( n - 2 )  v a l o r e s  de  (Y1 , Y 2  , . . . , 
Y j - l  , Y j + 2  ,..., Yn) e a f e t a d o  p o r  e s s a  e s c o l h a  de  p e ç a s  pa-  

k k-1 
r a  a  p o s i ç ã o  j .  Todos.  o s - v a l o r e s  Y k  = A l i  - B l i  , 

i = l  i = l  

p a r a  k = 1 ,  2 ,  ... , 1  2 ,  ... , n .  

independem da e s c o l h a  da  peça  r ou s  p a r a  a  p o s i ç ã o  j ou j + 1  

[como pode s e r  f a c i  l m e n t e  v e r i  f i c ado  a n a l  i s a n d o  a  f ó r m u l a  (1  1  ) 

da s e ç ã o  3 . 3 1 .  

Se a  peça  r ocupa  a  p o s i ç ã o  j e  a  peça  s  

ocupa a  p o s i ç ã o  j + 1 ,  t emos :  

R = max (Y1 , Y 2  , ... , Y j - l  , Y j  , Y j + l  , ... . Yn) 

Se a  peça  r ocupa a  p o s i ç ã o  j + 1  e a  pe-  

ç a  s ocupa  a  p o s i ç ã o  j ,  t emos :  

R '  = rnax (Y1 , Y 2  , ... , ' j - i  9 y t j  , Y ~ ~ + ~  , ... , ' n )  



Como max ( Y  
j 

' j + l  ) c max ( Y i j  , Y n j + ,  ) temos R c  R '  l o g o ,  

- r >)  s e  melhor  que s  >) r ,  como quer iamos  demons t ra r .  

E n t ã o ,  o máximo de todos  os Y i  i s  6 c o n s e r  - 

vado ou r e d u z i d o  colocando a  peça r na pos ição  j ,  i s t o  g ,  o 

tempo de e s p e r a  da maquina ( R )  é conservado ou r e d u z i d o  s e  t i -  

vermos r ) \  s  na s e q u ê n c i a .  

obse rvação  4.1.  

Se e x i s t i r  uma i g u a l d a d e  do t i p o  mi n 

( A  , B )  = i  ( A  , B )  pa ra  algum p a r  de p e ç a s ,  a s  o rdena-  

ç õ e s  r >) s e  s > >  r são  e q u i v a l e n t e s .  

Exemplo 4.1 ( r e f e r e n t e  2 obse rvação  4.1)  

- Tomemos a  s e g u i n t e  s e q u ê n c i a  de peças  a  serem p r o c e s s a d a s .  

( 1 )  ( 2 )  ( 3 )  

máquina ( 1 )  3 2 1  

máquina ( 2 )  2 2 3  

Mantendo e s t a  ordenação ( ( 1 ) )  ( 2 ) ,  ( 2 ) > ( 3 ) ) ,  temos: 

R = max ( 3 ,  3 ,  2 )  = 3  

- A ordenação ( 3 ) ,  ( I ) ,  ( 2 )  t o r n a  a  sequênc ia  Õtima 



( 3 )  ( 1 )  ( 2 )  

máquina ( 1 )  1 3 2  R '  = m a x  ( 1 ,  1 ,  1 )  = I  - 
máquina ( 2 )  3 2 2  

Temos : 

r n i n  ( 1 ,  2 )  rnin. ( 3 ,  3 )  , p e l o  teorema 4.1 , ( 3 )  ) ( 1 )  

min ( 3 ,  2)  = rnin ( 2 ,  2 )  , p e l a  obse rvação  4.1 , ( 1 ) )  ( 2 )  ou 

( 1 ) .  

min ( 1 ,  2 )  < m i n  ( 2 ,  3 )  , p e l o  teorema 4.1 , ( 3 )  ) ( 2 )  

- A ordenação ( 3 ) ,  ( 2 )  , ( 1 )  também g e r a  uma s e q u ê n c i a  Õtima. 

( 3 )  ( 2 )  ( 1 )  

m á q u i n a ( 1 )  1  2  3  

máquina ( 2 )  3  2 2  

Temos, p o r t a n t o ,  R '  = R I I , 1 W 0 ,  s e  ( 1 ) )  

( 2 )  ou ( 2 )  teremos s e q u ê n c i a s  Ótimas pa ra  o  tempo de 

e s p e r a  das  mãqui nas .  

2a P a r t e  do teorema 4.1 

Vamos demons t ra r  que s e  r )  s  pa ra  duas 

p o s i ç õ e s  c o n s e c u t i v a s  j e  j + 1 ,  e n t ã o  tamb6m podemos, de uma 



forma mais g e r a l ,  c o n s i d e r a r  vá1 i d a  a  r e l a ç ã o  r )  s p a r a  duas 

p o s i ç õ e s  q u a i s q u e r .  

Consideremos i n t r o d u z i d a  uma peça t. Te - 
r iamos 4 a1 t e r n a t i v a s  quan to  à s  r e l a ç õ e s  de p r i o r i d a d e  possT- 

v e i s ,  cons ide rando  r ) S .  

Supomos que a s  p r i o r i d a d e s  acima foram 

de te rminadas  de acordo  com o  que f o i  demonstrado na p r i m e i r a  

p a r t e  do teorema.  E s t a  de te rmina  a s  melhores  o rdenações  pa ra  

duas p o s i ç õ e s  c o n s e c u t i v a s  q u a i s q u e r .  

Por exemplo, em ( a ) ,  a s  o rdenações  r > s  ; 

r ) t  e  s ~ t ,  cons ide rando  duas p o s i ç õ e s  c o n s e c u t i v a s ,  s ã o  me- 

l h o r e s  que s ) r  , t ) r  e  t > s .  

Tomemos a g o r a ,  t r ê s  p o s i ç õ e s  c o n s e c u t i v a s  

- 1 ,  j e  1  e  ana l i semos  a s  q u a t r o  s i t u a ç õ e s :  

- E m  ( a )  temos: r ) s ) t  , i s t o  é: 

Trocando r e  s con t rad izemos  a  p r i m e i r a  



p a r t e  do t e o r e m a  4.1 o  que  o c a s i o n a ,  como jã v imos ,  um aumento 

do tempo o c i o s o  d a s  máqu ina s .  

Logo,  n e s t e  c a s o  r ) s é m e l h o r  que  s )  r. 

- E m  ( d )  temos t )  r > s , i s t o  é: 

Da mesma fo rma  que  o  i t e m  ( a ) ,  s e  t r o c a r  - 
mos r e  s e s t a r e m o s  c o n t r a d i z e n d o  a  p r i m e i r a  p a r t e  do t e o r e m a  

4 .1 ,  o c a s i o n a n d o  u m  aumento do tempo o c i o s o  d a s  m á q u i n a s .  Po r  - 
t a n t o ,  também n e s t e  c a s o ,  r ) s  é m e l h o r  que sY1r. 

Ana l i s emos  a s  r e l a ç õ e s  que c o n s t a m  d e  

( b ) ,  i s t o  é: 

As p r i o r i d a d e s  ( 1 ,  ( 2 )  e  ( 3 )  s ã o  c o n s i -  

d e r a d a s  a s  m e l h o r e s  p a r a  duas  p o s i ç õ e s  c o n s e c u t i v a s  l o g o ,  ne- 

nhuma a l t e r a ç ã o  n e s t a  o r d e n a ç ã o  p o d e r i a  m e l h o r a r  a  s e q u ê n c i a  

p o i s  e s t a r T a m o s  c o n t r a d i z e n d o  o  que  f o i  d e m o n s t r a d o  na p r i m e i -  

r a  p a r t e  do t e o r e m a  4.1.  



De acordo  com a s  p r i o r i d a d e s  dadas  temos 

a  s e q u ê n c i a :  

Mostraremos que nenhuma a1 t e r a ç ã o  n e s t a  se  - 
q u ê n c i a  poderã  m e l h o r á - l a .  Em p a r t i c u l a r ,  veremos pr imeiramen - 
t e  que a t r o c a  e n t r e  r e  s não o c a s i o n a  m e l h o r i a .  

Trocando t com s  con t rad izemos  ( 3 ) ,  o  

que l e v a  a  uma p i o r a  do sequenc iamen to ,  i s t o  é, o c a s i o n a  u.m 

aumento do tempo o c i o s o  das  máquinas.  

F i c a r i a m o s  com a  s e g u i n t e  s e q u ê n c i a :  

Trocando r com s ,  em ( i l ) ,  con t rad izemos  

( I ) ,  o  que l e v a r i a  também a  uma p i o r a  do sequenciamento .  

Se f i zés semos '  a t r o c a ,  f i  car ramos  com a  

s e g u i n t e  sequênc i  a:. 












































































































