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RESUMO

Este trabalho aborda um problema de se-
quenciamento, mais especificamente, a ordenacao de pecas em m§
quinas., Inicialmente foi feita uma analise do significado do
tempo ocioso das maquinas, do tempo de espera das pecas e da
interrelacao entre os dois, considerando n pecas e duas maqui-
nas. Foi feita uma comparagao entre os dois critérios de oti-
mizagcao, o de minimizar o tempo de espera e o de minimizar | 0
tempo ocioso. O trabalho @ finalizado abordando-se o Acaso
mais geral e mais ligado d pratica, isto &, considerando-se di
versos lotes de pegas e sem restringir o nﬁmero‘de maquinas.
Neste caso, chegamos a conclusao que a minimizacao do tempo
ocioso em cada lote leva a uma minimizacao do tempo de espera
de todas as pecas em todos os lotes, isto &, chegamos a uma

coincidencia entre os dois objetivos.

n/2, m/flow shop/minimizing Fma and F/analytic methods.
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ABSTRACT

This work is concerned with sequencing pro
blems., now specifically, the problem of ordering jobs is machi-
nes. 'It-begins with an analysis of the meaning of machine ti-
me, waiting time of jobs and the relationship between the two,
restricted to the n-jobs, two-machines problem. Then we draw
comparisons between two optimization criteria: minimization of

waiting time and minimization of idle time.

The work ends presenting an approach of
the general and more real case, by cdnsidering several groups
of jobs, without restrictions on the number of machines. In
this case, we comeAto the con;]usion that the minimization of
idle time for each group of jobs leads to the minimization of
waiting times for all jobs in very group, that is, we get an

equivalence between the two objective functions.

n/2, m/flow shop/minimizing Fmax and F/analytic methods.
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CAPITULO 1

INTRODUCKO

0 objeto deste nosso estudo € o problema
de sequenciamento, que ocorre sempre que ha uma variedade de
ordenacoes segundo as quais um numero de tarefas podem ser exe

cutadas.

0 probléma de sequenciamento pode ser re-

sumido da seguinte forma:

"Suponhamos que temos que produzir um
determinado numero de pegas, sendo que cada uma precisa passar
por algumas operacdoes usando um certo numero de maquinas. Pa
ra as pecas e dado, por motivos tecnologicos, uma ordem na
qual as operacoes devem ser processadas, isto e, uma ordem na
~qual as maquinas devem ser utilizadas. Consideraremos, inici-
almente, o caso de duas maquinas onde a ordem & tal que as pe-
¢cas passam em primeiro lugar pela maquina 1 e depois pela ma-
quina 2, O processamento de uma operacao requer o uso de uma
maquina por um tempo determinado: o tempo de processamento da
operacao ou tempo de processamento da peca ou tarefa. Dadas
algumas funcoes, como tempo de espera da peca, tempo ocioso da
magquina, tempo médio ou tempo maximo que uma peca permanece na
fabrica, desejamos encontrar uma ordem de processamento das pe

cas de tal forma que os tempos citados sejam minimizados".



Tal problema ocorre em diferentes circuns
tancias. A terminologia aqui usada sugere que o problema tra-
ta originalmente de um contexto de producao industrial, contu-
do, varias outras interpretagdes s3ao possiveis: pecas e maqui
nas podem ser substituidas por pacientes e equipamentos de hos
pital, por classe e professores, jantares e cozinheiros, navi
os e estaleiros, programas e computadores ou mesmo por cidades

e caixeiros viajantes.

Neste trabalho procuramos analisar a in-
terrelacao entre o tempo ocioso das maquinas e o tempo de espe

ra das pecas ou tarefas.

Diversos autores entre os quais Muller-
Merbach |5| e Gutenberg |3]| mencionam a aparente contradicao
entre estés dois critérios de otimizacdo, sem, no entanto, se

aprofundarem na analise desta contradicao.

Realmente & possivel encontrar casos em
que a minimizacao do tempo ocioso das maquinas leva a grandes
valores para o tempo de espera das pecas ou tarefas e vice-ver
sa. No capitulo 4 estabelecemos ate mesmo um exemplo onde a
sequencia que minimiza os tempos ociosos & inversa a sequéncia

que minimiza os tempos de espera.

Por outro lado, parece 10gico supor que
um bom aproveitamento das maquinas, isto e, a minimizagao do
tempo ocioso acarreta, a longo prazo, que as pecgas tenham a

menor espera possivel,



Como € possivel, de um lado encontrarmos
casos onde os dois critérios sdo contraditorios e concorrentes
e, por outro lado, termos uma argumentacao convincente que nos

leva a crer serem os dois criterios coincidentes?

E com este dilema que se ocupa o presente
trabalho. Foi feita uma analise exaustiva do significado do
tempo ocioso, do tempo de espera e da interrelacao entre 0s
dois e foi possivel resolver e solucionar a aparente contradi

gao.

Na pratica trabalhamos sempre com lotes
de pecas e nos interessa a minimizacao de tempos de espera ao
longo de um horizonte muito grande. Isto e, nos interessa a
minimizacdao dos tempos de espera para um grande numero de lo-
tes de pecas. Conseguimos demonstrar que a minimizagao dos
tempos ociosos em cada lote leva a minimizacao dos tempos de
espera, se considerarmos todas as pecas de todos os lotes da-

dos, e se o numero destes Ultimos for suficientemente grande.

Dentro de cada lote & que pode haver
contradigao, isto &, minimizando em cada lote os tempos ocio-
sos podem ocorrer grandes tempos de espera para as pecas de
um determinado lote. Mas isto somente se nos nos restringir -
mos a um determinado lote, isto e, sem aborddr o conjunto de
todos os lotes e todas as pegas neles contidas. Ora, mas e

esta Ultima perspectiva que na pratica nos interessa.

Podemos concluir portanto, que do ponto



de vista pratico e considerando diversos lotes de pecas, temos

a coincidencia dos dois criterios de otimizacao.

Esta conclusao tem resultados ainda mais
importantes do que resolver a aparente contradigao entre 0s
dois objetivos. Existindo a coincidencia, torna~-se possivel
a utilizacao dos a1goritmds desenvolvidos para a minimizacao
dos tempos ociosos, com o objetivo de minimizar o tempo de es-
pera. Isto e particularmente importante. pois existe um gran
de numero de algoritmos que atingem o primeiro objetivo enquan

to faltam algoritmos eficientes para o segundo'caso.

A segquir fazemos um resumo do trabalho

realizado:

No capitulo 2 estabelecemos algumas res-
tricoes que usualmente s3o assumidas na literatura do sequen-
ciamento e fazemos a apresentacao da nomenclatura utilizada no

decorrer do trabalho. A nomenclatura usada & baseada na empre

gada por Conway |1

No capitulo 3 damos algumas definicoes
basicas e desenvolvemos formulas para o tempo de espera das
pecas e 0 tempo ocioso das maquinas. Verificamos que a mini-
mizacao do tempo de espera das pecas equivale ao problema da
minimizacao da soma dos tempos que as pecas permanecem na fa-
brica. Por outro lado provamos que a minimizacao do tempo o-
cioso das maquinas & equivalente a minimizacao do tempo maximo

de permanencia das pecas na fabrica (F max).



Terminamos o capitulo 3 procurando estabe
lTecer uma relacao funcional entre tempo ocioso e tempo de espe

ra o que provamos ser impossivel,

Cabe ressaltar, que nesse capitulo, consi
deramos somente um lote de pecas e analisamos o caso de duas

maquinas.

Uma vez que nao conseguimos estabelecer
uma relagao funcional entre o tempo ocioso e o tempo de espe-
ra, o passo seguinte foi comparar os criterios de otimizacgao.
Em primeiro lugar, no capitulo 4, fazemos uma analise detalha
da do teorema de Johnson que estabelece criterios de otimiza-
¢ao (prioridade para o estabelecimento de uma sequencia para
o tempo ocioso no caso de duas maquinas. A seguir, tambem pa-
ra o caso de duas maquinas, estabelecemos uma sequéncia que
minimiza o tempo de espera para um problema especial em que

as pecas possuem caracteristicas bem definidas.

A comparacao entre os dois critérios e
}feita num exemplo onde fica bem clara a contradicao entre eles,
pois somos levados a sequencias opostas no caso de seguirmos
um ou outro critdrio. Consideramos aqui também, duas maqui-

nas e um lote de pecgas.

Finalmente, no capTtulo 5, passamos a con
siderar varios lotes de pecas, chegando ao resultado mais im-
portante do trabalho. Como foi dito, provamos, para este ca-

so, existir a coincidencia dos dois objetivos. Este resultado



e atingido sem que haja restrigdoes quanto ao numero de maqui-

nas, isto &, ele @ o mais geral possivel.

0 trabalho & finalizado com uma bibliogra
fia atualizada sobre a teoria do sequenciamento e_suas varias

abordagens.



CAPTTULO 2

RESTRICOES E SIMBOLOGIA

Neste capitulo abordaremos algumas restri

coes que se tornam necessarias, quanto as pecas e as maquinas

e tambem explicitaremos as variaveis usadas no nosso trabalho.

A simbologia adotada foi baseada em Conway |1].

2.1 - RESTRIGOES

1)
2)
3)

4)

0 conjunto P de pecas & conhecido e fixado: P = {1,2,.,n}.
0 conjunto M de maquinas, & conhecido e fixado: M = {1,2},
Todas as pecas sao consideradas de igual importancia.

0 tempo de processamento de cada operacao & conhecido e fi

xado.

Cada operagao, uma vez iniciada, precisa ser terminada sem

interrupcao.
Todas as pecas est3ao disponiveis num mesmo tempolti = 0,

As maquinas comecam a funcionar num mesmo tempo ti = 0,



8)

9)

10)

1)

12)

13)

14)

15)

A ordem de processamento de cada peca por todas as maqui-
nas € conhecida e fixada (primeiro na maquina 1 e depois
na maquina 2). Esta restrigdo determina o que na Tlitera-
tura anglo~-saxonica € conhecido por "flow-shop" ou "iden-

tical routing".

Cada operacao pode ser executada somente por uma maquina

da fabrica.

Nenhuma das duas maquinas pode processar mais do que uma

peca num determinado tempo.

E dado um tempo finito para a execucao de cada operagao e
o intervalo de tempo € independente da ordem na qual as

operagoes sao processadas.

Todas as pecas podem ser processadas durante um intervalo
de tempo t3ao grande quanto se queira, isto &, nao ha tempo
fixado para o inicio do processamento ou entdao, nao ha

prazo de entrega.

Todas as maquinas est3o a disposicao por um tempo indeter

minado.

A sequéncia das tarefas nas diversas maquinas, e identica,
isto €, em cada maquina temos a mesma sequencia. Esta res

trigcdo e conhecida por "passing not permited".

Cada peca esta em uma das tres situacodes: esperando pela
maquina, sendo operada por uma maquina ou ter acabado de

passar pela 0ltima maquina.



16) Cada maquina esta em uma das treés situagdes: esperando por

uma peca, operando uma peca ou ter terminado sua ultima

peca.

17) 0 tempo requerido para transporte de pecas entre as maqui-
nas pode ser considerado nulo ou como parte do tempo de

processamento na maquina seguinte.

Obviamente algumas destas suposicoes, ou
restricoes, tem consequencias tedOricas mais extensas que ou-

tras.

Talvez a sup051956 mais importante diz
respéito a chegada das pecas, permitindo classificar os proble
mas em estaticos e dinamicos. Nos problemas estaticos  todas
as pecas a serem ordenadas encontram-se a nossa disposicao,
sendo que a respeito dessas pecgas possuimos todos os dados ne-
cessarios ao processo de otimizacao. Nos problemas dinamicos
temos que contar'com uma constante chegada de novas pecas, 0
que exige uma abordagem estatistica dd problema. Neste Gltimo
caso necessitamos da teoria de filas para a resolucao do pro-
blema. No presente trabalho sera analisado somente o problema

estatico. Rinnoy Kan |7| se ocupa extensivamente com este pro

blema.
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2.2 - SIMBOLOGIA

A. - tempo de processamento da peca i na maquina 1.

Alil - tempo de processamento da i-esima pega, isto €, da pe

¢ca que ocupa a posicao i na sequencia, na maquina 1.
B. - tempo de processamento da peca i na maquina 2.

Blil - tempo de processamento da i-eésima peca, isto &, da pe

¢a que ocupa a posicao i na sequencia, na maquina 2,

i

Wiy - tempo de espera da i-esima peca pela maquina 1.

W;p -  tempo de espera da i-esima peca pela maquina 2.

Wy = wil + Wi, + tempo total de espera da ji=esima peca.
n

W= ] W, > tempo total de espera de todas as n pecgas.

R;q ~ tempo de espera da maquina 1 pela i-ésima peca.

Ri, > tempo de espera da maquina 2 pela i-esima peca.

Ri = Ri] + RiZ + tempo total de espera das maquinas pela 1-651
ma peca.
n
R= Ri + tempo total de espera das maquinas pelas n pecas.
i=1

Ciq = termino da i-€sima peca na maquina 1.
Cip > termino da i-ésima peca na maquina 2.

Fi + tempo que a peca permanece na fabrica.
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n .
F= ) F; »~ tempo médio que as pecas permanecem na fa-
n .
=1 brica.
Foax = max {F;} + tempo que @ gasto ate .que a Ultima peca seja
/s processada na fabrica.

iYj > a pega i precéde a peca j.
i¥j > a peca i precede a peca j, considerando duas posi-

coes consecutivas.

Devido a restrigcdo (6) temos que Cip = Fi

u
o

pois ti

Isto e, 0o tempo que a peca i permanece na
fibrica @ igual ao tempo de término de execucdo da pegca na ma-
quina 2 pois todas as pecas chegam a um mesmo tempo (ti = 0) na

fabrica.
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CAPTTULO 3

TENTATIVA DE ESTABELECIMENTO DE UMA RELACAO
FUNCIONAL ENTRE R, W, F ¢ Friax

Esta parte do trabalho tem como objetivo
principal tentar estabelecer uma relagao funcional entre R, W,

F e Fmax"

Inicialmente procuraremos encontrar farmg
las para o tempo de espera das pegas (W) e para o tempo de
ociosidade das maquinas (R) e estabelecer algum paralelo entre
eles. A seguir, considerando ja ter encontrado os valores de
W e R tentaremos chegar a uma formula para os valores do tempo
médio que as pecas permanecem na fabrica (F) e do tempo maximo

que uma peca permanece na fabrica (Fmax)'

Terminaremos este capitulo procurando es-

tabelecer alguma relacao funcional entre W e F, ‘entre R e Fmax

e também entre W e R ou seja F e Fmax‘

3.1 - CALCULO DE W e R

ITustremos primeiramente o significado de
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algumas das variaveis utilizadas:

A A
Maq. (1) S R | A

Maq.(2) _\perramsd Siu | By | Bl

fig. 3.1
Na figura 3.1 temos por exemplo:

A|2| - tempo de processamento da segunda pec¢a na maquina 1.
BI1| - tempo de processamento da primeira pega na maquina 2.
A A '
Maq. (1) S - | | Ay
. Maq- (2) ltreatesed Bl - 81 l 'B,h-ﬂ 1rr2404d B(mJ
T — L e 4
R 14
e fig. 3.2 ne

Na figura 3.2 temos por exemplo:

R12 - tempo de espera da maquina 2 pela primeira peca.
Riqy = 0, V5 , isto g, a maquina 1 n3o tem tempo ocioso
Mag. (1) A A | ! AMLJ
: Wni o
Mag. (2) 777270971 B‘ﬁ | Buar) | eé"'“ | Biny i
;"———b :4——-’
W fig. 3.3 Wnz.

Na figura 3.3 temos por exemplo:

wn] - tempo de espera das n-esima pecga pela maquina 1.

w22 - tempo de espera da segunda pega pela maquina 2.
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3.1.1 - CALCULO DE W

Mag. (1) Ay ' ' Atn-al 'CAuu |
: i T *lnan T§Cn1
Mag. (2) rrss00 B (Binitt ) Bim |
4 4 s rd ’ - pd 7 ‘;‘.CH-I’Z.
. —
ng. 3.4 Wye
Na figura 3.4, temos por exemplo:
Cnl - tempo de término da n-esima pega, isto e, da peca que
ocupa a posicao n, na maquina 1.
Cioq. p - tempo de término da (n-1)-€sima pega, isto &, da
3 "
peca que ocupa a posicdao (n-1), na maguina 2.
Obs. 1:
Rij » wij e Cij nao se referem a peca numero i na maquina j,

mas sim 3 i-&sima peca na maquina j, isto &, a pega que ocupa
a posicdao i na sequencia considerada. Teria sido mais coeren

te com a nomenclatura adotada escrevermos Rl. e

il, 3"

il, J

Clil i Para major facilidade na transcricao e para nao so-
. H

brecarregar e complicar a simbologia, omitimos os colchetes.

Observando a figura 3.4, podemos concluir

que:
i

Civ = 1 Ay (1)
k=1

Caz
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Ou entdao, observando a figura 3.5, abaixo:

Mag. (1) A AL | Ay
Maq.(2) _lzs2072711 _ i [8tear gy gqp Brét { Bimt
> .Blk( + K;_':sz_rs-ﬁi,g_-t
.
fig. 3.5 vz
Temos:
i-1 i-1 .
k=1 k=1
Substituindo (1) em (2), obtemos:
-i .
- ]
k=1
Subtraindo (2') de (3) obtemos:
i-1 i-1 ;
k=1 k=1 =1
Logo, podemos obter o valor de wiz.
i-1 i i
k=1 k=1 k=1
Vejamos a figura abaixo:
Mag. (1) A AN | At
Wi ’ :
Mag. (2) teess e Buny ! {esrd B:“."'“J B 1 Bunt g
R12 fig. 3.6 Riz Wiz
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Na figura 3.6 temos:

Para a maquina 1:

E, para a maquina 2, como ja foi deduzido.

i-1

(4)

b
=
-—d
no
n
——
~1
w
~
+
TR S PN
=
e
)
p -
]
H 1
=
~

Somando-o0s resultados encontrados em

e (5) obteremos o tempo total de espera da i-esima pega.

i=1 i-1 j ;
g # Wip = 1 Apgg t Blep * 1 Rz = I Ay
k=1 k=1 k=1 k=1
Logo:
-i"] _i
| k=1 k=1 4

Para uma quantidade n de pegas, o

total de espera das n pegas sera:

(4)

tempo



(b)

>3

n i
Yol

i=1 k=1

R

k2 ~

#f o~1zs

17

n 1
=
=
3%
1
fl ~1S

+ Bln"]()

n=-1

ki
k=1

n-1
= X (n - k) B!k,

k=1

1 2 n

I Reg * I Rep* oot 1 Ry
k=1 k=1 =1
R12'+ (R12 + R22) + ieeee F (R12 + ... + R
n R-Iz + (n"]) R22 + et eeae + nzo

(n=k+1) sz

0+B[]'+(B']|+Blzl)+....+(Bl]| + -



(c)

dos

ou

3.1

18

i n|

n o1

Ay.; = A + A + .0 + A
il T At R |

i=1

Logo, substituindo os resultados encontra

em (a), (b), (c) em (7), teremos:

n-1

n
E (n"k) B|kl - z A'k' +
k=1 k=1 k

(n-k+1) Rio (7")
1

N~

(n-]) Bl]l + (n-2) BIZI + ... B|n_1l - (A|1l + Alzl +

+ ...+ Al“l) 0 Ry, #+ (n=1) Rog + «ov + Ry (7'")

.2 - CELCULO DE R:

Analisemos, agora Riz:

Maq. (1)1 Aist_| | Aw | Minly
—>Ci4
MaQ-(Z) y277797777. , ] Bh',-H |/,/,,/,,/|316I ] 38,“, i
Rz _ Rig
c

fig. 3.7 wh,h
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Na figura 3.7, temos por exemplo:

Ci1 = Cia1, 279 e Rig > 0
Riz = Ci1 = Cioq, 2
Mag. (1) A ) - LA { Ainy
J’ch
MaCI-(Z) vy : ]Bh‘,—u] Biiy { leh'll l
. .
fig. 3.8 el

Na figura 3.8 observamos por exemplo que:

Rig = 0
Ci1 = Ciy, 20
Riz = G451 - Cioq, 2
Maq. (1)__| Aw | | A | | Ami
>Civ
Maq. (2) 1, s z000 8BS | [ By Broy | | Binl
fig. 3.9 , Conna

Na figura 3.9 temos:

.i-.l, 2<0
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Observando os tres casos podemos concluir que:

Rijg = max (C4q = Cyq, 2 5 0)

Substituindo Ci] e Ci-] 2 pelos seus respectivos valores,
)

encontrados em (1) e (3) teremos:

i i-2 i-2

Rig =max (X Ay = 1 By = Briqp = I R = Ryoq, 25 0)
k=1 k=1 k=1
; i-1 i-1

Rip = max ( } Alk| -1 Blkl - I Ry s 0) (8)
k=1 k=1 k=1

Seja R a soma de todos os tempos ociosos

nas duas maguinas., Isto e:

R= 1 (Ryp + Ryp)
i=1

Como Ryy =0 Yy ie {1, 2, .., n} , isto e, a maquina 1 ndo

tem tempo ocioso.

Entao:
n
R= 1 Ry
i=1
R=R]2+R22+ ....coo.a.+Rn2
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Por (8) temos:

= A‘1| ’ pOiS Alil >0 Vs

12 ~ = i
2
k=1
3 2 2
Ry, = max( ] Alkl - ] Blkl - Ry2,0)
. k=] k=1 k=]
) ] n=1 n-1 |
k=1 k=1 k=1

Para n = },_teremds:
R =Ry
A
Para n = 2, teremos:

R = Ryp + Ryp

Substituindo os valores de R12 e R22 , teremos:

==
]

A|1| + max(

n o~

Mep T Bng Rz O
k=1

n

A,1| + max(AI]I + AIZI od Bill - Alll, 0)
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= A|1| + max(AIzl - BI]I’ 0)

Adicionando AI]l aos dois termos de max(AIzl - Bl]l’ 0), obte-

remos:

R = max(A'], + Al2| - B']], Al]’)

2
max( ¥ Alkl - B|1| ’ A|]|)
k=1

]
[a]
-
~

i)

Logo, para n

Temos entao:

il
o
¥
=
u
e~

Para n Ry2 = Al]l

1
™o
¥
=
]
=

2
Para n 12 * Rpp = max( ) Aikl - B|1" A‘]|)

k=1

Atraves de indugdo, vamos provar que, para uma quantidade n,

qualquer, de pecas:

n n n-1 n-1 n-2

R = Z Riz = max( z Alkl - 2 Blkl, z A'kl - 2 BIKI’ ey
i=1 k=1 k=1 k=1 - k=1
A{1|) (9)

Tomemos como verdadeiro o valor de R em
(9) para uma quantidade n de pecas e calculemos o valor de R

para n + 1 pegas:
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Substituindo o valor de R

n+l.2 encontrado em (8), teremos:
n n+1 n n
R = 2 RiZ + max( X Alil - z Blil - 2 RiZ ’ O)
i=1 i=1 i=1 i=1
n n+1
Logo, adicionando J R., aos dois termos de max( } Algp -
i=1 i=1
n n
- z B|i| - X RiZ’O) , teremos:
i=1 i=1
n+1 n n
R = max( ) Alil - Blil’ ) R12) (10)
i=1 i=1 i=1

n
Substituindo em (10) o valor de R.o, encontrado em (9), te

remos : i=1
§+1 0 n n-1
R = max( z A‘i‘ - 2 Bli" 2 A‘i‘ - 2 Bli|s cese 3 A‘]‘)
i=1 i=1 i=1 i=1
(10*)
0 que nos prova que o valor de R encontrado em (9) e valido

para uma quantidade qualquer de n pecgas.
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3.2 - COMPARACAO ENTRE W e R:

Como vimos, os valores encontrados para

W e R, considerando n pecas, foram os seguintes:

n-1

- n n
W = z‘ (n'k) Blk' - Z Alkl + Z (n-k'l']) sz
k:] k=] k=-l
n n-1 n-1 n-2
R = max( z Alkl - Z Blk!S 2 Alkl - Z Blkl’ cee 3 Alll)
k=1 k=1 k=1 k=1
Analisemos W
n-1 n n n-1
k=1 k=1~ k=1 k=1

Temos que: -

n
¥ Alkl e constante, isto &, n3ao depende da ordenagao das pe

k=1 cas, logo podemos dizer que:
n -
) A|kl = C , onde C e uma constante
k=1
n
e, ) Ryp =R
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Logo:
n-1 n-1
W = kzl (n-k) Blkl - C+ R+ kZ] (n-k) Ryo (7''")
n-1 n-1
tomando X = ] (n-k) Blkl + 1 (n-k) Ry,
k=1 k=1

W=X+R=-C (7''') , Togo W = f (X, R)

Vemos portanto nao ser possivel exprimir
W como funcao exclusiva de R, isto &, estabelecer uma relagao
funcional do tipo W = f(R). Ora, o estabelecimento de tal
relacdo € que teria permitido verificar a coincidencia ou con-
correncia entre os dois objetivos: minimizacao de tempos 0-

ciosos e minimizacao de tempos de espera.

Como temos W = f,(X, R) e como a sequen
cia que minimiza R nao obrigatoriamente minimiza X, temos que
_a minimizac3ao de R nao implica necessariamente na minimizacao

de W, embora isto possa ocorrer em alguns casos especiais.

3.3 - CALCULO DE FORMULAS PARA T e Fmax

Utilizando os valores de W e R encontra-
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dos na segdo anterior vamos procurar encontrar uma formula pa-

ra F e outra para Fa

X.
] 3
Chamemos Y a diferenca ) Alkl - 3 Blkl’ isto e,
k=1 k=1
Y o J; B 1
T Kl ()
k=1 k=1

n
R= 3 Rig = max (Yq, ooy ¥)) (12), que & o valor do

tempo de espera das maquinas pelas n pecas:

Observacao 2.

R>0 sempre, pois pelo menos Y] > 0.
Por outro lado seja:
n - -
F= ) F, , isto e, F e a soma dos tempos que todas as pe-

cas permanecem na fabrica.
Logo,

T= 1
n

Fi » que corresponde ao tempo medio que, as pe-

I o~

i=1

cas gastam na fabrica.
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Mag. (1)L A | A | Aoy | | Ay
Maq. (2)__lresezrreed B Loprd  Br2l - ) Bisl | | Bml |
Raz Rz2 Wz fig. 3.10

Observando a figura 3.10 temos:

Fi = A'il + Wi] + Wiz + Bli!

n n
F = X Fi = E [(w11 + wiz) + Alil + B!ill
i=1 =1
n - n n
i=1 i=1 =1
Temos portanto:
n n
F =W+ z A,i, + z B,i' (]3)

n n .
Como ) Alil ) BI e constante, isto &, nao depende da
i=1 i=

n n
ordenagao das pegas, podemos dizer que ) Alil + ) 31
i=1 i=

onde k € uma constante.
Logo teremos:

F=W+k (13")
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Podemos entao escrever F como fungado de W, isto e,

T = 1 (W + k)
n
_ W k ' .
T = + s Chamando de k', teremos:
N N N '
- | '
F = W+ k (14)
N

Das equagoes (13') e (14) podemos conclu
~ir que tanto F quanto T dependem do valor de W, isto &, variam
diretamente com W: aumentando o tempo de espera das pecas (W)
aumentarao tambem o tempo total (F)_é.o tempo medio (F) que
as pecas permanecem na fabrica ou, diminuindo o tempo de espe
ra das pecas (W) diminuir3o tambem o tempo total (F) e o tempo

medio (F) que as pecas permanecem na fabrica.

Substituindo em'(13) o valor encontrado

anteriormente, em (7), para W, teremos:

n-1 n n n
e med) By = A A+ I (n=iel) Ryp + 4 Apyy
i=1 i=1 i=1 1=1
n
+ 2 Blil.
i=1
n n
F= ] (n=i41) By + [ (n-ied) Ry, (15)

P21 -
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Como
} (n-i+1) Rio = n Ryp + (n=1) Ryp + cuvn # Ry = Ryp 4
+ (Ryp + Rop) + (Ryp + Ryy + Rgp) + wens #

* (Ryg + ooeen ¥ an)

Y} (n-i+1) Ry =R

i=1 o i
De acordo com (12) temos:

59 = Max (Y], cee s Yn), para qualquer valor de n.

o~
-

Logo, substituindo no resultado acima, teremos:

n
Y (n=i+1) Rio Y‘1 +max (Yq, Y,) + max (Yq, Vo, Vg) + ...+

21

~1
—~~
>
1
-de
+
—d
S
pre]
]
~1
=
o3
b
o~
-
—
-
L]
-
=<
vt
S

Teremos ent3o para F:
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n n.
i=1 i=]
E, para F:
1 n n
n . .
i=1 i=1

Calculemos agora o valor de Fmax’ isto

€, o valor do tempo maXimo que uma peca permanece na fabrica.

Maq. (1) A”‘l Ali‘_ § »Anay | { At |
Maq. (2) _tened Bl 1y Bl f B131y ‘ By, Blnl g
* #* fig. 3.11 o B Fnax
Mag. (1) Aut ) Al | Al 1 1 Anl |
Maq.(2) sesssecd B 182t 1rppp) BY3L | By | Bint gy
Raz R3z fig. 3.12 Waz mox

Analisemos os dois casos acima:

Pela figura 3.11 temos:
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Pela figura 3.12 temos:

Como esses dois s3o os Unicos casos possi
veis de acontecer teremos:
F Al
1

max = i] * Blnl

i

[{ I e B §

Ou, tambem para os dois casos podemos dizer que:

n n
Frax = 1 Bri| * I Ryp (18)
i=1 i=1
n
Substituindo ] R., por max (Y;, ... , Y ) teremos:
-
n
- ]
Fray = 1 Blil tmax (Yq, ooy V) (18')
i=1
ou
- [ ] 1
Fmax = K'' + R | (18'")
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.
Como J Blil e constante, isto &, ndo de
i=1

pende da ordenacao das pegas, Fmax varia diretamente com R,

0 que quer dizer que para minimizarmos Fmax basta minimizarmos

o valor de R, isto e, basta minimizar o max Viige

3.4 - TENTATIVA DE ESTABELECER UMA RELACAO ENTRE W e R OU F

€ Fmax.

Temos que: R = max (Y], e s Yn), por (12)

n-1 n-1
W = 2 (n-i) BI | - C + R + X (n-i) R12 , por (7||u)
=1 i=1
F = 1 W+ K por (14)
n
ou
1 n n
F = ) (n=i+1) Blil + ) (n-i+1) Ripls por (15)
n , )
i=1 i=1
n
Fnax = ) B|1| tmax (Yq, .., ¥Y.), por (18') ou
i=]
F = K'' + R (18'")

max
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Analisando F, temos que:

n n n-1

2 max (Y], s o 3 Y_i) = 2 (n"i'l'.!) R_iz = X (“"'i) R.iz + R
i=1 =1 i=1

n n-1 n

.E (n-1+1) Blil = '2 (n-i) Blil + -2 Bl1|

i=1 i=1 i=1

Fazendo a substituicao deste valores em F, teremos:

n=-1 n n-1 )
1
F = n-1) By., + By.y + R + “(n=1) R,
- .2 (n=1) Bys) _2 1] | -X (n=1) Rsp
=] i=1 i=1
n
Como ) Blil + R =F__ » teremos:
i=1
n-1 n-1
- 1 . .
F = - 1 (n=1) B|1| * Frax * L (n-i) Rip
i=1 i=1
Como adotamos na secao 3.2 ,
n-1 n=-1
Y (n-i) B|1| + 1 (n=i) Ryp =X
i=1 i=1

Substituindo X em W e F , obtemos:

W=X-C+R , C constante
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T 1 (X * Frax] (19)

A formula (14), obtida na secdao anterior:

T LENTRY

estabelece que F @ uma funcao estritamente monotona crescente

de W, sendo tambem funcao exd¢lusivamente de W.

A minimizacao dos tempos de espera ocasiona portanto a minimi-

zagao do tempo medio das pecas (F) e vice-versa.

Analogamente, a formula (18'')

- 11
Fmax = K + R

possibilita a constatagcao que Fa e func3do somente de R, sen-

X
do tambem funcao estritamente monotona crescente de R. Assim,
a minimizagao do tempo maximo de processamento das pecas leva

a minimizacao do tempo ocioso.

Finalmente, a formula (19):

nos mostra que F & uma funcao de X e'Fmax’
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Como a sequéncia que minimiza Fia nao obrigatoriamente minimi

X

za X, a minimizacao de Fma nao implica na minimizacao de F e

X
vice~versa.

3.5 ~ CONCLUSOES

Relacionamos abaixo as principais formulas

que estabelecem a interrelacao entre W, R, F e Fm s para 0

ax
caso de duas maquinas.

w = X + R - C (7III)
F= —_ w+x (14
n
Froy = K'' + R (18'")
~ 1
F = [x - Fmax} (19)
n
C, K', k"' sao constantes.

Constatamos por (14) e (18''):

a) Minimizacao dos tempos de espera W< minimizacao de F

b) Minimizagao dos tempos ociosos Re minimizacao de Fmax
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Por outro lado, (7''') e (19) nao permitem estabelecer uma re-
lagao funcional direta entre W e F, respectivamente com R e

Faax » © aue significa que a minimizacao de W ou F n3o obriga-

toriamente acarreta a minimizacao de R ou Fma respectivamente,

X
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CAPITULO 4

COMPARAGAKO ENTRE 0S CRITERIOS DE OTIMIZACAO

DE F_ ., (OU R) e F (0U W)

Neste capitulo, utilizando os valores de

W, R, FeF encontrados no capitulo anterior, analisaremos

max
alguns critérios de otimizacao e faremos algumas comparagoes
entre eles. Uma vez que nao foi possivel tracar um paralelo
entre as formulas, isto e, estabelecer uma relacgao funcional

entre F e Fma , passamos a comparacao entre os criterios de

X
otimizagao.

Abordaremos de infcio o teorema de

Johnson [4] sobre a minimizagdo de R e portanto de F ..

e fare
mos algumas observacoes sobre ele. A seguir, utilizaremos - o
critério de otimizacao de F encontrado em Conway |1]|. Quanto
a minimizacdo de F a literatura existente e muito restrita,

poucos "autores" abordam este item, 0o que ja nao acontece para

a minimizacao de Fmax'

Terminaremos este capitulo com o estabe-=
lecimento de uma regra pratica para a construcao de uma se-
quencia otima para Foay & Com a comparacdo entre os critérios

de otimizagao de F e F oy
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4,1 - CRITERIO DE OTIMIZAGCRO PARA F (0U R)

max

Tomemos para R o valor encontrado em (12)
no capitulo anterior. Nossa tarefa € encontrar uma ordenagao
S* tal que R (S*) < R (S) para toda sequencia S; ela se reduz
a encontrar uma ordenac3do das pecas tal que o maximo dos n

valores de Yi seja minimizado.
Teorema 4.1 (Johnson 1954, |4])

Em um problema com n pecas, 2 maquinas,
com todas as pegas disponiveis simultaneamente, onde o objeti

vo & a minimizacao de R, se tivermos min (A Bs) < min(AS,Br)

Y.’
para qualquer par de pecas da sequencia, entao r} s 56_ pode
ser melhor ou igual a s¢ r, isto e, ris torna o tempo ocio

so da maquina, menor ou igual ao da ordenacao com s} r,
Demonstracao:

Prosseguiremos da seguinte maneira: Na
primeira parte da demonstracao mostraremos que dada a hipote-
se min (Ar’ Bs)-< min (AS, B

r)’ temos que para duas  posicoes

consecutivas rj)y s & melhor ou igual a sté r.

Na segunda parte da demonstracao amplia-
remos o conceito de prioridade estabelecido na primeira parte.
Mostraremos que se r }s para duas posicoes consecutivas, en-

t30, de uma forma mais geral, podemos considerar valida a rela
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¢ao r »s para duas posigoes quaisquer.

Para a demonstracao dessa segunda parte,
necessitaremos comprovar que a relagao r > s goza da proprieda
de da transitividade. Antes disto porem, sera enunciado o teo
rema 4.2 que corresponde quase a uma reciproca da primeira par
te do teorema 4.1. Moétraremos que se r s e melhor que

S }}r, teremos como consequencia min (A BS) < min (AS, Br)'

Y.’

Finalmente entdo sera demonstrada a pro-

priedade da transitividade para a relacao r >s.

12 pParte: (segundo Johnson [4])

Mostraremos que, para duas posigoes conse

cutivas j e j + 1, r}¢s e melhor ou igual a spér,

Suponhamos duas posicgoes consecutivas

quaisquer j e j + 1.

A desigualdade da hipotese nos da:
Max (= B.s = AS) < max (- Bes - Ar) | (1)

Consideremos agora a diferenca:

DRI )
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e notemos que ela nao depende de qual das duas pecas ocupa a

posicao j.

Considerando que a pega'r ocupa a posigao
j e a peca S ocupa a posigao j + 1, adicionemos (2) a cada ter

mo de (1) e, de acordo com (11) da segao anterior, teremos:

j+1 J-1
R T R ET R e Y
i=1 i=1
(3)
j+1 i-1
2 Alil - AS - X Blil = Yj
i=1] i=1
Ou, considerando que a peca S ocupa a

posicao j e a pega r ocupa a posigcao j + 1 e, adicionando (2),

a cada termo de (1), de acordo com (11) da segao anterior, te-

remos:
j+1 J=1
oAy - 1 By - By = Vi
i=1 i=1
(4)
J+1 : Jj=1
- - = 1
T IS T
i=1 sl

Logo, por (1) em (3) e (4) temos:
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] )
max (Yj R Yj+1) < max (Y i Y j+1)

0 que nos mostra que a desigualdade da hi
potese se verifica, entao, o0 maior destes dois valores de Yi
€ reduzido colocando a peca r na posiciao j e a peca s na posi-

cao j + 1.

Nenhum dos (n-2) valores de (Y] s Y2 seeas

Yj_] R YJ.+2 seees Y0) e afetado por essa escolha de pecas pa-

k k=1
ra a posigao j. Todos os valores Y, = ] Alil - ) B|1| ,

para k = 1, 2, vue 5 =T, 42, vue , N.

independem da escolha da peca r ou s para a posicao j ou j + 1
[como pode ser facilmente verificado analisando a formula (171)

da segdo 3.3].

Se a peca r ocupa a posicao j e a peca S

ocupa a posicaoc j + 1, temos:

Y

j-1 0 Yy 0 Y

R=maX (Y'l ’Y2, P ;Y s s ’Yn)

j+1

Se a peca r ocupa a posicao j + 1 e a pe-

¢a s ocupa a posigao j, temos:

| - t
R = Mmax (Y'] [y Yz [ * s e s Yj_" [y Y j ) Y'j'*'] s e s [} Yn)
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] ] i
Como max (Yj s Yj+]) < max (Y o Y j+1) temos R < R logo,

r>rs € melhor que s»» r, como queriamos demonstrar.

Ent3ao, 0 maximo de todos os Yiug e conser

vado ou reduzido colocando a peca r na posicao j, isto &, 0
tempo de espera da maquina (R) e conservado ou reduzido se ti-

vermos rb%y s na sequéncia.

Observagao 4.1.

Se existir uma igualdade do tipo min

(Ar s Bs) = min (AS s Br) para algum par de pecas, as ordena-

coes r» s e s»y r sao equivalentes.

Exemplo 4.1 (referente 3 observacao 4.1)

- Tomemos a seguinte sequéncia de pecas a serem processadas.

(1) (2) (3)
maquina (1) 3 2 1
maquina (2) 2 2 3
Mantendo esta ordenacao ((1)7 (2), (2)%(3)), temos:

R = max (3, 3, 2) = 3

- A ordenacdo (3), (1), (2) torna a sequencia otima
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(3) (1) (2)
maquina (1) 1 3 2 R' = max (1, 1, 1) =1
maquina (2) 3 2 2

Temos:

min (1, 2) < min (3, 3) , pelo teorema 4.1 , (3) » (1)

=
-de
=
—
w
-
N
~—
H

min (2, 2) , pela observagao 4.1 , (1)} (2) ou

min (1, 2) < min (2, 3) , pelo teorema 4.1 , (3) 7 (2)
- A ordenacao (3), (2) , (1) tambem gera uma sequéncia otima.

(3) (2) (1)
maquina (1) 1 2 3
maquina (2) 3 2 2

R'' = max (1, 0, 1) =1

Temos, portanto, R' = R'' , Togo, se (1)}
(2) ou (2)» (1) teremos sequéncias otimas para o tempo de

espera das maquinas.

22 Parte do teorema 4.1

Vamos demonstrar que se rj% s para duas

posicoes consecutivas j e j + 1, entao também podemos, de uma -
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forma mais geral, considerar valida a relacdo rs s para duas

posicoes quaisquer.

Consideremos introduzida uma pega t. Te
rTamos 4 alternativas quanto as relagoes de prioridade possi-

veis, considerando rb4 s.

a) rys b) rys c) rrs d) rys

rst rrt trr tyr

srt trs srt trs
Supomos que as prioridades acima foram

determinadas de acordo com o que foi demonstrado na primeira
parte do teorema. Esta determina as melhores ordenagdes para

duas posicoes consecutivas quaisquer.

Por exemplo, em (a), as ordenagcoes r »s ;
rvyt es $t, considerando duas posicoes consecutivas, sao me-

Thores que s r , t)r e tys.

Tomemos agora, tres posigoes consecutivas

j-1, j e j+1 e analisemos as quatro situacgoes:

- Em (a) temos: r>syt , isto e:

e |l r st L.,

-1 3 3+

Trocando r e s contradizemos a primeira
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parte do teorema 4.1 o que ocasiona, como ja vimos, um aumento

do tempo ocioso das maguinas.

Logo, neste caso r%s & melhor que $5 r.

- Em (d) temos ty>rys , isto e:

C‘...l tJ Y‘ l S l * e o0

j=1 3 j+1

Da mesma forma que o item (a), se trocar
mos r e s estaremos contradizendo a primeira parte do teorema
4.1, ocasionando um aumento do tempo ocioso das maquinas. Por

tanto, também neste caso, r%s @& melhor que s %'r.

Analisemos as relagoes que constam de
(b), isto e:
rys (1)
ryt (2)
tys (3)

As prioridades (1), (2) e (3) s3ao consi-
deradas as melhores para duas posicoes consecutivas logo, ne-
nhuma alteracao nesta ordenacao poderia melhorar a sequencia
pois estariamos contradizendo o qué foi demonstrado na primei-

ra parte do teorema 4.1.
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De acordo com as prioridades dadas temos

a sequencia:

e lr ]t s ..., rstsys (1)

-1 3 3+l

Mostraremos que nenhuma alteracao nesta se
quencia podera melhora-la. Em particular, veremos primeiramen

te que a troca entre r e s nao ocasiona melhoria.

Trocando t com s contradizemos (3), 0
que leva a uma piora do sequenciamento, isto e, ocasiona um

aumento do tempo ocioso das maquinas.

FicarTamos com a seguinte sequencia:

rysy t (i])

Trocando r com s, em (11), contradizemos

(1), o que levaria tambem a uma piora do sequenciamento.

Se fizéssemos a troca, ficarTamos com a

seguinte sequencia:

syryt (i,)


































































































































































