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Introducao

Este trabalho tem como objetivo produzir exemplos de derivagoes simples de
Clz,y] de grau 3 e exemplos genéricos de folheagoes de grau superior a 3 sem
solucoes algébricas. Ha alguns anos, a exibicao de familias de derivagoes associadas
a folheagoes sem solucao tem se mostrado uma tarefa mais ardua do que o esperado.
Pelo Teorema de Jouanolou, que afirma que o conjunto das folheagoes de grau d > 2
sem curvas algébricas invariantes é nao vazio e denso no conjunto das folheagoes
de grau d > 2 de P2. Portanto, pode-se imaginar uma aparente facilidade em se
encontrar tais folheagbes. Ao contrario, muitos trabalhos utilizaram abordagens
nada triviais para a produgao de familias de derivagoes relacionadas a estas referidas
folheagoes. Ver [I], [4], [5] e [6].

No capitulo 1, apresentamos as definicoes algébricas basicas, o problema da
holonomia em algebras de Weyl e a questao da d-simplicidade. No capitulo seguinte,
reapresentamos a questao utilizando a linguagem das folheacoes holomorfas, e

resultados da teoria que serao fundamentais para a realizacao de nossos objetivos.

No capitulo 3, exibimos os campos de grau 3 produzidos com o auxilio da ferra-
menta computacional Singular, e os procedimentos utilizados para a confirmagcao
da simplicidade na maioria dos casos. Veremos que o programa produziu também
casos com singularidades dicriticas, exemplos estes que nao podem ser abordados
utilizando a mesma estratégia usada nos exemplos sem tais singularidades (uti-
lizagao do teorema de Carnicer). Um dos exemplos produzidos pelo programa com
singularidades dicriticas ¢ estudado no capitulo 4, onde detalhamos a prova de

simplicidade utilizando uma abordagem distinta.

Finalmente, no capitulo 5, exibimos o estudo de uma folheacao associada a uma
derivacao onde um dos polinomios envolvidos possui grau muito maior do que 3.
Analisamos singularidades e provamos a auséncia de solucao algébrica para o campo
genérico, dado que tal folheacao possui apenas singularidades reduzidas. Isso nos

permite utilizar o teorema de Carnicer (ver [2]), também usado nos casos de grau 3.



Capitulo 1
O problema algébrico

Temos nesta secao introdutoria o objetivo de esclarecer a motivagao do estudo
de derivagoes simples de anéis polinomiais em geral, e da procura por familias destas
derivagoes. Para isto precisamos de algumas defini¢oes e resultados béasicos da teoria

de anéis diferenciais, D-mdédulos e algebras de Weyl.

1.1 Definicoes fundamentais e resultados basicos

Sejam K um corpo e R uma K-algebra comutativa.

Definicao 1.1. Uma deriwvagdao de R € um operador K -linear d de R que satisfaz a

regra de Leibniz: para todo a,b € R,
d(ab) = ad(b) + bd(a).

Usa-se a notagao Derg(R) para o R-mdédulo das derivagoes de R.

Se d ¢ uma derivagcao de um anel R, um ideal I de R é chamado d-ideal se
d(I) C I. Diz-se ainda que I é d-estdvel, ou d-invariante. Se os unicos d-ideais de
R forem (0) e R, este anel € dito d-simples, ou que d € uma derivagdo simples de

R.

Defini¢ao 1.2. Sejam K wum corpo de caracteristica zero, e K|xy,...,x,] = K[X]

o anel polinomial em n varidveis sobre K. Sua dlgebra de operadores K -lineares é
Endk(K[X]). Sejam Zy, ..., T, € O, ...,0, elementos de Endy(K[X]) definidos por

zi(f) =xif
(& af



para todo f € K[X]. A algebra de Weyl de ordem n, A, (K), ou simplesmente A,,
¢ a K-subdlgebra de Endyk (K [X]) gerada por {Z1, ..., Ty, 01, ...0n}. Por uma questao

de consisténcia, escreve-se Ag = K.

Proposigao 1.3. Toda derivacao de K[X] € da forma Y| fi0;, para f; € K[X],

i€{l---n}, onde 0; = % € a deriwada parcial com relacao a i1-ésima varidvel.
Demonstragao. Ver [3], pg. 21, Prop. 1.3. ]
Denotamos por dimg A a dimensao de A como K-espaco vetorial.

Teorema 1.4. Se M = @®;>oM; € um mddulo graduado finitamente gerado sobre o

anel polinomial K[X], entdo existem um polinomio x(t) € Q[t] e N € N tais que
> dimg (M) = x(s)
i=0

para todo s > N. Este € o Polinomio de Hilbert de M .
Demonstragao. Ver [3], Teorema 9.1.1, p. 74. O

Seja R uma K-dlgebra. Uma familia F = {F;},>¢ de K-espagos vetoriais ¢ uma
filtragao de R se

L FhCHC---CR,
2. UiZOFi:Ra
3. F;- F; C Fiyj.

Uma filtracao de A, é a filtracao de Bernstein, denotada por B. Denotamos
por By o conjunto de operadores de A,, de grau menor ou igual a k. Estes By sao
subespacos vetoriais de A,,. E facil verificar que a familia B = { By }x>0 satisfaz as
condicoes acima.

Agora consideremos M um A,-mdédulo (& esquerda). Uma familia I' = {I";};>0

de K-espacos vetoriais de M é uma filtracio de M se satisfaz
LToClhC---CM,
2. Uisol's = M,
3. B,I'; C Ty,

Além disso, cada I'; ¢ um espaco vetorial sobre K de dimensao finita. Denotamos
por grl' M a soma direta dos fatores [;/T_q, com i > 0. Esta é chamada dlgebra

graduada associada a filtracao T



Seja M um A,-médulo (& esquerda) finitamente gerado. Suponha que I' seja
uma boa filtracdo de M com relagao a filtragdo de Bernstein B (ou seja, o mddulo
graduado gr' M é finitamente gerado sobre S,, = gr®A,, ). Denotamos por x(t,T', M)
o polinémio de Hilbert do médulo graduado gr' M sobre o anel polinomial S,,. Isto

é, para t >> 0, temos
t
X(6,T, M) =" dimg (T3/T;-1) = dimg ().
0

A dimensao d(M) de M é deg(x(t,[', M)) (onde deg(p) é o grau do polinomio p
durante todo o texto).
Enunciamos a seguir, remetendo & prova em [3], pg. 83, Teorema 4.2, a Desi-

gualdade de Bernstein.

Teorema 1.5. Se M é um A,-mddulo (& esquerda) finitamente gerado, entdio
d(M)>n

Se um A,-mddulo a esquerda finitamente gerado M tem dimensdo d(M) = n,
ele é holénomo. Se considerarmos A, como A,-mdédulo, tem-se que d(A,) = 2n
(isto é, A, nao é holénomo) enquanto d(K[X]) = n, e portanto um anel polinomial
sobre um corpo de caracteristica zero é holonomo como A,-moédulo. Ver detalhes

em [1].

1.1.1 A questao da d-simplicidade

Até 1985 acreditava-se na veracidade de uma conjectura que afirmava se-
rem todos os médulos irredutiveis holonomos (ou simples, i.e., que ndo possuem
submddulos préprios nao-nulos) sobre A,,. Neste ano, um artigo de J. T. Stafford (ver
[15]) mostrou a falsidade da conjectura. Stafford construiu exemplos de derivagoes
d de K[X] e polinémios f € K[X] = K[xy,- -+ ,x,] de forma que A, /A, (d+ f) fosse
um A,-médulo irredutivel e ndo holonomo.

Em 1988, uma outra abordagem por J.Bernstein e V.Lunts [I] mostrou um pro-
cesso para a geracao de familias de derivagoes que davam origem a varios tipos de
A,-médulos simples nao holonomos. Entretanto os exemplos de Stafford nao se
enquadravam nas familias geradas pelo procedimento de Bernstein e Lunts.

Em 2002, S. C. Coutinho mostrou em [6] uma construc¢ao que dava origem a uma
série de derivagoes simples d tais que A, /A,(d+ f), para polinomios f apropriados,
fossem irredutiveis nao holonomos. Os exemplos de Stafford se encaixam na familia
de A,,-mddulos irredutiveis de Coutinho.

Assim, hd algum tempo as derivagoes simples vém sendo objeto de estudo e

pesquisa, pela possibilidade de que certas classes de tais derivagoes, que estao as-



sociadas a determinado anel polinomial, déem origem a mdédulos simples sobre A,,.
Além disso, anéis d-simples comutativos estao relacionados a construcao de anéis
nao comutativos simples. Para mais informagdes, ver [7].

A abordagem dos problemas envolvendo derivagoes simples de anéis polinomiais
pode ser feita a partir de diversas areas da matematica, e ha aplicagoes tanto em
algebra e geometria algébrica, quanto em teoria de folheacoes holomorfas, havendo

inclusive uma relevante ligacao com a teoria de equagoes diferenciais. Ver [10] e [12].

1.1.2 Derivacoes simples e unimodularidade

A seguinte definicao sera fundamental durante todo o trabalho apresentado neste

texto.

Definicao 1.6. Uma dupla (a,b) com a,b € Clz,y] € uma linha unimodular se
existem u e v € Clx, y] tais que ua+vb =1, isto €, o ideal gerado por a eb é o anel
Clz, y].

Seja d uma derivacao da forma d = aai + b2

m 5,0 com a,b € Clz,y]. Uma sin-

gularidade de d é um ponto py = (o, yo) € C? tal que a(xg,y0) = 0 = (o, yo)-

Claramente a linha (a, b) é unimodular se, e somente se, d nao possui singularidades.

Defini¢ao 1.7. Uma solugao algébrica de d em K[X] é um polinomio f € K[X]
tal que d(f) = gf, onde g é algum polinomio em K[X].

Diz-se também que f é estavel por d, ou que o ideal gerado por f é d-invariante.

Lema 1.8. Uma linha (a,b) € unimodular se, e somente se, d = aa% + ba% nao

possui ideal maximal invariante.

Demonstracao. Pelo Nullstellensatz de Hilbert a(z,y) = b(x,y) = 0 ndo tem solugao
se, e somente se, (a,b) = 1. Se d possui singularidade e a(py) = b(py) = 0, isto é
equivalente a dizer que o ideal maximal associado m,, = (v — o,y — Yo) € invariante

por d. Por um lado,

a m)—i—bam)gmpo

%<—po a_y(—po
pois pelo Nullstellensatz, se a(po) = b(po) = 0, entao a,b € m, . Reciprocamente,
suponha m,, invariante por d. Assim, tem-se h(z,y) = — x9 € m,, , e dai d(h) =

a.l=a€m,, logo a(pg) = 0. O mesmo raciocinio se aplica a b. O

Como se sabe, C[z,y| é um anel de dimensao de Krull igual a 2. Esta dimensao
¢ dada pela altura dos ideais maximais do anel, que sao primos. Portanto, testar
a d-simplicidade de C[z,y] ¢ testar a d-estabilidade dos ideais de altura 2 (i.e., dos
ideais maximais, que sao da forma m,, = (z — x¢,y — yo)) e dos ideais de altura
1 (principais, pelo Teorema do Ideal Principal de Krull, isto é, da forma (f) para

algum polinomio f). Entao, podemos resumir o que foi exposto como segue:

5



1. my, é d-invariante se, e somente se, p ¢ singularidade de d

2. (f) é d-invariante se, e somente se, f define curva invariante.

No capitulo a seguir, exploraremos as ideias acima do ponto de vista de folheagoes

holomorfas.



Capitulo 2

Sobre folheacoes

2.1 Reformulacao do problema

2.1.1 Definicoes basicas

Seja n > 1 um inteiro. Consideremos z,y, z as coordenadas homogéneas do plano
projetivo complexo P2, Uma folheacao holomorfa de P? de grau n é definida por uma
1-forma ) = Adx + Bdy + Cdz, com A, B, C polinomios homogéneos de grau n + 1
satisfazendo rA+yB+ 2C = 0. Uma 1-forma satisfazendo esta condicao é chamada
de projetiva. Uma singularidade da folheacao é um ponto p do plano projetivo tal
que A(p) = B(p) = C(p) = 0. O conjunto de singularidades da folheagao é denotado
por Sing(2). Em nosso trabalho estudamos folheagoes com Sing(2) finito, isto é
mdc(A, B,C) = 1.

Um polinémio homogéneo F € C[z,y, z] é uma solug¢ao algébrica de ) se existe

uma 2-forma 7 com coeficientes em C[z, y, z] de modo que
QAdF = Fn.

Seja o morfismo
7, U, — C?

[y 2] (x/2,y/2)

Vejamos que o pullback de uma 1-forma w em C[z,y| por esta aplicacao, multipli-
cada por uma poténcia de z conveniente (escolhida de forma que nao haja polos

na imagem do pullback) nos devolve a folheagao €2 definida anteriormente. Isto é,

*
z

73 (w) = Q. Esta folheagao de P? ¢ dita induzida pela derivagdo d e denotada por €.
Descrevemos abaixo o processo que relaciona os coeficientes de w e 2 neste processo

de projetivizacgao.



Seja w = bdx — ady. A derivacao ou campo dual de w é

d:a£+bg.

Suponhamos a principio que o grau de a e b sejam iguais a k. Tomando as aplicagoes

T x/z ey y/z, teremos

b(x/z,y/2)d(x)2) — alz/zy/z)dy/z) =

1 bh(zda:—xdz) B ikah(zdy—ydz 1

k 2 = 22 ) ~k+2

(zb"dz — za"dy + (ya" — 2b")dz).
2

z
Aqui, a”" significa a homogencizado em z, de forma que agora este é um polindomio
em z, y e z. O mesmo ocorre em b". Fazemos A = zb", B = za" e C = ya" — xb",

k42 para eliminar polos, se ya; — b, # 0,

e multiplicamos a forma obtida por z
onde ay e b, sao os termos homogéneos de maior grau em a e b. Se yap — xb, = 0,
multiplicamos por z¢t!. Obtemos, assim, a forma = Adx + Bdy + Cdz. Se por
exemplo deg(b) = k > n = deg(a), entdo no processo acima a diferenga serd que
ZFma" aparecerd no lugar de a”.

Reciprocamente, consideremos U, o aberto na topologia de Zariski do plano
projetivo definido por z # 0. Consideremos w a desomogeneizagao de ) com relagao
a z. Isto é o mesmo que restringir a folheacao Q2 de P? a U, de modo que obtemos
uma folheacao de C2. Para obter w, basta tomar o caminho inverso descrito acima
para a projetivizacao. Teremos w = bdx — ady a 1-forma correspondente no plano
complexo, com a,b € C[z,y|, que é a forma  desomogeneizada. Tome

d:aﬁ—l—bg.

A 1-formaw é a I-forma dual da derivagao d. A folheagao € restrita a U, corresponde
a w, que ¢é induzida pelo campo vetorial d.

Uma observa¢ao muito importante a fazer aqui é que claramente Sing(24) N U,
coincide com o conjunto de singularidades de d. Portanto, se d é simples, entao é
definida por uma linha unimodular e dai temos que as singularidades da folheagao
estao todas em z = 0, isto é, na reta no infinito L., (isto é, o conjunto de pontos
que satisfaz z = 0).

Uma derivagao d = a% + ba% induz um campo vetorial da forma (a,b) em C?
onde a = a(x,y) e b = b(x,y) sdo polinomios. Vimos que a mesma derivagao estd
associada a uma forma €2 = Adx+ Bdy+Cdz, onde mdc(A, B,C) = 1, que induz um
campo de planos em C3. Seja X uma curva algébrica, X = Z(F) = {p € P%, F(p) =
0}, tangente ao campo em todo ponto que nao seja singularidade de €. Assim, X é

invariante pela folheacao definida por €2. O campo normal ao campo induzido por



d é da forma (—b,a). Se f = F(z,y,1) é reduzido, entao

0 0
(- of . ,of

0=Vf(0) - (~blp).a(p) = (= bz +a%)(v)

Pelo Teorema dos Zeros de Hilbert (Nullstellenzats), temos que o ideal gerado por

f contém baf + aaf Assim, existe g € Clz, y] tal que

L0

8x 8_y =9/

O campo dual da derivacao _ba% + aa% é w = adxr + bdy. Temos também

f f
df = d + == 0y
Assim,
wAdf = ag—b% drdy = gfdxdy = fn,
dy ox

onde n é uma 2-forma em C? com coeficientes polinomiais. Se 7 é a aplicacao

projetivizacao apresentada anteriormente, temos que

T (w Adf) == (fn),

donde
™ (w) Ad(*(f)) = 7 (f)7"(n).

No processo de projetivizacao aparecem pdélos de multiplicidade m, que eliminamos

multiplicando a equacao acima por z™, obtendo finalmente
QNdF = FX,

onde ¥ é uma 2-forma em P? com coeficientes polinomiais.

Ou seja: dado um polinémio livre de quadrados nao constante f € Clzx, y], diz-se
que f € uma solucao algébrica de d se a homogeneizacao de f com relagao a z é F,
solugao algébrica da folheagao €2;. Pelo raciocinio descrito acima, concluimos que
isto é o mesmo que dizer que f é solucao de d no sentido de invariancia do ideal

principal gerado por f por d, ou seja, que existe g € Clz,y| tal que

d(f) =gf.

Isto é, o ideal principal (f) é d-estavel. Obtemos entao a seguinte conclusao:



Proposicao 2.1. A derivagdo d € simples se, e somente se, Sing(€ly) C Lo € d

nao possui solucoes algébricas.

Logo, sabendo que (a,b) é unimodular, testaremos somente a inexisténcia de
ideais principais invariantes por d para testar a simplicidade da derivacao d. Para
provar que uma certa derivacao d nao possui solucao algébrica, dada a forma dual

w de d, vamos usar durante este trabalho o seguinte resultado.

Proposicgao 2.2. Sew = bdx—ady, coma,b € Q[z,y], possui uma solugdao algébrica,
entdo existe um polinomio reduzido com coeficientes racionais que € invariante por

W.

Demonstracao. Esta proposigao encontra-se provada em [2I] (Prop. 2.1) e em [19]

(Prop. 3.3, pag. 36), portanto nao repetiremos sua demonstragao aqui. O

Isto é, quando os coeficientes de a e b sdo racionais, se existe F' € C[z, y| tal que
d(F) = G.F para algum G € C[z,y|, entdo deve existir um polinomio f € Qlz,y],
reduzido, tal que d(f) = g.f para g € Q[z,y|. Isto simplifica nosso trabalho de forma
significativa, ja que podemos utilizar diversos resultados e propriedades referentes
ao anel Q[z,y].

Assim, a estratégia geral serd supor que existe f € Q|x,y] tal que

d(f)=gf

para algum polinomio g. Utilizaremos resultados da teoria de folheacoes para rela-
cionar singularidades e limitagoes no grau de f (Teorema de Carnicer).

Estas abordagens (unimodularidade, uso do Singular, e aplicagdo de resulta-
dos de folheagoes holomorfas) serdo utilizadas no estudo do caso em que inicial-
mente estamos interessados, de derivacoes com polinomio cibico, que serd descrito
no Capitulo 3.

Um fato importante a ser citado sobre singularidades segue abaixo.

Proposicao 2.3. Dada uma folheacio F de P? induzida por Q = Adx+ Bdy+ Cdz,
com Ax + By + Cz =0, se F nao possui singularidades nos pontos tais que z = 0,
entio F possui singularidades nos pontos onde z = 1. Isto é, toda folheacao de P?

possui singularidades.

Demonstracao. Pelo Teorema de Bézout, os polinémios A e B tém um nimero finito
de zeros comuns, ou melhor deg(A)deg(B) zeros comuns, contando com multiplici-
dades. Seja p = (¢, Yo, 20) um destes pontos tais que A(p) = B(p) = 0. Assim,
como zA +yB + 2C = 0, entao

20 A(p) + yoB(p) + 20C(p) = 0,
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donde
20C(p) = 0.

Se zp # 0, entdo C(p) = 0, e assim temos uma singularidade onde z = 1 (é uma
singularidade de P?). Se zy = 0, isto é, se p € L., entao basta aplicar uma trans-
formagao projetiva de modo que p ¢ L, e assim podemos aplicar o mesmo raciocinio

usado no caso z = 0. O

2.1.2 Campos sem solucao e o Teorema de Carnicer

Aqui precisamos enunciar um resultado fundamental na teoria das folheacoes ho-
lomorfas, devido a M.N. Carnicer [2] e que serd aplicado em nosso estudo. Um
dos problemas mais importantes na teoria de folheagoes holomorfas, o Problema
de Poincaré, deu origem ao estudo que resultou no Teorema de Carnicer (que, por
sua vez, é uma solugao parcial do Problema de Poincaré). Este problema pode ser

enunciado da seguinte maneira:

Dada uma 1-forma w = a(x,y)dx + b(x,y)dy, existe um limite para o grau de
suas curvas invariantes, e que dependa somente de caracteristicas particulares de

w?

Suponha que a folheagao F de P2 induzida pela 1-forma  possua uma singulari-
dade p € U, (sem perda de generalidade). Consideremos V' uma vizinhanga de p tal
que esta seja a unica singularidade de F em V. Podemos fazer isso se supusermos {2
saturada, isto é, Sing(£2) é um conjunto finito. Para simplificar a notac¢ao, podemos
supor uma escolha de coordenadas tais que possamos considerar p = (0,0). Um

blow-up (explosao) de V' com centro em p é a superficie definida por:

B,(V) ={((z,y),[u:v]) € V x P zv =yu}.

A aplicacao blow-up é o morfismo ¢ : B,(V) — V definida por ¢((z,y), [u : v]) =
(z,y). Vemos claramente que B,(V) é a uniao de dois abertos isomorfos a V,
o conjunto tal que u # 0 e o conjunto dos pontos tais que v # 0. Assim, se
v # 0, por exemplo, podemos considerar que o isomorfismo leva (u,y) a ((yu, y), [u:
1]) € B,(V). Identificando B,(V)|,—1 com V, temos que ¢ restrita a B,(V)|,-; fica
ou(u,y) = (uy,y). Usando raciocinio andlogo com u # 0, teremos ¢, (x,v) = (x, zv).

Notemos que no complementar do fechado (chamado divisor excepcional) abaixo

E=¢ "' (p)=¢'(0,0) ={((0,0), [u: v]);u,v € C},

a aplicacao ¢ é um isomorfismo.
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Seja d = aa% + ba% o campo dual associado a w = Q|y.. Sabemos que, por
hipétese, a(p) = b(p) = 0. Sejam A; e Ay os autovalores da matriz jacobiana J(p),

onde J(z,y) ¢ a matriz

da(x,y)/0x da(zx,y)/y
ob(x,y)/0x 0Ob(x,y)/dy

A singularidade p é dita reduzida caso Ay # 0 e satisfaga:
e \; =0, ou
e A/ ¢ QF (isto é, a razao dos autovalores nao é um racional positivo).

Caso ambos a singularidade nao seja reduzida, existe (segundo Seidenberg [14])
uma resolugao (sequéncia de blow-ups) da singularidade p tal que ou ela resulte

em uma singularidade reduzida, ou num ponto que nao seja mais singularidade da

folheacao.
Suponha que p = (0,0) seja uma singularidade do campo vetorial X induzido
pela derivagao d = aa% + ba%‘ A definigao que seguird ¢é vélida para singularidades

fora da origem, basta aplicar uma transformacao projetiva, e por isso podemos
tomar p = (0,0). Seja malg(a) a multiplicidade algébrica de a, isto é, o menor
inteiro positivo tal que a tenha componente homogénea de grau m nao nula; assim,

a4 = Qum + i1 + -+ . A multiplicidade algébrica do campo é definida por
m = min(malg(a), malg(b)).

Desta forma, o campo X tem componente de menor multiplicidade dado por X, =
am% + bma%' Seja F' o pullback da forma w que define F pelo blow-up 7 : 5" — S
com centro em p, onde p é uma singularidade de F, isto é, F' = 7*(w), e S ¢
um conjunto algébrico complexo irredutivel. Se o divisor excepcional 7~!(p) for
invariante por F’, entao o blow-up é dito nao dicritico. Caso contrério, é dicritico.
O seguinte resultado é capital para a verificarmos se a folheacao é ou nao dicritica

com relagao ao blow-up em questao. Para a prova, ver [24], p. 489.

Proposicao 2.4. Seja p uma singularidade da folheacao F. Entao F € nao dicritica

com relacao ao blow-up 7w :S" — S com centro p se, e somente se

b (7,y) — yam (v, y) # 0,

sendo m € a multiplicidade algébrica do campo d = aa% + ba% que define a folheagdo

em S.
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Consideremos a resolugao (sequéncia de blow-ups)
Sn —>Sn_1 — "'S(),

onde cada 7; : S;y1 — S; possui centro em p;, e p; é singularidade da folheagao F;
associada. Se cada blow-up é nao-dicritico, entao diz-se que a singularidade p = py
é nao-dicritica. Caso algum dos blow-ups seja dicritico, portanto, diz-se que a
singularidade é dicritica. Esta condicao é independente da resolucao. Para ver a

prova disto, ver [24].

Proposicao 2.5. Seja p uma singularidade da folheacdo F. Se

1. p é uma singularidade reduzida, ou

2. a parte linear da derivacdo associada ao campo vetorial que define F em p tem

a forma (z + y)a—az + ya%,
entao p é uma singularidade nao-dicritica de F.

Demonstragao. Ver [24], (2.b),p.517. O

Lembremos que, ao relacionarmos os coeficientes a e b do campo induzido por
d com os coeficientes de €2, supondo a e b com mesmo grau, chegamos a seguinte

forma:

2bdr — za"dy + (ya" — xb")dz = 20"dx — za"dy + Adz.

Mas estamos interessados em folheagoes sem solugao algébrica além de z = 0. Se
A = ya" — xb" # 0 em 2z = 0 (e neste caso C' = A), teremos que a reta definida por

z = 0 é invariante pelo campo, ou seja, z = 0 serd solugao da folheacao:

QANdz = (Adx + Bdy + Cdz) A dz = zn,

pois dzAdz = 0e A= z2b", e B= —za" Se A = ya"(z,y,0) — ab"(x,y,0) é
identicamente nulo, temos que z divide A e os coeficientes de dx e dy de €2, e para

manter a saturagao, consideramos
h h A
Q="b"de+a"dy+ —dz = Adx + Bdy + Cdz,
z

isto é, 2 com todos os coeficientes divididos por z. Claramente temos tA+yB+zC' =
0. Mas sendo A(x,y,0) = ya"(z,y,0) — 2b"(z,y,0) = 0, temos que ya"(z,y,0) =
xb"(x,y,0). Ocorre que os termos lideres de a e b, que sdo a,, e b,, nao sao afetados

pela homogeneizacao, e b (z,y,0) = A(x,y,0) = b,(x,y), assim como —a”(z,y,0) =
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B(z,y,0) = —a,(x,y). Sabendo que ya"(z,y,0) = xb"(z,y,0), concluimos que
yan(x,y,0) = xb,(x,y,0), donde a,, = zh e b, = yh, onde h € C[z,y| é homogéneo
de grau n — 1. Ou seja:

a=xh+ a,

onde a ¢ um polindmio de grau menor ou igual an — 1, e
b=yh+0,

onde b é de grau menor ou igual a n — 1.

Seja X o campo vetorial (a,b) induzido por d = a% + ba%' Consideremos
uma reta genérica nao-invariante por d (passando pela origem a menos de uma
transformagao afim) A = ax + fy = 0. Logo, d()\) ¢ (), onde (A) é o ideal gerado
por A. Vamos calcular o nimero de pontos de tangéncia entre a reta A e o campo

X. O vetor normal a reta é n = (a, #). Portanto, nos pontos de tangéncia ocorre
ac+ b6 =0,

enquanto
A=ax+ Py =0.

A primeira equacao tem grau n e a segunda, grau 1. Pelo Teorema de Bézout, deve
haver n pontos de intersecao entre as curvas definidas pelas equagoes acima. Mas,
olhando mais de perto para o caso em que a reta no infinito (isto é, definida por
z = 0) nao é invariante pela folheacdo, temos: a = xh +a e b = yh + b, donde
aa 4+ bp = 0 fica

(zh + a)a + (yh + ) = 0,

mas Sy = —ax. Portanto, a dltima equacao fica, substituindo —ax por By:
azh + ad — axzh + b =0,
ou seja, procuramos pelos pontos que satisfazem
ad + b =0,

que possui no maximo n — 1 solucoes, dados os graus maximos de a e b. Assim,

temos a motivacao geométrica para a seguinte definicao:

Definicao 2.6. O grau da folheagio F induzida pela forma projetiva Q2 = Adx +
Bdy + Cdz, onde deg(A) = deg(B) = deg(C) = m é o numero de tangéncias do

campo vetorial X induzido por d com relacao a retas genéricas de C* ndo invariantes

por X. Mais precisamente: se d € a derivacao aai +bv2

- By onde a e b sao polinomios

14



de grau m, associada a forma ), que induz a folheacdao projetiva F, temos duas

situagoes possiveis:
1. se z € solugdo algébrica da folheagao (isto é, A #0 em z =0), entdo o grau
de deg(F) =n;
2. se z ndo € solugao algébrica da folheagao (isto é, A =0 em z = 0), entdo o
grau de deg(F) =n — 1.

Se o grau de a ¢ diferente do grau de b, temos que A = zb". Portanto deg(A) =
n+ 1, se, por exemplo, n = deg(b) > deg(a). Vimos que neste caso também teremos
deg(B) = deg(C) =n + 1.

Podemos, entao, enunciar o Teorema de Carnicer e o teorema que o segue, de
fato um corolario do Teorema de Carnicer, que para nos serd uma das principais

ferramentas utilizadas neste trabalho.

Teorema 2.7. (M.M. Carnicer, 1994) Seja F uma folheagcio do plano projetivo
complezo P2. Se C' é uma curva algébrica irredutivel invariante por F e nao hd

singularidades dicriticas de F em C', entao
deg(C) < deg(F) + 2.

Demonstracao. Ver [2]. O

Teorema 2.8. Seja F uma folheagao de P4 induzida pela derivagio

0 0
d—a%+ba—y,

cujas singularidades sejam todas reduzidas, tal que z seja solucao algébrica de d. Se

f €Clz,y], f ¢ C, € uma solugio algébrica de d, entao
deg(f) <n+1,

onde n = max{deg(a), deg(b)}.

Demonstracao. Como z é solucao de d, entao temos A # 0. Isto significa que o grau
da folheacao é n. Além disso, se f é solucao de d, entdao zf também é solucao. O

Teorema de Carnicer entao nos da
deg(f) +1 = deg(=f) <n+2,

donde
deg(f) <n+1.
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Observemos que todas as derivagoes estudadas neste texto satisfazem a condicao
de ter z como solugao (dado que A = ya”(z,y,0) — zb"(x,y,0) # 0 em todos os
casos). Se as singularidades forem reduzidas, obtemos uma limita¢ao para o grau
da solucao proposta para a folheacao. Isto facilita o estudo do problema ja que nao
precisamos nos preocupar com graus acima desta cota. Mais adiante neste texto
utilizaremos novamente o corolario do Teorema de Carnicer no estudo de campos
sem solugao (ndo necessariamente induzindo derivagoes simples) algébrica de grau

maior do que 4.

2.2 O teorema de Jouanolou e genericidade

Diz-se que uma propriedade é muito genérica se é valida no conjunto complementar
de uma uniao enumeravel de fechados nao-vazios num certo espago topolégico M,
se este complementar for nao-vazio. Equivalentemente, um elemento pertencente a
uma intersecao enumeravel de abertos nao-vazios é dito muito genérico. A expressao
genérica descreve a propriedade valida numa intersecao finita de abertos. Por uma
questao de simplicidade e praticidade no uso da nomenclatura, utilizaremos, neste
texto, genérico com o primeiro significado, o de muito genérico. Nesta se¢ao enun-
ciamos o Teorema de Jouanolou, que afirma que uma folheacao genérica de grau d
de P?(C) nao possui solugao algébrica. O teorema e sua demonstracio foram pu-
blicados em 1979, na monografia de J.P. Jouanolou, Equations de Pfaff algébriques.
Para a prova, ver [20], paginas 157-160. Nao repetiremos sua demonstragao aqui,
mas precisamos ressaltar alguns fatos expostos durante a prova na monografia de
Jouanolou para uma melhor compreensao de sua aplicacgao em nosso trabalho. O
que utilizaremos de fato é o argumento da demonstracao, e nao o teorema em si.
Jouanolou chama uma 1-forma projetiva algébrica 2 de forma de Pfaff, e de
equacao de Pfaff a classe de 1-formas modulo o produto destas por constantes nao-
nulas. Também denota por Pc(V;,) a projetivizacao do espago vetorial de formas
de Pfaff de grau m sobre P2, que de fato é o conjunto da equacoes de Pfaff. Se Z,,
é o conjunto das equagoes de Pfaff sem solugao algébrica, tem-se Z,,, C Pc(V,) e o

enunciado:

Teorema de Jouanolou:Seja m > 3. Entdao Z,, é uma intersecao enumerdvel
nao-vazia de abertos do tipo Zariski em Pc(Viy,).

Ou ainda: uma folheacao genérica de grau m > 3 em P? nao admite nenhuma
curva algébrica invariante.

Vamos, aqui, analisar a argumentagao que leva a concluir o seguinte fato funda-

mental em nosso texto, como veremos mais adiante:

Proposicao 2.9. O conjunto das equacoes de Pfaff sem solucao de grau eratamente
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iqual a t, € um aberto nao vazio na topologia de Zariski.

Durante a demonstracao, Jouanolou define W, ; como o espago vetorial com-
plexo das 2-formas com coeficientes polinomiais homogéneos de grau m — 1, S&(C?)
o espacgo vetorial complexo dos polinomios homogéneos de grau ¢t e o conjunto
Y, C Vi X Wy x SE(C?) é dado por

Y;f:{(w’avf)QW/\df:afa(wva)7&(0’0)7]07&0}'

Depois, é definida uma subvariedade projetiva Y; de P¢ (Vm X Wm,l) x Pc (Sfc((C?’)) da
seguinte forma: se (A, u) € C* x C* e (w, a, f) € Y}, segue que (Aw, Aa, uf) € Yy por
causa da relacio w Adf = a.f, donde pode-se definir Y; como o quociente Y; /C* x C*.

Observemos que a sequéncia de projecoes canonicas
Pe(Vin X Wino1) X Pe(SE(C?)) = Pe(Vi X Win1) = Pe(Vi)

dadas por
[w:al X [f]—|w:a] —[w]

nao esta bem definida pois se w = 0, entao nao necessariamente tem-se a = 0. Mas
o morfismo algébrico
Yy = Pe(Vin),

dado pela restricao a Y; nas projecoes descritas acima, esta bem definido. Isto ocorre

porque se w = 0, pela relacao
wAdf =af,

temos 0 = a.f. Como f # 0, entdo a = 0. Sendo Y; projetivo, m;(Y;) é um fechado
de Zariski. Observemos que o fechado 7(Y;) é o conjunto das equacoes de Pfaff de

grau m que possuem solugoes algébricas de grau t. Jouanolou conclui que

Zp =Pe(V) = | m(Y2).

t>1

Um detalhe importante é que, se Z,, # 0), entao

Ui = ]P)(C(Vm) - Wt(}/;)a

isto é, o conjunto das equacoes de Pfaff sem solucao de grau exatamente igual a ¢, é
um aberto nao-vazio na topologia de Zariski, e portanto um subconjunto denso de
Pc(Vin)-

17



Capitulo 3

Derivacoes simples e o Singular

3.1 Linhas unimodulares e singularidades

Seja d uma derivagao da forma d = pa% + qa%.

Vimos, pelo lema e pela subsecao [I.1.2] que buscar linhas unimodulares é
uma estratégia inicial para testar a simplicidade de uma derivagao. Garantimos com
isto que os ideais invariantes pela derivacgao, se existirem, tém altura menor do que
2. Desta forma, neste caso, sobram apenas os ideais principais a serem testados com
relacao a invariancia por d. Lembremos que:

Um ideal de altura 1 (isto é, principal) € invariante por d se, e somente se, seu
gerador f € Clz,y| € solugdo de d (ou, equivalentemente, existe g € Clz,y| tal que
d(f)=gf)

Tomamos p(x,y) = zy + b, onde b € Q, com b # 0, e q(x,y) = agy® + agry® +
arxy + agx® + asx® + asxy + asy® + asx + a1y + ag, onde ¢ foi considerado em sua
forma mais geral possivel de grau 3. Os polindmios acima possuem coeficientes a
determinar. Se ha zeros comuns entre p e ¢, estes pontos sao as singularidades de d,
e vice-versa. Vejamos que elas devem ser da forma (zq, —b/x0), pois se p(xg, yo) =
zoyo + b = 0, entdo yo = —b/x. Além disso, xg # 0 e yo # 0, pois b # 0.

Suponhamos que haja singularidades. Entao podemos considerar apenas as abs-
cissas (as coordenadas z) destes pontos. Estas abscissas s@o as raizes do polinémio
resultante p = Res,(p, q), que é o determinante da Matriz de Sylvester dos coefici-

entes de p e ¢ em z (isto é, p é um polindmio em x).

Teorema 3.1. Ezistem o, 8 € Q[x,y] tais que

p(z) = a(x,y)p(r,y) + B2, y)q(z,y).

Demonstragao. Ver [13], pag. 202. O
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Logo, se pyp = (¢, yo) ¢ uma singularidade de d, teremos

p(zo) = a(po)p(po) + B(po)a(po) = 0.
O polinémio p(z) é da forma
p(x) = prxt + pt—ll‘t_l + -+ p1x + po,

onde os coeficientes p; sdo polindomios nas varidveis a; e b, e t = deg(p)deg(q)(ver
[13], cap. IV, secao 8). Em nosso caso, deg(p) = 6. Isto sugere a estratégia seguinte
para a obtencao de condigoes sob as quais tenhamos (p, ¢) unimodular: forcamos p a
nao ter raizes, ou forcamos condig¢oes sobre os coeficientes de p de modo que xy = 0
seja a tnica raiz deste polinémio, o que sabemos ser proibido pela condigao b # 0.
Assim, como p; é uma expressao polinomial em a; e b, encontraremos relagoes de
dependéncia entre estas varidveis (que sao os coeficientes de p e ¢, e constituimos
novos polindmios apenas com as ”variaveis independentes”. Explicaremos a seguir.

Estratégia em linhas gerais: O polindmio p nao possui raizes apenas se for
uma constante nao-nula. Assim d nao tem singularidades. Se p(z) = pex® + ... + po,

uma condicao suficiente para a unimodularidade de (p, q) é que

po # 0.

Mas os polinomios p; sao nulos (i # 0) para alguma escolha dos coeficientes a; e b
enquanto py # 0 para esta mesma escolha se, e somente se py ¢ rad(py, ..., pg), onde
rad(py, -+, pe) é o radical do ideal gerado pelos coeficientes p; para i € 1,--- 6.
Dai, utilizamos o programa Singular para realizar esta operacao. Pelo Teorema
da Decomposi¢ao Priméria para ideais (ver [23], pag. 55), o ideal I gerado por
1, 5 Pe, Sem pg, pode ser escrito como intersecao finita de ideais primaérios, e
para cada um deles existe um tnico ideal primo associado. O programa exibe uma
decomposicao e os geradores de cada ideal primo associado. Verificamos entao se pg
pertence ao dado ideal primo ou nao usando a ferramenta computacional. Consi-
deramos entao as relacoes entre os geradores para determinar em que condigoes pg
pertence ao ideal, e obtemos os coeficientes independentes nestas relagoes de modo
a construir um polinémio ¢ tal que (p, ) seja uma linha unimodular. Daremos mais
detalhes adiante (préxima se¢ao) com a exibigdo de um exemplo.

Outra forma de obter linhas unimodulares usando este raciocinio é estudarmos

em que condigoes p; # 0 para algum j # 0 enquanto pg = ... = p; = pj_1 = ... =

19



po = 0, e p; indica a omissao do termo p; na igualdade. Teremos que p(zy) = pjasé =
0 = xp = 0, o que é impossivel pela imposicao sobre b. Logo, novamente precisamos
obter condi¢oes em que p; ¢ rad(p, ..., fj, Pj—1,---» Po). Como antes, utilizamos o
Singular para tal tarefa, decompondo o ideal gerado por pg,--- ,p;, -, pe (onde
p; significa a auséncia deste coeficiente entre os geradores do ideal) em componentes
primérias. Verifica-se se nosso coeficiente nao pertence a cada ideal primo associado
aos ideais primarios da citada decomposicao. Usando as mesmas operacoes descritas
na estratégia anterior, mais uma vez obtemos uma linha unimodular.

Apos a obtencao de uma linha unimodular, resta testar os ideais principais,
questao abordada mais adiante. Detalharemos o processo computacional na proxima

secao.

3.2 Descricao do procedimento e resultados obti-

dos

3.2.1 Procedimentos no Singular
Consideramos a derivacao dada por

0.0

onde p(z,y) = zy +0b, com b € Q, e q(x,y) = ap + a1 + asy + azx? + agzy + asy® +
agx® + arx*y + agry® + agy®, a; € Q. Procuramos primeiro, segundo a estratégia
delineada na segao anterior, condi¢oes para as quais, a partir de (p,q), possamos
obter uma linha unimodular. Para detalhar melhor os principais procedimentos
utilizados no uso do Singular, vamos mostrar o que foi feito para produzir um dos
casos com singularidades reduzidas em z = 0 (como veremos na proxima segao).
Exibimos os comandos e trechos de linhas de codigo, explicando basicamente o que

esta sendo realizado.
ring r = 0, (x,y,b, a(0..9)), dp;

Determinamos acima o anel de polinomios com os coeficientes (b e ag, -+ ,a9) €

varidveis (z e y) que serdo utilizados.

poly p = x*y+b;
poly q = a(0)+a(l)*x+a(2)*y+a(3)*x"2+a(4)*x*xy+a(b)*xy 2+
a(6)*x~3+a(7)*x~2%y+a(8) xx*y~2+a(9) *y~3;
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poly R = resultant(p,q,y);

matrix m = coef (R,x*y);
print (m) ;
matrix B = permcol(m,4,7);

Nos comandos acima, determinamos o polinomio resultante de p e ¢ em y, isto
é, o determinante da Matriz de Sylvester em x de p e ¢, denotado por R (o mesmo

p descrito anteriormente). A matriz dos coeficientes de R é a matriz m abaixo:

i S R R R |

Ps Ps P4 P3 P2 P1 PO
A matriz B é a matriz m cujas colunas 4 e 7 foram trocadas. O propdsito é

gerar um ideal com os coeficientes de R, nomeados py,- -, ps, mas sem ps neste

caso. Vamos utilizar as colunas 1 a 6 de B, como descrito abaixo:

int k = 1;
ideal i = B[2,1];
while (k < ncols(B)-1)
{k= k+1;

i =1, B[2,k];}

O ideal 7 gerado pelos coeficientes descritos na segunda linha de B, nas colunas
1 a 6, foi criado. A seguir, pedimos ao programa que construa a lista L, que exibe

a decomposicao de ¢ em ideais primarios, usando o comando a seguir.
list L = primdecGTZ(i);

A lista exibe 4 ideais primérios, cada um seguido de seu ideal primo associado.

Uma destas duplas segue abaixo:

L:
[1]:

[1]:
_[11=a(0)
_[2]=b
_[3]=a(6)
_[41=a(3)

[2]:
_[1]1=a(0)
_[2]=b
_[3]=a(6)
_[4]1=a(3)
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Notemos que L[1][2] é o ideal primo associado. Cada linha exibe um gerador do
ideal. Verificaremos se p3 = —bay + ay pertence a cada ideal primo consituinte na

decomposi¢ao primaria de .

ideal j = L[1][2];
ideal j1 = std(j);

Criamos acima a base de Groebner associada ao ideal primo L[1][2] com o co-

mando std(j) (std vem de standard basis).

poly ro3 = -bxa(4)+a(0);

reduce (ro3, jl1);

O comando reduce, acima, determina, via algoritmo da divisao, se p pertence ao
ideal j; (que é o primo j = L[1]2] j& normalizado pela base de Groebner com o
comando std) ou nado: se a resposta de reduce for 0, o elemento pertence a j;; se
diferente de 0, nao pertence.

Fizemos o mesmo com todas os outros ideais primos. Exibimos a seguir as outras

componentes primarias com seus ideais primos associados.

[2]:

[1]:
_[11=a(9)
_[2]=a(5)
_[3]=—a(2)*a(7)+a(1)*a(8)
_[4]1=b*a(8)-a(2)
_[51=b*a(7)-a(1)
_[6]=a(6)
_[7]1=a(3)

[2]:
_[11=a(9)
_[2]=a(5)
_[31=-a(2)*a(7)+a(1)*a(8)
_[41=b*a(8)-a(2)
_[51=b*a(7)-a(1)
_[6]=a(6)
_[71=a(3)

[3]:
[1]:
_[1]1=a(2)

22



_[2]=a(1)"2
_[3]=b*a(7)-a(1)
_[4]1=b*a(1)
_[5]=b"2
_[6]=a(6)
_[71=a(3)

[2]:
_[11=a(2)
_[2]=a(1)
_[3]1=b
_[4]=a(6)
_[5]1=a(3)

[4]:

[1]:
_[1]=a(5)
_[2]1=a(2)"2
_[3]=—a(1)*a(2)*a(7)+a(1) "2*a(8)
_[41=a(1)"2*a(2)
_[5]=a(1)"3
_[6]=b*a(7)-a(1)
_[7]=b*xa(1)*a(8)-a(1)*a(2)
_[8]=bx*a(1)*a(2)
_[9]=b*a(1)"2
_[10]=b"2*a(8)-b*a(2)
_[11]1=b"2x*a(2)
_[12]=b"2x*a(1)
_[13]=b"3
_[14]1=a(6)
_[15]=a(3)

[2]:
_[11=a(5)
_[2]1=a(2)
_[31=a(1)
_[4]1=b
_[5]1=a(6)
_[6]1=a(3)

Vejamos os resultados das redugoes (verificagoes de que p3 pertence ou nao a cada
um dos 4 ideais primos da decomposigao). Cada linha é o resto da divisao nas bases

de Groebner.
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a(0)
-b*a(4)+a(0)
a(0)
a(0)

Isto é, neste exemplo, ps ¢ L[i|[2], para i = 1,---,4. Desejamos verificar em
que condicoes temos p; = 0,7 # 3. Uma forma de realizar isto aqui é igualar a
0 todos os geradores de cada ideal primo, e reaver as relagoes que obtivermos dai,
substituindo em ¢. Pelas reducoes acima, vimos que ps nao pertence a nenhum
destes ideais (restos foram nao-nulos). Isto nos garante que p; nao serd afetado
pelas relagoes entre os outros coeficientes. Observando os componentes primos na
decomposi¢ao L, vemos que as andlises devem ser feitas apenas em L[2][2], pois os
outros componentes possuem b como gerador e teriamos que fazer b = 0, o que é
descartado por hipétese.

Analisando L[2][2] e realizando as substituigoes em g:

> poly ql = subst(q,a(9),0);
// ** redefining ql *x

Aqui fizemos a9 = 0 no polinomio ¢, obtendo um polinémio ¢;. O mesmo é feito a

seguir com os outros geradores de j = L[2][2].

> ql;

x"3*a(6)+x"2xy*a (7)+x*xy~2xa(8)+x"2*a (3) +x*y*a(4)+y~2*xa(5)+x*a (1) +y*a(2)+a(0)
> poly g2 = subst(ql,a(5),0);

// **x redefining q2 *x

> q2;

x"3%a(6)+x"2*xy*a (7)+x*xy~2*%a(8) +x"2*a (3) +x*xy*a(4) +xxa (1) +y*a(2)+a(0)
> poly g3 = subst(q2,a(6),0);

// ** redefining q3 *x

> q3;

x~2%y*a (7)+x*y~2xa(8)+x"2%a(3) +x*y*a(4)+x*a(1)+y*a(2)+a(0)

> poly g4 = subst(q3,a(3),0);

// **x redefining q4 *x

> q4;

x~2xy*a (7)+xky " 2%a(8) +xxy*a(4) +x*a (1) +y*a(2)+a(0)

> poly g5 = subst(qg4,a(l),b*a(7));

> poly g6 = subst(g5,a(2),b*a(8));

> g6;

x"2*y*a(7)+x*xy~2*a(8) +x*y*a(4)+x*b (1) *a(7)+y*b*a(8)+a(0)
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Apés todas as possiveis substituigoes, obtivemos o polinémio ¢, que sem prejuizo
na compreensao continuaremos denotando por q(z,y) = arr?y + agry® + asry +
barx + bagy + ag. Temos, pela construcao acima, que (p, q) é uma linha unimodular
sob condicoes impostas aos coeficientes. Isto é: produzimos uma linha de modo
que existam escolhas para os coeficientes a; e b tais que (p,q) seja unimodular.
Importante observar que, nos casos em que a reducao de p; na base de Groebner
respectiva ao ideal primo analisado foi igual a 0, nada foi feito. Sao casos que
simplesmente foram ignorados por nao influirem de modo algum na producao de
polinomios com coeficientes livres de relagoes, como é o ¢ acima.

Da mesma forma operamos com todos os coeficientes p; do polinomio resultante

R = p, produzindo os casos descritos na préxima segao.

3.2.2 Casos produzidos

Exibimos aqui os polinomios ¢ = ¢ produzidos segundo os procedimentos descritos,
listando-os por coeficiente que foi deixado de fora da geragao do ideal 7 estudado
pelo programa Singular, como descrito na secao anterior, e por isso cada item
comega por “p; # 07. H& diferenca entre as abordagens dos casos em que ¢ possui
termos 23 e/ou 3, e a dos casos sem qualquer um dos dois termos. Na andlise de
singularidades em z = 0 (quando realizarmos a projetivizagao da forma associada a
derivagao constituida por p e g em cada situagao) do segundo caso, as singularidades
sao reduzidas, e no primeiro caso as singularidades em z = 0 sao dicriticas, como
veremos adiante. Por isso listamos os polinomios ¢ produzidos em duas classes
separadas.

Sem ¢* e/ou

1. P1 7é 0:
q(z,y) = ar3y + agxy? + agxy + asy® + barzx + bagy + bay
2. pa #0:
q(z,y) = arzy + agry? + asxy + barx + axy + bay.
3. P3 7é 0:
a2y + agzy® + ayry + barx + bagy + ag
4. ps#0

q(z,y) = arz®y + agry® + ayzy + bagy + a1z + bay.
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5. Ps5 7é0

q(z,y) = azx*y + agwy® + agwy + asx® + azbx + bagy + bay.

Com z* e/ou y*:

6. P6 7é 0:
q(z,y) = arz’y + agry® + agr® + barr + bagy + bay.

7. £o 7é 0:

q(z,y) = a7’y + agry? + agy® + asxy + barx + basy + bay.

Na primeira classe desta lista, vemos um padrao: ¢ = arz’y + agzy?® +
S(z,y) = zy\ + S, onde o grau de S é menor ou igual a 2, e A = azx + agy.
Isto sera importante na proxima secao, onde analisamos as singularidades das

derivacoes que possuem ¢ como coeficiente de a% de uma das formas acima.

Devemos ressaltar que o mesmo processo descrito na secao anterior foi feito
calculando-se polinomios resultantes em ¥, e as mesmas linhas unimodulares

da lista acima foram produzidas.

3.3 Analise de singularidades em z =0

Como nao existem singularidades em z # 0, ja que (p,q) é linha unimodular
(construgao com uso do Singular), vamos analisar as singularidades em z = 0 para
a projetivizacao da derivagao 5

Pas +4q oy’
sabendo que p = p(x,y) = zy + b, e ¢ = q(z,y) é um dos polindmios de grau 3
produzidos acima, no caso em que o termo homogéneo de grau 3 nao é multiplo
constante de 2® ou y*. Veremos que as singularidades sao reduzidas, de forma que
podemos limitar o grau das solugoes e usar o Teorema de Carnicer. No caso em que
ocorre y® ou 2, h4 singularidades dicriticas, como veremos no préximo capitulo,
o que torna muito mais dificil a abordagem do problema da d-simplicidade e da
inexisténcia de solugoes algébricas em geral para o campo d. Entao enunciemos o

resultado desta secao:

Proposicao 3.2. As singularidades em z =0 de

0 0
d= (ry+ b)% + (a72%y + aszy® + R(z, y))a—y,
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onde arx*y + agry® + R(x,y) = q é um dos polinomios exibidos na se¢do com
deg(R) =2, b,a, € Q, b#0, a7 #0, ag # 0 e a5 > 0, sao nao-dicriticas.

Demonstracao. A 1-forma dual deste campo é
w = qdz — pdy,

onde p = zy + b e ¢ = ayz*y + agry® + R(x,y). A homogeneizacao é folheacao de
grau 3

Q = (arx?y + agry® + 2R") (2dx — wdz) — (zyz + b2*)(2dy — ydz) =

= 2(arry+agzy® +2R")de—2(xyz+02%)dy+ (vy* 24-by 2 —aray —agr*y® —x2R")dz,

onde R" é o polinémio R homogeneizado em z. Assim, as singularidades em 2z = 0
s6 podem ocorrer em ayz3y +agx?y? = 0, isto é: x =0, y = 0 ou A\ = arx + agy = 0.
Vamos analisar entao o que ocorre nos abertos U, e U, de P2.

(i)r=1:

we = —2(yz + b2°)dy + (2 + byz® — azy — agy® — zR)dz,

onde R = R"(1,y,2). O campo associado é dado por

(g2 + by2® — azy — agy® — zR)a% ey b

e a matriz jacobiana fica, em z = 0,

ar +2asy —y* — R
0 0

Em y = 0, um autovalor é 0 e o outro é a7, que é nao-nulo por hipétese. Em
y = —ar/ag, temos os autovalores 0 e —a7. Portanto as singularidades sdo reduzidas

em r = 1.
(i) y = 1:

wy = z(azx® + agx + zR)dx + (22 + bz* — a72® — agz® — x2R)dz,

onde, agora, R = R"(z,1,2). O campo dual é

_ 9 _
d=—(rz+bz* — ar2® — agax® — sz)a— + z(a72® + agx + zR) =
T

0z’
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cuja matriz jacobiana em z = 0 fica igual a

3a,x%2 + 2asx  —x + xR

0 arx? + agx

Ox = —Z—i # 0 ja foi analisado na carta x = 1, portanto nao precisamos
repetir. Mas em x = 0, a matriz é nula, e portanto deveremos efetuar uma explosao
(blow-up) nesta singularidade. Isto é necessério para resolver a singularidade (ja que
segundo o teorema de Seidenberg, existe uma sequéncia de resolucoes que resultam
em uma singularidade reduzida - ver [14]). Nosso desejo é, ao longo da sequéncia,
nao encontrar qualquer singularidade dicritica.

(1) Realizando a explosdo na primeira carta, isto é, fazendo z := zt, e z := z:
2(a722t% + aszt + 2R)(tdz + zdt) + (122 4 b2° — a72%1° — ag2?t* — 2*tR)d>

= 22 (a7 2% + agzt + 2R)dt + 22 (t + bz)dz,

onde R = R|,—.;. Como a l-forma nao estd saturada, cancelamos 2%, obtendo a

forma w,:

@y = (a72%? 4 agzt + zR)dt + (t + bz)dz.

O campo dual é
d=—(t+ bz)2 + (a72*t* + agzt + zlfz)2
ot ! s 0z’

cujas singularidades em z = 0 ocorrem em ¢t = 0. A matriz jacobiana em z =0 =1¢

-1 —b
0 R(0,1,0)

Em z = 0, temos }?(0, 1,0) = R5(0,1), onde Ry é o componente homogéneo de grau

é

2 em R. Se x divide R,, entdo R(zt, 1,0) = 0 em t = 0 e temos uma singulari-
dade reduzida. Senao, lembremos que estamos estudando derivacoes onde um dos
polinémios constituintes, ¢, é um dos casos exibidos na lista da se¢ao [3.2.2] onde
nao ha multiplos constantes de 2° ou »?, e numa rapida consulta vemos que o tinico
caso em que z nao divide Ry é tal que Ry = aqxy + asy?. Assim, Ry(0,1) = a5, com
x = zt. Como a5 > 0 e racional, o quociente entre —1 e a; ¢ um nimero racional
negativo. Logo, a singularidade é reduzida.

(2) Explodindo a forma w, na segunda carta, isto é, fazendo = := z e z := at,
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temos:
wt(arz? + agx + 2tR)dx + (2%t + bzt — a72® — agz? — 2%t R)(xdt + tdx)

= 22(£? + batV)dx + 2*(xt 4+ ba*t® — aza® — asx — xtR)dt,

onde R = R|z:xt. Saturamos a forma cancelando z2.
Qg = (2 4 brt*)dx + (zt + ba?t® — aza® — agzr — wtR)dt,
cujas singularidades em x = 0 ocorrem em t = 0. Seu campo dual é

A0 9)
d = —(zt + bx’*t’ — azx® — agw — actR)% + (£ + bxtﬂa.

Sua matriz jacobiana em x =0 é

~t+ag 22+ R) 0
bt! 2t

7o)

Assim, um autovalor é ag # 0 e o outro é nulo. Logo a singularidade é reduzida. [

que fica, em t = 0, igual a

Portanto, podemos usar o teorema de Carnicer para garantir que o grau de
possiveis solugoes ¢ limitado. Verificaremos, a seguir, que estas solugoes nao existem,
fazendo uso do Singular e do teorema|2.8] corolario do teorema de Carnicer: sendo as
singularidades destes campos todas reduzidas, as derivagoes d s6 podem ter solugoes
algébricas f em Q[z,y] de grau maximo 4, ji que o grau das folheagdes induzidas
por nossas derivagoes é 3. No programa, testaremos as solucoes de grau no maximo

4 em formato mais geral possivel, e verificaremos a impossibilidade das mesmas.

3.4 Testando os ideais de altura 1

O objetivo desta segao é usar o resultado obtido na secao anterior e a construcao de

linhas unimodulares no Singular para obter o seguinte:

Teorema 3.3. A familia de derivagoes

o 0
d= (zy+ b)ﬁ_x + (arz®y + aszy® + S(x’y))(’)_y’

tais que a;,b € Q, b,ar,ag # 0, deg(S) <2, e as > 5 (no caso em que aparece azy>

em S), sao derivagoes simples de Clz,y].
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E interessante enunciar seu equivalente na linguagem de folheacoes holomorfas:

Teorema 3.4. A familia de folheagoes projetivas de grau 3 induzidas pelas 1-formas

duais de derivacoes descritas acima satisfazem:
1. Suas singularidades pertencem ao conjunto de pontos tais que z = 0;
1. nao possuem solucoes algébricas.

Consideramos aqui, apenas para efeito descritivo, o polinomio g = arx?y-+agry*+
ayxy + asy? + bayx + bagy + bay, um dos polinémios exibidos na subsecao [3.2.2, e que

3 ou y2. O mesmo raciocinio pode ser utilizado em todas as derivacoes

nao possui x
d tais que o polinomio ¢, que multiplica a derivada parcial em y, seja da forma
arx?y + agwy? + S(x,y), com as restri¢oes do enunciado do teorema acima.

Pelo que nos mostrou a analise de singularidades em z = 0, as singularidades sao
reduzidas sob as hipoteses de que b, a7, as # 0, a5 > 0, a;,b € Q. Assim, podemos
usar o teorema[2.§] (coroldrio do teorema de Carnicer) para este caso. Logo, se existir
solucao f para d = pa% + qa%, entao deg(f) < 4, pois o campo tem grau 3.

Para agilizar os calculos que serao realizados pelo programa, fazemos uma analise
e verificamos que, nao apenas neste exemplo, mas em todos os casos produzidos que

3 ou 2, ocorre o descrito a seguir.

nao possuem
Suponhamos que d tenha uma solugao algébrica f de grau n. Pela proposicao

, podemos supor que existe f polinémio de grau n em Qlx, y] tal que,

U) = pge D)+ ago ) = of

para algum polinémio g em Q[z, y]. Observa-se que g deve ter grau no maximo igual

a 2. Escrevemos \ = a7z + agy, e assim q = xy\ + a,xy + asy?® + b\ + bay.
Lema 3.5. Se f,, é o termo homogéneo de grau n do polinomio f, entao f, ¢ Q[z].

Demonstragcao. Suponhamos f, = ¢,x", onde ¢, € Q é nao-nulo. Portanto, %L; =0.
Comparando os termos de grau n+ 2 da equagao d(f) = gf, obtemos zy\.0 = go f,
donde g, = 0. Assim, os termos de grau mais alto tém grau n + 1 em d(f) = gf, e

satisfazem a equagcao

afn afnfl
GIn o ry — g1 fo 3.1
Wop THATg, = 9f (3.1)
Sustituindo f, na equagao (3.1]), temos
Ofn_
ne,yxr” + ryA St = gicpa”, (3.2)

dy

donde y divide ¢g;. Logo g1 = ay, para alguma constante «. Substituindo isto na

equagao (3.2), e cancelando y, temos

30



afn—l

gy e 33)
Portanto, A divide (o — n)c,z", e assim @ = n. Dal, da equacdo (3.3)), temos que
8f5y—1 =0 e, portanto, f,_1 = cp,_j2" L.

Agora comparemos os termos de grau n:

afn—l 6fn—2
zy—5.— T YA T G1fn-1+ Gofn- (3.4)
Substituindo os termos conhecidos na equac¢ao acima, temos
Ofn_
(n — Depryx™ ' + :Cy/\g = nycp_12" 7 4 gocnx™, (3.5)

dy

donde concluimos que y divide gg, e portanto que gy = 0. Substituindo isto em ({3.5)

e cancelando v,

Ofn_
(n—1)ep1z™ t + 2 fooz _ ne, 1" (3.6)
Ay
ou, equivalentemente,
8fn—2 n—
T oy Co12" L. (3.7)
Portanto, A divide o membro direito da equagao (3.7)), e dai temos ¢,_; = 0. Pela
mesma equacao, o membro direito ser nulo implica que 8@;‘2 = 0, ou ainda que
fn—2 = Cn—Ql‘niz-
Agora estudamos os termos de grau n — 1.
afn—Q afn 8fn—3 2 afn—Q afn—l
T +b—— + xzyA + (asxzy + a + bA = g1 fn- 3.8
Y ox ox J oy (aszy 5y)8y Ay gifnz (38)

Substituindo os termos conhecidos, ficamos com

af?) 2

(n — 2)cp_oya™ % 4 bnc,a™ ! + xy)\% = nc,_oyx™” (3.9)
Y
Rearrumando a equagao acima, temos
Ofpn_
bne, "t + zy) g 3 = e, _oyr" 2 (3.10)
Y

Pela equacao (3.10), temos que y divide bnc,z™" 1, e como ¢, # 0 e n # 0, entao
b= 0. Absurdo.
O

Por causa do Lema [3.5] podemos analisar os componentes lideres homogéneos
em ambos os lados, sabendo que estes termos tém grau n+2 (ja que os componentes

de grau n + 2 ndo se anulam na derivacao com relagao a y). Lembremos que o grau
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de ¢ é, no maximo, igual 2. Escrevendo a equacao apenas para os termos de grau
n+ 2,
ofn
—— = g2.fn, 3.11
4qs By g2/, ( )
onde g3 = arx?y+agry® = vy\, A = arx+agy. Seja f, = pi'ph?...pit a decomposicao

de f,, em seus fatores irredutiveis p;. Assim,

t

afn 1 apz ~TLs
_— = n; 7,7'1 —_— nl... inl... kG
By ;:1 D; By by ---p Dy

t
ny— ng— apz ~
:pll 1...ptt 1znla—yp1plpt
i=1

Na equacao acima, p;"* denota o fato de p;" nao ocorrer no respectivo termo do
somatorio, no produto.

Assim, substituindo isto na equagao (3.11]) e cancelando os termos comuns, temos

¢
Op; A
TYA Z nia—ypl...pi...pt = GoD1..-Di---Pt (3.12)
i=1

Na equacao , nenhum dos fatores p; divide o somatorio no lado esquerdo.
Assim, cada p; deve dividir zyA. Como z, y e A sdo irredutiveis, entao podemos
supor, sem perda de generalidade que p; = z, po = y e p3 = A. Portanto, concluimos
que o componente homogéneo lider de f é da forma f,(z,y) = A“z°y, onde
e1,e0,e3>0ee; +ey+e3 > 1.

Agora, procedemos como descrito abaixo. Cada forma possivel para f, com todas
as variacoes de graus até 4, foi considerada com coeficiente lider 1, ja que o programa
nao conseguiu realizar os calculos com coeficientes gerais. Pelo que foi dito acima, o
termo lider de f deve ser da forma f,(z,y) = A 2%y , onde A\ = ayz+agy. Por isso,
precisamos realizar quatorze operacoes para cada polinomio como descreveremos no

exemplo a seguir, onde e; =e3 =1¢e ey = 2:

ring r = (0,a(0..9), b(1)), (c(0..14), e(1..6),(x,y)), dp;

poly lambda = a(7)*x + a(8)x*y;

poly f = lambdaxy~2*x + c(9)*x"2xy + c(8)*x*y~"2 + c(7)*x"3 + c(6)*y~3 +
c(B)*x"2 + c(4)*xy~2 + c(3)*x*xy + c(2)*x + c(1)*y + c(0);

poly p = x*y+b;

poly q = a(7)*x"2xy + a(8)*x*xy~2 + a(4)*x*xy + a(b)*y~2

+ bxa(7)*x + b*a(8)*y + b*a(4);

Determinamos nos comandos acima os polinomios envolvidos nos célculos a seguir.
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Supoe-se, nesta operacao especifica, que a solucao f tem a forma \y’x + coz?y +

cs1y? + crxd + gy + esx? + cay? + csxy + cax + 1y + ¢, onde ¢; € C.

poly f1 = diff(f, x);

poly f2 = diff(f, y);

poly d = p*xfl + g*f2;

poly g = e(1)*x2 + e(*x+y + e(3)*y"2 + e(4)*x + e(B)*y + e(6);
poly w = d - g*f;

matrix m = coef (w,x*y);

int k= 1;

ideal i = m[2,1];
while (k < ncols(m)) {k = k+1; 1 = i, m[2,k];}

Acima, descrevemos d e o cofator g em d(f) = g.f, que sabemos ter grau no maximo
2. O polinémio w = d(f) — g.f é nulo se f realmente é solugao de d. Assim, vamos
estudar as relagoes entre seus coeficientes gerando um ideal com eles e analisando
sua estrutura, via seus geradores, a seguir.

i;
i[1]=(-a(7))*e(1)+(2*a(7)"2)
i[2]1=(-a(8))*e(1)+(-a(7))*e(2)+(5*a(7)*a(8))
i[3]1=(-a(8))*e(2)+(-a(7))*e(3)+(3*a(8)"2)
i[4]1=(-a(8))*e(3)
...
1[25]=-c(0)*e(6)+(a(4)*b(1))*xc(1)+(b (1)) *c(2)

Aqui interrompemos a exibicao dos geradores, mas ha vinte e cinco deles. Com o co-
mando std(i), abaixo, verificamos que o ideal em forma padrao (isto é, considerando-
se a base de Groebner criada para ele) gerado por eles é todo o anel (o tinico gerador
é1).

std(i);

_[1]1=1
>

Isto é, nao existe relagao entre os coeficientes de forma que w possa ser nulo.
Portanto, mostramos que f = \y?z + cox?y + cszy? + cra® + cey® + 52 + cay® +
32y + o + 1y + ¢ ndo é solucdo polinomial para a equagao d(f) = g.f. Isto se
repete em todas as variagoes possiveis para e, €5 € e3 no termo homogéneo lider das
possiveis solugoes, nos casos em que o polindomio ¢ nao tem como termo homogéneo
lider multiplos constantes de 2® ou y3. Desta forma, com repetidas operacoes do
Singular e sob as hipoteses assumidas sobre os coeficientes de p e ¢, mostramos que

d= pa% + qa% nao tem solucao algébrica.
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Capitulo 4

Um exemplo com singularidade

dicritica

Lembremos que a linha unimodular (p, ¢), com p(x,y) = 2y + b e ¢(z,y) = azx?y +
agxy® + agy> + asxy + barx + bagy + bay foi produzida pelo programa Singular, como
descrito no Capitulo 3, com p,q € Q[x,y]. Consideremos o campo d = p% + qa%.

Vamos escrever ¢(z,y) como
y(arx? + agry + agy?) + asry + barw + bagy + bay.
Fazendo a troca de notacao arx? + agxy + agy? = «, temos
q = ya + agxy + barx + bagy + bay.

Lembremos que uma condigao fundamental para que a linha (p, ¢) seja unimodular
é que b # 0. Suponhamos também que a7, ag, ag # 0.

Como veremos neste capitulo, a folheagao induzida pela forma dual da derivagao
acima possui singularidade dicritica no infinito (z = 0), e isto significa que néo
podemos aplicar o teorema de Carnicer para limitar o grau de uma curva invariante
a partir do grau da folheacao. Por isso teremos que usar métodos diversos dos
utilizados nos capitulos anteriores para tratar deste exemplo. Mostraremos que d

nao possui solugao algébrica. Isto é: nao existe f € Clz,y| tal que

d(f) =g.f
para g € Clz, y].

Lema 4.1. O polinémio o = azx® + agxy + agy® é genericamente irredutivel sobre

Q.

Demonstragdo. Observemos que o = a;x? + agwy + agy? é irredutivel sobre Q se, e
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somente se @ = ayt? + agt + ay é irredutivel sobre Q. Se a = py(z,y)p2(x,y), onde

p1 € pa s@o polindmios homogéneos de grau 1, entao fazendo t = z/y, temos:

alty,y) = m(ty, y)pa(ty, y) = y*pi(t, Dpa(t, 1),

onde a segunda desigualdade vem de uma conhecida propriedade geral dos po-
lindmios homogéneos de grau n: F(sx,sy) = s"F(x,y). Assim, terfamos que
@ = p1po € redutivel sobre Q. Usando o mesmo raciocinio de tras para a frente
verifica-se a reciproca. Desta forma, basta vermos que a;t2+agt+ag ¢ genericamente
irredutivel sobre Q. Temos que, sendo um polinomio com coeficientes racionais de
grau 2, é redutivel somente se seu discriminante A = a2 — 4arag for um quadrado
perfeito em @Q, ou melhor,

ag — darag = u?,

onde u € Q. Mas isto nao é satisfeito por todas as escolhas de coeficientes: a; =
ag = ag = 1, por exemplo, nao satisfaz esta condicao.

Assim, conseguimos um exemplo que nao satisfaz a condigao necessaria para que
a seja redutivel em Q. Observemos que a relagao a2 — 4ayag = u? é satisfeita por
pontos (a7, ag,ag,u) de um fechado na topologia de Zariski de P3(Q). Assim, os
coeficientes que nao satisfazem tal condicao determinam um aberto do tipo Zariski
em P?(Q) para cada u, e por sua vez polinomios « irredutiveis em Q. Assim, os
coeficientes que nao satisfazem a condicao para redutibilidade em geral determinam
uma intersecao enumerdvel de abertos Zariski em P?(Q). Por isso, « é genericamente
irredutivel sobre Q. O]

Lema 4.2. A folheacdo induzida pela forma cujo campo dual € d possui uma singu-

laridade dicritica em z = 0.

Demonstracao. A derivagao d = p% + qa% estd associada a 1-forma w = gdx — pdy.

A homogeneizacao de w é dada por

q(z/z,y/2)d(x/z) = p(x/z,y/2)d(y/2).

Como o polinomio de grau mais alto é ¢ e tem grau 3, no denominador desta forma
aparece 23.22, onde o fator 2% vem de d(x/z) e d(y/z). Assim a forma acima precisa
ser multiplicada por z° (para que desaparegam os pdlos), o que nos dd a 1-forma

projetiva abaixo:

Q = gedx — pzidy + (y2p — 2q)dz,

onde p e ¢ sao os polindmios p e ¢ homogeneizados. O termo que nao é divisivel

por z ocorre no produto com dz e é z(ayz’y + agxry? + agy®), vindo de xq. Fazemos

35



z = 0 na forma acima e obtemos as singularidades em: z = 0 e nos pontos tais que
arx*y + agry® + agy® = 0.

Analisemos a singularidade (0 : 1 : 0), desomogeneizando a forma em y = 1.

Qly=1= w, = Gzdx + (vz + b2* — 2§)dz,

onde § = a72? + agx + ag + asxz + barxz? + bagz? + basz3. Assim, o campo associado
\ . , _ 3 ~\ O ~ 0 . . .
a forma acima é d, = —(zz + bz® — rq)%- + 2G5, que possui a seguinte matriz

Jacobiana:

J = . .
94 5 9q
261: q+z@z

—z—i—d—kx% —(J:—f-?)bzz)—l—x%]

A matriz acima fica, em z = x = 0, igual a

Qg 0
0 Qg

A matriz é diagonal, e portanto seus autovalores sao iguais a ag # 0. Logo, a
razao entre os autovalores é 1, o que nos dd uma singularidade nao-reduzida. Mas,
além disso, a matriz acima pode ser escrita como ag- I, onde I é a matriz identidade
2 x 2. Isto significa que o campo tem multiplicidade algébrica 1 sendo que o termo
linear é da forma

0 0
ag(x% + za)
Portanto, de acordo com a Proposicao [2.4], da se¢ao[2.1.2] temos que a singularidade
¢ dicritica.

]

Portanto, neste caso nao podemos aplicar o teorema de Carnicer e utilizar
ferramentas computacionais para verificar de imediato a inexisténcia de solugoes
algébricas para d. Vamos analisar a possibilidade de uma solucao e exibir um exem-
plo de campo sem solugao algébrica utilizando estratégias diferentes das utilizadas
no caso nao-dicritico.

Seja f = f(z,y) uma solucao algébrica de d de grau n em Q|z, y], isto é, existe

g € Q[z,y] de grau no méximo 2 tal que

d(f)=g.f.

Nossos esforcos serao maiores no caso em que f, é da forma c,2'y’, ¢, € Q,
cn # 0, 4,7 > 0. Assim, vamos mostrar primeiro que f nao possui termo lider da

forma c,z".

Lema 4.3. Se f ¢ solugdo da derivacao d, entao f ¢ Q[z].
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Demonstracao. Se f € Q[z], entdo de d(f) = f.g concluimos que deg(g) < 1, pois
d(f) = (xy + b)% possui grau n 4+ 1 e gf possui grau deg(g) + n. Além disso,

d(f) = f.g nos da:

0
(wy+ ) =g,

donde temos um absurdo, pois zy+b, de grau 2, deve dividir o membro direito (pois
b # 0), mas g possui grau 1, e f € Q[z], ou seja, f nao é divisivel por um polindémio

em Q[z, y].
O

Lema 4.4. Seja o um polinomio irredutivel como no Lemal[{.1 Entdo o polinémio

linear f = vy +s, comv,s € Q, nao € uma solucao de d.

Demonstracao. Se f = vy + s fosse solugao, entdo por d(f) = g.f terfamos vg =
g(vy + s), onde s e v sao constantes. Assim, deg(g) = 2. Portanto pode-se escrever
g como soma de seus componentes homogéneos como a seguir: g = g2 + ¢1 + go.

Logo, comparando os termos de grau 3 de vqg = g(vy + s) temos

vy = vyYga,
donde gy = a. Comparando os termos de grau 2 da mesma equacao, temos
Va4TY = G2S + 1VY = s + g1vy.
Assim, concluimos que y divide «a, impossivel ja que « é irredutivel e v # 0. O]

Lema 4.5. Se f = f(x,y) € solu¢do do campo d, entio f possui grau deg(f) > 1.

Demonstra¢ao. Suponha n = 1. Isto é, f(x,y) = ux + vy + s, para u,v e s € C,
e v # 0 como consequéncia do Lema [£.3] Pelo Lema [£.4 u # 0. Escrevemos
g(x,y) = go(z,y) + g1(z,y) + go como soma de seus componentes homogéneos.

Assim, podemos comparar os termos de grau 3 da equacao d(f) = gf, obtendo

vy(azz® + agry + agy®) = vya = (uzx + vy)go. (4.1)
Temos que y divide go, pois nao pode dividir uz + vy, ja que u # 0. Assim, go = YA,
onde )\ é homogéneo de grau 1 e nao divisivel por y. Substituindo de volta g, na
equacao (4.1)), cancelamos y e assim obtemos
AMuz + vy) = va,

donde A divide «, impossivel ja que « é irredutivel e v # 0.
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Defini¢ao 4.6. Seja iy o menor indice tal que f; € Q[z]| para todo i > iy, i €

1---n}.

Lema 4.7. Se ig < n, entaoigc =n—1 ouig =n — 2, e o cofator g de f tem grau

no mdximo 1.

Demonstragao. Pelo Lema [.3] temos ig > 0. Agora, suponhamos ig < n — 2
qualquer (isto é, pelo menos f,, fn_1 € fu_2 € Q[z]). Seja g = go + g1 + go. Mas,
sendo ig < n, entao f = c,x™ + R, onde R possui grau no maximo igual an — 1 e
¢n # 0. Portanto, temos d(f) = g.f igual a

of  of

(l’y+b)—+qay

3 g.f

Mas a equagéo acima nos diz que g = 0, pois o membro esquerdo é a soma de
(ry + b) , que possui grau n+ 1, com ¢ Bi = q ay , que possui grau no maximo igual
a3+(n—2)—n+1.

Comparando os termos homogéneos de mais alto grau (no caso, n+1) em d(f) =

qf:

O fn
xya_.]; = glfn

Substituindo acima f,, = ¢, obtemos g; = ny.

Comparando termos de grau n:

Ofn_
xy J(;x L= gifus + Gofn

~1
Como f, 1 =cp_12™ 7,

ryc,_1(n — Da"? = ¢, 12" 'ny + goc,a”

e assim

—YCpn—1 = GoCnT

A tnica possibilidade oferecida pela equagao acima é gy = ¢,,_1 = 0.

Analisando os termos de grau n — 1:

x afan bafn aafn73
Y or or TV gy

Mas como g» = g = 0, a equagao acima fica igual a

afnfii
dy

= g1fn—2+ Gofn-1 + g2fn-3

Cn_z(n — 2)yz" "2 + bnc, " + ya = g1 fn_2 = nCp_oyx""
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Fazendo as substituicoes necessarias, obtemos

o afnfB
dy

= 2" %(2ycn_y — nbc,x),

mas «, sendo irredutivel, deve dividir algum fator do membro direito, impossivel, ja
que nao divide o termo de grau 1 e nem pode dividir 2"~ 2. Logo, se supusermos iy <
n — 2, obtemos uma contradigao. Portanto, se f, € Q[z], temos iy € {n —1,n — 2}.

]

Proposicao 4.8. Se d possui solu¢ao algébrica de grau n em Q|x,y], entdo seu

componente homogéneo lider f, nao pertence a Q[z].

Demonstracao. Segundo o Lema acima, se f, = ¢,x" (¢, € Q) entdo temos duas
possibilidades para o indice 7y descrito anteriormente.

(a) ip=n—1;

Neste caso, o grau mais alto na equacao d(f) = g.f serd n + 1, como visto na

demonstracao do Lema [4.7] Estes termos satisfazem

afn afn—l
xy% + ya ay

Lembremos que, de acordo com a demonstragao do Lema [£.7} go = 0. Se substi-

- glfn

tuirmos os termos conhecidos, teremos

a.fn—l
dy

zync,z" " + yo = g1 "

~ e e 7. Ofr— ~
Por esta equagao, vemos que z" deve dividir fgy L. que tem grau n — 2 e nao

pode ser 0 por hipétese, absurdo. Logo, este item nao se realiza.

(b) ip =n —2;

Portanto, os termos de grau mais alto, n + 1, em d(f) = g.f, satisfazem uma
equacao envolvendo apenas a derivada em z, como no Lema [4.7, e analogamente
concluimos que g; = ny.

Analisando os termos de grau n, temos:

xyﬁfn_1 Ofn—2 Ofn—1

+ +
ox ya oy ey dy

Mas f,_1 = cp,_12™ 1. Logo a equacao acima fica

= g1fn—1+ Gofn-

a.fn—Z
dy

y(n — Depaz™ ! +ya = nyc,_12" " + gocn "

Como em (a), "~ divide 8’;"

y*Q, que nao é 0 e possui grau n — 3. Absurdo.

]
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Agora estudaremos o caso em que f, ¢ Q[z]. Desejamos provar que ha exemplo
de campo satisfazendo nossas condicoes que nao possui tal solugao. Lembremos que,
se fn ¢ Qx ] entéo g2 # 0. Além disso, « é irredutivel em Q[z, y|, e b, ar, ag, ag # 0.

Seja f, = pl - - - plt a fatoracdo de f, em seus componentes irredutiveis p; distin-

tos. Entao

Zl TS

onde pi-i indica a auséncia do fator no respectivo produto. Substituindo isto na

equacao dos termos de grau mais alto, n + 2, dada por

O fn
yaa_J; = ng’ru

cancelamos os fatores excedentes e ficamos com

Ip;i
yo Zl pl "Pt = G2P1 " Pr-

Nesta equac@o, podemos dizer, para todo i € {1,---,t}, que p; ndo divide o so-
matorio, e como cada um dos fatores é irredutivel, sendo « irredutivel sobre @,
temos, sem perda de generalidade na escolha das componentes, que p; = y e ps = .
Logo,

m

fn - yka I
com k+m > 1.
Observacao: se £ > 1, da equacao ya% = gof, concluimos que
oo
go = ka + my—.
dy

Assim, temos que y nao divide go, pois nao divide «a e k # 0.

Objetivo: vamos mostrar, para uma instancia do polinomio ¢, que nao podemos
ter k = 0, isto é, que y nao divide go. Usaremos esta conclusao num argumento para
concluir que o campo d = (zy + 1) + (ya—l—x%—y)8 ,onde o = 22 + 2y + y2.

possui solucao algébrica.
Lema 4.9. O polinomio q(x,y) = ya + x +y € irredutivel sobre Q|x,y].

Demonstra¢ao. Suponhamos que ¢(z,y) = ya+x+y = (+A+c)(l+ ), onde 5 é

homogéneo de grau 2, A e [ sdo lineares e ¢, ¢’ constantes. Temos, assim, o seguinte:

1. ¢ =0, donde ¢ =0 ou ¢ = 0;
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2. I8 = ya, e como « é irredutivel, temos 8 = ea e | = £, onde e ¢ alguma

constante nao-nula.

Se ¢ = 0, entdo, comparando os termos de grau 1, temos o seguinte:
c
r+y=c=-y,
e

o que é claramente falso. Se tivermos simultaneamente ¢ = ¢ = 0, a equagao acima
também nos d& um absurdo, x = —y. Logo, tomemos ¢ # 0 e ¢ = 0. Comparando

termos de grau 2, obtemos
0=cdp+ 1N,

mas usando o item (2), temos que isto é equivalente a

YA

0=Ccea+ =,
e

o que implica que y divide «, contradizendo a irredutibilidade de a.

Lema 4.10. Se o termo lider de f for da forma f, = a™, entao m > 2.

Demonstragao. Inserimos estes dados no Singular de acordo com o que foi explicado
na se¢ao 3.3.2, e o programa mostrou que tal d nao possui solucao algébrica de grau

menor ou igual a 2 com termo lider f,, = a™. ]
Proposicao 4.11. k& > 0, isto €, y nao divide gs.

Demonstracao. Consideremos f solucao algébrica de d, com grau n . Suponhamos

que y divida ¢o, isto é, k = 0. Assim, analisando os termos de grau n + 2 de

d(f) = g.f, concluimos que f, =a™, comm > 1, e gy = myg—z =my(x + 2y).
Analisamos os termos de grau n + 1 da equacao d(f) = gf:

O0fn_ of,
yo fo-t + xy J/ = g2 fn-1+ g1fn-
oy ox

Substituindo os termos conhecidos:

Ofnr mfla_a) = mya—a
Oy ox Jy

Desta equacao, vemos que y divide g;. Logo, existe constante c; tal que g1 = c1y.

e + zy(ma froo1 + gra™ (4.2)

Cancelando y e substituindo :L‘g—(; por 204—yg—‘; (pela relagao de Euler, nf = x% + %,

onde f é polinomio homogéneo de grau n):

Ofn_ - 0 0 "
a Jna +ma™  (2a — ya—(;;) = ma—(;fnl + (4.3)

Oy
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Pela equacao (4.3)), o divide mg—Z(fn_l + a™1y). Como m > 2 pelo Lema .10}
entao « divide f,,_1. Logo, fn_1 = Qa', com t > 1 e mde(w, Q) = 1.
Substituindo f,—; na equagao (4.3)):
0 0
at(ta—aQ + aa—Q) +ma™ (20 — y—) = m—a'Q + c;a™ (4.4)
Y Y

Temos que t < m—1, pois caso contrario, na equagao acima terfamos « dividindo

yg—j, absurdo.

Se t < m — 1, entao pela mesma equacao concluimos que « divide g—;@(m — 1),

o que é impossivel. Logo, t = m — 1 e deg(Q) = 1. Cancelando entao o = o™ ! da
equacao anterior:

Oa 0Q Oa Oa

((m — 1)a—yQ+aa—y) +m(2a—ya—y) = ma—yQ—i—cla (4.5)

Pela equacao acima, « divide —‘g—Z(Q + my). Como « é irredutivel de grau
2, entdo Q = —my. Logo, f,_1 = —a™ 'my. Substituindo @ na equagao (4.5,

concluimos que a% + 2ma = c;a, ou melhor, ¢; = 2m + % =2m —m =m.

Até o momento, temos:

e f,=a™, ouseja, n=2m;

® g2 = my‘g—j;

o fo1=—a""tmy;

° g1 =my.

Analisando os termos de grau n:

8fn,2 afn afnfl
e o + (z+y) oy + zy 5

Susbtituindo os termos conhecidos:

= ngn—? + glfn—l + gOfn

6fn_2 1 a(l/ _9 8(1
Q@ +(z+y)(ma™ —) +xy(—m(m — 1)ya™ “—
=5, (= +y)( ay) y(=m( Jya" o)
O _ "
= mya—fn,Q —m*y*a™ ! + g (4.6)
Y
Nesta equacao, vemos que y divide
Oa 9 9
mxa—y — goa = max(x + 2y) — go(x® + 2y + y°),

ou melhor, y divide ma? — gox?. Assim, devemos ter gy = m. Reescrevendo ma:g—z —

m—l(

goox com gy = m, temos myaw x —y). Substituindo a mesma de volta na equacao
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[E9):

afn—? m—1 da m—1 2 m—2 dav
yo—s + mya 3y +mya™ (z —y) — m(m — Dy a e
0
= mya—anQ — mytam ! (4.7)

oo 5 .0 da
Rearrumando, cancelando y e substituindo em (4.7)) a expressao x 3> por 2a—ya—y

(relagao de Euler):

0fn—2 me1 m—2 _ dar,
o 2 +ma™ (22 4+ y) — m(m — 1)ya™ * (2« y8y> = (4.8)
= mﬁ—afnfz —m’ya™ !
y

Pela equagao acima, « divide mg—Z((m — 1)y?a™ 2 — f,_5). Como m > 2, entao

a divide f,,_5. Portanto existe um polinémio R com mdc(R, ) = 1 tal que f,_o =
a’R, s > 1.

Como 2m — 2 =n — 2 = 2s + deg(R), entdo s < m — 1. Substituimos f,,_» na
equagao (4.8]):

s Jda OR m—1 m—1
o (sayR—i—ozay)—i—moz (2x +y) — 2m(m — 1)ya™ "+

0 0
m(m — 1)y2am_2—a =mZ 'R — m*ya™

Se s = m — 1, na equacao acima poderfamos cancelar a™ 2 e assim « dividiria

2 0a
0y

(m — s)g—ZR, também impossivel, pois m — s # 0. Logo, s = m — 2, donde f,, o =
a™ 2R, com mdc(a, R) = 1 e deg(R) = 2. Relembrando os dados obtidos até aqui:

m(m — 1)y*$%, impossivel. Se s < m — 2, cancelarfamos o°, e assim « dividiria

e f,=a™, ouseja, n=2m;

Oa.
® g2 = myg;

o fu1=—a""'my;
* g1 =my;
° go=my

e fno=am™2R, onde mdc(a, R) =1 e deg(R) = 2.

Analisando os termos de grau n — 1.
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afn—l afn—Q afn _
dy + oy ox + or

aafn—3
Yy By

+ (z+v)

ngn—3 + glfn—Q + gOfn—l

Substituindo os termos conhecidos:

afn—3 ~1 ")) 805
S —1am 222
e 9y + (x 4+ y)(—ma my(m — 1)a ay)—l—
oo OR Oa
) m—3 m—2 m—1 —
zy((m — 2)a 8xR +a" o ) + ma B

Oa
mya—yfn—g + mya™ %R — m*ya™ !

A equacao acima nos diz que y divide mam_l(g—‘;‘ —z) =ma™ (z +y). Vése

que é impossivel.
Portanto temos um absurdo. Assim, y nao divide gs.
O

Proposigao 4.12. O campo induzido por d = (zy+1)2 + (yoz—i—:v+y)8% ndao possui
solugdo algébrica em Clz,y].

Demonstra¢ao. Suponha que f(x,y) = am(x)y™ + -+ + a1(x)y + ag(x) seja estavel
por d, onde a;(x) € Q[z], i.e., d(f) = gf para algum g € Q[z,y]. Temos deg(g) < 2.

Pelos Lema 4.5 e Proposicao 4.8, sabemos que m > 1. Como a,, # 0, temos

iy = Lig - Ao

Am am Am

).
Logo, f: % é estavel por d em Q(z)[y]. Seja
f/\: ym -+ bmilymil + -4 b07

R R N
onde b; = - € Q(z). Denotamos b; = 7 e aj = L.

O termo de maior grau possivel em y em d(f) é

A

3, m—1 m—+2

Como o grau de f é m em y, entdo deg, (g — %) = 2, e como a,, € C[z], entao

deg,(g) = 2. Por sua vez, o termo de mais alto grau em d(f) também é a,,y™">.

Agora, escrevemos

f(2,y) = am@)z™ + am_1 ()™ "+ ..+ ap(y).
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Vamos utilizar o mesmo raciocinio usado acima. Se m = 0, entao temos

of _

qay =gf.

Mas ¢ é irredutivel sobre Q, logo deve dividir gf. Como f € C[y], entdo ya+z +y
divide g. Absurdo, ja que g tem grau exatamente 2, pelo que foi mostrado no inicio
desta demonstracao. Logo, m > 0. De forma analoga ao que foi dito acima, tomando
= %, eb; = -+ € C(y), temos

~

O termo de mais alto grau em = em d(f) é

yb;n_lxm-i-l‘

i d(a

Como deg, (f) = m e L) ¢ C(y), entdo deg,(g) = 1. Assim j& que deg(g) = 2

am

e pelas duas andlises acima temos simultaneamente que deg,(g) = 1 e deg,(g) = 2,

entao concluimos que g é da forma ay?+bxy +cx +dy+e, com a,b,c € Q. Mas pela
Proposigao [4.11], y nao pode dividir go. Portanto d ndo possui solugao algébrica em
Q[z, y], e consequentemente nao possui solugao algébrica em C[z, y|, pela Proposicao
2.2

O
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Capitulo 5

Um caso genérico de grau maior

do que 3

Agora estudamos um campo da forma d = p% + qa%, onde p(z,y) = xy + b, como
antes, mas ¢(z,y) = 2Q(z,y) + R(x,y), com deg(Q) =n —1> 2 e deg(R) <n —1,
sendo () homogéneo e irredutivel sobre Q. Notemos que, neste capitulo, trataremos
de campos que admitem singularidades no aberto z # 0. Vejamos que isto é verdade.

Seja (o, yo) tal que p(zo,yo) = 0, isto é,
Yo = —b/xy.
Se Q = Q(x,—b/x) e R= R(z,—b/x), temos que
2" lg(z, —b/z) = 2"O(@) + 5" R(x) = ()

é um polindmio em z, e portanto possui zeros. Como zy # 0, entdo x{ * # 0, e daf
q(zo, —b/zo) = 0 na equagao acima.

Assim, o que poderemos mostrar é a auséncia de solucoes algébricas de d em
Clz, y], nao sua d-simplicidade, pois esta requer a inexistencia de singularidades em
z = 1. Mas, como veremos, a construgao de um tal campo sem solucao pode ser re-
lativamente trabalhosa, apesar da densidade do conjunto de folheac¢oes sem solugao
em Fol(d), de acordo com o teorema de Jouanolou. Ainda estamos interessados na
utilizagao do Teorema de Carnicer, e para tanto precisaremos analisar as singulari-
dades finitas e em L.,. Garantindo que estas singularidades satisfazem as condigoes

do Teorema de Carnicer, sera possivel limitar o grau das solugoes, se estas existirem.
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5.1 Estudo de singularidades

5.1.1 Singularidades em z =0

Mostraremos, nesta subsecao, o seguinte fato:

Proposicao 5.1. A folheacdo induzida pela forma w = qdx — pdy dual do campo
d = pg: +ag;, ondep=p(z,y) =2y +b,b#0, e g = q(z,y) = 2Q(z,y) + q(z,y),
com @ irredutivel sobre QQ e homogéneo de graun—1, gy um polinomio homogéneo de
graun—1, satisfazendo qo(0,1) # 0 e n > 5, possui apenas singularidades reduzidas

em z = 0.

i — ; _ 0 0 .

Considere a forma w = gdr — pdy associada ao campo d = pg- + T3, descrito

no enunciado acima. Notemos que, nesta subsecao, estamos estudando um caso
restrito, R = qp.

Homogeneizamos w em z:
Q= (2Q + 2qo) (zdx — xd2) — 2" %(2y + b2?)(2dy — ydz).

Aqui, denotamos por ¢ o polinomio ¢ homogeneizado, isto é, ¢ = Q) + zqg. Arru-

mando os termos na expressao acima,
Q = 2qdr — 2" oy + b2*)dy + (yz" 2 (zy + bz?) — 2q)dz.

Assim, as singularidades nos pontos tais que z = 0 sao dadas por:

r=00uql,eo=2Q =0= x=00u@ =0.

Analises nos abertos U, e U,

(a) Desomogeneizando a forma relativamente a z (z := 1).

we = —2" Ny + b2%)dy + (2" y(y + bz*) — §)dz,

com §|y=1= G, sendo w, a forma dual de
0 0
dy = — (2" 2y(y + b2?) — §) = — 2" 1 (y + b2*)=—.
(2" "yly )= Q) o (y )5,
A singularidade de interesse neste caso em z = 0 é dada por ¢ = 0, isto é,

Q = Q‘x:lz 0.

A matriz Jacobiana em um ponto para o qual z =0 é
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2@ 2@
J = Jy 0z

Em z = 0, %‘z) = %—3. Temos que Q = %—2 = 0 néao pode ocorrer, pois Q é

irredutivel. Logo, as singularidades em x = 1, z = 0, Vn > 3, n € N sao todas

reduzidas.

(b) Agora desomogeneizamos {2 com relacao a y (y := 1). Usaremos a notagao:
4= qly=1= 2Q + 2¢o, onde Q = Q(x,1) e go = qo(x, 1).

wy = z4dr + (2" 2(z + b2?) — 2q)dz,
cujo campo correspondente é

0 0
d, = —(z”’Q(JE + bzz) — a:cj)£ + zcj&.

A matriz Jacobiana deste campo nos pontos tais que z = 0 é:
0@ | » ,.0)
J— [ T T4 T ]

e Caso 1: Q(zg,1) =0 onde (z¢ : 1:0) é singularidade do campo.

Nao precisamos analisar este caso, pois supomos xy # 0 aqui, e isto ja foi con-

templado no item (a) (desomogeneizacao com relagao a x).

e Caso 2: z = 0. Aqui o jacobiano é nulo e precisaremos efetuar blow-up na
singularidade (0: 1 :0).

(a) z:=2zt e z:= z;

@y = 2G(2t, 2)(zdt + td2) + (2" 2(2t + b2?) — 2t(2t, 2))d>
= 2%4(2t, 2)dt + 2" 7?2t + b2?)d>.

Como ¢ = zQ(x,1) + zqo(x, 1) (go é homogéneo de grau n — 1), temos

G(zt, z) = z(tQ(zt, 1) + qo(2t, 1)).
Logo a 1-forma w, nao-saturada ¢ dada por

23G(zt, 2)dt + 2"t + bz)dz.
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3

Obtemos, depois de dividir a forma por 2°, e usando a mesma notagao sem prejuizo

na compreensao do texto,
@y = (tQ(2t,1) + qo(2t, 1))dt + 2" (t + b2)dz,

de modo que temos singularidade nos pontos (o : 1 : 0) tais que toQ(0,1)4+¢o(0,1) =

0. Para observar o que ocorre no jacobiano, calculemos algumas derivadas. De-

OF
5., € sabendo que

OF _ 0F du _ ,OF
ot~ ox ot = “ oz’
Aplicando isto abaixo, ao calcularmos a derivada de ¢ com relacao a t:

notando a derivada parcial de F(z,y) com relacdo a z por

r =u(z,t) = zt é funcdo de z e t, temos, pela regra da cadeia, que

o) A _ oQ dqo
a(t@(zt, 1)+ qo(zt, 1)) = Q(2t,1) + 2t 5 (zt,1) + 2 e (2t,1),
e assim 5
a(t@(zt, 1) + qo(2t,1))].=0= Q(0, 1).
Analogamente, derivando ¢ com relagao a z e tomando z = 0:
0 . QaQ 3610
5, (1Q(t, 1) + ao(2t, 1)) [.m0= t75-2(0, 1) + 52(0, 1).

Na singularidade temos t,Q(0,1) 4+ ¢o(0, 1) = 0, e portanto

ja que Q(0,1) # 0 (Q é irredutivel sobre Q, e portanto nao é divisivel por z). O
jacobiano em z = 0 do campo d = —2""4(t + b2)9/0t + (tQ(2t, 1) + qo(2t,1))0/Dz é

0 0
= [ ~Q(0,1) 222(0,1) + 122 (0, 1) ]

Para obtermos a singularidade reduzida, o termo th—f(o, 1) —|—t%(0, 1) ndo pode
ser nulo em 3. Observemos que, como ty = —% # 0, pois por hipdtese ¢o(0, 1) #
0, temos que a condi¢ao para o nao anulamento de ambos os autovalores do jacobiano

acima é

Iq 0
(@52 - a2 )0 o

Tomemos o seguinte exemplo:

Go=(z"""+y"
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Temos Gy = Go(2t, 1) = (2t)"' + 1 e assim ¢o(0,1) = 1. Além disso,

% = (n—1)2" 2,
x
o que nos da
Py
a%)(zz, 1)]2—0= 0.
Assim,
diy . 0Q QL

Mas isto nao ocorre, por exemplo, se Q(z,y) = z" ! + xy" 2 + y" 1 j& que ai
%—3(0, 1) = 1. Logo, a singularidade (0,0) x [ty : 1] é reduzida.
(b) x :=x e z := xt;

A forma fica como abaixo, a principio:
wtq(z, 1, vt)dr + ((t)"2(z + ba*t?) — xq(x, 1, 2t)) (xdt + tdr) =

()" (1 + bat?)dz + 2 ((xt)" (1 + bat?) — q(x, 1, 2t))dt.

Mas, sabendo que
q(z,1,2t) = 2Q(x, 1) + atqo(z, 1),

a 1-forma apds a explosao é, de fato, igual a
()" (1 + bat?)dx + 2> (2" 31" 2(1 + bat?) — (Q(z, 1) + tgo(z, 1)))dt
Saturando a forma (dividindo-a por x3), temos
@, = "M + bat?)dx + (2" 32 (1 + bat?) — Q(w, 1) — tgo(w, 1))dt.

Observemos que a explosao (blow-up) aqui é realizado em = = z = 0, projetando
(x,y) X [u: t], com u # 0, em (x,z) = (0,0), de modo que z = xt. Assim, resta
que a tunica singularidade possivel ocorre se x =t = 0. Mas na forma acima, isto sé
seria possivel se Q(0,1) = 0. Isto é falso. Logo, nao ha qualquer nova singularidade
a ser analisada nesta carta do blow-up.

Provamos assim que a folheagao induzida pela forma w = gdx — pdy dual do
campo d = p% + qa% possui apenas singularidades reduzidas em z = 0, se p =
p(z,y) =xy+beq=q(r,y) = 2Q(x,y) + q(z,y), com Q irredutivel sobre Q e
homogéneo de grau n — 1, gy um polinomio homogéneo de grau n — 1, satisfazendo

qo(O,l)#Oen>5.
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5.1.2 Singularidades em z =1

Vamos mostrar que as singularidades do campo d = (zy + b)a% +(xQ+ c)a%, onde
b# 0, bceQ, Q irredutivel de grau n — 1, sao reduzidas. Observamos que este
campo nao ¢ o mesmo estudado na subsecao anterior, 5.1.1]

A matriz Jacobiana do campo é dada por

J = 4 .
Q+2Q, zQ,

Notacao: por brevidade, usaremos ), = %—g e Qy = %—(‘j.

Consideremos as fungoes trago e determinante da matriz J:

tr(J) =y + z@Q,

det(‘]) = nyy - :L’Q - xQQz’ - myQy - ZL“Q - x((n - l)Q - yQy)
= 22yQ, — nxQ,

onde na segunda igualdade usamos a relacao de Euler.
Vamos considerar uma singularidade qualquer p = (xg,yy) do campo. Vamos
usar a notacao Qo = Q(xo,yo) e Jo para a matriz J calculada no ponto p. Assim,

teremos zoyo + b = 0, logo yo = —b/xg, e também x¢Qy = —c. Portanto,
det(Jo) = —2bQy (o, yo) + nc.

Se A1 e Ay sao os autovalores de J, entao

Vamos mostrar que este quociente nao pode ser racional. Assim, nao ha como
A1/ g ser racional, e poderemos dizer que a singularidade é reduzida, e portanto nao
dicritica. Logo, enunciamos o seguinte:

Suponhamos que o quociente acima seja um numero racional. Assim, existem «

e f#0 € Z tais que (:11;({(]{)]))2 = % Dai,

0= ptr*(J) — adet(J) = B(yo + 0@y(z0, Y0))* — a(=2bQ, (0, yo) + nc)

= By + 2x0y0Qy (0, Yo) + ngz(%, Yo)) + 2abQ, (70, yo) — anc

Rearrumando a equagao acima e lembrando que xgyg = —b:
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0 = B(yg — 2bQy (0, y0) + 3Q5 (20, y0))) + 2abQ, (20, yo) — anc =
= (By; — anc) + 2b(a — B)Qy + Br3@Q,

Agora substituimos yo = —b/xy acima e obtemos

0 = (B(=b/x0)? — anc) + 2b(a — B)Qy (0, —b/x0) + ﬁx%@i(mo, —b/x) (5.1)
Como deg(Q,) = n — 2, temos que

U(z) = 2" 2Qy(x, —b/x) € Q[z].

Portanto, multiplicando a equacéo (5.1)) por 22™~3), obtemos:

b2 n— n— n—4,_n— n—
0= —xfxg( 3)—(omc):c§( 3)+21)(a—ﬁ)x0 4:60 2Qy(x0, —b/xo)+L(x} 2Qy(:co, —b/xo))2
0

= 12822 — ancal™ + 2b(a — B)al W (xg) + B (o)

que é um polinémio (aqui, em x := xy) sempre que n > 4. Ou seja, podemos afirmar
que a abscissa de uma singularidade que tem quociente de autovalores racional deve

anular o polinomio

0(x) = b*B2*"™ — anca® ™ 4 2b(a — B)2" 1T (2) + BT ()

para alguma escolha de «, 5 € Z.

Sabe-se que as raizes de um polinomio irredutivel sobre Q sofrem agao transitiva
de seu grupo de Galois. Isto é, se p(z) = a,z™ + - - - + a1z + ag € Q] é irredutivel
sobre Q e 0 € Gal(p,Q), entdo o(a;) = a; e, para toda raiz o de p, existe o €
Gal(p, Q) tal que @ = o(zg). Para mais detalhes, ver [22], pag. 173. Assim, as
singularidades do campo, da forma (z¢, —b/x¢), sdo permutadas pela agao do grupo
de Galois de

O(z) = 2" *(2Q(z, —b/z) + ¢)

se ®(x) é irredutivel sobre Q. Se isto ocorrer, temos que os valores de « e 3 serdo
os mesmos para todas as singularidades. Isto implica que ®(z) deve dividir 6(x).
Vamos mostrar como escolher coeficientes para ¢ de forma que isto nao ocorra em

geral.
Definicao 5.2. Seja x(z) = ap—12" + ¢ € Qx].
Vamos escolher o grau n = ¢, onde ¢ ¢ um nimero primo.
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Lema 5.3. E possivel escolher dois primos p e p, onde p > 2¢*>—q, e tais que p Z af
(mod p) para todo o € Z.

Demonstracao. O primo q estd fixado. O Teorema de Dirichlet para progressoes
aritméticas afirma que, se a e b sdo inteiros positivos tais que mdc(a,b) = 1, entdo
a progressao aritmética ar = a + b.k contém infinitos nimeros primos (para mais
detalhes, ver [17]). Escolhemos entao p = 1+ kq primo desta sequéncia, para algum
k € N, onde k > 3(qg — 1). Observemos que para obter 1 +kq = p > 2¢*> — q =

q+ 2(q — 1)q, precisamos ter k > W

, € para isto basta tomar k& > 3(q — 1).
Além disso, todo m € 7Z pode ser escrito de forma unica como produto de poténcias
inteiras positivas de nimeros primos, isto é, m = pi* ---p/*, onde n; € Z, i =1---t

Se fosse verdade que, para todo primo p distinto de p, existisse a € Z tal que
p = a? (mod p), entdo, teriamos o seguinte: tomando m # 0 (mod p), existiriam
B, -, B € Z tais que

— p4n1 | Qqne ny

= P = B B = (B B = 67 (mod p),
onde = p{*--- 5" € Z. Assim,
mP =g =p3"1=1 (mod p),

pelo Teorema de Fermat. Logo, todo elemento de Z; teria ordem k < p—1, o que é
falso. Logo existe p satisfazendo nosso requisito com relagao ao primo p escolhido de
acordo com o Teorema de Dirichlet, com ¢ fixado no inicio. Desta forma, podemos

afirmar que o par de primos distintos requisitados p e p existe. O

Utilizaremos o préximo Teorema mais adiante.

Teorema 5.4. Sejam k um corpo e m > 2 um niumero inteiro. Considere ¢ € k,c #

0. Se para todo primo q tal que q divida m tivermos ¢ ¢ k9, entdo ™ —c € irredutivel
em k(x].

Demonstragao. Ver [13], pagina 297. ]

Lema 5.5. Se n = q, os coeficientes de (), b e ¢ podem ser escolhidos de forma que

O(z) seja irredutivel sobre Q e x(x) = a,_12™ + ¢ seja irredutivel sobre Z,,.

Demonstragao. Precisamos entender como é ®(x). Para isto, vejamos que

n—1
Q(z,y) = apaky .
k=0
Dai,
n—1
Qy(z,y) =) ap(n—1—k)aky >
k=0
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Assim,

§ ak b)n 1-k kxn 1.l’k n+1—|—CfE —2

ap(=b)" Rk cpn? (5.2)

Podemos escolher os coeficientes b, ¢ e a; da seguinte forma: escolhemos niimeros

primos p # p como no Lema|5.3] e os coeficientes ay, b, ¢ como abaixo:

e n = ¢ (ja escolhido e fixado)

e a, 1 =1ea,=ppl Yk =0,..,n—2, com mde(p,ly) = mde(p,ly) = 1;
® c=p;
e b=gq,

® ag=ppe

ap—1 Z 0 mod(p) e a,—1 # 0 mod(p).

Assim, pelo critério de Eisenstein, ® é irredutivel sobre Q, pois o primo p divide
todos os coeficientes de ® exceto a,_; e p*> nao divide ao(—b)"_l. Temos também
que x ¢ irredutivel sobre Z,, pelo Lema e pelo Teorema [5.4]

m

Proposicao 5.6. Se a fracao % ¢ reduzida, entdao ® nao divide 6, com o0s coeficientes

escolhidos de acordo com o Lema[5. 3.

Demonstracao. Temos
n—1
\I’(:L‘) = :L:”—2 (n —1 = k)akxk(—b/x)”_Q_k _ Z (n —1— k?)ak(—b)n_Q_kl'Zk.
k=0

Mas no segundo somatoério, se k = n — 1 teremos o fator correspondente igual a 0.

Portanto,
n—2
U(z) = (n —1—k)ag(—b)" ">z
k=0
Seja
n—1
n(t) =Y ap(=b)" ek
k=0

Entao, da equagao (5.2,



n—2
(=b)T(z) =Y (n—1—k)ay(—b)" ' Fa?
k=0
n—2 n—2
=(n-1) ak(_b)n—l—kak _ Z kak(_b)n—1—kx2k
k=0 k=0
n—2
= (n — D(n(?) — ap_12*™™Y) (Z kap(—b)" 12 2) 52
k=1
Como .
T]l(t) _ Zkak( b)n l—ktk—17
k=0
entao

(=0)¥(2) = (n = ) (n(a?) = an12®™Y) =7/ (a?)2?

Reduzindo esta equagao médulo ®(x) = n(z?) 4+ cx™ 2, obtemos

(=0)¥(z) = (n — 1)(—c2" % = ap_y 2" V) =9/ (zH)2?  (mod D),

ja que ®(x) = 0 implica que n(z?) = —cz" 2.

Temos
O(z) = ap_122" Y + 2" ? = 2" Ha,_12" 4+ ¢)  (mod p)

n—1)

i'(2%) = (n — 1)%71562( (mod p).

Logo,
(=0)¥(z) = (n — 1)(—cz" % = 412" Y) — (n = a2V (mod p, @),

ou ainda
(=b)¥(x) = —(n —1)(c+2a,_12™)2"? (mod p, D).

Lembremos que x(z) = a,_12" + ¢ é irredutivel médulo p. Além disso, observe-

n—2

mos que & = x -z (mod p). Temos, entao, que

—bW(z) = —(n— D" *(c—2c) = c(n—1)2"">  (mod p, x)

Dai, o polinomio 0(z) = b232*"Y — anca? ™3 + 2b(a — B)a" W (z) + V% (2) 6,

de fato, congruente médulo p e x a

V2622 — ancae® ™ — 2(a — B)z"H(n — Dea" 2 + B(n — 1)%(¢/b)?x>2,
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(pois b = ¢, e portanto mdc(b, p) = 1) ou ainda a
22D (2B — neaz® — 2(a — B)e(n — 1)z + B(n — 1)2(c/b)%zh).

Como y é irredutivel médulo p, o ideal (x,p) é primo. Logo § = 0 (mod p, x)
se, e somente se

IQ(H*"L) =0=—x2=0 (IIlOd b, X)J

o que é impossivel, ou
b2 B — ncar® — 2b(a — B)e(n — 1)a? + B(n — 1)*(¢/b)*x* =0 (mod p, x).

Lembremos que ®(z) = 0 (mod p, x). Além disso, o termo B(n — 1)2c2z* de 0
na ultima equivaléncia acima tem grau 4, e y possui grau n. Assim, sen >4, 0 %0

(mod p, x) a menos que # =0 (mod p). Mas assim teriamos
b3 = —nca — 2b(a — B)e(n — 1) = B(n — 1)*(¢/b)* =0  (mod p).

Mas b # 0 (mod p) pois b = q # 0 (mod p), j4d que p > g e p é primo. Logo =0

(mod p). Portanto, da sequéncia de congruéncias acima, temos
a(nc+2bc(n —1)) =0 (mod p).

Se
c(n+2b(n—1)) =0 (mod p),

entdo ¢ = 0 (mod p) ou n+ 2b(n — 1) = g+ 2¢(qg — 1) = 0 (mod p). O primeiro
caso € impossivel pois ¢ = p, que é primo distinto de p. O segundo nao ocorre pois
sabemos do lema que p > q+ 2q(qg — 1) = 2¢*> — q. Portanto a = 0 (mod p).
Mas nao podemos ter « = =0 (mod p), pois mdc(a, f) = 1.

]

5.2 Inexisténcia de solugoes

O objetivo desta segdo é mostrar que o campo d = (zy + b)a% + (zQ + c)a%, 0
mesmo da se¢ao anterior, nao possui solugoes algébricas em C[z,y| de grau menor
ou igual a n + 1, sendo n o grau da folheagao induzida por d. Suponhamos que
f=fe+feo1+...+ fo, com k < n+1, seja uma solugao algébrica de d. A limitagao
do grau é permitida pelo teorema de Carnicer. Na préxima secao, utilizaremos as
duas secoes anteriores (sobre as singularidades em z = 0 e z = 1) e o argumento

da prova do teorema de Jouanolou, além da demonstracao feita nesta secao, para

56



provar que d da forma (zy + b)a% +(2Q+Qpn1+--+ Q1+ Qo)a% genericamente
nao possui qualquer solucao algébrica.

Assim, suponhamos que

(5 + D5+ (Q+ Quer ++ Q)T = .1,

onde deg(g) < n — 1. Vamos comegar a realizar os cdlculos sem supor que
Qn_1, -, sao nulos, pois acreditamos que a argumentacao utilizada até o mo-
mento em que for necessaria a imposicao da restricao pode ser ttil também na
construcao de outros exemplos.

Em primeiro lugar, observemos que pelo mesmo argumento usado na prova do

Lema temos f ¢ Q[z]. Portanto, g—gj # 0. Além disso, temos o
Lema 5.7. O grau k de f, é maior do que 1.

Demonstragao. Se k =1, entao f(x,y) = e;x + eay + eg e assim d(f) = g.f teria os

termos de grau mais alto satisfazendo a equacao abaixo:
rQey = gn_1(e17 + ezy),
e como @ é irredutivel, temos g, 1 = a@), a constante. Cancelando (), temos
zes = alerx + eqy),

e assim z divide ejxz + eyy. Portanto e; = 0. Concluimos entdao que f € Q[x].
Absurdo. L

Teorema 5.8. O campo d = (zy + b)a% + (2Q + c)a%, com Q irredutivel sobre Q de
graun—1, eb#0, c#0 en > 5 primos distintos, nao possui solugao algébrica de
grau k < n+ 1.

Demonstra¢ao. Tomemos, a principio, d = (xy + b)a% +(@2Q+Qpno1+ -+ QO)@%'
Os termos de grau mais alto, n + k — 1, satisfazem:
Ofr

-TQa—y = gn-1/k- (5.3)

Seja fr = pi'py?---pyt a decomposicao de fp em seus fatores irredutiveis p;.

Assim,

O fr n Di n ~T2
a_yzznz 7,218 pll' pll ‘pt
i=1
t ap;
=pi Y a;pl piepr



Na equagao acima, p;"* denota o fato de p;" nao ocorrer no respectivo termo do
somatorio.
Assim, substituindo isto na equagao (5.3) e cancelando os termos comuns, temos

t
api R
Q) E niaypl---pi-'-pt=gn_1p1---pi---pt (5.4)
=1

Na equacao , nenhum dos fatores p; divide o somatério no lado esquerdo.
Desta forma, cada fator p; divide (). Como (@) é irredutivel, temos p; = x ou
p1 = @, sem perda de generalidade. Portanto f, = x"Q", com u,v > 0,e u+v > 1.
Além disso, ) divide o membro direito da equacao . Assim obtemos dois casos
a analisar.

Caso 1: @ divide ¢g,_1 = ¢g,_1 =tQ, com t € Q.

Caso 2: @ divide fi, = fr = Q.p, e deg(p) < 2.

I. Vamos comecar estudando o caso 1.

Da equacao obtemos

x% =tf, = fr = 2'\,
0y

onde [ > 0 e mdc(z, \) = 1.
Logo,
A
JElJrla

— =ta'A
0y o

donde x divide A, absurdo. Portanto, ¢t = 0. Assim f, = cz2* e g,—1 = 0.

Analisando os termos de grau n + k — 2, levando em conta que n > 5:

0 O fr_
Qn—1j + Q) Je-1 = Gn—2k + Gn—1fr—1
dy dy
afkfl k

= fL’Q ay = gn—2T

= Qaglzl = gn—ka_l-

Como Q é irredutivel, entao Q divide g,,_» ou divide *~!. Por um lado, deg(Q) =

n—1>n—2=deg(g, ). Logo Q divide 27!, absurdo ja que Q ¢é irredutivel de

grau n — 1 > 1 (estamos considerando n > 5). Portanto, g, = 0 e aJ;Ly*l =0=

fro1 = cpqah L

Agora analisemos os termos de grau n + k — 3:

Ofr_
Qn—l% + Qn—2
Y

O [
dy

Ofp_
+ 2@ 222 = Gn-3fk
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6fk 2 k

= gn—3T

= Q)

Como no caso anterior, isto implica que g, 3 =0 e fr o = Cho®® 2, com cp_o

constante.

Notemos que my tem grau k£ 4+ 1. Por outro lado, j — 1 +n = k + 1 se
j=k—(n—-2). E a partlr deste valor de j que a derivada parcial com relagao a x
passara a fazer parte da anélise.

Verificaremos por indugao que f; = c;z? e gj_1 = 0Vj > k — (n — 3). Seja
j =k—1,onde 0 <i<n—1. Suponhamos que f; = ¢;2" € gn—(k—s+1) = 0 para todo

t > j + 1. Vamos mostrar que f; = ¢;al e Gn—(i+1) = 0. Analisemos os termos de

graun + j — L:
af; 0fjn 0 fr
iEQa—y] + ana;y +- 4 Q2n7k+ja_y = Gn—1fj + Gn—2fit1 + -+ Gon—itrj—1) fr-

Notemos que 2n—k+j =n—(k—n—7j). Assim, 2n—k+j—1=n—(k—n—j+1).

Usando a hipdtese de indugao, temos a equacgao

J k
ZEQa—y = g2n—k+j—1fk = 9on—k+j—-1CkT .

Entao
%—Zj = gn—(i+1)0k$k_1

Como @ ¢ irredutivel sobre Q, temos, pela ultima equagao, que () divide o
segundo membro, que ¢ o produto gs,—i+j—1 € uma potencia de x. Isso somente ¢
possivel se o segundo membro for 0, ou seja, %—’Z =0 e gan—k+j—1 = 0. Portanto estd
provada a inducao.

Tomemos j = k — (n — 2). Analisemos os termos de grau k + 1.

afk f

8 +2Q—F5— = [i1
O fr—(n—
= 2y afk TQ——F— Tty =g
dy
afk afl~cf(n72) k—1
=Y o7 +@Q ay 1
O fr—(n_
- ykmk’l 1 Q Ji (n—2) :xkqgl
dy
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O fi—(n— _
= Q% = 2" (g1 — ky)

Q) nao pode dividir z*~!

Ckf(nfz).fﬂk_ (n—2) )

nem ¢g; — ky, portanto g1 = ky e fi_(n-2 =

Consideremos, agora, os termos de grau k:

O fr_ O fi—(n—
fiﬁyM + $QM = gofr + 91fe—1
ox dy
O fh_(n—
= aycp_1(k — 1) 2 + CUQ% = gox" + kycp_12 ",
que fica
O fr—n
yep—1(k — Da" " + xQ% = gox" + kycp_12" L. (5.5)

Vé-se na equacao (5.5) que x divide 2871 (kycp_1 — (k — Vycp_1) = 2" Lycp_1.
Assim, temos k > 2 ou ¢;_; = 0. Pelo Lema [5.7], temos k& > 2. Assim, cancelemos

x na equagao ({5.5)):

af/ﬂ—(n—l)

_ k=2
By " (xgo + ck_1Y).

Q

Novamente () nao divide zF2

nem o termo linear do membro direito. Logo
Jr—(n—1) = Ck—(n—l)xk_(n_l) e xgo + kycy—1 =0 = 19 = —Ccr_1Y.

Mas y nao divide o membro esquerdo da ultima equagao. Portanto, go = 0 e
Crp—1 = 0.

Passando aos termos de grau k — 1:

afk_g afk: 8fk—n

b—— = _

T + D7 + 20 oy 91fk—2
k-3 k—1 O fr=n _ k—2
= xy(k — 2)ep_ox”° + bk + an— = kycp_ox" "7,

Y
que é
O fr—n
xQ ];ky = 2" 2 (cp_oky — (k — 2)ycp_o — bkx) = 2" 72(2ycyp_o — bkx). (5.6)

Observe que usamos o Lema para garantir que k > 1. Na equagao (5.6)), =
divide o membro direito apenas se k > 3 ou se 2ycy_o — bkx = 0. Suponhamos que

k > 3 e cancelemos x em ([5.6)):
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afk’—n

9y = 2" 3(2ycp_o — bkz).

Q

@ ndo divide 273 nem o termo linear. Assim,
20,9y = bkx = ¢_9 =0

= b=0o0uk =0, e ambas as possibilidades sdo um absurdo. Assim concluimos
que o caso 1 nao pode ser realizado.

I1. Estudando o caso 2.

Supondo que @ divida fg, temos fr, = p.Q, onde deg(p) < 2. Além disso,
obtemos com isso que k > n — 1.

Substituindo f; na equacgao :

dp Q.
MX®Q+p%)—nQ%4
dp Q.
= flf(a—yQ + Pa—y) = P-9n-1 (5.7)
Rearrumando a equacao (5.7)):
2029 _ _.02°
Q) B dp
= plx o gn-1) = =% 2y (5.8)

Q@ ¢ irredutivel de grau n — 1 > 4, e assim p nao pode dividir (), mas seus
fatores irredutiveis devem dividir o membro direito. Desta forma, temos trés casos,
variando-se o grau de p.

(a) p tem grau 2. Entdo, pela equacao (5.8) acima, como p nao pode dividir
@ (que é irredutivel), tendo que dividir o membro direito, tem-se p = owcg—z, onde
aeC.

Assim, p = axvy, onde v = ax + by € Clz,y|]. Mas, assim, teremos g—z = abx, e
dai

Ip

0
p=oary = abx :>ay

=0=p,
contradicao, pois dai teriamos f; = 0.
(b) Suponhamos entao p com grau 1 (logo, k = n).
Aqui consideraremos @,,—1 = --- = Q1 = 0, isto é, d = (zy + b)a% + (zQ + C>a%

com b # 0.
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Dai, pela equacao (5.8)), temos
p=av

para a constante nao-nula (que vamos supor, sem perda de generalidade, igual a 1).

Em particular, isto implica que p € Q[z]. Assim, g—z = 0, e pela mesma equacao

(6-8) temos g,—1 = x . Temos portanto f, = f, = Q.
Analisemos os termos de graun+k —2=2n—2:

Ofp1 0Q
z =r— fo1 + Tgp— 5.9
Q@ By By Jn—1 In—2Q (5.9)
Cancelamos = na equacao acima vemos que (), sendo irredutivel, divide fn_l%—g,

e sendo @) de grau n — 1, maior do que o grau de %, entao divide f,_;. Portanto,
existe uma constante J # 0 tal que f,,_; = Q. Substituindo isto em ({5.9)), obtemos
que g, » = 0.

Vamos entao analisar os termos de grau 2n — 3:

afn—Z
dy

O termo com g, o foi omitido, ja que ele é nulo. Da equagao acima, vemos que

Q)

0
= gnflfan + gn73fn = ma_gfnZ + gnfoQ (510)

Q divide f,,_5. Como () possui grau n — 1, entao f,_o = 0. Concluimos pela mesma

equacao que g,_3 = 0. Observemos que ocorrera indutivamente, até o iltimo passo
dfn .

antes de aparecer xy =5 (termos de grau n + 1), o seguinte:

oQ

g
/ =’Ua—yfj + gj—172Q,

0
Q5" _gn_lfj+0+0+---+0+gj_1fn=

donde @) divide fj de grau menor do que n — 1, e assim f; =0 e g;—1 = 0.

Assim, vamos direto aos termos de grau n + 1:

afZ 8fn
(9.7:

ja que f; =0 = g;_; para todo 3 < j < n — 2. Substituindo os termos conhecidos,

Q = gn—1f2+glfna (511)

Qﬁ +ay(Q+ xg—g) _ :c—f2 + 12Q (5.12)

Cancelamos = na equacao acima e vemos que () divide

99 _ 99 acg) aQ

®_ 7% 1O — X il
V52 - Geh=v(n-D@-v52) - 5

62



onde usamos a relacao de Euler

0 0
Vemos, assim, que ) divide
83/ (f2 + Y )7

donde fy = —y?. Substituindo esta conclusao na equacao |5.12, sem z, obtemos

0 0
- 2Q+(Q+252) =452 + 00 (51

Dai, y divide g;, e portanto g; = vy, onde v é uma constante. Vamos resumir o

que obtivemos até aqui:

* fn=12Q

® fn1=p5Q

® fno=-=f3=0
o fo=—y’

d gn—1:$%_§

® gno=-=g2=0
®* g1 =7Y

Agora vejamos os termos de grau n:

0 O fn_
L LR L S A S (5.14)
dy ox

Substituindo os termos conhecidos, obtemos

0 0 0
an—];l + xy(ﬁa—cj) = xa—cjfl + vyBQ + goxQ (5.15)
Da equagao ((5.15)) e da férmula de Euler, temos que () divide
0Q 0Q oQ oQ
2 2 1O — =2 ) - 2
zybo - — 2 o fi By<(n )Q —y ay) "oy fi,
donde @) divide %—Cj(ﬁgf + xf1). Dai concluimos que fy*> = —zf;. Como x nao

divide o membro direito desta iltima equagao, entao g = 0, e dai f; = 0, e como

fno1 = BQ, temos também que f,_; = 0. Substituimos estas conclusoes na equacao

(5.15)), obtemos que
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gorQ = 0= go = 0.

Analisamos agora os termos de grau n — 1:

Ofn | O0fn _
Substituindo o que ja conhecemos:
0Q QY _ . 0Q
cx By +b(Q+I0x) = fox By (5.17)

Da equagao (5.17)), vemos que @ divide

0 0 0
cxa—g + b(nQ — ya—f) — foxa—g.

aa—zg(cx — by — fox).

(c— fo)x = by.

Impossivel, pois isto implica que b = 0, mas b # 0.

Logo, @ divide

Assim, temos que

(c) p é constante. Logo, fr = p.Q) tem grau k = n — 1. Vamos supor, sem perda
de generalidade, p = 1. Assim, f; = Q.
Aqui também consideremos ¢(z,y) = Q) + ¢, com ¢ # 0 constante. A equagao

dos termos de grau mais alto, 2n — 2, fica

0
IQ(?_? = gn_1Q (5.18)

o que implica ¢,_1 = x%.

Avaliando os termos de grau 2n — 3:

afn—2
dy

Como @ ¢é irredutivel de grau n — 1 > 4, pela equacao acima vemos que () divide

Q)

0

2 frn_2, j& que nao pode dividir %, que possui grau n — 2. Mas sendo @ irredutivel,
entao divide f,_o, de grau n — 2. Logo f,_2 = 0 e assim temos também g,, o = 0.
Vejamos que, de um processo indutivo, conclui-se que f, . = 0 = ¢g,,_x, com

k < n — 2. Basta observar que a equacao de graun + j — 1, para j > 2, é

0 _ 99

i+ gn-afjr1+ -+ gjfa.
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Por inducao, os termos entre o primeiro e o tltimo da soma no membro direito da
equacao sao nulos. Portanto, como f,—1 = @, entao ) divide f;, que possui grau
menor do que n — 1.

Observando a estrutura das equagoes envolvidas em cada analise de termos ho-
mogeéneos, vemos que a derivacao em x s6 pode entrar em questao se k =n — 1, isto

¢, na analise dos termos de grau n:

Ofpn_ 0
'(]; L4 Q fl = g1fn-1+ -1 (5.20)
Esta equacao é, de fato,
8 0 0
G+ 1QS = 0@ +a gl (521)

Utilizando a relagao de Euler na equagao acima,

9Q

y((n—1)Q — Yoy )+ Qaf1

oQ
—-— 5.22
GQ +x ay 1 ( )
Portanto, Q divide 22 (x fi +y?). Isto é, divide z f; + %, termo de grau 2, que é
menor do que n — 1. Logo, xfi = —y?, o que implica z dividindo y?. Absurdo.

Logo, d nao possui solugao algébrica de grau menor ou igual a n + 1.

5.2.1 Aplicacao do argumento de Jouanolou neste caso

Teorema 5.9. Um campo genérico da forma
d=(x —i—b)g—k(xQ—f—Q + +Q)ﬁ
= \Ty o n—1 0 dy’

com @ irredutivel sobre Q e homogéneo de graun—1, n > 5, b # 0, nao tem solu¢ao

algébrica em Clz,y].

Demonstracao. Seja A, o conjunto das 1-formas projetivas associadas a familia de

derivagoes

0 0
d= (CmyﬂLb)%ﬂL(IQJran+'--+Q0)a—y,

onde () é homogéneo de grau n — 1, n > 5. Consideremos U o subconjunto de
A, das 1-formas projetivas 6 induzidas por derivagdes como acima, que tenham
singularidades reduzidas em z = 1, como estudado na subsegao [5.1.2] Vimos, nesta
secao, que para que as singularidades sejam nao-reduzidas em z = 1, é necessario

que seja satisfeita a equagao abaixo:

(tr(J))?

det() ¢ (5:23)
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onde g € QF,

tr(J):aijx@—iraQ”_l —|—~--+%

dy Oy dy
¢ o traco da matriz Jacobiana do campo, e
_ 0Q  0Qn—y OQ1 0Q  0Qn_1 OQ1
det(J) = ay(z By + dy +oF By ) aw(Q—i—xax + e +- 4 5 )

é o determinante desta matriz. O conjunto das formas induzidas por derivacoes que
satisfazem a equacao acima para cada ¢ é um fechado na topologia de Zariski.
Portanto, U, que é o conjunto das formas que nao satisfazem tais equacoes, para
todo nimero ¢ € QF, é o complementar de uma uniao enumerdvel de conjuntos
fechados. Dizendo de outra maneira, U é uma intersecao enumeravel de abertos do
tipo Zariski. Portanto, se U # (), podemos concluir, pelo Teorema de Baire, que
é um conjunto denso. Mostramos na subse¢ao [5.1.2] que U # 0, pois exibimos um
exemplo de campo que induz uma folheacao cujas singularidades nos pontos tais
que z = 1 sao reduzidas, da forma d = (zy + b)% + (2@ + Qn,l)a%, com b # 0,
Qn_1 # 0, e Q irredutivel sobre Q.

Agora vejamos o que acontece em geral com as singularidades das folheagoes

induzidas pelas 1-formas em A, tais que z = 0. A forma projetiva é dada por
Q= —z(xQ +2Qn 1+ + Z”Qo)dx + z(z”_Qxy + bz”)dy

—i—(x2Q 4 22Qp 1+ F Qo2 — xytL T — bz"y) dz,

cujas singularidades em z =0sa0 [0:1:0] e p=[1:yo : 0] tais que Q(p) = 0. Na
singularidade p, ou melhor, em [1 : yy : 0], 0 mesmo calculo realizado na subsecao
5.1.1| mostra (pois mesmo o caso geral sé depende dos termos =@ e @,,_1) que temos
uma singularidade reduzida, se %(1, yo) # 0. Isto determina um aberto W; do tipo
Zariski, nao vazio pelas condicoes para a construcao de exemplos que impusemos
em (@ irredutivel sobre Q).

Vejamos o que ocorre na singularidade [0 : 1 : 0]. A forma  fica, em y = 1,

como abaixo:
wy = —2(2Q + 2Qu1 + 22 Quz + -+ + 2" Qo) da+

(332(2 4+ 22Qn 1 + -+ 2Qp2" — w22 — bz")dz,

onde usamos a notacao ¢ = ¢(z, 1) em todas as fungdes polinomiais na forma w,. A

matriz Jacobiana do campo associado a esta forma em z =0 é
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2‘7:@ + xQQm x@n—l
0 x@

Assim, vemos na matriz acima que se x = 0, temos a matriz nula, e por isso é

J=

necessario efetuar blow-up.

Realizando o blow-up x := zt e z := z, e saturando a 1-forma, temos
B =—(tQ+ Qno1 + 2Qno+ -+ 2" Qo)dt + (02" — tz")dz,

onde f = f(zt, 1) para cada caso acima. A singularidade em z = 0 aqui é dada pelos
pontos tais que
tQ + Qn1 = 0.

A matriz jacobiana do campo correspondente em z = 0 é

0
—Q(0,1) 292(0,1) +52(0,1)

que é exatamente a matriz calculada na subsecao [5.1.1, A condicao para que nao

haja necessidade de nova explosao (blow-up) é que

oQ 4o
2_ —_—
t 8a:<0’1)+t83: (0,1) #0,
isto é,
oQ 4o
to (to—ax (0,1) + B (0,1)) #0.

Esta condicao determina a intersecao de dois abertos do tipo Zariski, o aberto W5.
Este aberto é nao-vazio, pois exibimos um exemplo em [5.1.1]

Realizando agora a explosao = := x e z := xt, temos a forma

@y = 2"+ brt?)dr + (27321 + bat?) — Q(w, 1) — tgo(w, 1))dt.

Como o blow-up é feito em [0 : 1 : 0], sé hd singularidade na forma acima de
Q(0,1) = 0. Ou seja, nao ha qualquer singularidade nova a ser analisada se Q(0, 1) #
0, o que determina um aberto do tipo Zariski W3 (cujos pontos sao k-uplas cujas
coordenadas sdo os coeficientes de Q(x,y)). Este aberto é também nao-vazio pois
obtemos exemplos em [5.1.1

Portanto, o aberto W = W, N W,y N W3 # () é constituido de 1-formas associadas
a folheagoes com singularidades reduzidas em z = 0.

Agora, retomemos os argumentos apresentados na secao para este caso,

andlogos ao de Jouanolou para o espago de todas as folheagoes. Seja P(A,,) a
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projetivizacao do espago vetorial das 1-formas de Pfaff de grau m > 2 associadas a
campos vetoriais da forma (azy+b, xQ+Qn_1+- - -+ Qo). Seja Z,,, o conjunto de tais
equagoes de Pfaff sem solugao. Sejam também W, 1 o espago vetorial das 2-formas
com coeficientes polinomiais homogéneos de grau m — 1, S* = SL(C?) o espago veto-
rial complexo dos polindmios homogéneos de grau t, e Y; C A,, x W,,_1 x St definido
por

}Q:{(w,a,f);w/\df:@f,(w,a)%(0,0),f#()}.

Da mesma forma que na segao , define-se uma subvariedade projetiva Y; de
Pc (Amx Wm_l) x Pc (S(f;(C?))) da seguinte forma: se (A, ) € C*xC* e (w, a, f) € Y],
temos que (Aw, A, iuf) € Y; por causa da relacdo wAdf = af, donde pode-se definir
Y; como o quociente Y;/C* x C*. Toda a sequéncia de argumentos utilizados naquela

secao pode apenas ser reproduzida aqui, o que nao faremos. Temos, portanto, que

é o conjunto de todas as equacoes de Pfaff induzidas por 1-formas de A,,, com solucao
algébrica de grau menor ou igual a m + 1, e o argumento de Jouanolou mostra que

esta uniao é um fechado (pois aqui é a unido finita). Assim, a conclusao é que

Zm =V =Pc(An)— |J m(%)

t=1,--- ,;m+1

¢ um aberto da topologia de Zariski. Mas poderiamos ter V' = (), o que nao ocorre
porque exibimos um elemento de V' na segao [5.2, mostrando que a forma associada
ao campo (zy + b, x@Q + ¢) nao possui solu¢ao de grau menor ou igual a n+ 1, se zQ)
tem grau n.

Assim temos que U N W NV é um conjunto denso e nao vazio. Concluindo: se

0 pertence a esta interse¢ao, entao:
1. 6 nao tem singularidades dicriticas porque pertence a U N W;
2. 6 nao tem solucao algébrica de grau menor ou igual a n+ 1 pois pertence a V.

Combinando (1) com o teorema de Carnicer, podemos afirmar que # nao tem solugao
algébrica de grau maior que n+1. Portanto, por (2), 8 ndo pode ter nenhuma solugao
algébrica. Em outras palavras, uma folheacao genérica de A, nao pode ter qualquer

solugao algébrica em Clz, y]. ]
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Capitulo 6
Conclusoes

Estudamos neste texto, inicialmente, derivagoes da forma d = pa% + qa% onde p =
xy+b, b # 0, e qédegrau 3 e sem miltiplos constantes de 23 ou %2, com o apoio da
ferramenta computacional Singular e do Teorema de Carnicer. Um préximo passo
pode ser estudar derivagoes onde p tenha grau 2 e forma mais geral. O caso p com
grau 3 ainda é computacionalmente dificil de ser avaliado, e deve ser mantido em
foco o objetivo, talvez distante, de classificar derivagoes de grau 3 em que ambos os
coeficientes polinomiais tenham este grau.

Além disso, analisamos um dos campos onde g possui miltiplo constante 13
em seu componente homogéneo de grau 3, obtendo singularidade nao-reduzida, e
apesar de nao podermos utilizar o teorema de Carnicer, mostramos a simplicidade

3 continuam em

da derivacao d. Os outros exemplos, incluindo os que contém x
aberto. Vimos que estratégias para casos dicriticos devem ser adaptadas a cada
um, dadas as suas particularidades. A abordagem deste caso mostrou um nivel de
dificuldade superior a dificuldade dos casos com singularidades reduzidas, o que é de
se esperar quando ha singularidades dicriticas envolvidas no problema. Uma questao
imediata que se levanta, aparentemente muito dificil ainda de abordar, é:

Quais sao as condicoes minimas sobre os coeficientes de q de grau 3 exibidos
na lista produzida pelo programa de computacao algébrica que possuem maultiplos
constantes de x® e/ou y> de modo que d seja simples, sem termos que apelar para
exemplos concretos?

Passamos a seguir ao estudo de um campo da forma d = pa% + qa%, onde p é
tomado como acima e ¢ = 2Q + Q,—1 + - -+ + Qp, com Q irredutivel em Q[z,y| de
grau n — 1, n > 5, e mostramos que, apesar da existéncia de singularidades (o que
nos impediu de afirmar a simplicidade da derivagao), tal campo é genericamente sem
solucao algébrica. Para isto, contamos com argumentos encontrados no trabalho de
Jouanolou acerca das equacgoes de Pfaff, [20]. O estudo especifico em que o grau de ¢
¢ igual a 4 ou 5, também mostrou-se mais trabalhoso do que parecia inicialmente por

dificuldades para controlar-se o nimero de explosoes necessarias nas resolucoes de
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singularidades em z = 0, e para exibir exemplos de derivagoes sem solucao algébrica.
Assim, deixamos este estudo como mais um problema a ser resolvido. Um possivel
caminho é tentar construir exemplos diferentes de derivagoes com estes graus que
tenham singularidades reduzidas, e exemplos distintos dos exibidos neste trabalho
que nao tenham solugao algébrica de grau no maximo 6, usando o argumento da
genericidade, de Jouanolou.

Ressaltamos a importancia do programa de computacao algébrica Singular e
dos resultados da teoria das folheacoes holomorfas para este trabalho, sem os quais

teria sido impossivel sua realizagao.
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