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CAPITULO 1
INTRODUCAO

Neste capitulo, descrevemos e motivamos o objetivo da tese. Inicialmente é
feita uma breve descri¢do da historia do método de pontos interiores. Em seguida
descrevemos brevemente o método de planos de corte e também falamos sobre o
problema de viabilidade convexa. Finalmente damos a conhecer o conteudo ¢ a

contribuigdo da tese.

1.1 METODO DE PONTOS INTERIORES (MPI)

A pesquisa sobre 0 método de pontos interiores para programagio convexa
surge ao redor dos anos 70. A primeira onda comegou em 1979 com a publicagéo
de Khachian sobre o método de elipsdides [25]. Interessante por ser o primeiro
método polinomial para programagdo linear (PL), bem como e pelas muitas
conseqiiéncias tedricas, entretanto muito lento na pratica. Khachian usou algumas
técnicas de programacdo ndo linear (P.N.L) desenvolvido por Shor [35] e
desenvolvido por Yudin-Nemirovsky [44]. Ao contrario do método Simplex o
método de elipsdides nfo usa a estrutura combinatorial de PL.

Uma segunda onda de interesse foi iniciada em 1984, com a publicagdo do
algoritmo polinomial de Karmakar [26], para PL. Karmakar conseguiu resolver
problemas de grande escala para PL, com uma maior rapidez do que o método
simplex. Atualmente torna-se claro que o trabalho de Karmakar tem dado abertura
a um novo campo de pesquisa, o campo dos métodos de pontos interiores.
Inspirados na publicagdo de Karmakar muitos outros métodos polinomiais foram
propostos, alguns contendo novas idéias, outros contendo somente poucas
modificagdes.

O algoritmo de Karmakar requer de O((m'’n*+m’n)L) operagdes
aritméticas, onde “m” € o nimero de hiperplanos definindo o sistema linear, “n” a

dimensdo do espago € “L” o comprimento da entrada. Apos a publicacdo de



Karmakar, o método original projetivo de redugéio de potencial de Karmakar, foi
estudado € modificado por muitos pesquisadores que simplificaram a analise,
melhoraram o tempo total de complexidade, diminiuiram as suposi¢oedes iniciais,
etc.

Outros autores tem estendido idéias de pontos interiores para programagdo
ndo linear. Também, o método de pontos interiores conduz ao renascimento de
alguns métodos antigos como por exemplo:

- O método da fungfo barreira logaritmica de Frisch [14];

- O método de centros de Huard (Center method)[24]; e

- O método afim escala de Dikin [9].

Ap6s a publicagdo de Karmakar, os pesquisadores tornaram-se interessados
no classico método barreira logaritmica e no método dos centros. Ambos métodos
sdo chamados de métodos seguindo trajetoria, pois eles seguem a trajetoria central
do problema.

Gonzaga [16] foi o primeiro a mostrar a polinomialidade de ordem O(n3L)
para uma versdo especial do método barreira logaritmica para PL. Se bem que ele
mostrou que a complexidade total € O(n3L), na pratica o método € muito lento.

O numero de artigos sobre MPI ¢ enorme (aproximadamente de 2,000) que
podem ser classificadas categorizar nas seguintes quatro categorias (em ordem
cronolégicos):

- Métodos seguindo trajetoria

- Métodos afim escala

- Métodos projetivo de redugio potencial

- Métodos afim de redugéo potencial
As diferencas entre estas categorias é algumas vezes vago. Todos estes

métodos contam com algumas nog¢des e conceitos comuns. Também, diferenciam-

se pelo fato de ser em algoritmos primais, duais, ou primais-duais.

1.2 METODOS DE PLANOS DE CORTE
A idéia de planos de corte parece ser a idéia basica mais natural da maioria

dos métodos modernos de otimizagio n#o diferenciavel. Dado um problema por

exemplo:



(1.1)

Minimizar f(x)

{x e S Rl
onde f ¢ uma fungdo convexa e S é um conjunto convexo aberto, pode-se escolher
um ponto X' no conjunto S como um corrente ponto teste, calcular um subgradiente
g da fungdo f no ponto x’, e entdio, diminuir a regido viavel do problema inicial
fazendo:

S=Sn{xeR™g (xx)=20)

Assim, cada estratégia de encontrar o proximo ponto teste no corrente
conjunto viavel do problema (1.1) define um método de minimiza¢do n&o
diferenciavel. Um dos primeiros métodos deste tipo, “o método de centro de
gravidade”, foi desenvolvido por A. Levin [30] ¢ D. Newman [32]. Estes autores
propuseram o uso do centro de gravidade do corrente conjunto vidvel como um
ponto teste. Naturalmente esta estratégia pode ter somente um valor teérico, pois o
problema de encontrar o centro de gravidade € extremamente dificultoso mesmo
para regides simples.

O proximo método de plano de corte, “O método de elipsoides”
desenvolvido por D.Yudin-A.Nemirovky [44] e por Shor [37] tornaram-se uma
sensa¢do na programag¢do matemadtica. Era provado que o método de elipsoides tem
um raio de convergéncia linear, bem como este raio depende somente do numero
de variaveis. Até o momento a lista de métodos de planos de corte inclui também
os seguintes métodos:

- O método de elipsoides inscritos de Tarasov-Khachian-Erlich [41];
- O método de centros volumétricos de Vaidya {42];
- O método de centros analiticos de G. Sonnevend [38].

Estreitamente relacionado ao esquema dos planos de corte, tem-se os
chamados métodos de feixe, que foram desenvolvidos por C. Lemarechal [31].

O primeiro, e ainda provavelmente o mais popular, algoritmo de planos de
corte para programagio, convexa era derivadas por Kelly [28]. Desde entdo, vérios
métodos de plano de corte e variantes foram desenvolvidos. Uma das vantagens

destes métodos de plano de corte, € que os subproblemas a serem resolvidos sdo



problemas de programagdo linear (PL), e estes PL problemas diferenciam-se
ligeiramente do prévio subproblema. Portanto, as eficientes técnicas para PL sdo
aplicaveis. Além disso, nenhuma busca linear € necessaria, ¢ perto da linearidade
das fung¢des ndo lineares ¢ bem preservada.

Os inconvenientes sdo que o tamanho dos PL subproblemas cresce (pode-
se por habil estratégia eliminar restri¢des). Convexidade ¢ uma exigéncia essencial
para se conseguir hiperplanos suportes validos. Para conseguir uma boa solugéo, a
geragdo de um grande numero de planos de corte pode ser necessario. Um dos mais
sérios inconvenientes ¢ que nenhum ponto viavel ¢ gerado pelos subproblemas.
Apenas os pontos de acumulagdo da seqiiéncia gerada de otimal solugdes das
relaxagOes sdo vidveis e otimal para o problema de programagdo convexa.

Os assim chamados “Central Cutting Plane Methods” de Elzinga-Moore
[11] e Goffin-Vial [20] sfo consideradas completamente eficientes, ver por
exemplo Goffin-Haurie-Vial [19] e Bahn-Goffin-Merle [2]. Eles calculam um certo
“centro” da relaxa¢do PL. Se o centro € viavel, eles adicionam um corte objetivo,
se o centro ¢ inviavel, entdo um novo hiperplano separador ¢ gerado. Portanto estes
métodos geram pontos viaveis durante o algoritmo.

Os algoritmos de planos de corte centro analitico usam como “centro” o
chamado “centro analitico” da relaxa¢do PL. O centro analitico ¢ calculado por
uma variante do algoritmo de Karmakar. A diferen¢a das aproximagdes classicas,
estes algoritmos tendem a transmitir estimavel informagfo aos subproblemas das
quais ¢ um centro.

1.3 O PROBLEMA DE VIABILIDADE CONVEXA (PVC)

Dado um conjunto D < %", D convexo, com interior nfo vazio, o problema
de viabilidade convexa consiste em encontrar um ponto em D.

O problema de viabilidade convexa ¢ um problema bastante geral de
programagdo convexa, pois um problema de programag¢do convexa pode ser
considerado como um problema (PVC), como veremos no Capitulo 6.

A maioria dos algoritmos de viabilidade convexa envolvem um oraculo

para D, que aceita como entrada um ponto y € R" e produz uma saida



dependendo sobre se ; e D. Se ; € D o algoritmo para, sendo o oraculo retorna
um hiperplano separador (corte)
H={xeR":a'x<a' y}oD.

Assumindo que D esteja contido numa regido inicial limitada P, gera-se em
cada iteragdo do algoritmo uma nova regido P := P » H tal que o novo P contém D.
Um novo ponto teste ; ¢ encontrado na nova regido P , e assim o algoritmo
prosegue. Naturalmente a confianga ¢ que as regides P convirjam ao conjunto
viavel D. Se P ¢ um politopo, entdo o ponto teste -)—' € que geralmente o “centro
analitico” do politopo P . Os métodos mais populares para o problema de
viabilidade convexa sdo os métodos de planos de corte-centro analitico, que na
pratica tém demonstrado desempenho superior aos outros métodos, como €
demonstrado em [2],[3], [19],[21],[39]. A idéia de usar o centro analitico como
ponto teste foi iniciada por SONNEVEND [29]. A razéo de usar o centro analitico
no método de planos de corte é evidente, pois € facil de calcular e atualizar, e tem
desempenhado um rol importante em muitos algoritmos de pontos interiores para

PL e PNL.

1.4 ALCANCE DA TESE

A questdo mais importante desta tese é estudar o problema de viabilidade
convexa (PVC). Sendo que nosso principal proposito, é conseguir eliminar cortes
redundantes surgidos nos algoritmos de viabilidade convexa. Em nossa pesquisa
consegue-se criar um algoritmo para o (PVC) que identifica algumas restri¢oes
redundantes dos politopos gerados durante o algoritmo. O critério € baseado no
método de elipsdides. Em cada iteragdo construimos um elipsoide E(B’,b%) de
volume menor que o volume do elipsodide E(B,b) considerado na iteragdo anterior,
tal que E(B’,b%) contenha ao corrente politopo:

P={xe®R":a x<b,i=1,.. m}
entdo, a restri¢do aTi x < b; é considerado redundante na defini¢do do politopo P, se
o hiperplano aTi x < b;; ndo corta ao elipséide E(B',b') ou simplemente € tangente

ao elipsoide.



Usando o fato que o volume dos elipsdides construidos € descrescente,
mostramos a complexidade polinomialidade de nosso algoritmo de viabilidade
convexa com eliminagdo de cortes redundantes, que apresentamos no capitulo 5 da
tese.

No capitulo 2, damos um resumo da teoria de poliedros, para dar uma base
tedrica ao nosso critério de identificagdo de restri¢des redundantes num politopo.

No capitulo 3, apresentamos e comentamos amplamente sobre o problema
de viabilidade convexa (PVC), e damos um resumo historico dos algoritmos
existentes em torno deste problema. Também neste mesmo capitulo estudamos
algumas propriedades uteis da fungdo barreira logaritmica o que servirdo para
definir medidas de proximidade ao centro analitico.

No capitulo 4, comentamos sobre os algoritmos de planos de corte centro
analitico, que usam eliminagdo de cortes. Entre eles comentamos com maior
detalhe o algoritmo de Atkinson-Vaidya[l] que usa elimina¢do de cortes para
provar a polinomialidade do algoritmo. Também neste mesmo capitulo,
apresentamos o algoritmo do método de elipsdides, que serviu de base para
construir nosso critério de eliminagdo de cortes redundantes.

No capitulo 5, apresentamos a nossa contribuigdo ao problema de
viabilidade Convexa, criando um algoritmo para o (PVC) com um critério de
eliminacdo de cortes redundantes, na qual usamos como pontos testes os centros
analiticos dos politopos gerados e os centros dos elipsoides construidos durante o
algoritmo.

No capitulo 6, apresentamos uma outra contribuigdo ao problema de
programagdo convexa restrita (P.C.R), criando um algoritmo de plano corte-centro
analitico, com cortes profundos para encontrar uma g-solugdo aproximada para o
problema (P.C.R), baseado fundamentalmente no algoritmo de Goffin-Luo-Ye [21]
, € no algoritmo de Kiwiel [27]. Também, damos uma estimativa da complexidade
do algoritmo. Apresentamos também um algoritmo para programagdo convexa
irrestrita, onde os pontos teste sdo gerados por um oraculo de viabilidade, e cuja
complexidade total depende do algoritmo para o problema de viabilidade convexa

usada para gerar os pontos testes.



CAPITULO 2
REDUNDANCIA EM UM POLITOPO

2.1 INTRODUCAO

Neste capitulo, apresentamos primeiro algumas defini¢es e resultados
sobre a teoria de poliedros, para estabelecer condi¢des que determinam quando
uma restri¢do é redundante na defini¢do de um politopo.

Informalmente entendemos por uma restrigdo redundante, uma restri¢do que
quando é eliminada do sistema ndo muda a regifo vidvel. Em vez do termo
‘redundante’, alguns autores usam outros termos: ‘trivial’, ‘supérfluo’,
‘irrelevante’, ‘ndo essencial’ etc. Da natureza de redundéancia, fica claro que
restrigBes redundantes podem ser omitidas do problema.

Restri¢bes redundantes aparecem com freqiiéncia em problemas praticos,
quando se trata de dar uma formulagdo matemética do modelo. Os modeladores
podem querer evitar a possibilidade de ter muitas restri¢des, e ter o estritamente
necessario no modelo; pois o modelo com muitas restrigdes as vezes torna o
modelo grande e complicado.

Na solugdo de um problema de programagdo matematica, algumas técnicas
requerem restrigdes” extras as quais podem causar redundincia. Estas técnicas
abrangem todos os métodos de planos de corte para programagdo linear
(descomposi¢do de Dantzig-Wolfe e forma dual de Dantzig and Wolfe (1960)),
inteira (Gomoryy [1958]), inteira mista (Benders[1962]) e programagfo ndo linear
convexa (Kelly [1963]) e todos os métodos ‘branch and bound’. (ver Garfinkel and
Nembhauser [1972]). Em programagdo paramétrica ( Gal {1979]) as restrigOes
redundantes podem se tornar em néo redundantes e vice-versa ( Gal [1975]).

S3o muitos os efeitos desvantajosos causados pela inclusdo de restrigdes
redundantes num sistema linear de restricGes. Uma das desvantagens € que
restri¢des redundantes requerem armazenar espago, o qual pode ser critica se o

problema cresce em tamanho.



Identificar e remover restricdes redundantes, pode causar algumas
simplificagdes, como por exemplo reduzir o esfor¢o computacional da resolugio do
problema. Do o ponto de vista tedrico a presenca de restri¢des redundantes pode
ser favoravel mante-las.

Dado um sistema de desigualdades lineares, o reconhecimento de restri¢bes
redundantes no sistema € uma tarefa drdua. Existem algoritmos exatos que servem
para determinar quando uma restri¢do € redundante ou ndo redundante, e desde o
ponto de vista tedrico estd resolvido, mas na pratica ndo é possivel reconhecer
todas as restri¢des redundantes de um sistema linear qualquer. Existem métodos
praticos que reconhecem pelo menos algumas das restricdes redundantes do
sistema.

No capitulo 5 apresentamos um critério que criamos para reconhecer
algumas restrigdes redundantes na definicdo de um politopo gerado dentro de um
algoritmo de planos de corte; na qual usamos elipséides contendo o politopo.

Em seguida tratamos sobre a teoria de poliedros. As defini¢ds e as

demonstra¢des estdo contidas em [15].

2.2 POLIEDROS

Notacdo: para x = (X, ..., X,) € y = (¥, ..., ¥,) em R", x <y se, e somente se,
X;<y; paracadal <i<n
Conceitos basicos

Um subconjunto P < R" é chamado um poliedro. Se P = {x € R" : Ax < b}

mxn

para alguma matriz A € R™ " " e algum vetor b € R" .Se P é um poliedro limitado

(ou seja existem £, u e R" tal que £ < x < u para cada x € P), entdo P é chamado um

politopo.
Sea e R", v # Oeo e R, entdo:
O poliedro {x € R": a'x < 0.}, € chamado um semi-espago.

O conjunto de pontos H = {x € R" : a'x = o}, é chamado um

hiperplano em R".



O hiperplano H divide o espago em dois semi-espagos

{x e R":a'x < a}(fechado) e {x e R":-a'x<-o}(aberto)
Na defini¢do de um poliedro P = {x € R" : Ax < b}, cada uma das

. T . .
linhas o; da matriz A conjuntamente com a correspondente componente b; do

vetor b define um semiespago {x € R": &', x <b;}. Entdo, a defini¢iio de poliedro

pode ser reformulado, como: Um poliedro € a intersecdo de um ntimero finito de
semi-espacos E trivial mostrar que um poliedro ¢ um conjunto convexo, isto &, se P
¢ um poliedro entdo, para x', x* e P, tem-se que

Ax' + (1-1) x’eP para qualquer 0 <A < 1.

Dimensdo de um poliedro:

Defini¢do 2.1 Um numero finito de vetores (pontos) x', x5, .., x° de R" € dito

afim-independentes se a Unica solucdo de

é o; =0 parai=1, ..., k.
Definicdo 2.2 Um conjunto S, S < R" é de dimensdo m, que denotamos por
dim(S) = m, se o maior numero de vetores afim-independentes em S € m +1. Se
dim(S) = n entfo ¢ dito que S ¢ de dimensdo plena.

Seja P o poliedro P = {x € R": Ax < b} onde A eR"*", b € R", um
ponto x €P ¢ chamado um ponto interior de P se Ax <'b. E mostrado que P é um

poliedro de dimensgo plena se, e somente se, P tem um ponto interior.

Faces de um poliedro:

Dado um poliedro P = {x € R" : O!/Ti Xx <b,1=1, .., m} a questio que

. . , . . . . T ~ ;.
discutiremos € identificar quais das desigualdades @ ; x < b; sdo necessérias na

descricdo de P e quais podem ser eliminadas. Para isso precisamos de algumas
defini¢des que damos a seguir.



Seja S < R, e N", a eR . Uma inequagdo O TX < a é valida em
relacioa S,se Sc {x € R": X < a}. Um hiperplano H= {x € R": 'x= o}
¢ um hiperplano suporte de S, se o 'x < o ¢ valida em relacioaS e SN H#¢.

Portanto, um hiperplano H = {x € ®R" : @ Tx = o}, é um hiperplano

suporte de S, se, e somente se, o problema

.. T
{mammlze O x (2.1)

x €8S

g = T =
tem uma solugdo 6tima x €S com &y x=a.

Seja P < R" um poliedro. Um conjunto F ¢ P ¢ uma face de P, se existe

uma inequagdo @ "X < o vilida em relagioa P tal que
F=Pn{xe SR":a/Tx=oc},

e neste caso dizemos que (0l,01) € uma representagio da face F. Dizemos que F ¢é
uma face propria de P se F=P, e que F € uma face ndo trivial, se¢p #F = P.

T T ~ ~ 1
Se & x <« € valida em relagdo a P, entdo dizemos que:

T P . . .
F=Pn {xeR": % X=d}, ¢ uma face induzida ou definida por ax <a.

Quando F é uma face ndo vazia de um poliedro P dizemos que a face F
suporta P. Logo pela caracterizagfo de hiperplanos suportes dada em (2.1) a face F

do poliedro P com representagéo ((U,&) suporta P se, e somente se,

max { o'x:x P } =a. (ver Fig. 2.1)
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NS
Figura 2.1

Mais ainda, F é uma face de um poliedro P se, e somente se existe U € R" tal que

T . .
F = argmax { @& x: x € P}. Portanto, um primeiro passo para descartar

desigualdades ‘supérfulas’ na definigdo de um politopo
P={xeR":Ax<b}={x¢€ fRn:a/TiXSbi,i= 1,...,m}
¢ descartar desigualdades (I/Ti X < b, tal que o hiperplano
H={x¢€ iR":ajTix=bi}
nio seja um hiperplano suporte do politopo P ouse ja quando:

={xeR": (llT~ X = b-}ﬂP =¢ (F; face vazia)  (ver Fig. 2.2)

/\

Figura 2.2

H,, H, ndo sio suportes
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Algumas faces de um poliedro receberfio nomes especiais, dependendo de
sua dimensdo. Lembremos que a dimensio de um conjunto F < R" ¢ igual a
dim(F) = d se o maior nimero de vetores afim-independentes em F é d+1. E
mostrado que se F é uma face propria de um poliedro P, entdo

dim(F) < dim(P)-1

Faces de dimensio zero sdo chamadas vértices de um poliedro.

Facetas:

As faces proprias maximais de um poliedro sdo chamadas facetas. Isto é,
uma face F ndo trivial de um poliedro P € uma faceta de P, se F ndo esta contida
em nenhuma face prépria de P.

E mostrado que, uma face F n#o trivial de um poliedro P ¢ uma faceta de P se,

somente se dim(F) = dim(P) -1.

2.3 REPRESENTACAO DE UM POLIEDRO:

Um poliedro P ¢ R" foi definido como uma interse¢do de um nimero
finito de semi-espagos. Uma representagdo (ou uma descri¢do) de um poliedro
P & um sistema de desigualdades Ax <bonde A € R"*" b € R" tal que P
= {x € R": Ax < b}. Neste caso denotamos P = P(A,b).

E comum fazer-se confusio entre um poliedro ¢ uma determinada
representagao dela. Isto € inofensivo se os conceitos estdo claros .

Dada uma determinada descrigdo de um poliedro P = P(A,b) através de um
sistema Ax < b de inequagdes e uma face F deste poliedro, é interesante determinar
um conjunto de inequagdes deste sistema que definem F.

Definimos os seguintes conjuntos:
ind(A) , o conjunto dos indices das linhas da matriz A. Se F ¢ P ig.(F) = {1 €
ind(A): a/Ti X = b;; para todo x € F}, onde (LTi ¢ a i-essima linha da matriz A , ig(F)

€ o conjunto igualdade de F.

E certo que se P — R" é um poliedro e ig(P) = ¢, entfio P tem dimensdo plena isto
¢ dim(P) =n. Para [l c ind(A), seja f(I) = {x € P: A; x =Db;} onde A, ¢ a submatriz
de A com indices das linhas em I e b; o subvetor de b com indices das componentes
em I . Veremos no proximo teorema que f,(I) constiui uma face de P, chamada a
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face induzida por I. Se I = {i} c ind(A), F = {x € P: O Ti X =Db; } é uma face

. . . ~ T , .
induzida pela inequagdo U ;x <b; . O proximo teorema caracteriza as faces de um

poliedro.

Teorema 2.1

Sejam P = P(A,b) um poliedro e F # ¢ um subconjunto de P. As seguintes
afirmagdes sdo equivalentes:

(a) F € uma face de P

(b) existe I < ind(A) tal que F = f,(I)

(c) F =1, (igF)).

Este teorema nos dd uma forma de obter faces de um poliedro P = P(A,b).
Para isto, basta escolhermos algumas inequagdes do sistema Ax < b e exigirmos
igualdade nessas inequagdes. Esta caracterizagdo nos da um limitante superior para
o numero de faces de um poliedro, pois pelo teorema 2.1 o nimero méaximo de
faces ndo vazias ¢ dado pelo numero de subconjuntos de ind(A), assim o poliedro P
=P(A,b)com A € R" " e b e R" tem no méaximo (2™ + 1) faces.

Por simplicidade, se uma inequagdo induz uma faceta entdo chamamos tal
inequagdo de faceta. A seguir na préoxima subse¢do mostraremos que as facetas

constituem um sistema “minimal” de inequagdes para representar um poliedro.

2.4 DESCRICOES IRREDUNDANTES DE UM POLIEDRO:

Seja Ax < b um sistema de inequagdes. Por simplicidade denotamos o
conjunto ind(A) por M .Sejalc Me D = M-L

O sistema A x < b; é redundante em relagdo a Ax < b se P(A,b) = P(Ap, bp)
onde Ap € uma submatriz de A com indices das linhas em D e bp, € um subvetor de
b com indices das componentes em D. Se o sistema Ax < b contém algum
subsistema
A x < by redundante , entdo dizemos que o sistema Ax < b ¢ redundante; caso

contrario o sistema é dito irredundante.



Observar que a redundincia ou irredunddncia nfo ¢é propriedade de
poliedros, mas sim de sistemas de inequagdes.

Um poliedro pode ter varias descri¢des irredundantes e varias descrigdes
redundantes. Também, ndo ¢ verdade que dado um sistema redundante ao
removermos d4s inequagdes redundantes do sistema se obtenha um sistema
irredundante.

Veremos a continuagdo que um sistema constituido pelas facetas de um

poliedro € uma descri¢éo irredundante do poliedro.

Teorema 2.2
Seja P = P(A,b) um poliedro e Fum conjunto de facetas de P entfo
(a) Se F é uma feceta de P, entdo para cada 1 € ig(F)\ ig(P) (ig(P) < ig(F))

tem-se que

F=f,({i)={xeP:a" x=b;)}
(b)F,, F, e F,F,#F, entdo ig(F,) nig( F,) =1ig(P)
(© | FI<M]- lig®P)
(d) existe | c M tal que I < Mlig(p), |I] =| F| ¢ F € F se e somente se
existe um unico i € [ tal que F =1, ({i}).
Um conjunto I € M com as propriedades descritas em (d) é chamado conjunto dos

indices-faceta. Pela parte (a) do teorema temos que as facetas do politopo P sédo

obtidas impondo-se igualdade em apenas uma inequagdo O Ti x < b; do sistema

Ax <b.

A seguir, caracterizamos descrigdes irredundantes de poliedros

Teorema 2.3

Sejam P=P(A,b) um poliedro, P = ¢, I < M\ ig(p), J < ig (p) € suponhamos
que P={xeR":A;x=b, A x=b}. Esta descri¢do de P ¢ irredundante Se, e
somente se

(a) I é um conjunto de indices faceta de P;
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(b) Ay € uma matriz p xm de posto-linha completo (isto €, as linhas de A,

sdo linaermente independentes).

Corolario 2.1

Seja P =P (A,b) ¢ R" um poliedro de dimens#o plena. Entdo, para todo I ¢
M, A, x < b, ¢ uma descrigdo irredundante de P se, e somente se, [ € o conjunto de
indices-faceta.

Dos resultados expostos acima, vemos que dado um politopo P com a
representagdo dada pelo sistema redundante Ax < b € possivel (pelo menos na
teoria) obter uma descri¢do irredundante de P da forma dada no teorema 2.3. Cabe

notar que para cada faceta de F de P uma das desiguadades representando F ¢

. - . o T :
necessario na descrigéo de P, e que cada inequagdo (U *; X < b; que induz uma face

F de P com
dim(F) < dim(P)-1 ¢ irrelevante na descri¢do de P.

A tarefa de encontrar uma descrigdo irredundante de um politopo € um
problema dificil, pois eliminar inequag¢des redundantes numa dada descri¢do de um
politopo é um problema ainda ndo resolvido com complexidade polinomial.

Existem somente algumas heuristicas para eliminar algumas inequagdes
redundantes. A tarefa principal para eliminar inequagdes redundantes na descrigdo
de um politopo, € primeiro ser capaz de criar um algoritmo que reconheca se uma

inequagdo induz ou no uma face do politopo. Sabemos que dado um politopo
P=PAb)={x e R": G/Tixsbi,iz l,..,m}, comAe R"" beR" para
cadai e M=1ind(A) ={ 1, 2, ..., m} a inequagdo (I/Ti X < b; induz uma face F = {
xeP; (I/Ti x = b; } nfo vazia do politopo P se, e somente se

max {(I/Ti X : X € P} =Db;, mais ainda F = arg max {(I/Tix :x € P}.

T L.
portanto, & ;X < bi ndo induz nenhuma face F # ¢ , F # P se, e somente se
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max { OJTix :x € P} =q; <b, (2.2) (verFig.2.3)

Figura 2.3

Vemos que se o numero de desigualdades na descrigdo do politopo € muito
grande, testar se cada um induz uma face, mediante um problema de programagdo
linear dado por (2.2) vai levar a um nimero grande de problemas de programagéo
linear. Logo, esse teste pode servir somente para politopos com pequeno nimero
de desigualdades na sua descrigdo.

Em conclusdo, dado um politopo

P={xeR":Ax<b}={xeR":a';x<b,i=1,..,m}
podemos caracterizar quando uma restricdo ¢ redundante na defini¢do do politopo

P, usando o seguinte lema.

Lema 2.1

T . © ,
Uma restrigio O 7 X < b j € redundante na defini¢do do politopo P se, e somente
se,

max{ (LTJ-—x:cﬂ/Tibei,i=1,...,m,i¢ j_}<bj—
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2.5 METODO PRATICO PARA IDENTIFICAR ALGUMAS
RESTRICOES REDUNDANTES DE UM POLITOPO

, T . .
Dado um politopo P = {x € R": o, ;x < b;, i =1, ..., m},uma maneira de
conseguir reconhecer algumas restrigdes redundantes do politopo € conseguir

contruir um elipséde que contenha o politopo P, entdo os hiperplanos v Ti x =b;,

que ndo interseptam o elipsdide ou séo tangentes ao elipsdide serdo considerados
redundantes para P.

Seja B uma matriz definida positiva, o conjunto
EB,br)={x e R": (x-b) B(x-b)<r’}

¢ chamado uma elipse de centro b e raior > 0

Lema 2.2 Seja & € R, um vetor fixo. Ento,

maxx € E(B,b,r) G/TX = u/Tb +T 1[C{/TB“I(}J
: T, _ Tb T-!
miny ¢ by & X=A D-1 L BTy

Corolério 2.2 O hiperplano H = {x € R" : (l/Ti X = b;} intersepta o elipsdide

E(B,b,r), se e somente se

Wb -1 JuTB o, <b<a;b+r o B'w,

wib—b; <

isto € se, somente se

o Bl
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Logo, podemos estabelecer o seguinte algoritmo para reconhecer algumas

restri¢des redundantes no politopo P

18



Algoritmo

(0) Entrada:

E = E(B,b,r) elipsoide contendo o politopo
P={xe R":a'ix<b,i=1,..,m}
i=1

(1) teste de redundancia

G/ITb— bi

(L?B_la/i

Se >r

entdo o hiperplano (l/iTX = b, é redundante na definigdo de P

(2) teste de parada

Se 1 =m+1 parar.

(3) Fazer
1:=1+1,

ir ao passo (1).
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CAPITULO 3
O PROBLEMA DE VIABILIDADE CONVEXA

3.1 INTRODUCAO

Dado um conjunto S — R", S convexo, S limitado o problema de
viabilidade convexa consiste em encontrar um ponto x € R" tal que x € 8.

O problema de viabilidade convexa (PVC) é um problema bastante geral de
programagio convexa, pois por exemplo o problema de minimizar uma fungdo
convexa f sobre um conjunto convexo Q < R" , pode-se reduzir ao problema de
encontrar um ponto X no conjunto convexo {xeQ: f(x)-f(x*) < &} para algum ¢ >
0, onde x* € uma solugfo 6tima do problema convexo.

A maioria dos algoritmos existentes para resolver o problema de viabilidade
convexa envolvem um oréaculo para S, que é um programa que aceita como entrada
um determinado ponto z € R" (ponto teste) e produz uma saida que depende da
condigéo de z pertencer ou ndo ao conjunto S. Se z € S o oréculo retorna ‘sim’ e
o algoritmo para, pois neste caso ¢é resolvido o problema de viabilidade. De outro
modo, se z ¢ S o ordculo retorna um ‘ndo’ acompanhado de um hiperplano
separador de 7 e S, isto é, retorna um vetor c tal que S  {xeR™ c'x>c' E}, tal
plano separador existe pois S € um conjunto convexo e z¢S.

Um algoritmo padrio de planos de corte para o problema de viabilidade
convexa ¢ como segue. Supondo que é conhecido que S esteja contido em alguma
regido prédefinida limitada P, e que se S ¢ ndo vazia contenha alguma bola de
predeterminado tamanho, isto € que S ndo tenha interior vazio, em cada iteragdo o
algoritmo gera um ponto teste z € P e chama ao ordculo com z como entrada,
se z ¢ S, o oraculo retorna um vetor c tal que para cada x € S se verifique que c'x
>¢' 7, isto é retorna um hiperplano separador de zcom S que geralmente ¢é usado
para cortar para outro lado uma se¢@o de P que ndo contém pontos de S. Entdo,

escolhendo B adequado tal que B < ¢z a regido P ¢€ atualizada por P':= P n
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{xeR" ¢ x> B}, é evidente que S — P°. Entdo um novo ponto teste ¢ escolhido
dentro do novo bloco P' para comegar uma nova iteragdo, ¢ assim o algoritmo
prossegue, gerando novos blocos que contém S. Naturalmente confia-se que os
blocos ‘convirjam’ ao conjunto S, o raio de convergéncia depende muito sobre o
modo de selecionar os pontos testes que alimentam ao oraculo.

Em viérios algoritmos de planos de corte para o problema geral de
viabilidade convexa é mostrado que quando o algoritmo prossegue o volume dos
blocos P* gerados decrescem suficientemente num determinado raio, ento, se S €
ndo vazia, o algoritmo para com um ponto em S antes que o volume de P fique
abaixo do volume da bola de raio & contida em S ou o algoritmo para no primeiro
momento que o volume de P decai abaixo do volume da bola de raio € contida em
S, mostrando que S ¢é vazia. No transcurso do algoritmo a regido P pode tornar-se
complicada e a escolha do ponto teste pode ser cara; assim se P torna-se muito
complicada é melhor substituir a regido P por uma regido mais simples que
contenha P, esta substitui¢do negocia volume por eficiéncia computacional, € o

algoritmo ainda converge.

3.2 NOTAS HISTORICAS

A seguir apresentaremos uma breve resenha histérica da evolugdo dos
métodos para o Problema de Viabilidade Convexa (PVC).

Um dos primeiros algoritmos muito conhecido e representativo que cai
dentro do esquema padrdo de planos de corte descrito acima ¢ o algoritmo
chamado de método de elipsdides. Neste algoritmo a regido P é um elipsoide E que
contém S, € o ponto teste 7 é o centro do elipsdide. Um plano de corte corta ao
elipsoide E em duas partes, uma delas contém o conjunto S, e entdo ¢ construindo
outro elipsdide E* de volume menor do que E tal que E' contém a parte de E que
contém S, € assim o algoritmo prossegue até encontrar um ponto em S ou declarar
que S € vazia.

Os primeiros trabalhos que contribuiram na gestagdo do método das

elipsoides, foram os trabalhos de Shor[36] e de Nemirovsky [45], Shor descreveu
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um novo algoritmo gradiente projetado com dilatagdo de espago para programagio
convexa ndo diferencidvel e Nemirovsky observou que os algoritmos de Shor
providenciavam uma alternativa ao problema discutido por Levin [30] e que de
alguma maneira dava um esbo¢o ao método de elipsoides. O primeiro
estabelecimento explicito do método de elipsoides, que é conhecido atualmente é
devido a Shor[37] para programagdo linear ndo convexa. Este método tornou-se
bastante conhecido e causou sensa¢do com a publicagdo de Khachiyan[25] quem
adaptou o método de elipséides para provar o tempo polinomial de solugdo de
problemas de programacdo linear (PL). O algoritmo Khachiyan foi o primeiro
algoritmo polinomial para PL. Contrariamente ao método simplex, o método de
elipséides nfo usa a estrutura combinatorial de PL. Se bem que o algoritmo de
khachiyan tem o mérito de ser o primeiro algoritmo polinomial para PL, na pratica
¢ de pouco valor ao menos até o presente tempo, € tém pouco uso, principalmente
devido a sua lenta convergéncia, além de outras desvantagens computacionais. N&o
obstante, acredita-se que o método dos elipsdides tem uma fundamental poténcia
tedrica por suas muitas conseqiiéncias tedricas, pois € uma ferramenta elegante
para provar o tempo polinomial de solugdo de muitos problemas de otimizagdo
geométrica € combinatéria ([17][4]). Existem conexdes entre o método de
elipsdides e os algoritmos quasi-Newton para programagdo ndo linear e com o
algoritmo de Karmarkar para programagao linear[18], [46]. Contrariamente ao seu
comportamento em PL, parece que a versdo central do método de elipsoides ¢é
robusta para problemas de programag¢do nfo linear em relagdo a sua eficiéncia,
compete com outros algoritmos propostos [12],-[10],[13]. Em 1988 Tarasov-
Khachiyan-Erlich [41] usaram um método de planos de corte chamado o método de
Elipsoides Inscritos para resolver um problema geral de PNL, na qual o ponto de
teste € uma aproximag@o ao centro do elipséide de méaximo volume inscrito num
politopo que contém o conjunto de localizagdo (que contém as solugdes de PNL).
Outro método que cabe mencionar para o problema de viabilidade convexa
que pertence ao esquema padrio de planos de corte, é o Método de Centros
Volumétricos de P.M.Vaidya [42] que usa o centro volumétrico de um politopo

como ponto teste, O centro volumétrico de um politopo, € um ponto que minimiza
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o logaritmo do determinante da matriz hessiana da fungfo barreira logaritmica
sobre o politopo. Vaidya estabeleceu resultados de convergéncia e complexidade
polinomial por elimina¢do de planos “ndo influentes”, mostrou que o algoritmo
converge em O(nl) iteracdes. Até antes de Vaidya o método de elipsdides era o
método mais conhecido para o problema de viabilidade que converge dentro de
O(n g L) iteragdes.

Por outro lado, vérios pesquisadores desenvolveram métodos de planos de
corte, usando como ponto teste o centro analitico (ou aproximado) de um politopo,
que vem a ser o ponto que minimiza a fungdo barreira logaritmica sobre o politopo.
A primeira idéia de usar cortes através do centro analitico foi dada por Sonnevend
[38], ele sugeriu fazer desse modo, mais ndo deu um andlise algoritmico.

A razdo de usar o centro analitico no método de planos de corte € evidente,
pois é facil de calcular, e atualizar, e tem desempenhado um rol importante em
muitos algoritmos de pontos interiores para PL e PNL. Alguns resultados
experimentais tém mostrado que eleger o centro analitico como ponto teste € muito
eficiente, as publicagdes de Goffin, Bahn, Merle e Vidal sdo testemunha de tal
eficiéncia [2], [19], [3], todos estes trabalhos reportaram um bom comportamento
de seus algoritmos de planos de corte pelo centro analitico para problema de
programagdo convexa, mais nenhum deles apresentou uma anélise de convergéncia
e complexidade.

Foi, Ye [47] o primeiro que deu um resultado de complexidade para um
algoritmo de plano de corte pelo centro analitico, Ye desenvolvieu um algoritmo de
decomposigdo e redugio de potencial seguindo o esquema de geragdo de colunas
baseado no centro analitico para resolver o problema de viabilidade linear, isto &,
quando o conjunto convexo S € um politopo. Ele mostrou que o algoritmo
necessita somente O(qL) iteragdes para gerar um ponto no politopo S, sendo “q” o
nimero de cortes adicionados ao sistema (sem eliminagdo de cortes) e L € o
tamanho dos dados de entrada. A desvantagem € que embora que q seja geralmente
pequeno para resolver muitos problemas praticos, pode crescer em um nimero

exponencial, dai que a complexidade obtida por YE € pior que a complexidade do
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método de elipsdides para alguns problemas PL com grande ntmero de
desigualdades.

No ano 1992 Atkinson e Vaidya [1] apresentaram um algoritmo de plano
corte-centro analitico para resolver o problema geral de viabilidade convexa. Eles
estabeleceram resultados de convergéncias e complexidade polinomial, usando um
critério de eliminagdo de planos de corte considerados “ndo importantes”. A
diferen¢a do resultado de Ye a complexidade obtida por Atkinson e Vaidya ¢
independente do numero de planos de corte gerados sendo na ordem O(nLZ)
iteragdes. Constituindo assim o primeiro resultado de complexidade polinomial
convincente de um algoritmo de plano de corte centro analitico para o problema de
viabilidade convexa.

Por outro lado Y. Nesterov[33], estudou dois esquemas de métodos de
planos de corte para minimizagdo de uma fungdo convexa, baseados sobre
modificagdes da fungdo barreira logaritmica. O primeiro método € uma variante
conceitual do tradicional método de centros analiticos, e usa uma bola como
localizador inicial de uma solugdo. Enquanto que o segundo método € uma variante
conceptual do método proximal e do método centro analitico. Chamado método
proximal barreira centro analitico. Nesterov d4 para ambos esquemas estimativas
do raio de convergéncia. Considerando uma modificagdo implementavel do
segundo esquema, na qual remove o célculo exato do minimizador de fungédo
barreira e introduzindo uma técnica padréio de atualizar aproximagdes da inversa da
hessiana da fun¢do barreira logaritmica, (técnica bem conhecida que melhora
estimativas de eficiéncia de algoritmos polinomiais de ponto interior em PL e
programagio quadratica). Ele reduz a total complexidade aritmética do método. Em
seus resultados usa fortemente resultados da teoria de fungdes chamadas auto
concordantes (Self-Concordant). Mas Nesterov ndo apresenta uma extensdo de seus
algoritmos para o problema de viabilidade convexa.

Continuando com a pesquisa sobre o problema de viabilidade convexa, no
ano 1994 Goffin, Luo e Ye [21] fizeram uma andlise mais profunda da
convergéncia e complexidade de um algoritmo plano de corte centro analitico para

resolver o problema geral de viabilidade convexa definidos por um ordculo de
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separacdo. Usando-os centros analiticos aproximados dos politopos gerados no
algoritmo, eles mostraram que o algoritmo converge em um tempo finito, sem usar
eliminagdo de cortes e provaram que o algoritmo € um pleno esquema da
aproximag¢do polinomial o que significa que para €>0 fixo (a exatiddo da
terminagdo) o método € polinomial na dimensdo do espago n, exatamente na ordem
de O*(nz/ez) itera¢des onde a notacdo O* significa que os termos de menor ordem
sdo ignorados.

Baseados fundamentalmente no algoritmo Goffin-Luo-Ye[21] apareceram
outras variantes. Assim no mesmo ano 1994, Y.Ye [48] analisou a complexidade
de uma variante do algoritmo de Goffin-Luo-Ye, quando sdo adicionados em cada
iteragdo multiplas cortes pelo mesmo centro analitico exato. Ye mostrou que o
algoritmo ¢ ainda um algoritmo de plena aproximag¢do polinomial com um
limitante de ordem O* (n2 nz/ez) sobre o numero total de itera¢des necessitadas
para encontrar uma g-solugfo viavel, sendo 1 o numero méximo de cortes que pode
ser adicionado em cada iteragdo e n a dimensdo do espago. Por outro lado, usando
aproximados “pesados” centros analiticos Q.Luo [43] mostrou que o método de
cortes multiplas de Ye [48] tem complexidade O* (m nz/ez) melhorando a
complexidade obtida por Ye. Novamente J.L.Goffin [22] melhora os resultados
obtidos em [21] usando o primal-dual dire¢do de atualizagdo, e cortes profundos
pelo centro analitico aproximado. Paralelamente, apareceram as publicagdes de
K.Kiwiel [27] baseado fundamentalmente no algoritmo de Goffin-Luo-Ye [21],
Kiwiel estuda métodos de plano de corte para minimizagdo de uma fungdo convexa
sujeita a reétric;ﬁes de caixa. Em cada iteragdo, cortes subgradiente definem um
politopo que localiza o minimo. A fun¢do objetivo e seus sub-gradientes sdo
avaliados no centro analitico deste politopo para produzir um ou dois tipos de
cortes que melhoram o conjunto localizador. Kiwiel d4 também estimativas de
complexidades de seu método.

Atualmente continuam aparecendo outras variantes do método de plano de
corte centro analitico para problemas de programagdo convexa, € outras para o

problema geral de viabilidade convexa que ainda néo estdo publicadas.
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Baseados em vérias das publicagdes existentes para o (PVC) nosso objetivo
na presente tese ¢ abordar o problema geral de viabilidade convexa, usando
fundamentalmente o método de planos de corte centro e o método de elipsdides
usando a eliminagdo de cortes redundantes com a inteng@o de melhorar a eficiéncia
computacional dos métodos de planos de corte, mantendo a mesma complexidade

polinomial do método, o que apresentamos no capitulo 5.
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3.3 PRELIMINARES |
3.3.1 FUNCAO BARREIRA LOGARITMICA

Seja

Se

AcR™beR" e P={xeR":Ax>b},

C{/iT sdo as linhasde Aeb= (b, ..., b,),

entdo
P={xe®R": @ x>b, i=1,2,..,m}.
Suponhamos que P seja um politopo em R" com interior
intP={xeR": W'x>b, i=1,2, ..., m} ndo vazio.
Entdo definimos a fungfio barreira logaritmica sobre P por
m
F(x)=- Zln((biT X - b;), para cada x € int.P.

i=1
A fungdo barreira logaritmica é estritamente convexa, portanto tem um Unico

minimizador w sobre intP. O ponto w é chamado o centro analitico do politopo P.
E importante saber que o centro analitico € um conceito analitico e ndo um
conceito geométrico. Como conseqiiéncia, o centro analitico depende também
sobre a maneira de descrever o politopo P, dai que quando se elimina restrigoes
redundantes no politopo P, o centro analitico pode variar, mesmo que o politopo P
continue sendo 0 mesmo conjunto.

Para cada x € intP o vetor gradiente VF(x) e matriz Hessiana VzF(x) s@o dadas por

m

] VF(x) = _ZL

= U x—b;

AN
VF(x) = e
( ) ;(Ou?x—bi)z

Se definimos as folgas s; = (1/-IT x-b; > 0, parai=1, ..., m e consideramos o vetor e

=(1 ,...,1)T e R™ (com todas as componentes iguais a 1), entdo pode-se reescrever
VF(x) =-A'S"e
VZF(X) =A"S?A,onde S7 e S? sdo as matrizes diagonais definidas por

S = diag.(1/s)
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S?= diag.(l/siz)

A matriz Hessiana V“F(x) € uma matriz simétrica definida positiva para cada x €
int.P, dai que a fungdo barreira logaritmica F(x) é estrictamente convexa..

3.3.2 ALGORITMO PADRAO DE PLANOS DE CORTE-
CENTRO ANALITICO (APC)

A seguir apresentamos o esquema padrdo da maioria dos algoritmos de
planos de corte que usam o centro analitico (ou aproximados) como ponto teste, em
particular nosso algoritmo (AER) que apresentamos no capitulo 5 cai dentro deste
esquema.

ALGORITMO PADRAOQ (APC)

ENTRADA

s um conjunto convexo em R" € P um politopo em R" tal que S < P

ITERACAQ GENERICA

1. Calcular (aproximadamente) o centro analitico @ do politopo P
2. Chamar ao oraculo de S com ® como entrada:
(a) Se ® € S parar.
(b) Se ® ¢ S, o oraculo retorna um vetor C tal que {x eR" : c'x>c' o}
Os
3. Adicionar o corte ¢ 'x>ponde T o =P
Fazer P:=P n{x: Cx =B}
4. ir para passo 1.

Dentro deste padrdo geral, encaixam a maioria dos algoritmos de planos de
corte existentes. A diferenga entre estes algoritmos radica principalmente nos testes
de parada do algoritmo, e também na maneira de atualizar o centro analitico
aproximado.

As demonstragdes de complexidade para os algoritmos de planos de corte-
centro analitico tem duas componentes : uma orientada a mostrar a complexidade
do método de centros analiticos € uma segunda orientada a mostrar que € possivel
calcular em O (1) passos de Newton um centro analitico aproximado de P! dado
um centro analitico aproximado de P* sendo ambos componentes discutidas
amplamente na maioria dos algoritmos existentes.
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3.3.3 PROPRIEDADES DO ELIPSOIDE HESSIANO

Na continuagfo apresentaremos varios resultados relacionados com a matriz
Hessiana VzF(x) da fun¢do barreira logaritmica e os elipséides definidos pela
matriz VzF(x).As demonstragdes estdo contidas em [1].

Para cada matriz definida positiva A, o conjunto
B(AO) = {x e R": (x-0) A (x-0) < 27}, v>0

é chamado de elipsoide de centro Qs e raio v > 0.

Quando A = VzF(Z), o elipséide E(VzF(Z), z, v) é chamado elipsoide Hessiano.

LEMA 3.1
Para cada z € int.P, tem-se que E(VzF(Z), z,1)cP.

Prova

Sabemos que
E(V’F(2).z1) = {x e R": (x-2)' V’F(2) (x2) <1},

m

a, W
onde V?F(z)= —
@ ;(vaz—bi)z

Sex €E (VzF(x),z,l),

mo T W2
0 que implica que Z%T(x—bZ)))z“S 1.
. Z—b,

i=1 !
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. (@) (x-2))*
Logo paracadai=1, ..., m tem-se que ~—-—"2_<]
. @)
eassim |0 (x-2)| < |0'z-b,]
deonde |0 (x-2)| < W'z-b,

portanto, (,'z—b, > 0, ousejax eP.

LEMA 3.2

Seja B uma n x m matriz simétrica, definida positiva, e seja
' 2
E(B,z2) = {x e R": (xz) B(xz2)< 7"}, e ¢ € R" um vetor fixo. Entio

max, . E(B,z1) cT(x-z) = Jc"B7lc

Prova:

Seja x* 0 ponto que maximiza a fungdo linear sobre o elipsoide E(B,zr). Entdo das
condigdes de Karush-Kuhn-Tucker segue-se que
B(x*-z) = Ac, para algum A € R

-1 . o ~
Logo x* =z+ AB" ¢, e como x* pertence a fronteira do elipsoide, entdo

(x*-z)T B(x*-z) = %, Portanto

(\B'c)" BB ¢) = 22

. - 2 Vv
ou seja Kz(cTB ]c) =7 oquedai= -
ve'B e
N v -
entiox*=z+ — B¢
¢'B7lc

Assim

s

v . -

¢! (x*-z) = ——T——CTB le=1+c"™B7 ¢
ve'B e

ou seja

maXXEE(B,Z,,b) CT(X-Z) = VCTB_IC .
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FUNCAO ¥(x)

Definimos a fung¢do ¥(x) por
i Y(x) = VF(x)" (V'F(x))" VF(x) para x € intP. Logo W(x) > 0.

Esta fungdo ¢ util, freqiientemente usada na discussdo das propriedades de fungdo
barreira logaritmica, como veremos depois.

Consideremos a expansdo de Taylor de segundo grau da Fung¢do F(x) entorno do

ponto z
F(x)- F(z) = VE(2)' (x-2) + % (x-2)' V'F(2)(x-2) + e,

onde € . ¢ o erro de aproximagao.

E ilustrativo observar que em um passo na diregdo de Newton desde o ponto z,
temos

7 =72-(V'F2)" VF(@2)

entao

F(z')-F(z)=-¥(z) + 2 ¥(z) + e, =" 2 W(z) + €,
se podemos provar que o erro ¢ muito pequeno, entdo ‘F(z) dd uma medida do

acréscimo alcangado tomando passos de Newton.

VIZINHANCA Z(Z"”)
Sejaz e int.P ey > 0, aregifo Z(Z,’v) ¢ definida por

aj (x—2)

a;z—b,

i

< v,1=1,..,m}

Z(Z,’v)I {(x eR":

que € uma generalizago de uma bola em torno do ponto z. E evidente que para v

< 1, Z(Z,’U)S P. A forma de Z(Z,’U)depende dos planos que forman o

politopo P e da distancia de z a cada faceta de P. (ver Fig. 3.1)
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Fig. 3.1

LEMA 3.3
Paraz € int.P e a > 0, temos que E (VzF(x), Z, ), CZ (z,a)

Prova

Sejay € E (V?F(x), z, o), pelo lema 3.2

T 2_ 2, Ty2 -1 )
W (xz))=a” o (VE) =1,.
B B(vE (z)z,ot)( L (x-z)=a” o (VF(X) o parai=1,..,a

entio (@' (y-2))° < o’ 0y (V'F(X))" o,
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isto ¢ ;' (v-2)| < o [ (V2 F(2)" o, (3.1)

Por outro lado

T(x-7) = TV2F(2) " 0.
aXer(v2F(z)z,1)G" (x-z) = Ja (VF@) ",

Se x € E (V?F(x), z, 1), entdo (LiT(X-Z) < G/iTZ-bi (ver prova do lema 3.1),

T T
logo max a; (x-z) < Q4 z-b;
& xe E(VZF(2)z,])  (x2) S

portanto

(*) \/(LiT(VzF(z))“()I/i < Cl/iTZ-bi, paracadai=1,..,m

¢ assim de (3.1) segue-se que

05" (y-2)| < ot (04 z-by)

< o paracadai=1, ...,

. Xy -
€ como G/iTZ-bi > (), conclui-se que }M

Wlz-b,

m

o que implicaque y € Z(Z,OL).
Criar uma regido na qual a Hessiana ndo mude muito € muito 10til na demonstragdo

da convergéncia de algoritmos de minimizagdo barreira logaritmica.

LEMA 3.4

Seye Z (z,a)onde a <1, z €int.P, entdo para cada & € R®"

£TVF(z)E

TVZF
sV =

(1+a)?

Quando a > 1 a desigualdade do lado esquerdo ainda vale.
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Prova

m

a.qr
Temos que V°F (x) = L
2%

T _bi)2

Assim paracada & € R"

(v'g)? @9 @z-b)’
V F X — 1 . 1 1
Y
Comoy € Z(Z,a),entﬁo M <o .Também,
d, z~b»
af(y-b)| _ u/<y 2 | s |@G-2|_
- wlz-b, | |afz-b, " lafz-b,
de onde,
T T
B |aie-9)|,,
Assim
T
B T i) P TR TN
1 1 1 1 1

oquedd 0< (1+a) ‘(LiTz—bi‘S 'G/Fy—bi‘s(l—o‘) IOdiTZ_bi'

portanto,

m m m

G}Té)z G/Té)z a/Ta)2
(1+0L)ZZ(1/ z-b)* Za, y— b)2<(1 a)2 Za, z-b,)?

1= i=1 i=

o que significa,

L e <eTVR()E < EVE@E  (3.2)

(l+a)’ (1-a)?

para cada & € R".
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1 1

Nocasocx21,0<(l+a) iG/iTz—bi’ S|G/?y—bi

T, portanto

a desigualdade do lado esquerdo de (3.2) ¢ ainda valido.

Antes de estabelecer um corolério til, do lema 3.4, apresentamos o seguinte lema.

LEMA 3.5

Se A e B sdo matrizes de ordem nxn definidas positivas, tal que
ETAE20E"BE paraalgum 6 > 0 e para todo & € R". Entio £ AT £ < —é-gT B

E paratodo & € R".
Prova
Se&" A& <1 paracada& e R", entdo pela hipotese,

T -1 1 . 1
¢ B & < — .Isto quer dizer que E(A,0,1) c E (B,0,—)
& B¢ 5 q q 7

T T
logo maxzeE(A,O,l)é z< max 1 &y
yeE(B,0,—)

Jo

que pelo lema 3.2, equivale a
- Eates BB

portanto éT A’ €< -é— EJT B &

COROLARIO 3.1 (do lema 3.4)

Seye Z (z,a) ondea <1, z € int.P, entdo para cada & € R" tem-se que

(1+0)’ €1 (VF@)'e 2 £ (VF)' & 2 (1-0)" £ (VF(2)) g
Quando a > 1 a desigualdade do lado direito é ainda valida.

OBSERVACAQ

O lema 3.4 e o corolério 3.1 s@o validos paray € E (VzF(x), Z, a), com
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o <1,ze int.P, pois E (VZF(x), Z,0) C Z(Z,a)

3.3.4 VALORES DA FUNCAO BARREIRA LOGARITMICA
'PERTO DO CENTRO ANALITICO

} Agora nossa intenggo é mostrar que o valor ‘¥(z) ¢ de fundamental utilidade
para dar uma medida local da magnitude F(z) - F(w) onde w € o centro analitico
exato de P e z € int.P. Mostratremos que quando ‘¥(z) é pequeno, a diferenca F(z) -
F(w) € limitada, com limitantes superior ¢ inferior dependo de ¥(z). Assim para
¥(z) suficientemente pequeno, o ponto z serd uma aproximagéo aceitavel de w.

Para mostrar ao resultado mencionado acima precisamos de varios lemas
anteriores que estabeleceremos a seguir.
Para um ponto fixow € R" definimos a funcio

o: R > R

d(x,t) = VF(x) - tw para x € intP.
Como a fun¢do x - VF(x) ¢ diferencidvel e det(V2 F(x)) # 0 em cada ponto do
conjunto aberto int.P, entdo a fungdo d(x,t) satisfaz as condigdes do teorema da
fungfo implicita no aberto (intP)x R Portanto a equagdo P(x,t) = 0 ou seja VF(x) =
tw define implicitamente uma fungfio x = x(t) diferencidvel em um adequado

dominio aberto € sua derivada X (t) satisfaz

V2F(x) X(t) =w, por tanto X (1) = (V*F(x))" w
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LEMA 3.6

Seja w €R" um vetor fixo e 0 <4 < 1. Seja x = x(t) a trajetoria definida

implicitamente pela equagdo VF(x) = tw, € seja X um ponto tal que VF(X) =1 (w)

para algum t.Sex =x(t) € Z(f{,’b) , entdo

< (1) JWH(VEFR) '

1 1

' W Ix(t)

Prova:
Como X(t) =(V*F(x))"" w temos que

( o x(t) ]22 (ovf (VZF(x»*wjz
h (lxiTz—bi O’uiTz—bi

Se

_ (V)P o (VEO) W

JaTx -b, JauTx b,

v

Tz
(@—(—(b—)] =@ v <lw Iy el

TR, ) [ w (VAR w )
_ (aJi (VZF(x)) (L'j (VF(x))
B Wfz-b, W'z -b;

_ o (VFx) '

] Gzt ¥ (VECTW)

por outro lado, pelo corolario 3.1. para xe Z(f{,’b) ,v<l1

temos que w' (VZFw))" w<(1+ 2’ w' (V' F(R))" w

!l (VE) o

(G/Tz—b-)z L <1 para xe intP
1 1

Também
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portanto, segue que

ATz’ e
(ﬁ] < 1. (11%)* WI(VAFR)'w

de onde conclui-se o resultado.
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LEMA 3.7

Seja w € R", um ponto fixo, e 0<r < 1. Seja X € R" um ponto tal que VF(X)=tw
para algum t .Seja X= x(f ) um ponto sobre a trajetéria x = x(t) definida
implicitamente por VF(x) = tw, tal X que nfo estd no interior do conjunto

Z(i,'u) . Entdo
fb —_

| T-1 |2 2
1+ W (VFR) 'w
Prova: (ver Fig. 3.2)

v

Seja X = x(1) o primeiro ponto sobre a trajetéria x=x(t), tal que X estd na
fronteira de Z(f{,’b) quando nos movimentamos desde X ate X

(o ponto x(t), existe pois a trajetéria x = x(t) € continua).

Suponhamos que X # X (ver Fig. 3.2).

Fig. 3.2

observar que todos os pontos sobre a trajetoria entre X e X estdo em
Z(f(,’b) .Como X pertence a fronteira de Z(f(,’b), entdo existe algum indice

Wi (X-%)

T~
(lljx_bi

j, 1 <j<mtal que =4, assim

Wj(X=b) , _ (0% =b)+(b; =0 _ W (X-%) _

uad )
Ta T Ta
aT(x=b.
o que da ——J—S(—J) =1£% para0<f<1
i X 0;
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Sabemos que para A € (-1,1),
2 3 4 45
In(143) = 25 - 5)- (-5
com 0s termos entre parenteses positivos

Portanto tomando A =+ r € (-1,1), teremos que

QG (X-b)) R
A V= +/ >4 S
I(G/TA b} |In(1x7) | > % 5

Por outro lado,

T ) t
1[G’ Ex b)j:J- k() Lﬁ v Tx(t)
a'z-b, Obx(t)b‘ (Lx(t)b'd

J J

e pelo lema 3.6,

QU x(1)
i x(t)-b;

segue-se que,

< (1+7) JWI(VEFR) ' w

t
_h? Wi (X-b;) T o2 0 ol
t
portanto,
2
n v~
2 <|T-1]<) -1
1+ )W (V&) w
LEMA 3.8

Seja z € int.P fixo, consideremos a trajetoria x = x(t), definida implicitamente pela
~ _ 2.

equacdo VF(x) =tVF(z). Se p<0,16 e ¥(z) < 2p”, entdo x(t) € Z(Z, \/5) parat

€ [0,1]. Em particular o centro analitico wde P, w € Z(Z,\/B) .

Prova

Observar que z ,e o centro analitico w pertencem a trajetoéria x = x(t),

pois, VF(z) = 1.VF(z) e VF(w)= 0 =0 VF(z). Assimx(1)=ze x(0) =w.
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Suponhamos que exista algum t e [0,1] tal que X= x(t)¢ Z(Z,\/E) entdo por

lema 3,7 com X=z, f=1, X=x(t),r = \/E <1

h-t

) 1>[t-1]> 2
(1+ JE)J VF(z)T(V*F(z))"' VF(2)
logo,
p
1> g
) (1++p) ¥(2)
assim,

h-L

¥(z) 2 2> 2p% pois p < 0,16.

(1++p)

0 que contradiz a condigédo ‘¥(z) < 2p2 dada na hipdtese.

Portanto x(t)e Z (Z,\/E ) para cada t €[0,1]. Em particular o centro analitico

) w = x(0) eZ(z,JE).

Agora mostraremos o resultado principal desta se¢do que servird para definir um

centro analitico aproximado de um politopo.

LEMA 3.9

Seja p < 0,16 e z € int.P tal que ¥(z) < 2p2, e w o centro analitico exato do
politopo P. Entdo %(1-\/5 Y ¥(z) <F(z) - F(w) < %(1+\/5 Y ¥(z)

Prova
Seja x = x(t) a trajetoria definida implicitamente pela equagdo
VF(x) =tVF(z).

Temos que

X=z t=1]
F(z) - F(w) = j VF(x) dx = jVF(x(t)) % (t)dt
X=W t=0
€ Como

X (t) = (VZF(x(t))"" VF(z), VF(x(t))= tVF(2)
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resulta que
1

F(z)-F(w)= J tVFE(z) (VzF(x(t))'1 VF(z) dt
0

Sabemos pelo lema 3.8 que, x(t)e Z(Z,ﬁ) para cada t € [0,1], € como

\/E <1, z € int.P pelo corolério 3.1 para & = V{(z) tem-se que,

1sto €
(1-Jp )} (VF@)" (V’F(2))" VF(2) < (VF(2)' (VF(x(®)" VF@) <

(1+p ) (VF@)" (V’F(@))" VE(2)

portanto,

1
(1-Jp ¥ P2 | tdt< I tVF(2)" (V' F(x())" VF(z) dt <
0

(1+/p ¥ ¥(2) | tdt

Ot — Py

o que d4,

) %(1-\/5 Y ¥(2) < F(z) - F(w) < %(H\/E)Z ¥(2).

LEMA 3.10
Seja z € int.P, x = x(t) a trajetoria definida implicitamente pela equagdo VF(x) =

tVF(z), w o centro analitico exato do politopo P. Se v < 0,008 ¢ F(z)-F(w) < v,

entio x(t) e Z(z, 5Jv)para todo te[0,1]. Em particular x(0) = w

c Z(z, 5Vv).
Prova

Suponhamos que toda trajetéria x(t) para t € [0,1] ndo esteja contida

emZ(Z, 5\/;), entio sendo ela continua, corta a fronteira de
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Z(Z, 5\/;) .Suponhamos que X=x(t)com0< t <1 seja o primeiro ponto da
trajetoria desde z a w que pertence a fronteira de Z(Z, 5Jv). Entdo pelo lema

3.7,com t=1,r= 5\/;, X = z, temos que

25v
L SVvy ——
1-t =t-1|> 2
(1+ 5vV)y VE(2) " (V2F(2)) ' VF(2)"
isto é
\/— 25\/
- (D= (1+5\/—)\/—‘P(Z)
de onde,
sy -2
-1 2
(1-1) ¥(2) = T (3.3)
Assim,
Fz)-F(w)  =F(x(1))- Fx(0)) = Fx(1)-Fx({)) (pois w é minimizador)

tVF(2)" (VF(x(t))" VF(z) dt (verlema3a?9)

Il
[ S| SR p—

1
>(1- 5Vv ) ¥(2) j (pelo corolario 3.1)
t
= (1 5V P ez U2 t)
> (l_zt) (1- 5Jv ) ¥(z) (pois T €[0,1])
25 2
(1 5\Vv )2 v - =2 § 5
5 (1+5\/_) v (por 3.3)
(pois v £ 0,008)

ou seja F(z)- F(w) > v o que contradiz o que foi afirmado na hipotese, portanto x(t)

€ Z(Z, 5\/;) para todo te[0,1].
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O lema que apresentamos a seguir estabelece um resultado andlogo ao do
lema 3.9 mostrando a relagio entre pequeno valor de F(z)-F(w) (onde w centro

analitico exato) e o valor ‘¥(z).

LEMA 3.11

Seja z € int.P, v < 0,008, w o centro analitico exato de P. Se F(z)-F(w) < v entdo
Y(1- 5V P P(2) < F2)- Fw) < % (1+ 5Jv ) ¥(2) (3.4)

Prova

Como na demostragdo do lema 3.8 , chegamos a

1
F(z)- F(w) = I tVF(z) (VF(x(t))" VF(2) dt

0
pelo lema 3.10 temos que,

x(t) Z(Z, 5Jv) para todo t € [0,1], entdo pelo coroldrio 6 com a = 5Jv, £ =

VF(z) segue o resultado (3.4).
O préximo lema, mostra que quando ‘¥(z) < 1, o centro analitico exato w esta num

pequeno elipsdide centrado em z.

LEMA 3.12

Seja z € int.P, tal que W(z) < 1, e w o centro analitico exato do politopo P, e seja

p= IT——“LP ,% .Entdo a= \/(w — ) (VF@2) ' (w-2), a<p,istoé

w € E(V’F(2).z.p)
Prova

Consideremos o segmento da reta

r(s)=z + s(w-z), s € [0,1]
entdo

(1 (5)-2)" (VF(2)(1(s)-2) = s> (W-2)' V' F(z)(w-z) =s"a’.
Como 1(s) € int.(P) (pois P € convexo) e 1(s) € E((VZF(Z),Z,S(X)

entdo pelo lema 3,3 1(s) € Z(Z, sa) paracadas € [0,1].

41



e como no lema 3.4, a desigualdade do lado esquerdo € valido para todo
a e R(a<1,a>1),portanto é valido para s a € R temos que para cada & € R"

1

&' VF(2)E <& VIF((s)E, paras € [0,1] (3.5)
(1+sa)
Seja
f(s) = F(r(s)),
entdo para s € [0,1]
£(s) = (VF((s))" . 1(s) = (VF(x(s))" (w-2)
f(s) = (W-2)" V2F(1(s))(w-z)
e como VF(w)= 0 (pois é minimizador de F)

podemos escrever

-VF(2) (w-z) = VF(W)' (W-2) -VF(2)" (W-2)

1
= P(1)- £(0) = I f(s)ds
0

1
= j (wW-2)" V2F(x(s))(W-z)ds
0

0 que da

1
VE(z) (w-z) + J' (w-z)" V2F(x(s))(w-z)ds = 0 (3.6)
0

Por outro lado sabemos que

max. -VEZ)" (x-2) = o \(-VF(2)) (V2F(2)) (-VF(2) = a \[¥(2) ,
X € (VZF(Z),Z,OL)
entio para

w =1(1) € E (V’F(2),z,a) (tomando s=1)
(-VF@2)  (w-2) < a ¥(2)
ou seja VF(z)T (w-z) = -a /'¥(z) .logo de (3.6) segue que

1
0> -0 ['P(z) + J. (w-z)" V2F(r(s))(w-z)ds =0
0

pela validade de (3.5) para &= (w-z), temos que

2
(1 +asa)2 e+ 1soc)z (w-2)' VF@)(w-2) < (w-2)' VF(t(s))(w-2)
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logo

1 1
0> -a/¥(z) + j (w-2)" V2F(x(s))(w-2)ds > -a/P(z) + I o ~ds
; ; (14 sa)

2
a

o que d4 0>-a,¥(z) +
1+ sa

istoé — > < J¥(2) e como 1+o > 0, e como ¥(z) <1
a

J¥ (@)

conclui-se que o0 £ ——=—==

1-¥(z)
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3.3.5 MEDIDA DE PROXIMIDADE AO CENTRO ANALITICO

Vimos na se¢fo 3.3.4 que quando ¥(z) € pequeno, podemos estimar o valor
de F(z)-F(w), onde w € o centro analitico exato do politopo P , € que w estd num
pequeno elipsodide hesssiano com centro z. Assim, usando o lema 3.9, podemos

definir uma medida de proximidade ao centro analitico de P.

DEFINICAO 3.1 Seja w o centro analitico (exato) do politopo P, ¢ z € intP um

ponto tal que ¥(z) < 2p2 , com p < 0,016. Entdo, dizemos que z € um centro
analitico ‘P-aproximado de P, e que ¥ da uma ‘Y-medida ao centro analitico.
Tendo em conta que VF(x) = - A'S"e e que VF(x) =+ A'S?A onde S é a
matriz diagonal com elementos na diagonal principal —1—, S = (LiT X - b >0
i
podemos expressar
¥(z) = VF(x)' (V’F(x))" VF(x) de outra maneira:
¥Yx) = (A'STe) (ATS?AY' (ATS e)
_ = e (STA)(ATS?AY' (ST A)e (3.7)
fazendo g= ATST e H=ATS?A tem-se que
. Y@-¢'Hg=lgly

onde || O [l =" Hlay ¢ a norma induzida pela matriz simétrica positiva

definida H.

A fun¢io Y¥(z) nos permite comparar a W-medida ao centro analitico, com
outras medidas estudadas, por exemplo comparar com a 6-medida usada por Roos
e Vial [34] para ter centros analiticos aproximados em LP e por D. Hertog [5] para
PNL.

Na continua¢do comentamos brevemente sobre a 3-medida.

8- medida ao centro analitico;
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Sabemos que o centro analitico w € o Unico minimizador da fungdo barreira

m
logaritmica F(x) = - Z In ((l/iT X - by ), e isto acontece se, e somente se VF(w)=

i=1
0, ou seja quando A'S'e=0comS'= diag(1/s;), s; = OuiT W -b;>0

Se y=S'I e, tem-se que ATy=O, Ys=e, y>0

onde Y = diag(y;), s = Aw-b > 0,

Portanto, as condi¢des necessarias e suficientes de otimalidade para que x=w seja o

centro analitico de P sdo:

AX -s =b

Aly=0
B (C.0)
Ys=e

y>0,s>0
estas condi¢Oes expressam primal e dual viabilidade, mais uma condi¢do de
centramento dado por Ys = e ou equivalentemente Sy = e, onde S = diag(s;) com s
=Ax-b>0.
Usando a norma euclidea || ||, definimos o numero

§(x)=miny { || Sy-¢|:A'y=0} (3.7)

Seja Y(x) = S(I-S" A(ATSZA)ATS e

pode-se mostrar que y(x) € a solugdo do problema (3.8),
logo

8(x) = | Sy (x)- ¢ || com A'y (x) =0.

Se y(x) > 0, o valor 6(x) d4 uma medida de proximidade do ponto x ao centro
analitico do politopo P, o que podemos chamar a d-medida ao centro analitico.

Por outro lado, temos que

§%(x) = || (e-ST AATS?AY'AT Se)-¢ |’

=IsTA@TS?AY'ATS e |

=[STAATS?A)'ATS e [STAATS?A)'ATS e]

— 1" STAATSZA'ATST [STAA" S A)AT S e

—e'STAATSZAY (ATS?A)ATS?A)'ATS e
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=e' STAATS?AY'ATS e
=(ATs"e)(ATS?A)'(ATSTe)
e logo usando a definigdo de ‘P(x), temos que
8°(x) = ¥(x) ou 8(x) = v/F(x)
portanto a medida é a d-medida estdo relacionadas, entdo pode-se usar para a V-

medida os resultados obtidos para a 3-medida. (ver Fig. 2.1)
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CAPITULO 4

0 METODQ DE ELIPSOIDES E GENERALIDADES SOBRE
METODOS DE PLANOS DE CORTE COM
ELIMINACAO DE CORTES

4.1 INTRODUCAO

Neste Capitulo comentaremos sobre algoritmos de planos de corte-centro
analitico que contém alguma estratégia de eliminagéo de cortes.

Em particular comentaremos em forma mais detalhada o algoritmo de
D.Atkinson-M.Vaidya[1] para o problema de viabilidade convexa que usa uma
estratégia de eliminagdo de corte para provar a convergéncia polinomial do
algoritmo.

Também neste mesmo capitulo apresentaremos sobre o método de
elipsdides, que usaremos para construir nosso algoritmo para o problema de
viabilidade convexa com uma estratégia de identificagdo de cortes redundantes, o
que sera exposto no capitulo 5.

4.2 ALGORITMOS DE PLANOS DE CORTE-CENTRO ANALITICO COM
ELIMINACAO DE CORTES.

Quando sdo incorporados no algoritmo de planos de corte-centrro analitico,
estratégias de eliminagdo de cortes, as demonstragdes de convergéncia e
complexidade do algoritmo tornam-se mais arduas, pois tem que ser analisado o
efeito da eliminagfo de cortes nas diferentes etapas do algoritmo. Também a
rapidez de identificagdo de cortes ndo comprometidos na solu¢do Gtima € crucial,
se a identificacdo é feita somente na ultima fase do algoritmo, neste caso a redugéo
na computagdo ¢ insignificante . Sendo por estas dificuldades que ndo existem na
literatura um amplo numero de trabalhos relativos ao processo de eliminagdo de
cortes.

Entre as publicagdes que apresentam estratégias de eliminacdo de cortes
ressaltamos [2] onde é implementado um algoritmo de plano de corte-centro
analitico para a solu¢do de um problema convexo diferencidvel. E analizado o
comportamento total do algoritmo e os efeitos de varias estratégias de
implementagdo, baseados na eliminagdo de restricdes redundantes. O teste para
descartar planos de cortes redundantes é feito usando elipséides E;; e E.,; que
providenciam uma aproximagdo interna e externa, do politopo localizador F(Z,) de
solugdes otimas (E,,, < F(Z,) < p'] Few» p>1), elipsoides que sdo centrados num
centro analitico aproximado de F(Z,). Um hiperplano P, que ¢ um hiperplano
suporte ao epigrafo da fungdo objetivo ou € suporte ao conjunto de restrigdes, €
eliminado, se P, ndo intersecta ao elipsoide p’l E.« A escolha de p>1 ndo tem
nenhuma base tedrica , ¢ escolhido usando uma heuristica apropriada. E testado
varias versdes do algoritmo, fazendo comparagdes de eficiéncia computacional
entre elas.
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Também cabe mencionar que em [6], [7] é estudado os efeitos de adicionar
e eliminar restrigdes no método barreira logaritmica para programagéo linear (PL) .
O algoritmo ¢ analisado teoricamente & provado de ser polinomial, mostrando que
o algoritmo necessita O(q*,L) Newton iteragGes para encontrar uma solugfo
aproximada do problema linear, onde q* denota 0 maximo numero de restri¢des no
subsistema linear durante todo o processo. Estas estratégias, chamadas “Build-Up
and Down Strategies”, sdo estendidas em [8] para programag¢fo convexa nio
diferenciavel que considerando subsequentes relaxagdes lineares do problema
convexo (PC), (como no caso de [6], [7]) sdo efetuadas buscas lineares na dire¢do
de Newton da funcdo barreira logaritmica da (PL) relaxag¢do. Se o novo iterado
viola uma restri¢do ou € ‘fechado’ a fronteira, entdo detém-se no prévio ponto, é
um novo hiperplano suporte ¢ adicionado para melhorar a aproximagdo. Se o
corrente iterado € centrado, ou seja estd proximo a trajetoria central e o valor da
folga de uma restrigdo neste iterado € suficientemente grande, entdo com uma
cuidadosa regra esta restri¢do é removida do corrente sistema, pois € provavel que
esta restri¢do ndo ¢ influente na solugio otimal. Depois de eliminar restri¢Ges
redundantes procede-se a recentrar se for necessario. Ndo foi conseguida uma
rigorosa demonstragdo para a convergéncia do algoritmo sendo o maior problema,
mostrar que um ciclo interno € finito, isto é provar que depois de um nimero finito
de iteragdes se conseguira centrar novamente.

A seguir apresentamos o algoritmo de Atkinson-Vaidya [1] que contém um
criterio de eliminagdo de cortes.

4.3 0 ALGORITMO DE ATKINSON-VAIDYA

Atkinson-Vaidya apresentam em [1] um algoritmo para o problema
de viabilidade convexa com um critério de eliminagdo de cortes chamados ‘ndo
importantes’.

No algoritmo assume-se que o conjunto convexo S, (S < R") esta contido
na caixa

B={xe R":-2"<x,<2" I<isn}=[2"2"T
sendo L uma constante fixada tal que L > log, n e que quando S é ndo vazia, S
contem uma bola de raio 2™,

Fazendo sucessivos cortes através da caixa B consegue-se uma seqii€ncia
de politopos P contendo S, cujos centros analiticos (ou ‘V-aproximados centros
analiticos) (ver capitulo 3) sirvem como pontos testes. Um oraculo para S recebe
como entrada um centro analitico'V-aproximado z de P, testa z, se z € S o
algoritmo para e o problema de viabilidade esté resolvido, em caso contrdrio se z ¢
S o oraculo retorna um vetor ¢ tal que {x € R": c'x2¢ z } © S. Nesta etapa do

algoritmo € quando € criado critérios para determinar se cada hiperplano OI/Ti X=b;

da defini¢do do plitopo P, que ndo seja da caixa B € considerado “importante” ou
ndo. No caso que seja ndo importante o hiperplano ¢ eliminado da defini¢do de P
dando lugar a um novo politopo limitado P, cujo centro analitico z; (ou ‘P-

aproximado) é o novo ponto teste. Se o hiperplano Ol/Ti x= b; é ainda importante ¢

mantido na definicio de P. Este procedimento ¢ feito até
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hiperplanos considerados néo importantes, e ¢ entdo quando € construido um novo
hiperplano ¢ x= B ¢ adicionado ao sistema que define P dando lugar a um novo
politopo P, =P n (x € R" : ¢’ x> B} e 0 novo ponto teste & o centro analitico (ou
aproximado) z, de P,.

Os critérios de parada do algoritmo s#o elaborados baseados em estratégias
de volume e largura dos politopos. Estes argumentos tem um rol importante na
demonstra¢do da convergéncia do algoritmo conjuntamente com a elimina¢do de
hiperplanos ndo importantes. E mostrado que se algoritmo experimenta em
adicionar hiperplanos mais do que um limitante superior vnL. onde v > 0 é uma
constante adequada entdo o volume de P torna-se muito pequeno para conter uma
bola de raio 2. Portanto a regido S ¢ declarada vazia. Em caso contrario, se o
nimero de hiperplanos ndo cresce mais longe do que vnL, entdo a menos que se
haja encontrado previamente um ponto em S dentro de O(an) iteracdes o politopo
torna-se muito estreita (raso) em alguma dire¢do para conter uma bola de raio 2"
entdo S ¢ declarada vazia. E provado a convergéncia do algoritmo dentro de O(an)
iteragdes com um total O((T+nL+n3)nL2) operagdes aritméticas, onde T € o numero
de operagdes aritméticas requeridas em cada iteragdo.

Para apresentar o Algoritmo de Atkinson-Vaidya (A.A.V) precisamos dar
algumas defini¢des prévias, o que daremos a seguir. ( ver [1] )
Seja

P={xeR:Ax>b}={xeR":a x>b,1<i<m}

um politopo, onde, A € R"* "eb e R, e

E(x) =- Z In (@ x-b,)
i=1

¢ a fungdo barreira logaritmica sobre P, w o centro analitico (exato) de P, € z um
centro analitico W-aproximado de P

Denota-se ao hiperplano (LTi x = b; pelo par ordenado (0 ,b;). Correspondendo a
cada plano ((Li,b;) define-se uma quantidade K(Q;,b;) = (l/TiZ-bi , que quando é

considerado [[(04]] = 1 vem a ser a distincia de z ao hiperplano (O ,b)).

Para cada x € int.P define-se os valores
v (VFE) O,
Gi(X) = T 2
(a’i X~ b;)
verifica-se que 0 < c;(x) < 1
No algoritmo (A.A.V) sdo elaborados critérios para elimina¢do de hiperplanos. Os
2n hiperplanos que formam a caixa B permanecem intocdveis ndo sdo nunca
eliminados, formando sempre parte dos hiperplanos que definem o politopo P
gerados no algoritmo, para assegurar que os politopos sejam sempre limitados.

paral <i<m
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Assim, se m hiperplanos sdo adicionados aos 2n da caixa para gerar o politopo P,
entdo m =2n + m é o numero total de hiperplanos de P .
Define-se entdo

1 paral <1 < 2n

p(@ =y z-b,

K(@;b;)

i(z) =1 para os hiperplanos da caixa assegura que os hiperplanos da caixa ndo s&o
eliminados nunca no algoritmo.

para2n+1 <1 <m

Os subscritos “d” e “a” significaram apos que ‘um hiperplano ¢ eliminado’
ou apos que ‘um hiperplano € adicionado’ respectivamente.

ALGORITMO (A.A.V)

1. Inicializacdo

P=B,w= 0,z = 0,K(Q,b)=2"paral <i<2n

2. Iteracdo Genérica

Caso |: max = wi(z) > 2

Seja j um indice j tal que p;(z) > 2
Se ci(z) < 0,04
entio subcaso 1.1
subcaso 1.1 O j-éssimo hiperplano nfio é importante. Eliminar

(a4,b;) do conjunto de hiperplanos definindo P, produzindo

um novo politopo P4 . Tomar O(1) passos de Newton para conseguir
uma adequada aproximagio z4 ao novo centro analitico wy de Py.
de outro modo se o; (z) = 0,04;entdo subcaso 1.2

Subcaso 1.2 Seja (Q; ,b;) um hiperplano tal que pi(z) > 2.

O j-éssimo hiperplano ¢ ainda importante simplesmente atualizar
T
K((l/, ,bJ) como K(G/J ,bj) = OI/J Z"bJ
Caso 2: max; Ki(z) <2
Chamar ao oraculo com z como ponto teste.
Se O oraculo retorna ‘sim’ (ou seja z €S)

entio parar.
Se nio (z ¢S) entdo
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o oraculo retorna um vetor c tal que
Sci{xeR:cx2cz)
T (VEF(z) e
(c'z-p)’
Adicionar (c,) ao conjunto de hiperplanos definindo P isto ¢ fazer
P,=PnixeR":c'x2p}
Tomar O(1) passos de Newton para conseguir uma adequada

aproximagdo z, ao novo centro analitico w, de P,,
T
Fazer K(c,p) = ¢ z,-p.

Calcular B tal que yz = =1/16

3. Condicdo de Parada

condi¢do 1 M > vnL , v constante adequada v > 1

. . T 2—(L+1)
condi¢d0 2 min = {& x-b;} < s

Se a condigo de parada 1 ou 2 € satisfeita, entdo € mostrado que a regifo S
¢ vazia.

A demonstragdo da convergéncia do algoritmo (A.A.V) baseia-se em dois
teoremas fundamentais que dependem do fato que hiperplanos néo importantes séo
eliminados. Estos dois teoremas demostrados em [1] estabelecem dois fatos muito
importantes:

Uma, que a fung:ﬁo barreira logaritmica normalizada

N(X)~—Zl (C’u X — bj

K(Q;b
verifica Ny, (wnovo ) - N, (Wa) > 0 =0,01 onde w,, € W,y S30 centros analiticos
do anterior ¢ do novo politopo gerado respectivamente, € a outra que o
determinante da hessiana da fung3io barreira cresce exponencialmente com o
nimero de hiperplanos isto € que

@on™

n(1+2L)

det(V?F(x)) >

Enunciaremos a seguir os teoremas que estabelecem a convergéncia do algoritmo
(A.A.V), suas demonstragdes estdo contidas em [1].

TEOREMA 4.1 Existe uma constante v > 0, independente de m, n e L tal que se o
namero total de hiperplanos é m=v n L, entdo a regido S € vazia.

A demonstrag¢do do teorema 4.1 ¢ baseado no fato que o determinante da
hessiana da barreira logaritmica cresce exponencialmente com o numero de
hiperplanos. O teorema 4.1 demonstra que a condigdo de parada dada pela
condicdo 1 € legitima.

TEOREMA 4.2 Se o algoritmo (A.A.V) ndo encontra antes um ponto em S ou para
pela condi¢do 1 de parada, entdo dentro de O(an) iteracdes a condi¢do 2 de parada

51



deve ser encontrado. Se a condigdo 2 de parada é encontrado, entfio a regidio vidvel
S € vazia.

A demonstragdo do teorema 4.2 usa o fato que a fungio barreira
normalizada cresce no sentido indicado acima. A validade da condigfio 2 de parada
estd justificada pelo teorema 4.2, pois quando a condigdo 2, de parada &
encontrada, o politopo é muito estreita ¢ ndo pode conter uma bola de raio 27,
portanto declara-se que a regido vidvel ¢ vazia.

4.4 O METODO DE ELIPSOIDES

Nesta se¢do apresentamos as idéias basicas do método de elipsdides.Depois
que o método simplex for classificado de complexidade exponencial, a maior
questdo teorica era descobrir a existéncia de um algoritmo de tempo polinomial
para programagdo linear PL. Uma resposta afirmativa for finalmente provada por
Khachiyan em 1979 [25]. Ele mostrou como pode-se adaptar o método elipsoidal
para programagdo convexa (da qual PL € um caso especial) desenvolvido por Shor,
Yudin e Nemirovsky, para programagdo linear com um tempo de complexidade
polinomial. Mais precisamente, Yudin e Nemirovsky mostraram que o método
elipsoidal relacionado ao trabalho de Shor’s trabalha com uma solugfo aproximada
dentro de uma € > 0 tolerancia; em um ntimero de iteragdes a qual € polinomial no
tamanho da entrada e log (1/e) Khachiyan mostrou que quando o método é
aplicado a problemas de programag&o linear com coeficientes inteiros ainda pode-
se ter uma solugdo exata num tempo polinomial.

E mostrado que o método de elipsoides ¢ eficiente pelas suas implicagdes
tedricas, mas que ¢ ineficiente na pratica, ndo ¢ competitivo com o método simplex
para célculos praticos. Contudo, o método de elipsoides tem uma fundamental
poténcia teorica, pois € uma ferramenta elegante para mostrar o tempo polinomial
de solugdo de muitos problemas de otimizagdo geométrica € combinatorial.

Descreveremos o método de elipsdides para o caso especial de encontrar
um ponto num politopo de dimens@o plena, ndo vazia, definida explicitamente por
um sistema de desigualdades. Ou seja, o método dos elipsdides resolve o problema
de viabilidade convexa linear. ( ver [23])

Se A ¢é uma matriz de ordem n X n definida positiva, definimos o elipséide

E(Aa) = {x € R"; x-a)A"(x-a) <1} = {xeR" || x-a||,<1}
de centro a e raio igual a 1. Ento, o elipséide E(A,a) ¢ uma bola unitéria ao redor
de a no espago R" provido da norma || ||,.. Em particular a bola unitaria S(0,1)
ao redor de zero (na norma cuclideana) é o elipséide E(1,0).

E conhecido que uma regifio convexa K limitada, esta contido num tnico
elipsoide de menor volume (ver por ex. Danzer, Griinbaun - Klee (1963) p. 139). O
elipsoide de menor volume contendo a, regido convexa K ¢ chamada de elipsoide
de Lowner-John de K. Em geral, o elipséide Lowner-John de uma regido convexa
K € dificil de calcular. No método de elipsoides e suas variantes, sdo usados os
elipsdides de Lowner-John de certas segdes elipsoidais e existem formulas
explicitas para conhece-las. O que descrevemos a seguir:

Sejac eR™{0} e  E'(A,ac)=EAan{xeR™ c'x<c'a}
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assim E' (A,a,c) € uma secdo elipsoidal obtida cortando E(A,a) pelo centro “a”
usando o hiperplano {xe®R": ¢ x= cTa} (corte central). O elipsoide Lowner-John

de E' (A,a,c) é o elipsoide E(A®,a') dado pelas formulas
a'=a-— —l—b
n+1
n’ 2 T
A= A- bb
n® -1 ( n+1 )

Ac

onde b= !
velAc

O algoritmo de Khachian faz uso do elipséide Lowner-John de E'(A,a,c). Existem
modificagdes deste método usando elipsdides Lowner-John de outras segGes
elipsoidais que descrevemos a seguir (ver Bland, Goldfarb-Todd (1981) ).Seja
E(A,a) um elipséide e ceR" - {0}
Ento, o hiperplano

H={xeR" c'x=y}
tem interse¢do ndo vazia com E(A,a) se, e somente se

/ T /
c'a- vcTAc <y<ca+ c'Ac

ou seja, se € somente se

-1<a<l
onde,
T
ca-—
0= —— i
c Ac
pois,

méx{ch :xeE(Aa)} = c'a+ Ve'Ac

e min{ch :xeE(Aa)} = c'a- JclAc

Seja E'(Aa,c.y) =E(A,a) N { xeR" :c'x <y}

O elipséide Lowner-John E(A’,a") de E'(A,a,c,y) € determinado como segue:
se-1<a <-1/n entdo E(A',a") =E(A,a)
se-1/n <a <1 entdo E(A',a*) ¢ dado por

. 1+ na
a' = a-
n+1
2
A= 1 (1—a2)(A— 20400 pry
n° -1 (n+ D1 +0a)

onde
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observar que: se y = c'a entdio E'(A,a,c,y) =E'(Ajac)

Se 0 <a <1, entdo E'(A,ac,y) esta estritamente contido em E'(A,a,c).Isto
significa que cortamos fora uma peca grande de E(A,a), e portanto ¢'x <y e
chamado de corte profundo. Se -1/n < a < 0, entdo partimos mais de E(A,a) que
E‘'(A,a,c), € chamamos ¢ x < vy de corte raso, entretanto neste caso o elipsoide
Lowner-John de E'(A,a,c,y) € estritamente de volume mais pequeno que E(A,a).
Esta estratégia de reducdo de volume, permitirda mostrar a polinomialidade do
método de elipsdides, que passamos a descrever:

ALGORITMO (método basico de elipsdides)

ENTRADA: um sistema Cx <d de m x n desigualdades com coeficientes inteiros.
E assumido que P = {x € ®" : Cx < d} é limitada, ndo vazia e de dimensdo plena.

INICIALIZACAOQ

Faca:
K:=0
N:=2n((n+1)<C>+n<d>-n’)
A,=R*I,comR := /n2°¢¢
a, =0
(onde <n>:1 +|-10g2 (In] +D1,nez)

PASSO GERAL
(1) se k : = N parar (declarar P € vazio)

(2) se a, e P, parar (uma solug@o viavel é encontrado)
(3) se a, ¢ P, entdo escolher uma desigualdade, digamos
¢'x <vdo sistema Cx <d que é violada por a,

fazer:
1
b= Aic
\/cTAkc
1
A= A — ;ﬁb
2
n 2
Ag+1= ;T:T(Ak ‘;Jr—l“bbT)
ir para (1). [ |

Chamamos este algoritmo de algoritmo basico do método de elipsdides, pois
contém todas as idéias fundamentais do procedimento.
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Se
Ex o) =E(Ax+1sa041)
Ex =E(Ax,3)

¢ mostrado que

+ n- !
YL ()] j S
VOL(E,) \\n+l \n-1

para todo k, fato que garante a polinomialidade do algoritmo.
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CAPITULO 5

UM ALGORITMO DE PLANOS DE CORTE CENTRO
ANALITICO COM ELIMINACAO DE CORTES
REDUNDANTES

5.1 INTRODUCAO

Neste capitulo apresentamos nosso algoritmo (AER) de planos de corte
centro analitico com eliminag&o de cortes para o problema de viabilidade convexa.
Isto ¢ para encontrar um ponto num conjunto convexo S < R", S limitado, com
interior ndo vazio;

E suposto que S estd contido numa caixa B centrada na origem de
coordenadas e que se S € ndo vazia S contém uma bola de raio € =2, onde L é
uma constante fixa tal que L > log,n . O algoritmo (AER) que apresentaremos na
secdo 5.3, ¢ um esquema que cai dentro do algoritmo padrdo de planos de corte
pelo centro analitico (APC) para o problema de viabilidade convexa que foi
comentado no Capitulo 3.

Em cada iteragdo do algoritmo (AER), € eliminado alguns hiperplanos
(cortes redundantes) que nio sdo facetas do politopo p* (um politopo gerado no
algoritmo ). Estes hiperplanos sdo reconhecidos como tais se ndo interceptam ou
sdo tangentes a um elipsoide Qk que contém ao politopo p* (ver 2.5). A construgdo
dos elipsoides Qk ¢ feita como no método das elipsoides, portanto, € garantido o
decrescimento do volume dos politopos num determinado raio, o que determina
convergéncia polinomial do algoritmo.

Eliminagdo de cortes redundantes, influencia favoravelmente no tempo de
computagdo do algoritmo, tornando-se mais eficiente, pois se trabalha somente
com subconjuntos do numero total de restricdes, e portanto, se reduz o esforgo
computacional nas iteragdes internas. Porém no influencia muito no numero total
de iteragdes externas do algoritmo que permanecem inalteraveis, como ¢ testado
em [2] que implementa um algoritmo de plano de corte-centro analitico para
programagdo convexa diferencidvel com estratégias de eliminagdo de cortes
redundantes usando elipséides contendo ao conjunto “localizador” de solugdes
6timas.

5.2 UM CRITERIO DE IDENTIFICACAO DE RESTRICOES
REDUNDANTES NUM POLIiTOPO:

Seja, P um politopo limitado. Suponhamos que P esteja contido no
elipséide E(B,b)= { x € R" : (x-b)' B"(x-b)< 1} onde B é uma matriz definida
positiva

SejaH={x e R": O!/Tx=y} um hiperplano tal que H n E(B,b) #¢. Como
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max { @"x/x € EB,b)} =a'b+V& B, = a’(b+—— Ba ) e
va. "B
min {0"x/x € EB,b)} =ab -y TBa, = a(b-——— Ba,)

Yo B

entdo o hiperplano H intersecta o elipséide E(B,b) se, e somente se

a'b- v TB <y<a'b + Yo TBov (5.1)

isto €, se e somente se
h_
@ VoY 4

Vo, TBo

) 7 N . ..
Seja o= . Entdo H intersecta o elipsoide E(B.b) se, € somente se,

-1 a<l.
Se =1 ou a=-1, H ¢ tangente ao elipsdide E(B,b) ( ver Fig. 5.1)

Fig. 5.1

Consideremos o semi-espago H = {x € R" : 1'x < v}. Suponhamos que H NP =

.
Definimos um novo politopo P* = P n H, entdo é evidente que a segdo elipsoidal
Q = E(B,b) n H' contém ao politopo P’, pois E(B,b) o.P
Queremos construir um elipsdide
EB.b) = {x e R": (x-b) (BY' (x-b) <1}
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de menor volume que o elipsdide E(B,b) tal que E' (B',b') contenha a segdo
elipsoidal Q.

Como no método dos elipsdides (apresentado no capitulo 4) construiremos
o elipséide E’ (B',b') de menor volume contendo a segdo elipsoidal convexa €,
este elipsdide é tnico, ¢ ¢ chamado elipsdide Lowner-John de €, existindo
formulas explicitas para construirlo (ver[23], o que passamos exibir a seguir

Se-1<a<-1/n,entdo E” (B',b') =E (B,b)

Se -1/n<a< 1, entdo E’ (B',b') é definido por

b'=b-(1+na)d
n+l
2 2
B = n (12—a ) B 2(1+ na) ddT)
n° -1 (n+DH(1+a)
onde
Ty -
o= XY g BY (erpig 52)
Vo TBa Vo TBo
e
H+
EB’,b’)
E(B.b)

Fig. 5.2

57



Agora nosso desejo ¢ eliminar o maior numero possivel de restrigdes
redundantes na definigdo de P°. Para este propdsito fazemos uso do
elipsoide
E (B',b") que contém ao politopo P* com os valores o definidos acima.

Para cada restrigio H'; : Ot/Ti X <v; que forma parte da definigdo de P*, a distncia

signada desde o centro b’ do elipséide E (B',b") ao hiperplano H; : ouTi X =
calculada na métrica dada pelo elipsoide E (B',b*) é dada por

Ty —
w'b -y,

1/u,iTBa,i

A folga escalada a';, indica a posigdo do hiperplano H;. relativa ao elipséide E
(B',b"). Entdo das idéias contidas em (5.1) e de [3] segue que

(X‘i =

Se a'; < -1, entdo o elipsdide E' € interior ao semiespaco a/Ti X<
Se o', = -1, entdo o hiperplano (I/Ti X =1v; € tangente ao elipsdide E';

N ) T .. o -
Se a'; > -1, entdo o semiespago O ; X < v; € o elipsoide E* tém intersegdo

nio vazia.

Logo, podemos ver claramente, que cada restri¢éo (LTi x<y;paraoqual o'i<-1¢

redundante na defini¢do do politopo P', portanto pode ser eliminada da definig&o

de P’. No caso que a restrigdo (LTi X <y, fosse redundante na defini¢do de P’, entéo

por simplicidade sera dito que o hiperplano O!/Ti X = b; é redundante.

O teste o'; < -1 é com freqiiéncia muito fraco para ser eficaz, assim foram
tentados varias estratégias heuristicas envolvendo também a eliminagfo de algumas
restrigdes para as quais a'; > -1, em relagdo a outro tipo de elipsoides E (A,c,r)
contendo P* onde ¢ € um centro analitico aproximado de P* e r um raio construido
adequadamente, podendo ser r # 1.

5.3 O ALGORITMO (AER)

Seja S um conjunto convexo limitado em R" . Suponhamos que S esteja
contidonacaixaD = {x € R 24 < x; < 2" i=1,..n } e que se S é ndo vazia S
contenha uma bola n-dimensional de raio € =2 onde L é uma constante fixa L
> log,n. A caixa D estd contida na bola com centro na origem de coordenadas e

raio R = vn 2%. O algoritmo (AER) resolve o problema de (PVC) num tempo
polinomial usando um critério de eliminagéo de cortes redundantes.

ALGORITMO (A.E.R.)
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ENTRADA
P: = D politopo inicial (CaixaD) ,P > S
E: =E (B.,b) elipsoide inicial (bola com centro na origem de coordenadas
e raio R)
R= +n 2"
b:=0 (centro do elipsdide)
B:=R’ I, onde I, ¢éamatrizidentidade de ordem nxn
z:=(0 centro analitico aproximado de P
Ny= n’ +2n° (1+2L) + 2n’ log, n (nimero maximo de itera¢des)

ITERACAO GENERICA (externa)

passos:
1. Chamar ao ordculode Sem zeem b:

Sez e Soub € S, parar;
Sendo,sez¢ Seb ¢ S:
O or4culo de S retorna um vetora ¢ € R" ,v e R" tal que
{(xeR":c'x<c'z}5S e {xeR“:v'x<vb}>oS

2. Atualizar o politopo P:
Se b ¢ int (P) fazer
PP=Pn {xeR":c'x<c" z}
Se b € int (P) fazer
PP=Pn {xeR":v x<v' b}

3. Chamar ao algoritmo (R.R) (para identificar algumas restri¢des redundantes do
politopo P*)
Dar como entrada ao algoritmo (R.R):
O politopo P
O elipséide E = E (B,b) contendo P
O hiperplano {x € R": p" x=7v } sendo
p=Vv, y=va se b € int (P)
p=a, y= a'bsebeg int(P) onde
{x e R":a'x<a'b} o P (dado por oréculo de P)
Q=Pn{xeR":p x<y}(Q>P)
O algoritmo (R.R) retorna o elipsoide E (B', b*) contendo P°.

4. Eliminar as restricdes redundantes de P* identificadas pelo algoritmo (RR)
Seja P’ o politopo P’ sem as restri¢des redundantes identificadas pelo

algoritmo (R.R)
5. Calcular um centro analitico aproximado z4 do politopo P’y
Fazer
z.=7d
P L= Pod

E(B,b):=E B, b
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6. Testar o nimero de iteragdes externas:

Se o numero de iteragdes € maior que N, entdo parar. Declarar que S €
vazia.

Caso contrario, ir ao passo 1.

No passo 1 do algoritmo ( AER),se z¢ S e b ¢ S, no caso que b ¢ int
(P) arestrigdo a'x < a'b nfo forma parte da defini¢do do novo politopo P*, o corte
¢ usado somente para gerar a se¢do elipsoidal. E(B, b) N {xe®R": a'x < aTb} =z €
construir o novo elipsdide E(B’,b*) que contém P* com a finalidade de eliminar
cortes redundantes de P°.

A seguir apresentamos o algoritmo (RR) que identifica algumas restrigdes
redundantes de P* usado no passo 3 do algoritmo principal (AER).

ALGORITMO (R.R)

0. entrada

P politopo de R"

E = E (B.b) elipsoide contendo P

Hiperplano {x € R": p' x =7 } tal que
EBb) Nn{xeR" :P'x<y}=¢
Q=Pn{xeR":P'x<y)

1. atualizar o elipséide E (B.b)

T

b-vy
p'Bp

Calcular a =

Casol.Se-1< o £-1/n

Fazer:
B%*=B,b=b

Definir
E=E(B’.b") = E(B,b)

Caso2.Se-1m<a<l1

Calcular
5o M-0)
n -1
2(1+na)

o= ——
(1+oa)(1+n)
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1+ no

n+1
1

d= Bp

p'Bp

Faga:
B'=5(B-cdd")
b'=b-1d
E'=E (B’b") (elipsdide contendo Q)
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2. Identificaciio de algumas restricdes redundantes do politopo Q
para cada hiperplano aiT x =b; da defini¢do do politopo Q calcular

a’b - b,

" Ja'Ba,

se A; < -1 entdo a restri¢do aiTx < b; é redundante na defini¢do de Q (¢ portanto
redundante na defini¢do de P*)

A

3. parar.

No algoritmo (R.R) quando é dado como entrada a caixa P = D, considera-
se como o elipsoide E (B,b) inicial a bola com centro na origem de coordenadas e

n
. ; L . , .
raio R= 222’ = /n 2", pois esta bola contém a caixa D, portanto, neste caso
i=1

b= 0 e B=R’ I, onde I, é a matriz identidade de ordem n, (Nev Fig. 5.3).

54 DECRECIMENTO DO VOLUME DOS ELIPSOIDES
USADOS NO ALGORITMO (R.R)

No algoritmo (R.R.) exposto na se¢@o anterior, consideramos o eliosoide
E (B,b) = {x € R": (x-b)' B" (x-b) <1} com B uma matriz definida positiva,
contendo ao politopo P. Usando o elipsoide E (B,b) foi construido outro elipsoide.
EBb)={xeR" :(x-b)" B) ' (x-b)<1)
Contendo a secdo elipsoidal
Q=EB,b)nH #¢
onde H' ={ x € R" ; p' x <y}, é evidente que o elipsoide E (B, b*) contém
Q=P {xeR";p x<y) por tanto contermn ao politopo P* gerado no algoritmo
(AER) (ver passo 2)
Mostraremos que se E(B', b*) # E (B, b) o volume do elipsoide
E = EI(BI, bl) ¢ estritamente menor que o volume de E = E (B, b), por estimativa
1 1
do quociente %(ET((EE—)) (ver [23]).

T

TBY ,como E (B,b)nH e ¢, sabemos que -1 < a < 1. No algoritmo
p bBp

(RR) E (B’, b°) é diferente de E (B, b) se -1/n <a < 1. O caso o = -1 nfio ¢
analizado, pois neste caso o hiperplano H = { x € R" ; pT x <y} ¢ tangente ao
elipsoide E (B, b) e portanto a segdo elipsoidal €2 € constituido somente por um
ponto.

Sea =

Analizaremos somente o caso, 0 < a <1 ja que segundo nosso algoritmo (AER)
teremos sempre o = ( e valores 0 < o < 1 pode ser usado numa modificagdo do
algoritmo (AER).
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O seguinte lema serd usado na demonstracdo do teorema 5.1 que estabelece a
complexidade polinomial do algoritmo (AER)
LEMA 5.1 Se 0 <a <1, no algoritmo (R.R) entdo

Vol(E' ) <(( n jl( n )‘ R o
VolE )  \\n+1/ \n-1 ©

Prova : A demonstra¢do para o caso oo = 0 esta contida em [23]
Vol(E' )
Vol(E )
E, =S (0, 1)=E (I, 0) ¢ a bola unitaria ao redor do origem de coordenadas, e
d=(-1,0...0)".

Neste caso temos as formulas (5.2) usadas para construir E* = E(B’,b*) tornam-se

Para estimar o quociente , primeiro assumimos que o elipséide inicial é

d =(-1,0,..,0)

b =0- 1+no g= 1+no 0, .. O)T
(n+1) (n+1)
2 1__ 2
n° -1 (n -D(1+a)

Onde I ¢ a matriz identidade de ordem n x n.
Como D =d" d é uma matriz diagonal de ordem n x n com o primeiro elemento da
diagonal principal igual a 1, e as outras iguais a zero, temos que

n’(1-a?) L 2n(1-a?)(1+nw) D

Bt =
(=3 (n? = )(n+1)(1+a)
, n’(1-a’) n’(1-a?)
= dlag (r ° n2 _1 9 reey n2 _1 )
2 1_ 2 2 _ 2
onde 1 - n“(I-a”) 2n“(1-o”)(1+na)

=1 (n® =)+ 1)1 +a)
- 1
@D+ +a)

[n*(1—a®)(n+ DA +a)—2(1+na))]

_n’(-a®)l-o)n-1) _ A’(-a )
(> -Dm+DA+a) ()’ (1+a)

Assim finalmente B' € a matriz diagonal

n*(l1-a)? n’(1-a?) n’(l-a’)
(n+1)2 bl n2 ~1 gevey n2 _1

) (5.3)
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Seja: Ey' :=E (B*,b') com B* e b’ dados acima.
E conhecido que para qualquer elipsoéide

E=E(A,a)={xeR": (x-a)T Al (x-a) <1}

Seu volume que denotamos por Vol(E), depende somente do determinante de A e
da dimensdo do espago e é dado por

Vol (E) = JdetA .Vn (5.4)

onde V, é o volume da bola unitaria S (0, 1) em R", sendo

L__m L 2l
' F(%H) VIlIn = n

)n/2

com ['(x)= J-e_ttx_ldt , para x > 0, (fungdo Gamma).

0

portanto usando a formula dada em (5. 4) temos que

Vol (Eg) = Vol (S (0, 1)) = V,

Vol (E')) = VdetB' .V,

entio

|
Vol(Eo) _ Jdet B’ onde B ¢ dada por (5.3)
Vol(E,)

como B’ € uma matriz diagonal, entdo o determinante dela € produto dos elementos
de sua diagonal principal, assim

n(l-0)®  n*(1-a?)
(n+1)? n’ -1

det B* = y!

logo
Vol(E'o): n’(1-o)® n’(l1-a?)

)n-l ]1/2
Vol(E,) (n+1)? n’ -1

sendo 0 <a<1,temosque 0 <1l-a <1,eque0< l-a’<1

oqueda(l-a)’<le(1-05)"' <1
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entao

VOl(Elo) <( n?" Jl/z
Vol(Ey) “\(-1)’(n-D""(a+1)""

1/2
[ nn+]nn—1 ]
(+1)" (-1

(276

isto é
| n+l n—1 172
Vol(Es) _ ((—n ) (—n ) ] 5.5)
Vol(E,) n+l n-—1
portanto
| b
Vol(E') T (5.6)
Vol(E,)
n n+1 n n-1 _l
ES EN.
n+1 n-—1
desde que

o 1 <(n+1)In (1+l)+(n-1)ln(1-l)
n n n

Logo basta mostrar que

1. (n+1) 1n(1+l)+(n-1)1n(1- l) (5.8)
n n n

para ter (5.6)

Para mostrar que (5.8) é verdadeira, faremos uso da série de poténcias
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bk
———— para0 <x <2

x=3 (D (X;

1
tomandox =1+ —
n

1 N k+1 1
In(1+=)= Y (- —
n kzz:‘ kn

e tomando x = 1- l, 0<1-1/n<2, n#l
n
(l)k+l(_1)k 0 1
In 1___ — > 7 =y
(1-—)= Z o 2
logo
1 1 kot (1) - (n—1)
+1) In(1+—=) +(n-1) In(1- =) = 1
(1) In(1+ =) +n-1) In(l- ) kZ( S >
- 2 ~2(n-1)
DN D Yo
- 2 =~ 2 = 1 > 1
= - +
2k-1 2k 2k-1 2k
e a e ) Jre i) Jrw

assim € provado (5.8), € portanto (5.6) € valido.

Isto ¢ o lema 5.1, € valido para o caso especial dos elipsoides E,

E! definidos acima. Usando este resultado mostraremos a validade do lema 5.1.
Para E =E (B, b) e E'=E (B', b*) construido usando as formulas dadas em (5.2) do

algoritmo (R. R.).

E conhecido que para cada matrlz definida posmva A, existe uma unica

matriz definida positiva, denotada por A” tal que A = IND

Também ¢ conhecido que cada elipsoide E (A, a) pode-se expressar como
E(Aja)=A % S(0, 1) + a. Assim cada elipsoide € a imagem da bola unitaria S (0,1)

mediante uma transformagdo T afim bijetora.

Ent#o, sendo a matriz B do elipséide E = E (B, b) ¢ definida positiva, temos que
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E=E@B,b)=B* S(0,)+b=B*E,+b
Como na definigdo de E'=E (B’, b") , (ver (5.2)) temos que
1 1
1 — —
d= = Bp = B( i B2p)
p Bp p Bp

Existe uma matriz ortogonal, digamos Q (QTQ = ]) a qual rota o vetor B” p num
multiplo positivo do vetor (-1, 0, ..., 0), isto € verifica-se que
T _ 1 % _ 1 %
(-1) O) --')0) - (__fQB p)—(T—QB p)
3 p Bp
QB“p

Entdo .
T®=B”" Q' x+b (5.9)

¢ a transformagéo afim bijetora tal que E(B, b) ¢ a imagem da bola unitaria
S (0,1) mediante T.

1 1 L
Observar que T((-1,0...,0")  =B" Q'(( QB2p))
vp'Bp
L 1
=(-=—B2(Q'QB? p)
p Bp
= (-=—Bp-d
p Bp
e que T x)=QB i (x-b)
Agora: T(By) ={T(y):y'y <1}

=x: (T 0" (T o<1y
={x:(x-b)'B”Q"QB"*(x-b)< 1}
={x:(x-b)' B(x-b)<1} =E(B,b)=E

Analogamente pode-se mostrar que T(E'g) = E (B’, b*) = Eq .Por outro lado, €
conhecido que se T: x > D x + d é uma transformag@o afim bijetora, entdo

Vol (T (E (A,a)) = (det. D) Ydet A .V, =(det.D) Vol (E(A,a))
para qualquer elipsoide E (A,a).

Portanto usando esta propriedade da transformagdo (5.9) e o fato que
TE)=E e T(E'y)=E', temos que
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Vol(E') _ VOl(T(E})) _ det(B'*Q")Vol(E}) _ Vol(E})
Vol(E ) VOolT(E,)) det(B"Q")Vol(E,) Vol(E,)

¢ usando o resultado (5.5) e (5.7) concluimos que
VOl(El ) ( n )nH( n jn—l ot
< <en
Vol(E ) n+1 n—1

O algoritmo (RR) ¢ o lema 5.1 foi estabelecido usando os elipséides
EB)b)={x € R" (x-b)T B (x-b) < 1} com raio igual a 1. Também pode-se
mostrar a validade do algoritmo e do lema para elipsoides

EB,b)={x € R" . (x-b)T B (x-b) <1} com raio r diferente de 1, fazendo
uma mudanga de escala que leve a ter raio igual a 1.

5.5 POLINOMIALIDADE DO ALGORITMO (AER)

Em cada iteragdo externa do algoritmo (AER) quando no passo 3, é
chamado o algoritmo interno (RR) tendo como entrada um elipséide E(B,b)
contendo o politopo P, o hiperplano {x € R": pT X =7 }, o valor de y e p dependem
da condigéo de pertencia de b ao interior de P, do seguinte modo:

Se b ¢ int(P) entdoy = a'b, p=a, logo

p'Bp
eseb e int(P) entdo y = v'b, p =, logo

T

b_
a:p = y=0

p Bp

portanto y =0 em cada iteragdo do algoritmo, (AER), que ¢ fundamental para
provar a polinomialidade de nosso algoritmo, que estabelecemos no seguinte
teorema.

TEOREMA 5.1. Se o algoritmo (AER) nfo encontra primeiro um ponto em S,
entdo depois de

No=n’+2n’(1 +2L) + 2 n’ log,n
iteragdes, 0 algoritmo determina que o conjunto S é vazio.

prova:

Denotemos por E; = E(Bk,bk) o elipsoide gerado pelo algoritmo (RR) na k-éssima
iteragdo do algoritmo (AER) para identificar restri¢des redundantes do corrente
politopo P,.

Seja N alguma iteragdo, denotemos por E, = E(B,,b,) o elipsoide inicial, que ¢
uma bola com centro na origem de coordenadas e raio
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n

R: ZzZL___ ln22L — \/H 2L
i=1{
Temos que
Vol(Ey) _ Vol(Ey) Vol(E,_,) Vol(E)

Vol(E,)  Vol(Ey_,) Vol(Ey_,) Vol(E,)

como o =0 em cada itera¢do, entdo pelo lema 5.1
1

VollEx-i) . e 2" para 0 <i<N-1
Vol(Ex_i-y)

logo

Vol(Ey) _ eﬁ

Vol(E,)

N
ou seja vol(Ey) < € 2" vol(Ey)

sabemos que vol(E,) < vol(C) = 2"R"

onde C = {x € R": [x||, <R}, [I||., = max{[xi[}

/D_'C

1

Figura 5.3

por outro lado, como n< 2" para todo n > 1, tem-se que

n

R: \/321‘ < 2L+5

=N -N
ecomo e <2

~N N _N
entdo Vol(Ey) < 2" Vol(Eg) < 27 (2"R") < 27 2" .2 ™)'
ou seja

n?
+h+nl+—
2

-N
Vol(Ey) < 27"
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pelas condigdes assumidas para o conjunto convexo S, Se S # ¢, S contém uma
bola Bde raio 2. Entdo, os politopos P, gerados durante o algoritmo devem

conter a bola B, e portanto os elipsoides E gerados contem a bola B.
Em R" sabemos que o volume de uma bola de raio 2™ é limitada
-L
inferiormente por (—)" Assim
n

~ 2t
Vol(B) = (—)"
n
-L
Mostraremos agora que para N > N, tem-se que Vol(Ey) < (T)“ .0 que

implicara que

Vol(Ey) < Vol(B)
0 que é uma contradigdo, pois Ey >B. Logo deve-ser S vazia . Ou seja depois da
iteragdo No, o algoritmo determinara que S € vazia.

De fato:

-N n’ -L
—+n+hl+—

Qe 2 2 7 <« (__)n - 2-nL n-n
n

-L
Teremos que Vol(Ey ) < (T )

Temos que

2
—l+n+nL+p—
2

2 <2™n™ o -N/2n+n(1+2L) +n’/2 < -nlog,n
& nlog,n +n(1+2L) + n*/2 <N/2n
o N>’ + 2n2(1+2L)+2n210g2n =Ny

Do teorema 5.1 vemos que algoritmo (AER) apresenta complexidade
O(®°L).

Uma modifica¢do ao algoritmo (AER) pode ser considerado no passo 2. Fazendo
a'b—a'z

cortes pelo centro analitico z se o respectivo valor de a. = W € [0,1), onde
a Ba

a'x=a'zéo hiperplano separador de z e S. Caso contrario considera-se o corte

a'x = a 'bdebeS. Observe que neste caso e preservado em cada iteragio o

€[0,1), e portanto o algoritmo com esta modificagdo tem a mesma complexidade

do algoritmo (AER), & demonstragdo ¢ a mesma dada para o teorema 5.1.
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CAPITULO 6
UMA APLICACAO AO PROBLEMA DE
PROGRAMACAO CONVEXA RESTRITA

6.1 INTRODUCAO

Sabemos que um problema de programagio convexa € um caso particular
de um problema de viabilidade convexa. Portanto pode-se aplicar para resolvé-la os
algoritmos existentes para o problema geral de viabilidade convexa.

Neste capitulo aplicaremos o algoritmo de Goffin-Luo-Ye [21] para
resolver um problema de programagdo convexa restrita.Uma aplicagdo deste
algoritmo para o caso de programagdo convexa com restricdo caixa foi
desenvolvido por Kiwiel [27], especificamente para o problema seguinte:

Min.f(x) = *
0<x<e
Onde f: R" —> R ¢ convexo, * > 0.

Nos estendemos o algoritmo de Kiwiel para o caso de programagdo
convexa restrita, ¢ damos uma estimativa de complexidade do algoritmo sob
algumas condig¢des.

Antes de apresentar nosso algoritmo damos a conhecer o algoritmo de

Goffin-Luo-Ye [21]; e o algoritmo de K.. C. Kiwiel [27].

6.1.1 O ALGORITMO DE GOFFIN-LUO-YE PARA O
PROBLEMA GERAL DE VIABILIDADE CONVEXA

Dado um conjunto convexo D ¢ R" , com interior ndo vazio, tal que D esta
contido na caixa
Q'={yeR":0<y<e}=[0,1]"

o problema de viabilidade considerado ¢ encontrar um ponto no interior de D.
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O conjunto D ¢ deﬁnldo implicitamente, ¢ assumido que existe um oraculo
tal que paracada y e Q° ou responde que y €intD ou gera um hiperplano

separador de ye D

{ye‘.R”:OI/TySGJT ;}:D

E assumido que ||(1{| =1. Também ¢ assumido que intD contém uma bola fechada

n-dimensional com raio € < %.
Antes de apresentar o algoritmo de Goffan L. Y. damos uma defini¢do de

proximidade ao centro analitico.
Uma Medida de Proximidade ao Centro Analitico.

Dado um politopo Q= {y € R": A'y+s=c, s> 0 }limitadoem R", ey e
intQ2, tal que s = ATy - ¢ > 0, para uma variavel primal x>0 e Ax =0, define-se
a medida

N (xy) = IX(e-A'y) e[ = Xs-e| = Sx-e]|
Se || Xs-el| <n<1,entdo o ponto y € dito um n-aproximado centro analitico do
politopo Q;

Outra medida ao centro analitico € definido por

3(y) = [ISx(y) -e || = min { ||Sx -¢ || : Ax =0}
X
onde

x(y) =S'e-S?AT(AS?AT)'AS e
=8t 1-s'AT(AS?AT)"AS e
e verifica Ax(y)=0.
Se x(y) > 0, entdo 5(y) =n (x(y).y).
Se &(y) < 1, entdo € mostrado que

a(y) =n (x(y).y)

Também € mostrado que se

8(y) <1, entdo o ponto y' =y + A(y) € int(QQ)
com A(y) =- (VFX(y)" (VF(y))=- (AS? A" )" AS™ ¢
e 8(y) < 6(y)2. Fato que da convergéncia quadratica do método de Newton para

minimizar a fungdo barreira logaritmica.
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Usando a n-medida de proximidade, apresentamos a seguir o algoritmo de

Goffin-Luo Ye.

Algoritmo (AGLY)
Passo O. (Inicializac8o)

Seja o<m <1

A’=(1,1) e R

! = (e] e R
0

y=lee R
=AY Y= e e B
xX'=ee R"

k=1

(Observar que Q°= {ye®R": ¢ - (AO)TyZ 01}, A%’ =0, x'> 0,

[ X' -e [|=0, y0 centro analitico de Q° )

Passo 1 (calculo do centro analitico aproximado)

k1 kel k-1 - k-1
,S ),comy um m-aproximado de Q"

Comecando no ponto (x k'l, y
k k k k o ...
calcular (x ',y ,s'),comy um r-aproximagdo centro analitico de

O ={yeR": -Aa'y20}

Passo 2 (critério de parada)
Perguntar ao oraculo de D
se yk € intD.

Se ¢ sim, parar.

Se ndo, continue.
Passo 3 (geracédo de corte)

Se yk ¢ intD, o oraculo devolve um hiperplano

n T k
{y eR" Wy’ Y< Uy Y} DD com [y = 1
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fazer A =(AY 04 )

k
k+1 Y
¢ - T k
O(/k+l y

Considerar Q*'={y e ®" : c*"-A"y=z0}
Passo 4
fazer k : =k+1 logo retornar ao passo 1.

O seguinte teorema estabelece a estimativa de complexidade do algoritmo (AGLY)

TEOREMA 6.1

O algoritmo (AGLY) termina com uma solugdo viavel (yke intD) logo que k

satisfaz
 Lionmas Bt
g _2 8n k+1
< exp (1200 —————
n 2n+k+1 k+1+2n

onde o ¢ uma constante.

O teorema 6.1 implica que a complexidade do método € de O*(n2 / 82)
itera¢des, onde a notagdo O* significa que os termos de menor orden sdo
ignorados. E observado que o positiva ou nio positiva, ndo altera a estimativa de

complexidade significativamente.

6.1.2 O ALGORITMO DE KIWIEL PARA UM PROBLEMA DE
PROGRAMACAO CONVEXA.

O algoritmo que apresentaremos a seguir, € o algoritmo de. Kiwiel [27], que
¢ uma aplicagdo do algoritmo (AGLY) para resolver o problema convexo seguinte:
Min.f(x) = £*

0<x<e
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para f: R" -R convexo, com £* > 0.

E assumido que f* >0 e que f( Yo e) = 1,

define-se
X=10,1]",
£(x) f(x)sex € X,
X =
X wsex ¢ X

dada uma tolerancia € > 0, uma E—solug;éo (isto € x tal que fy (x) < f* + E)

¢ encontrado no conjunto

Ye={yel0l]":y=(xE. fx) <&, E<+ g}

onde fi = n+1 serd usada as normas

x| = [sz]
lIx|l, = thil

i=1
Izl = max {|x; : 1 <1< n}, I denotard a matriz identidade e € o vetor com

componentes todos iguais a 1.

ALGORITMO (AK)
Passo 0 (inicializagdo)
Fazer

A'=(,1) e R

k=0

Jo = 0 (ji € o numero de cortes subgradientes realizadas antes da iteragdo k)

Passo 1 (calculo do centro analitico)

Achar o centro analitico yk = (xk, €,) do politopo

Q' ={yeR": ATy <}
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dado por my = 2ii + j, desigualdades.

Seja s =ck- (ak)T yk >0

Passo 2 (critério de parada)

se x* & uma solugdo desejada, entdo parar
sendo, continuar.

Passo 3 (geracdo de corte)

Encontrar f(xk) e gk € af(xk).

Se f(xk) <, , entdo faga corte horizontal:

K+ k
Fazer c; =1fx)
K+ k 1 .
¢ =¢ paraj=1,..,m ej=fl
k1
AR = AF
Jke1 = Jk

Se f(xk) > &, , entdo gerar um corte subgradiente:

g¥
Fazer Qg+l = ( J

Coir1 = (29" x*- £(x")

Ak+1 _ Ak

k
k+1 ¢
C =
Cmk+1

jk+1 :jk +1
k() =k
Passo 4

Fazer k := k +1 e retornar para passo 1.
A estimativa da complexidade do algoritmo (A.K.) ¢ dada no seguinte
teorema. (ver [27])
Teorema 6.2
Seja L, = sup {llgll, : g € of(x), 0 <x <e}
e fkm =minj<kf(xi ).

Entéo,
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n+ﬁln(1+é%)/81n~ N

Fro- P22 (14L,) | 2 BT 8 o XDk
20+ j, 2n+
corolario * oo v T
6.2 O PROBLEMA CONVEXO
Consideremos o seguinte problema convexo.
Min. f(x)
s.a

P
P) hi(x) <0, paraj=1, ..., m

0 <x<e

Onde h;: R" — R para j=I, ..., m sdo fungdes convexas em K", e
f: R" - R é convexa sobre conjunto convexo
A={x eR": 0<x<e h(x)<0,j=1, .., m}
Seja
h(x) = max, ¢m hy(x)
Como as fungdes h; sdo convexas sobre R", entdo a funcio h é convexa sobre R".
Sem perda de generalidade, por simplicidade, podemos considerar em lugar do

problema convexo (P), o seguinte problema convexo.

Min.f(x)

PC) <.

®C) h(x) <0

0<x<e

Seja £* = min{f(x): h(x) < 0, 0 < x < e}.Suponhamos que f* > 0, h(*ze) < 0 e que
f(2e) = 1. Também assumimos que € possivel calcular g = g(x) € of(x),

1 = u(x) € oh(x) nos pontos de definicdo de fe h, e que ||gll; <L, || pn | <L .

6.3 ALGUMAS DEFINICOES
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Dado um Conjunto finito l © N onde N = { 1, 2, ...} e uma seqiiéncia de
pontos {x'},.;em R", as funcionais
f! x)= f(xi) + g(xi)(x-xi) paraiel
sdo suportes afims de f em x'. Entdo, definimos
fi(x) = max{fi(x): xel}
f; é uma relaxacdo de f, isto € f; < f. Similarmente dado um conjunto finito J c N e
uma seqliéncia (xi}jE ;de pontos em R" | definimos as funcionais
B(x) =h(d) + " (x-x), j €l.
onde y; € oh, (Xj) para algum ¢ €]J tal que h(xi) =h, (xj)
A fungdo
hy(x) = max{H(x) : j € J}
¢ uma relaxacdo de h, isto é h; < h, entdo tem-se que Dy > D onde
D={xeR“hx)<0},D;={xeR"h(x)<0}
Assim, o seguinte problema convexo
Min.f; (x)
s.a
h;(x) <0
0<x<e
¢ uma relaxagdo do problema convexo(PC) que pode ser tratado como um
problema de programag@o linear. A sua solugédo fl* =1 (xl*) ¢ limitante inferior do
valor f=f (x*) otimal do problema (PC). O valor
£, = min{f(x): iel, h(x) 0,0 <x' <e}
€ um limitante superior do valor optimal f.
Definimos o conjunto de localizagdo €, por
Qup={y =(xE)e R f(x) <&, E<E,, hy(x)<0,0<x<e}
que é um subconjunto limitado do epigrafo de f; .
O politopo €,, contem cada ponto Stimal (x*, f*) do problema (PC). Pode-se
observar que quando o nimero de pontos {x;} com indices em I ou J crescem os
limitantes superiores &, de f decrescem, entio o conjunto localizador é uma

melhor aproximagdo exterior do conjunto.

Q, = {y =(x,£)e[0,1]"": h(x) 0,0 <x <e, f(x) <&, & < f +¢ Jonde
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e > 0, que chamamos de conjunto e-6timal do problema (PC). Um ponto
X tal que (X, y) € Qe ¢ chamado uma e-solugdo do problema(PC). Embora o
valor 6timal f seja ndo conhecido, apresentamos um algoritmo para encontrar um
ponto em €2, , para valores arbitrariamente pequenos de .
Em nosso algoritmo, assumimos que o conjunto convexo

S = Q.. esteja contido na caixa

Q= {y=(xH)eR":0<y<e},
onde fi = n + 1. Baseados no algoritmo do Goffin-Luo-Ye [21] e modificando a
analise feita por K.C. Kiwiel [27] damos uma estimativa de complexidade do

método.

6.4 ALGORITMO (p.v.c)
Passo 0 (inicializago)

A= (1,-1) € R"**", I matriz identidade

= (S) EERZﬁ,

Vo =vhe=" %) e R, x"=teec R"
£ =AYy =1 ¢ e B2
k=0
jo = 0 (j, nimero de cortes ndo horizontais efetuadas antes da iteragdo k)
Q' ={y=(x&eR:"2(A"y}

Passo 1 (calculo do centro analitico)

Calcular o centro analitico yk = (xk,ék) do politopo
Q= {y=(xfeR 1 2(AYy)

dado por my = 2fitj, desigualdades.

Fazer s*=c"- (Ak)TyK >0

Passo 2 (critério de parada)

Se x* é uma solucdo desejada do problema (PC).
entdo parar,

sendo vai para o passo 3.
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Passo 3 (geragdo de corte)
Caso 1 Seh(x*)<0e fix") <&,
Fazer: corte horizontal:
Cﬂk+1 = f(x")
Cij = Cjk paraj=1, ..., m com j # fi
A= AF (no houve geracdo de coluna)
Jke1 = Jk (ndo houve corte subgradiente, nem vertical)

Caso2 Se h(x") <0 e &, < f(x)

Fazer corte subgradiente f:

KT (K
Cm 1 = (g j ( ] = gkxk'f(xk)
RSV (C

Akﬂ = (Ak’ O(/mk+l)

= (Ck J
Cmk+1

jke1 = Jk 1 (houve corte subgradiente na iteragfo k)
K(x+1) = k (0 tltimo corte ndo horizontal acontecio na iteragdo k)

caso 3
Se h(x*)> 0 (nfio definido f(x"))

Subcaso 3.1 Se h(xk) > &, . Fazer corte subgradiente h:

k
g/mk+1 = (ﬁl)

k k
B X — ok k ok
Cons1 (_J[h(xk)j pxh(x)

k+1 k
A = (A > O‘/mk+l)
o = [Ck J
Cmk+l
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Jer1 = Ji +l
k(i) =k
subcaso 3.2 Se 0 <h(x*) <&,

Fazer corte horizontal;

k
_ | H
O{/mk+l - (_1)
T
cus =[5} (2] -
m+1 X
0 \&

k+] - (A a/m +l)
ok = (Ck ]
Cmk+1

Jie1 = Jk
Passo 4

k:=k+1,

ir para passo 1.
OBSERVACOES:

1) No caso 3 do algoritmo quando h(xk) > &, temos o corte:

+. 4, T T ~k
H": O(/mk” y< (J/mkH y

k k
onde U[/m +1 (:j » Y = (;j §* = [z(ka

contém ao epigrafo de f

epi f={y=(x£) eR" :h(x) <0, f(x)<E,0<x<e)

De fato:

Sejay = (X, E) eepif,entéoh(i)SOef('i)sE,OS X<e

H'={yeR": m+1y<0/mk+1 9 3= {ye R p (xx) +h(x) <&}

pela convexidade de h em R" , temos que
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1 (x-x5) + h(x¥) < h(x) para todo x e R" .
logo k¥ (%-x") + h(x*) < h(%)
mas h(X)<0<f(X)< E pois £* >0
logo 1 (X-x") + h(x) < €
portanto (X,£) € H".

2) No casso 3, quando 0 < h(xk) <&, o corte vertical H': Ot/glkﬂ y < Q/glk“ yk

| N
onde U/mk+1 - [0 j,y— (é) YT (ékj

contém ao epigrafo de f, de fato :
Se (X,£) € epif, entio h(X) <0,0< X<e, f(X) < &
pela convexidade de h temos que h(X) > h(xk) + uk (X- xk) entdo
0> h(X) > h(X)-h(x") > p* (%-xH (pois h(x") > 0

assim uk (X- xk) <0, por tanto (X- xk) eH .
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6.5 REDUCAO DO MAX-POTENCIAL
SejaQd={y € ‘Rﬁ:czATy}
={ye iRﬁ:s=c-ATyZO}
um politopo fi-dimensional, onde ¢ € R™, A € R"*™, e seja y* o centro analitico
do politopo Q, (y* € int(QQ)).

Sabemos que y* ¢ o ponto que minimiza a fungfo barreira logaritmica
_ m T _ m
F(y)=- Zln(cj -0y y)=- Zlnsj
i1 -1

y € int (Q), onde 05 denota a coluna j de A, s; = ¢; —ale y>0
O potencial de Q ¢ definido por

PO =-F)= D In (-0 y)= Y In 5]

-1 i1
T
ondes’=c- A y*>0.

Observar que p(€2) =max {-F(y) : y € int(Q)} dai que p(Q) é também chamado de
max-potencial de Q.

Se no politopo
fi T .
Q={yeR:0Q; y<¢,j=1,..,m}
mudamos o lado direito da ultima desigualdade da definigdo de Q, por exemplo,
por GumTy < Cﬂ/mTya + Bs,, onde B é um pardmetro, gera-se um novo politopo.
Q. ={y eR" OI/J-T y<¢,j=1,..,m-1, G/mTy < OlzmTya + Bsy,” }
No lema que estabelecemos a continuagdo; mostramos redu¢do do maximo

potencial de QB+ em relagdo ao maximo potencial de Q.

As demostragdes dos lemas 6.3 e 6.4 estdo contidas em [47].
Lema 6.3 Seja Q= {y eR™ G/jT y<¢,j=1,.,mj={ye R > ATy}

Qp = {y e®™ (LjT y<¢para j=1,..,m-l, GfmTy < O!/mTya + Bsp” }
entdo

p(Q") <p(Q) -1 + B paraBp>0oup <0.
prova
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Se y* é o centro analitico de Q, entdo -A(S")" e = V, E(y") =0, (e é um vetor de
componentes todos iguais a 1) onde (S*)" ¢ uma matriz diagonal. (S = diag(1/s;")
Se definimos x* = (S*"' e > 0, temos que

AX'=0 ¢ X7s'=e, (6.1)
onde X™ ¢ a matriz diagonal X™ = diag(x;")
Seja ZJ =¢jparaj =1, .., m-1

_ T .

Cln = a/l'n ya + B Sm
y* o centro analitico de Q"
ga — E _ AT ;a
entdo temos

e' X* ¢ =¢'X*(c-A" y)=e'X* ¢ (pois Ax"=0)

=e'X%c-(1-B)x,*s, " =n-1+p

Sabemos que

P(Q)=, Ins=1 2
(Q le ns, n(l;[sn
P(Q)=D, ln(Hs)

j=1

entio,

m

exp@@)= [ [, exoo@) =[5

=1 j=1

logo,

eXp(p(Qg)) ——
o H Hs ? (pois X" s" =€)

<(1/m f: _s—ja )" = ((m-1+B)m)" < exp(B-1)

i1
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isto €,
exp(p(Q2y)) < exp(p(€2)) exp(p-1)

ou equivalentemente,

(P(Q)) < p(Q)+ B-1

para qualquer 3 >0 ou 3 <O0.

Lema (6.4)
Seja Q = {y eR™ (LjT y<¢,j=1,..,m}e

QB+ ={y eR™: (LjT y<¢para j=1,..,m, (LmHTy < G/mHTya +B ;}

onde f3 € um pardmetro (3 20ouf <0)e

- T -2, Ty—-1
r= \/a/m+ 1(A(sa‘) ADT
onde s* =c- A’ y*> 0, y® o centro analitico de Q

(S 7 = diag(1/ (5, ).

Entdo,
P(Q)<P(Q)+In 1 - a+max{p,0}
para =0 oup <0,sendo a=1,35-1n4>0(=0,1137)

prova

Seja y* o centro analitico de ©, entdo existe x* >0 tal que
Ax"=0 e X"s"=e onde
s"=c-A"y*>0, eseja p=0.

Seja y" o centro analitico de Q'

s* =c- A’ y*> 0 (as primeiras m folgas do novo centro y*)

a

T.a - T — T - -
Smrl =W Y 1B 1 - Qg yazafmﬂ (ya' ya)+l3 r

Entdo, temos

T p— —
Sam+] = U (ya - ya )tPr
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= Uiy AK) AN A AN (Y- YOI +B T

= Uy (A AT AXY ATy -AT Y4BT

= Uy (AP AT AXY (etATy 4o AT Y +B T
= Qipey A AN A (5= +B T

= Uy (AKX AN A (X " -0) +B T

< |t A AT AXP ][ X S el +B T

= (X" s"-e| +P) T

isto é,
smer” SOIX" 5" el +B) 1 (6.2)
Temos que,
e X' s = e X'(c-A" ¥)
— T X0 (T X AT ¥
=e'X'c-x*"TA ¥ (pois ¢ X
)
=¢' X'¢c-(AX)' Y
=e' X" (c- ATy% (pois AX" = 0)
=¢' X'¢c
=e' X's"
=e e=m
ou seja
e' X' s'=m (6.3)

Assim, temos que
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S

} m
expp(Qg) 1 El _ (g;ﬂj 1—[
fexp p(QQ) T . 3

-x* e+ [ s por (6.2)
i=1
Qe +p) [ | o= (64
j=1

onde o = X* "> 0, que pelo resultado(6.3)
satisfaz e’ oo =m.
Consideremos o seguinte problema
maximizar ‘¥ (a)
s.a
ela=m

a>0

Seja p=|| a-¢|| fixado.Entdo este problema ¢ relacionado ao problema

m
maximizar (p + B)l—[oci
j=1
s.a
jeTaz m
lloo —el|=p
o>0

cujo méaximo € atingido, sem perda de generalidade, em

AN
o =(0, ..., oy ) tal que

-0
a1=6>1,a2=...=am=m >0
m-—1
Assim,
1- 1-6
o -e=(5-1, 0 ), com (8-1)> 0
m-—1 m-—1
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que implica,

m-—1 1 m
o-e || =(5-1) [1+ =@ 1+ —— =01, ——,
Ilo-e [l = ( ),/ mo ¢ )y — ),/m_l
m m m-1
IIOLJ:OL,(I Iaj)=6(2———6—)
- m-1

Assim,

m m—35 m-1
P(a) <\WP(a) = ((8-1) m_l(ﬁ) 5(m_1)

1
G-D+,"—()
:(4 mj o (8/2)(E:?—j

m—1 2

m__l m+1
<4\/T (m—OaS)ﬂ/—IH—(B)
" VYm-1 m+1

< 4 B 4
exp (15— }m—l B) exp (1,5-PB)
m

e tendo em conta (6.4), temos

expp(Qp) 4
Pl oY) ———
I exp p(Q2) exp (1,5-B)
ou seja

exp p(Q+B) <(4T exp p(Q2)) m

o que implica:
p(Q'p) <p(Q) + In4T - 1,5+B =p(Q) +InT - o +p
onde o =1,5-1In4, para p >0
Vejamos agora o caso B < 0. Para =0,
Q+0 ={ yeERﬁ : O(/_}Fy <cpj=1,.., m-1, O(/Ily SO/:qya}

Assim para B <0, temos que Q+B Q'
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logo

P =max {F} = max{-Fy)} =pQ)
y € int(Q'y) y € int(Q’p)

e também para B = 0 pelo caso anterior
pQ)<p (@) +Ini- @
portanto,

P(Qp) <p(Qy) <p(Q) + InT - .

Veremos agora para cada caso do passo 3 do algoritmo(p.v.€) conseguimos redugio

do max-potencial.
i) No casol. quando h(xk) <0e f(xk) < &,.0 corte prévio horizontal & < c'f‘i

(correspondente a coluna Qy; = e" =(0,...,1) de A*, @l y <" ¢ substituido pelo
i P

novo corte horizontal £ < f(xk).
Temos que

fx)-&)
k

fil

k k
sg =&+ BysSy

E<f(x)=§ +

€

(F -8 _,
k ,

n

onde B, =

isto €, o novo corte profundo (pois P <0 ) €

E<E+Bysy
logo o novo politopo €

Qk+1 _ { y e 9{ﬁ . (Ak+1)Ty < Ck+1}=

={ye Sﬂﬁ:U/}ﬁygc_li(parajzl,...,mk,j¢ﬁ,§S§k+[3ks§}

onde & <&, + Py sk correponde a restrigdo

k
A X
Wy ySW 3y tBcsk comUy=e ,yk=(§ j
k

portanto pelo lema 6.3, Temos redugdo do max-potencial:
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P < p(Q) -1+py < p(@) -1 (pois B, < 0)
Observar também que no caso 1

C,~,kJrl = f(xk) <g < Cg e como cy =1 (pelo passo 0)
entdo por indugdo

Ckﬁ <1 para todo k

i1) No caso 2, temos h(xk) <0ef < f(xk)
ON\T 7ok
C,. . =) Xy = (g ] LX )m £
: 1) \&y
:O(/:Hl ¥ - x) gd/guﬂ y*
isto é

C

T k
m+l S G/mk+l Yy

Seja
= O (A2 (AHDa, ,

:\/a/$k+l (VzF(yk)_lqjmk +1

= ”G/ m, +1

H, -

Onde H; = VZF(yk) ¢ uma matriz simétrica definida positiva.A matriz (Sk)'2 =

diag(—(Tl)f) onde s* = C" - (Ak)T y*> 0 logo r, > 0.
5

Entdo, podemos expressar

C 0! yk

_ T k my +1 ny +1 _ T k

Cmk+1 = a1 Y +( N re=Wp 4y BTk
k

onde

C

T k
B _ ~m +] _d/mk+l y
K =

Iy

Wt Y +E — £ =y 4 ¥"

I
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56
Iy -

assim

T k
Cm N O[/mk+] y +Bkrk com BkSO

logo
o T
Qk+1 — {y e 9{“ . (Ak) y S Ck, (X/;l[;k+l y < a/l’:lk +1 yk +Bk rk}

onde B3, <0

Entdo como B, < 0, pelo lema 6.4 temos que reducdo de max-potencial
PQ) < p(Q) +ln - o+ max(By, 0)
Sp(Qk)+ Inr - a.

com a=15-In4>0

iii) No caso 3

a) Se h(xk) > £, 1 temos que

T k
(I/T k ka+1 —a/lllk+l y _q T k+
mkl"y f Iy = /mk+1 y Bkrk
k

m o+l

onde

= O (AP A,

ka+1 ‘O[/Ilkﬂ Yk _ O(/quﬂ Yk +&y “h(xk)‘a/;kﬂ yk

Ty T

B =

k
SR (pois &, - h(x*) <0)
T
portanto pelo lema (6.4) para 3, <0 tem-se que

p(Q N <p@H+Inr. - o, com a=1,5-1In4>0.

b) Se 0 < h(x*) <&,

OFt = {yeR": (Ak)Ty < Ck, @;kﬂ y< U/:ml ¥}
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k k '

) X

onde O{/mkﬂ = (g J’yk: (EJ ja ckmk+l: a/r]l;kﬂ yk=“k Xk
k

T T k k k _k
O‘/mk+1ySO[/mk+ly SUXSPX

& uk (x-xk) <0
como o corte passa pelo centro analitico temos que B, = 0. Logo temos redugio do

k+1

max-potencial: p(QQ" ) < p(Qk) +1Inr1 - a.
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6.6 COMPLEXIDADE DO ALGORITMO(p.v.€)

Supondo satisfeitas as condi¢des expostas na se¢do 6.4, faremos uma anélise da
complexidade do algoritmo(PVe).

Suponhamos que o algoritmo ndo tenha terminado. Entfio na k-ésima iteragdo
temos que

A¥ =L-L, G150 005,5, )
O numero de clolunas geradas depende do valor de j,.

Observar que no passo 0, temos que xX’=Ye e
0
Eo=yy =h<l=f(he)=f(x")
entdo houve corte ndo horizontal na iteragdo k=1, assim j, =1.
Js .. 'aTN ]
Seja  B*=8I+) T B0 =gr
= llags + 1l
onde I é matriz identidade.
Os enunciados dos lemas (sem demonstragdo) estdo contidas em [27]. Nas

demonstra¢des modificamos as dadas em [21].

LEMA 6.5.

Sejam vy e int(Qk), e sjk = cjk -u/jT y>0paraj=1,..,2f+j,=m, . Entdo
0< sjk <1 paraj=1,..,2fi e 0<s*< 105 [y, para j = 26+1, ..., 2f + ji
Prova:Sabemos que 0 <y <e

. . Nt o k j k_ k0T
)Paraj=1,...f,j=10,temosque:¢; =1,Qy=¢ e 5y =¢; -Aj y=1-y;<1

ii) Para j = fi, temos Uy = - Logo 0 < sjk = cjk -£<1-& <1 (pois cﬂksl para todo k, &
> 0)
ii1) Para j=fi+1,...,21i, temos que cjk=0, a,= —e’, entdo 0< s;‘ =0~y, <1
iv) Paraj=2fi+1, .., 20 +j,=m:
Seja £ = k(j-211)
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Temos no caso 2. do passo 3 que w; = (g j ,

T/ ¢
-3
_1 f(Xe)
logo
T ¢ T
ooty (4 (L)
Ut =V e
=& - fx") -g'(xx) <€ & - g'(x-x)
(gf)TLX —xe)
<-
-1 &“&e

<l Iy 11y =yl < oy lly
onde

=)=l

A ultima desigualdade vem de
||y-y€|ll = max{||x; - x;’ ||, [E-E|}< 1, poisy e y' estdo na caixa 0 <y <e
No caso 3:
a) Quando h(xe) >0e h(xe ) =€, , temos
definindo

ok = (ug) (Xe J
J -1 h(xf)

s =c" - y =& -h (xe ) - ue (x—xg)
<& -p (x-x)
NT 7 0
_ {Hu X —X
s
< oy Iy Iy=y"ll < llay I

onde ||y -y'll; < 1
b) Se para algum 1 </ <j,,j =2fi + { tem-se que h(x) >0 ¢ h(x') <&; temos que

i i J o
;) o) )
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k_ k T
§ =¢ Uy ¥y

=¥
=p' (¥ x)

<P i Q< Il = ol

LEMA 6.6.

Seja Q= {ye R" (Ak)Ty < ck}, yk o centro analitico de Q¥ ,s* = ¢* -((lzk)T yk
>0

e N=ﬂ+5ﬁhﬁ&%%,B%M
A o i |
Entdo
Ak(Sk)-Z (AK )Tt Bk
Isto €

Ak(Sk)'2 (A* )T-Bk ¢ positiva semidefinida.
prova:

k
Seja Y k= diag( "), onde yk = (2 J
k

como pelo lema 6.5 temos que

k

S: =cjk 'u/jT yk= 1 -yikparaj=1, .., i, comj # il

J

k
S.

P = cjk -Oﬂ/jT yk = 0-(-e") yk = yjk paraj =1fi+l, ..., 2f1

e Sy =o' Uy ¥ = b <16 < 1= Ay, com @y ="

logo

AN SN = VR
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R ) Jy Qs -GIT~ )
- (yk) 2+ (I- yk) 2 28+ 21+

2
Hafzﬁ 1,
j
Yo PN P
>8I+ Yy TN pois0 <y <e)
HG/ZT) +] |
~ gk
portanto,

Ak(Sk)-Z (AK )T t Bk.

Se jr+1 > jk » isto é se um corte subgradiente e gerado,
Seja

mk Z\/ iy, +I(B) alll‘+l = m‘+l(A(S) A ) am‘+] =rk

entdo pelo lema 6.6. temos que cok2 > rk para todo k.

LEMA 6.7. Seja Vi = ||, 4y I} = | Qs lli  paracadak. Entdo,

Jeat 2
0

Vo
=0

Jk+1
— I
( ? ) < 2fi In( Y )

prova:
. T
kil ok, Pomeg, Pamsg,
a/2ﬁ+ju| 1
Temos que
W Qe
k+1 - k 21+, 28+]i,,
det(B¥)  =det (B + e
“sz‘ﬁq'jku 1
ey, (BT QU
=(1+ ’ 2
l 2+ jear
—(1+ )detB
Vk
logo

k+1

In(detB*") = In(detB“™") +In (1+—'<)

como, B* > 8l entdo
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2
@Y S1/8 Gy g,y <UB |0y, 1T 1BV

isto €

2
0< 2k<1/8<1
Vi

Sabemos que para 0< x<1

2
X3 4

X X
+ = e )t —-— +
In(1+x) (X2)(3 4)...
sendo cada termo ndo negativo.Logo
X X2
In (1+x) 2 x - — 2Xx-
2 2(1-x)

2
. ®
assim para x = — € (0,1) temos
v
k

(Di 2
ol ol 2
In(l+ —%) 2= —F—-

2 2
e
Vi
o
2 2
= 2k —T)
Ve gn-2k
Vi
L Ok
2vi
portanto de (6.5)

2
In(detB*"") > In(detBY) +—% ,  para todo k
2vy
logo ,

Jins
(O]
In(detB*"") > In(detB®) + 2
( (detB’) E 5

=i In8 + Z 3 (6.6)

E conhecido que:

+
1 traco B"!

~

n

(detB")

€ tem-se que

2

Jrat a/2ﬁ+_|

trago B*'! = 8fi + >

0 |Damsj

1
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=

2 2 .
mas, [|Quay lI” <|IO5ll7  ouseja .

<1 para

“or/ J.

1
cadaj=1, ..., j4; . Portanto

traco B*"!
(detB¥" )< 202 <gy Jin

~

n n
o que implica que

1/fi In (detB*"" )< In (8 + i%l)

istoé ,  In(detB"')<filn(8+ Tkt
n

Entdo de (6.6) segue que
jl+l (l)z .
fi In8 + z —L <iiln 8+ )
- \F n
j=0 ]
de onde
o> : .
2 cin @+ ) i 8)=filn (1 + Lkl
n 8n

isto é

|

26 In(1+ 3Ly
8n

LEMA 6.8 .
Seja

O =(ye R y<¢, j=1, .2 ~m
Consideramos o politopo

Of—ye R O Ty<tk j=1
={ye®R: 0U;y<C,j=1...,m}

onde

~r W j k C;( 1

O = e Ci= —.Sejac tal que
’ HOb/ “1 J “C’ule

~/
0<e< Ejk- ey JT ¥ paracadaj=1,..,my paraalgum ¥, Entdo

p@) - D Injoyll =p(£3*) 2 my Ine

j=2n+1
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prova:
Pela defini¢do do max-potencial temos que

p(Qk ) = max { Z In (Cjk'G/jT y):ye int(Qk)}
i=1

mk
p( %) = max {Z In(T5- 0T )y e int(84))
i=1

=max {() In(cf-05"yr D" Il ajfl): y € int(@")]

=1 j=1

=max {() In(c/-05" y)):y € int(@9} - ) Inf

j=1 j=1

2%, m,
=p@- () w+ Y Inf i)
j=1

=211
portanto,

m,

p(3)=p@9- D Inffai,

j=2fi+1

por outro lado,

m,

mk
p(ﬁk)zz ln(ej“-ijTy)zZ e=m, Ing

j=1 j=1
o que implica que

@) - D Injay, >m; Ine.

=214

LEMA 6.9 . Seja € > 0 tal que satisfaz a condi¢do dada no enunciado do lema
6.8.Entéo,

%+2ln(1+1k:1)

k-(1-a)j
82 /& < — . 81 exp ((_2) (~ ?‘)Jk+l )
20+ Jyy 20+

prova:
Na sec¢do 6.5 mostramos que temos redugdo do max- potencial em cada iteragéo
do algoritmo (P.V.€) dado por
P < p() -1
ou
P <p@ Hinr - &
logo
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J

P <p@)+ Y Ing - (@-1) +
j=0

como pelo lema 6.8

21+j,+1
p@ 2 Qi+ j D Ine+ Y Infoyl
j=27+1
20+j, +1, I
€ como Z In |0}, = Z In v; . Entéo
j=21i+1 j=0

J J
Q2fit j,+1) Ine+ Z Inv; < p(QO) + Z In I Hiy (a0 -1) +k
=0 j=0
ou seja,
iy i
@i+ j+D) Ine-k-ju (a-1) <2 Qhln %)+ 7% [Z Inr’ - Z In v;’]
=0 =0
J

i
S‘/z(2ﬁln%)+‘/z[z 1nmj.-z Inv}] (pois 7’ <0?)

j=0 =0
Jy o2
<Y (2filn %)+ Y In—-
, (26 ln ¥) 2[2 n—]
j=0 J
Ji 2
<Y%[2ilnY% + In—
5 [261 In V4 Z nvg]
=0 J
entdo,
— . ~ J 2
—_ Oy
Ine+ (IN a,)J"“- — <14 [— 21_1 In %+ —N—l_———ln(-—; N
20+, +1 20+ +1 20+, +1 = 20+ J +1 V]
como,

Jy

21 +Z 1. _ 2T1 . ]k-.i—l 4
20+ j, +1 = 20+, +1 20+, +1 204, +1

e a fungfo In x € concava, entdo

— - ~ Ji 2
JATYSRAR Lo IR smn[—i‘il.ﬁ’—i L
20+, +1 20+, +1 20+ j, +1 20+ j, +1 V]
5 1 by 2
< Yln(== 2 +— — ~—;)
204, +1 20+, +1 = Vi
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IA
NN
=

(

n

e

20+, +1 20 +j, +1
jk+1

In(1+——

n( 8?1’))

a ultima desigualdade ¢ pelo lema (6.7) . Logo,

~

n

e (in(—2 e 2y o (KD )
20+, +1 27+ j +1 81 2n+ j, +1

ou seja,

1 Tkl

—+2In(1+="4) ..

= k-(1-

82/ﬁ S2 _ . 8n exp ((_2) (N (.X)Jk+l)
20 + )y 20+ jy

A seguir damos uma estimativa da complexidade do algoritmo (p.v.¢)
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Teorema 6.10

Seja £* = f(x*), onde f*= min{f(x) : h(x) <0, 0 <x <e}, 0 < P*<I.

Suponhamos que h(x*) <0, 0<x* <e. SejaL,, >0 tal que ||g||; <L, para g € of(x),
lpnll;€ Ly, para peodh(x), 0<x <e.

Eseja fr =min{f(x'):h(x’)<0, 0<x’ <e, j<k}.Entdo

fre = f*<20(1+ L,)

~%+Qﬁh{1+é§) P
P exp(_z ~( —a)Jk)

2 + j, 2% + j,

R CO WA LI0) S A

para oc > 1 suficientemente grande, tal que

2L, 2(1+ L)
Prova:
. *
Suponhamos que frec > f*. E suficiente mostrar que para € = S Jue =S * ,
21+ L )
existe algum y talque 0 < e <¢/ -4y paraj=1,..,m,, 6.7)
k
a, c!
onde @=—7 et =
lla; Il el

Entdo, aplicando o lema 6.9, teremos a conclusdo do teorema.

Seja y = ()?,g) onde E = f* —¢ e ¥ eR" definido por

x; ¥+e ,s5e x;* < —

2 .
X = 1 parai=1,...,n
x; *—e ,se x;*>—

2

A seguir mostraremos que ¥ satisfaz a condigdo (6.7)
Sabemos que
fE2min{f(x")+g°(x—x"):h(x)<0,0< x < €}
>min{f(x*)+g°(x-x")0<x<e}
onde x’= % eeR"
temos que,
||x—x°||] = maxﬂx, -nl0<x, <l,i= 1,...,n}£ JA

0
logo, —g°(x=3") <lg”l lhr—x"f < 1€
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ento,

0
£ > min{f(x")g’x-x") : 0 < x < e} > f(x°) - ”gT”‘

o que implica,

L, 2g 122/ (x")= /") 22(f . - [
assim,

2(1+ L) > 4(f* e - %)
logo, € < 1/4.
Da defini¢do de X e o fato que € < Y4 tem-se que :
€ <X, <(l-¢) paracadai=1,.,nouseja € e<x¥<(l-¢)e.
Seja §=c" —(4)"y ; mostraremos que § =c¢* —a] ¥ >||a ||, & , para cada
J7=1,...,my

,

. . ; o~k ~T ~ .
o que implicard ¢ —d; ¥ >¢ >0, paracadaj=1,...m,

a) Paracadaj=1,...,7 -1 temos que a‘,.T =e’ =(0,...,0,1,0,...,0) , cjk= 1. Logo,

~ _ Lk Tee 1 o~ _1_ = .
§;=c;—a;y=1-y,=1-%, , para j<fi-l

como, X; <g(l-¢), entdo, 7§ =1-%,2¢=a,l e ,para j=I,..f-]

pois, [la,=1 ¢ €' =c¢/=ld=a

b) Para j=1i, temos

pois,
k k ~
Ci 2 - LOgo S; 2 € =|a; |,
jé que,
a, =e" =(0,....) eR"

n

c) Paraj=ii+1,...,2fi-1, temos que
— o —1 k=
a,=-e’" ,logo, |la,],=1, ¢; =0.

Logo,

v ok T~ JNT o~ _ ~ o~

Sj=c;-a;y=0+("") Y=y, ;=%
€ como

X=¢ e tem-seque X, , 2¢€

J—H
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assim §; 2 ¢ =lla ||, €

d) Paraj=21i, tem-se que c;; =0, a,, =—¢”
logo,
~ Lk T ~ _ _ gk
S2n - CZﬁ —QyY = § rec €

assim,
S ‘_‘frﬁc_szfrﬁc_f*"s 2 ¢ =||ayll €

pois,
fl-frexe fr —f*>2s=2(Mjc>l+L >1
rec - rec - 2(1+L00) o T

e) Para j=2ii+1,...,2+j,=m,
Casos:
(i) Se houve corte subgradiente f, :(passo3, caso 2 do algoritmo)

seja £ = k(j —2#n). Temos que
aj =(g"'-D, ¢j =(g) ' x" - f(x")
entdo

S =ct-aly=E-f(x)-(g") (F-x")

como,
fO*)2 f(x)+(g) (x*-x")
logo, —f(x)2-f(x*)+(g") (x*-x")

528 - fN)+(g) (x*-x)-(g) F-x)=E-f(xH)-(g") (F—x*

2E— g I N% = x¥, = fr —— ¥ I I1E - ¥,
mas, ||X —x*||, =max{|X, —x*|1,...n}<e

(pois X, —x*, =¢ sex*is% e X, —x* =-¢ se x*; > 1/2)

portanto, 3, > f) —€~f*-¢ L, =(f5~fH~¢ (1+L,)
=2¢(1+L,)-6(1+L.) = € (1+L.)
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isto é,
5,26 (1+L)2all s pois 1+L, >1+|g'll, =lla,,
(i1) Se houve corte subgradiente h (ver passo 3, subcaso 3.1 do algoritmo (pve))
Seja £=k(j-2n)
Neste caso A(x)>&,, h(x")>0.
ch =" 'x' —h(x"), a = (u'-1)
entdo,
5 =ch—aly=E-hx)-(") F-x")
—h(x") > -h(x*)+ ()" (x*-x") (pela convexidade de
h)
assim,
5 2 & —h(x*) - (1) (% - x*¥)
ecomo h(x*)<0<f(x*)=f* temos que
5 28— f (") (x*-%)
> (ft, &)=/ *=lIn’llllx* %Il (pela definigao de &)
> (fre =€ )= f*=Le  (pois [|p‘ll < L)
em forma analoga, do caso (i) conclui-se que 3, >||a ||, &
(iii) Se houve corte vertical (ver passo 3 ,subcaso 3.2 do algoritmo (pve))
sejaj=2fi+ {, paraalgum 1< /< j,
Neste caso temos que 0 <h(x') <§;
¢ =(w)'%, af = 0)

logo, 5 =cf-ajy=) (' -%)
pela convexidade de h temos que  A(¥) > A(x’) +(p’) (¥ - x’)
isto é,

(1) (X =x") Sh(X) - h(x’) <h(X)

assim,

5 =m)'(x =%)2-h(x)

5 W% ‘
o que implica que > —hx) .Mas |la,|l, =lln/|l, < L,
la,ll llall; '
portanto,
5 s _h(x) (6.8)
la,ll L,
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como foi assumido que h(x*) <0, 0<x* <e, entdo x* ¢ um ponto interior do
conjunto D={xe R": h(x) <0, 0<x <e}. Sendo h continua em x*, (poish é
convexoem R")  temos que }LIE h(x) = h(x*). Logo usando a defini¢do do
limite, existe algum r> 0 tal que:

|A(x) — A(x*)| < —h(x*)/2
parax € B(x*,r) = {xeR": |x-x*|| <t}
portanto, 3/2 h(x*) <h(x) <h(x*)/2, parax € B(x*r).

n n
Temos que [Jx* ~%||= JZ(’“ * %) = Jza = e
J=1

J=1

seja A= f(} e)- fr=1-f*>0.
r

___é__.<__
20+ L) +Jn

Podemos escolher L,, suficientemente grande tal que

N A A
21+L) 2(0+1L)

¢ paratodok (pois f(12 &) 2 £, )

3

r : - o
logo, ¢ <—=. Assim, ||[X —x*|<r ouseja X € B(x*,r), de onde temos que

Jn
h(x*)

%h(x*) <h(X)<

Assim temos que,
- - .
5 L _h® ke

lall L, 2L,
h(x*) .
sendo — > 0, podemos escolher o > 0 suficientemente grande tal que
*
B h(x*) S A S
2L, 20(1+L,)
mas,

A Jue =

e
> = —
2o(l+1,) 20 (1+L) o

para todo k.

~

. , 3 €
Assim de (6.8), para tal oo >0 teriamos T j|| >—
a, o

JH

. €
ousejas; 2¢,lla,||, ,come, = o
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. - . €
Portanto, em vista de todo o andlise feito podemos tomar €, = — no lugar de e.
o

(observe que g,<e se a >1), desta forma os casos anteriores reduz-se a:
5, 2lla,le llale,.

6.7 UM ALGORITMO PARA O PROBLEMA DE PROGRAMACAO
CONVEXA IRRESTRITA.
Consideremos o problema de programagao convexa irrestrita seguinte:

min f(x)
(P) s.a. onde f: R">R é uma fungdo convexa.
xeR"
Seja f*=min {f(x) : x € R" } suponhamos que é conhecido um limitante superior
f,p € um limitante inferior fy,,, de f*. Entdo, apresentaremos um algorltmo para
resolver o problema (P) por redugdo do gap (f,,-fi,w), sendo f, *f(x ) onde a

A s Ky .
seqiiéncia {x } ¢ gerado por um oraculo que usa algum algorltmo implementavel
para resolver um problema de viavilidade convexa.

6.7.1 Algoritmo (A.I)

(0) Seja folow efo » dados tal que

fOlow = Pk
fup up » flow ::folow > e>0.
(1) Faga
fu[l fl()w
lev 2

(2) Chamar ao oraculo para encontrar um ponto vidvel no conjunto

={xeR"f(x)< f.}
(2.1) Se S é vazio, entdo faga  fi,,, =fiey
(2.2) Se o oraculo retorna um ponto x €S , entdo faga  f, :=f(X)

(3) Sef,, - fi,w <& parar, X €uma solugdo e-optimal do problema (P).
Senao retornar ao passo (1).
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6.7.2 Complexidade do algoritmo (A.I)
Suponhamos que na k-ésima iterag@o temos os valores f; , fi,,, . Observar

que fu' = fuw <12 (fy, = fu,) paratodok.
Teorema (6.11)
O Algoritmo (A.I) termina com uma solugfo g-otimal , €> 0, num nimero de

0 0
fup - flow

iteragdes ndo maior que 1+ 10g2[ J e a complexidade do algoritmo ¢

€

de ordem

)T] onde T ¢ a complexidade de algum algoritmo

o[(1 +10g2(—f"" 7, ’j
€

para resolver o problema de viavilidade convexa.

Prova:

De fk+1 _ k<0 (.ful,(, _fl:w) para todo k, temos que

up low

(- fi </ 2%(f - fu,) paratodok
fu = f,,?wj

1/ 2k)(f,,f,), ~fJ))<e se, e somente se, k > log{ -

0 0
fup - fluw

logo fupk - flowk <g para k2 log{ j , €0 algoritmo para com uma

€

solugdo g-otimal.
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CAPITULO 7

CONCLUSOES

Neste trabalho de tese, foi apresentado um novo algoritmo de planos de
corte com uma estratégia de eliminagdo de cortes redundantes e com dois pontos
testes: O centro analitico e o centro de elipsoide, para resolver o problema geral de
viabilidade convexa. Usamos os elipsoides de Lowner-John para identificar os
cortes redundantes. Mostramos também que o algoritmo proposto possui
complexidade polinominal o(nZL) onde n é a dimensdo do espago € L o tamanho de
dados de entrada.

. f ~f .
Apresentamos também um algoritmo de O log, (bgz[ P low j] iteragdes
€

para resolver um problema de programagdo convexa irrestrita, onde f,, € fj,,, sdo
limitantes superior e inferior do valor 6timo respectivamente. Em cada iteragdo
deste algoritmo os pontos testes sdo fornecidos por um oraculo que resolve um
problema de viabilidade convexa.

Foi também desenvolvido um algoritmo de planos de corte-centro analitico
para um problema de programagio convexa restrita desde seu alhi [27]. Este
algoritmo € uma extensdo do trabalho de Kiwiel [27] para um problema de
programagdo convexa com restrigdo caixa. Damos uma estimativa de
complexidade do algoritmo. E cabe ressaltar que usamos varios tipos de corte para
encontrar um ponto no conjunto “localizador” de g-solugdes.

Embora tenha-se apresentado um algoritmo polinominal com eliminagéo de
cortes redundantes para PVC (ver capitulo 5), fica em aberto para futuras pesquisas
criar outras estratégias para identificar cortes redundantes, como também
desenvolver um método de atualizagdo dos centros analiticos aproximados no
algoritmo (AER).

Niao foi possivel determinar com exaditdo a complexidade do algoritmo
(pve) (ver capitulo 6) para o problema de programagio restrita, sendo também este
outro problema para futuras pesquisas.

Um outro trabalho por realizar seria fazer uma implementagdo dos
algoritmos aqui propostos a fim de estudar sua eficiéncia e robustez, em especial
do algoritmo (AER).
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