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apresentado no t rabalho de Bitran et  a1 i101 e é chamado de 

Ot imiza~ão Inversa. Na verdade, t r a t a - se  de um a l g o r i t m  exato 

s 6  porque na f a s e  f i n a l  do algoritmo proposto, se u t i l i z a  um 

esquema de enumeração B&B. A par t e  heur i s t i ca  desse a l g o r i t m  

explora o seguinte resul tado devido a Everett  C 19633 : 

Se PCd3 Q u m  problema prima1 com vetor de  demandas d, então cada 

vez que calculamas a funçZo lagrangeana, encontramos uma s o l u ~ Z o  

ótima de PCd3 para algum valor de d. Devido ã escassa 

experiencia computacional apresentada por B i  t r a n  et al . ,  não é 

possivel medir o é x i t o  des te  algoritmo no CWLP. 

Com respe i to  a e s t ru tu ra  pol iedr ica  do CWLP, não se encontra 

u m  grande quantidade de publicações. Contudo, Leung & Magnanti 

i391 conseguem i d e n t i f i c a r  u m  famíl ia  de face tas  e outras  

inequações vál idas  para uma versão do problema e m  que a s  

capacidades são iddnt icas  e m  todos os armazens. 

São duas a s  p r inc ipa i s  contribuqBes des ta  tese. A primeira 

t e m  a ver com os testes de reduçâlo, e m  cima dos quais se 

apresenta u m  resumo dos resul  tadoã an te r io res  acrescentados por 

uma proposta de melhoria CCapitulo 23. A segunda é a geração e a 

implem&ta@o de uma heur i s t i ca  para o CWLP baseada no algoritmo 

Simulated Annealing C Capitulo 5 3 junto com a e x p e r i h c i a  

computacional e a comparação dos resultados com aqueles obtidos 

por outros autores. No Capitulo 3 se mostram resultados 

r e l a t ivos  a Cadeias de Markov. No Capitulo 4 se apresenta a 

estrutura geral  do a l g o r i t m  Simulated Annealing e se prova sua 

converghcia  assintt5tica a um t5timo global, baseada num modelo 

de Cadeias de Markov segundo o t rabalho de Romeo et  a l .  1821. 

No Capitulo 6 se apresentam a s  conclusões do t rabalho e no 

Apéndice,alguns resul tados  matemáticos de in t e re s se  nos aspectos 

de convergência do algoritmo. 
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C A P I T U L O  2 

TESTES DE REDUÇZO PARA O PROBLEMA DE LOCALIZAÇiTO CAPACITADO 

M e s  te capí  tu10 s e r ã o  apresentados a1 guns complementos a 
I 
L r e s p e i t o  dos testes de  roduçZo para  o Problema de Localização 
I Capacitado C CWLP), in ic i a lmen te  desenvolvidos por Akinc- 

Khumawala 121 e também t rabalhados  por Robson [ S I 1  e Robson & 

Bornstein [ 501. 
I 

I U s a r e m o s  a s e g u i n t e  formulação do CWLPr 

minimizar 

Seja WCKJ = min( E E c. .x. ./ SGK , x€xs 1 e fCS3= E f i  
i€S j€J  LJ LJ i a  

onde S G K I B  o conjunto das f a c i l i d a d e s  a b e r t a s  e xS d e f i n i d o  

é o conjunto das s o l u ç ~ e s  viáiveis x=Cx. .J. 
LJ 

O CWLP B o problema de  encont rar  + com xS#+ t a l  que a 

função ZCS) = WCS)+fCS) é minimizada. 

A s  funç8es ZCS). WCS3, fCS) sa t i s fazem a s e g u i n t e  r e l a ç ã o  

conhecida como " supermodularidade" : 

ZC S3 - ZCSXJkJ 5 ZCIU -ZCRuk3: VRcScI ; WCCI -S 

ou equi  valentemente 

ZCS' -kJ - ZCS'J I ZCR' -kJ - ZCR'J ; VR'SS'SI ; WC&' C 23 

A i d e i a  de  um teste de redução exa to  para uma f a c i l i d a d e  id, 

c o n s i s t e  e m  determinar a p r i o r i  se a f a c i l i d a d e  i aparece 
I 



aber ta  e m  toda soluçSo 6tima Cy.=13 ou aparece fechada e m  toda 
L 

soluçZío btima Cy. =O>. E s t e s  testes baseam-se e m  c r i t e r i o s  de 

dominancia e n t r e  custos f i xos  Cdados pelos fi3 e custos 

vará dveis C dados pelos c. .3. 
L J  

Definimos K = ( i / yi = O e m  toda solução btima) 
O 

j=( i / y.= i e m  toda soluçZo ó t i m  ) 
K2=I-Ko-KI= conjunto das var iãveis  l i v r e s  

Inicialmente teremos K =Ki=#, K2=I  
O 

Akinc-khumawala C 21 definem: 

A.=  WCKiU K 2 - i 1  - WCKiU 7 1 ;  V i 4 C 2  C 33 

que corresponde ao incremento e m  custo  de t ranspor te  ao fechar a 

f ac i l i dade  i. 

Ao examinar os armazens, um a um, testando se eles podem ser 

abertos ou fechadas, os conjuntos Ko e K resultam n%o 
i 

decrescentes e K r e s u l t a r ã  não crescente. Logo KiUK2=I-Ko s e r8  
2 

nSo crescente e assim A.serã não decrescente devido a C23. 
L 

Akinc-Khumawalõ C 21 aproveitam este f a t o  para dar s seguinte  

teste para a b r i r  a f ac i l i dade  i t  

TESTE i Se A . 1  f ,  então yi= i. 
L L 

O correspondente teste exato para fechar a f ac i l i dade  i é: 

TESTE 2 Se hl.5 f .então Yix o 
L L 

onde Fd. = WCK I - WCKiUi 1 ; V i &  representa o decrescimento 
I, i 2 

no custo  de t ranspor te  ao a b r i r  a f ac i l i dade  i. 

O teste de redução completo implica na aplicação a l ternada 

dos testes 1 e 2. Começando por teste 1 aplicado a cada i = K 2  

Cque implica na resolução de IIC2 1 +I problemas de transporte3 

obtemos novos conjuntos K e K2. Se )Ki  I B suficientemente 
i 

grande c o m  para que WCK I s e j a  vidvel, aplicamos teste 2 
i 

para cada i € que implica na resolução de I K2 I +i novos 

problemas de t ranspor te  3, produzindo outros conjuntos K e K 
O z 

caso o teste tenha t i d o  é x i t o  para pelo menos algum id2. Em t a l  

caso voltamos ao teste 1 e assim sucessivamente a t e  que não 

possa mais ser aplicado nenhum dos testes. 

A aná l i s e  a seguir  corresponde à procura de l i m i t e s  



.. .. IE.STSE 1.' :: Se 1 . i . l  f .  e n + k ã o  A . 2  .f ( q u e  i m p 1 . i c a  eni y i  .= 1) 
L L i 

'fES'T1"E 2 ' : :  Se l.ti.5 f .  e n t ã u  Sl.5 f .  ( q u e  i m p l i c a  e m  y i=  0 ) 
L L L 

r - e s u l t a n d c n  Ã.um limite i n . f o r i c n r  para Ai. 

C c ~ n s i d e r e m o r n  o p r u b l e m a  '1"CK Uk:: U R - i ]  d a d o  por ri 
i 2 
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P j 
+ 11 '+V = (: + v r2 (:E "." i,*( 

P j p j  j PJ P * a + min (c - u L ) =  c YU 

LEk uK2 Lj PJ P 
i * * + m i i  ( c  -uL 1 - min {c -uL 1 + v*=vf 

LÇK UK Li LEK UK -i Lj J j 
i 2 i 2 
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ni a ;.: 4. rri .i. z a i*- E A . . x 
L J  i j  

j€J 

..% /.. t Y * t ( (.; ) ,,i . .AUV . " v ...-v --a ,,., : :  v , ( ,, . I v ) 1 v ' "." I,. . ":" 

L J j j  i J L j  j LJ 

.... d .- i n i n  ( c - - u L ) - c .  
L E K  UK - i  Li ~ j  

1 2  
."" * .- C". "." L.t ..... (:I par'% 13#i 

PJ P i j  * 
1 rnii-i (, ,"",J ""' (:L , , 

L E K  UK -i Li P LJ 

1 2  ik 
1 rn .i. ri C: "v' c:: ~:nr-i,i.~a L., I 0 

Lj i j  
L E K  UK -i P 

..'.. .,., 1 2  . +. 
L,r*iqn u:+v 1 i n i i ,  c : ~ ~ - ~ L : ~ ~  e t.anib&rn u.4-v.> C) 

L j  LEK UK -i 
L J  

1 2  



C.. /.< * * * C ,v ,+i <i. u, : 1 ( V , -V . ) 1 ,  , :::: :< , . ( V '. I (1:: ) :z A: 
j G J J J  i . L  J J J  L L jEJ L J  J LJ 

j eJ  

* * 
Em cada ca%a,  1.1 :, V ~~"epr~?%~?ri . ( :a~ih a ~3li..içãcn 6tirna ddi.lal. de 



'nimizar C 
c ~ j x ~ j  

LEK UK -i j€J j€J L E K  UK -i L j 
i 2 i 2 

I 

x > O : V L E K ~ U K ~ - ~  ; V j J  
L j 

ou equi valentemente 
O O 

LEK UK -i j € J  LEK CJK -i 
i 2 i 2 

I x 10 ; V L E K ~ U K ~ - ~  ; V j c J  
L j 

+ * 
A solução btima 15 x = O, VkKiuK2- i ,  V j d  pois c -v -uL20 

L j  L j  j 
O valor btimo r e s u l t a t  

O 
l i) 

L o g o  A. = Wf KiUK2-i I - Wf KiuK21 2 -aiui = A. 
L 

c i> 
Y O O 

TanibBm A. = -aiui5 C C v', -v . 3  b - aiui = AD 
J J ~  j €J c i> 

L o g o  A. a l e m  da sua s i m p l i c i d a d e  , não resulta e m  u m  novo 
L 

limite 

C R e l  23 

Seja agora LTf K u K  -i I o seguinte problema: 
i 2 

minimiaar C I 'rjxL j + 
L € K  UK -i jEJ jEJ LEK UK -i L j  

i 2 i 2 
I 

ou equi val entemente 

Yc O 
minimizar C I CcLj-vj3x 

LEK UK -i j€J 
+ C b j v j  

L j  jw 
i 2 



P o d e m o s  d e c o m p o r  e n t e  p r o b l e m a  e m  1 K UK -i I problemas de  
1 2  

m o c h i l a ,  u m  para cada LEK UK -i. 
i 2 

#f df * 
Se c -v 2 O então x = O. Seja J L  = ( ~ E J  c .-v < O). 

L j  j Lj 4~ LJ* j 
Para - - cada L G K ~ u K ~ - ~ ,  seja c' = c 

L L, t t ~ , - ~ t d ,  
=min(c -v / jeJ)  

Lj j 
Se c;? O então x = O; V j ç J .  

Lj 
Se c'< O então x a e x = O Vj#ttL,. 

L L , t t L >  L Lj 

A s s i m ,  a s o l u ~ ã o  ótima de L T ~ I K ~ U K ~ - ~  I é dada por: 

se cE10 
c o m  valor ou min ( c ; ; O ) - a L  

se C E I O  

Com i s to ,  o valor ó t i m o  de  LTIKíUK2-i1 resulta: 
df 

m i n ( c ; ; ~ ) - a  L + Z bjvj 
LEK UK -i j €J 

1 2  

L o g o ,  Ai= WI KíUK2-i I - WI K UK 1 
i 2 

I: niin(cp; O )  a + I: Y 
2 

L 
J j Ç K ~ U K  uLaL+ j€J C b j v*) j 

L g K  UK -i 
L 

jEJ 
1 2  2 

O seguinte e x e m p l o  m o s t r a  que não é necessariamente d2)1dD 
L i 



EXEMPLO 2.1 
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capacidades 
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* 1 2  11 1 2  21 33 

Ic:uaric:le c~ v a l o r  ele? :.: r iKa  uasja fiwpec.ifi.c:adtn,, ~!riteric:l(:?re,~ic>c:; C:II..IE 62 
L j 

O) 
**,, ..y * 6$ so :I, ução (5 ti. nie d u a :I. k i.\*=-2 1 i,\:;.(:) rr *=(I) j v  v  *;= 5 j v  - 1 

1 3 1  2  3 







ik 
C rui i n ( c: L f l  ) - a -1- C 1:) .v '. 

L 
LEK UK -i j EJ 

J J  
1 2  

* * ik 
-2 C rn i ri ( c:: L g 0 ) - a +a 

L 
L Ç K  UK -i jEJ L E K U K  

1 2  1 2  

9- 

* * ik 

.... I: k i n ( c L ; 0 )  -- u*] L - a  L --.. a.u ~i + I: b . ( v : - v ,  
L e~ UK -i jÇJ 

J J J  
1 2  

* D 
= ~ , i r i ~ c L ; ~ ~ n : ] - a L + ~ .  

LEK UK -i 
1 2  

(4' I .... ogo A I: A. B ni , . i tc i  1:i.rn.i.t.s . i .n ' f : e r i . c~~~ '  para A.. 
L 

* E f e - k , i v a m e r i t i ,  c r n i ~ ( ~ :  - v i )  = c -v ' .  vL&ul<-.i 
1  1  j LjO J O i 2 

j GJ  
?4t * 

E\ v  *, =: m i n ( c: , . - 1 I: c -i.i 

J~ ~ E K  UK-i  P J* P LjO L 

* i 2 * * 
jJkIgu ('i 4 ..... u --.v' + (:. i5 c-i"\ 

1,j L 
O j O 

1  L 
* 

( ii ) Lic --*> 0 ,  devemos, p r o v a r .  que - r r  > i) o qrre ncnn t i c r  poi.5; 
1  - 1- 

ri*< ( 3 ,  p a r a  cada LGK uK --i. 
L 1 2  



* * ik 
::$ m ,i n ( , L  j m i r i  ( cL j-. v . - u L ) ) 

O JÇJ O' 
J O 

..... H.. * *  
( .-. ) u 4. v .:r-- 1.1 + v 5 cL VLEK UK -. ( L 1:. 

1 2  O 
g V j d  

L J L J  
,.% H.. ik u I "  : :  ( 1 + ) I v 5 ç V j  EJ SCCJUll CIO ( I U ) n 

L. J O J L O , jP 

* * 
rnii!: rin i rri , c:l @ve s :.: :i $5 t i. i l-  .j EJ %.a I. ç:l 1.1 (2 1.1 . -I- v = c:: 

O Jo  Jo  LO'J0 



L L 
O O * * * * 

e c o m o  t a m b O m  tems cL 2 uL então c u i O o que implica 
L O 

L 
* * O O O 

e m  n i n ( c L ; O ) - u L = O  C B3  
O O * * 

A s s i m ,  considerando < A 3  e CB3 temos que min ( c L ; O )  - u L =  O 

para cada LrK UK2-i. 
4 

C o m  isso f i ca  provado que 

C R e l 9 3  

C o n s i d e r e m o s  agora uma outra al ternat iva similar a C R e l 3 3 ,  

m a s  acrescentando uma restrição redundante e m  T í  K4UK2-i 1 ; 

e s c r e v e m o s  

m i  n i  m i  zar C C c ~ j X ~  
LEK U K  - i  jÇJ 

1 2  

Seja L T I K i U K  -i1 a seguinte 
2 

T í K4UK2-i 3 : 

I minimizar C C 
L € K  U K  - i  jEJ 

i 2 

rel axaçso lagrangeana de 

ou equi val entemnte 



Podemos decompor este problema e m  I J ~  problemas de mochila : 

Comparando este L T ~ C  K*UK2-i I com LT j C K*uK2-i 1 obtido e m  

C R e l 3 3 ,  temos vf LT? 2 vc LTJ3, onde VC 3 representa o valor 

ótimo do problema C -3.  I s t o  é devido à incorporação da res t r iç3o  

C R43 e m  LT:. A seguir calculamos VCLT:~. 
* 

Para isso, ordenamos os valores v = C -u e m  ordem 
Li L j  L 

crescente , ou seja,  

h se L = L  

Ca3 Se aL 2 b.entãa a soluçSo ótima de LT: 6 x = * 
* J O se L ~ L *  

com valor vfLTJ3 = v :bj = v' - b  * L*,J j j 

Cb3 Se a < b. então podemos supor a + a + ...+ a + aa =b 
L* J I* L2 

L L 
P+* 

j 
P 

onde O I a < l .  

N e s t e  caso, vcLTJ3= v :aL + v :a +. . . +a.v :a * 
L*pJ * L2,J L2 Lp+d~ 

L 
P+i 

Em ambos os casos, a solução btima de LTiCKiUK2-i1 assume 

o seguinte valor t 

Definamos 

A s s i m  ternos 

1 A = F L T ~  * - bv*] - aiu: I 
j G J  

j j 



* 
t r: [vC L T ~  -b v*] - aiui 

jGJ .i .i 

* * =E  Cv* -v.>b.-a.u. = A~ 
j J J L L  i jÇJ 

Observamos que no cdlculo de A!=' 8 necessdrio resolver  I J I 
problemas de mochila simples. Se i s t o  f o r  considerado muito 

ca ro  Cna p rd t i ca  nSo acontece assim), podemos s impl i f i ca r  o 

cá lcu lo  considerando a seguinte  var ian te  que s b  leva  e m  conta os 

primeiros do is  v e m  CC3, ou se ja ,  
Li 

V" = 
min (cLj-: )= vL ,j j LEK aZ-i 2 

L % L  

Cabe notar que I e I dependem de j. 
i 2 

Os casos Ca3 e Cb3 an t e r io re s  ficam assim: 

Ca3 Se aL 2 bj, definindo w := b:v* teremos vCLTJ3 = w .  
j J j i 

i 
j 

C b3 Se aI < bj, definindo w : = v'. - a +v'.'( b - a 3 tere~nos 
i 

.i J L ~ J J  Li 

9 v':-a +v :a 9 ... + a - v  . ' aL 
J L2 L,~J Lp+i'~ P+i 

t v'. - a +v9,'C a + a 9. . . +a- a 3 
J Li J L2 LI L 

P+i 

A s s i m .  A.= L WCKkUK 2 - i 1  - WCK1uK21 t vCLTí3 - WIKíUK212 



( i )  C:lair;ifrtoi.7t~+! m s  d i  da--c;(s c1 casci ( a )  ,oc.i ~ 3 e j a  a 212. ? V ~ E J  Q I I . ~ ~ U  
L J  

#c * * % 
t j . - ~ . ) - ~ .  a:i.i. E ( t ~ . v ' . - . t ~ . v . ) - -  a:u. .- 

J J  L L J J  J J  L i 
jEJ j  EJ 

* * 
Agcir-a, ~ ( ~ ' 2  AD %!se E w:- E b.v .> E v '  b -. E b j - v j  

i J .  J J .  
JEJ 

j  j  jEJ 
jEJ J E J  



;:I rwi;ali.ição t n t a l  da mnchi. 1.a !, cnmci P n i .  prupcns*ta no c A l  cni.ilci d e  

A:". Nos problemas> t a s t e s  aprr isi intadns cm 2.3, as limites A? 

c;.! ~ ( ~ ' ( . i e  mn~;t.ram cahscril.i.itamt.?n.I:.e eqi.ii.valcinrI:.es, ipaxãci pe!:la q~ig\:l %h 

L .:i c.. a I ,.. <i . E cu n s .i. (A (2 r a (:J r:) r9 c3 c1 1..11 % (2 g CII !I (:i) i.:i l t i. ma c l  l e 5 ,i 

I I c: ($2 n .I:. I*- os 1 E I capacidades 
dc?rric~nda 



I m .i i-i i. rri .i a a i.. C C c >: 
Lj L j 

LEK Ui j E J  
1 



D - 
C1 q u ~  riãu fui. p ~ * ~ o v a d o  nãca ~~-efc?~~-êric.i,ac> & n̂a d e ~ i a d a d  n.19 

- L L 
D 

c:l i..\ (2 'f: a ir i a (:i (3 R . 1,. r I i r i k c C i r c I i CJ I m (2 I I I L c :  . e  R. p Q l CJ m P ri 0 ! ~ i  
L L 

(::I a 1:3 C:) 17 'L, (r) (::I B V i li %a 'te (5 11" .i. m . 
(3 <:+ :.: tri p 1, <:, ia 13 E g L.[ i I+" (R LI !% t:, ia- a <:I E! p <:, d <A c: o i.i t (2 C P lt8, FI(D' 3. 

"i L 

I:, 
j 





- 4f 
? & 1:) >. 3 . E 17 'k ãC) a. & C: W I. C: LI 1. &\(::I C:) C:) i.-d C I..) A I'.) (d C:) C:) 5 V C: . ""C E (V\ 

j L j ~j ij j Ç J  
4f 

cii~lemi clc+!cn:re:~reritLu,.i..(~. k .  L k.  LI<:. . .  2 ... Lk :%C)!, C J ~ I ~ G  IJ 1 - i r  
~j~ ti2 J3 i j r 

% Hs e:.:prwiiõczs C2 e fi. nãa sã(::) cmniparaveis na s~n.t,id(n, erri que 
i 

i ixistsm iristaricias nasL yuairi n* 3 i%, e mutras em que s i  
i 



h3st.e 2'  , usando como l i m i t e  scrperinlF para 0. a e:.:pre~~ãa :: 
L 

.-. a 
Qi:: = rn:i.n{q.Ri ) 

440--2()0::~240 ..q, A%s:i-m, Q3= 44Ci--2(>(:) :r 240 8 á-: 5 - &O :z .L,()(:) (2- 

"3 ,... 
QD=: ?;i:) - 3 -1- Si:) - 3 :i 3Ci(:i ,, I... og o , - rn.Zn {ZLC(::)!~;(::)~) = 24(],, 

3 
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~:il::)li.cadu pe lo  rriena~i cima v e z  cn Zz~a.I-.e para aI:niri.r. far:i.1.idac:leca 

( ' t e ~ ; t e  1 )  E? -I-.~ir c~hticlcn um crwiji.ir.itci) k:: (iIe I:aciI. idades a!~er-ka%~ 
1 

Illiii tal:x!la 2.2, A. criiPr.wzpnrid~ c i r ~  cAI.c:i.ilo e:.:ato c:lac:ln pmr" ( 3 )  
L 

D < c3 
c+ Â. A .  e A. , &o a!?i aa~-o:.:.i.maç8er~ dadas por  ( 4 1 ,  ( 9 1  e (h )  

L 

Sãc3 também L A C ; K ~ ~ P  3% %x~i.i.i.nTes nataqõecis 

4: J 

E '%, 
:I: 'X 
p, I:::' % 

E ! " l E i l  c::) ,, 5 4 1 ,, 3 1, .I, ,, 2: 1. 
'7 '7 (::) LI. . '7'7 : ~ , , y y  

cl>li3 . 7 9 7 3 . (::, (1) 7 5 " 6 0 
7 5  . c.10 E) 1. . 2 3 ;I.(:) 0 ,, O Q 



I %  r " c ~ p i m ( n : ~ e . :  1 ~s(:3r"c:("lri.ha~~(i?~~i (:Ias vc;?zcm em cjue u (2 i lc i~ lc3 

apr"cs:.:irrixJu c!rii.ricicie com a v a l u r  e:.:wlrr.? A,. 

\..Irna p i ~ i m e i ~ ~ . a  atnsurvaçãcs r1cn.i; rFesii.il tadcia da tabe1l.a 2. 2 & a 

anc3rlri(;! r-~TIuçãci r In.ernpc.:i cnarnp~itaciwnal ~ o n s e q i ~ i i d a  i.i.;;aridn 

: r c ç 8 s  Ji.iritu c:cm irac:;n, pur.le--n.je ver. qi.m u menor c:?t-r"ci ( E X )  
< 6) 

c i i ~  p~~~::)di.iz em A. alew ele c l ~ i ~ !  tarritiiBrri aLnir.e~enta C?iP% de 1C)W, (A LI ~2 
L 

se kr-atJux em qi.w e l a  (i? a m m l l m r  apr"cn:.:i.maçãcn em tcnclcnc;  0% cams.  

~!17tr~ t r ê s  apip'cnwi.maçãecj i.isadae;i. %!J ria que ~~e!;~nei.ta aa arqui.vc~ 
/S. 

C::AP1.2T.1., resi..i:l:ta R. mais efic:::i.ents que ac? cnutras e m  terrnus de E%, 
'. I' .L/. e C\F^'XY a:\pi~*esc?ntaridn ncn cnritan+ko um i.i-icrementa n c 3  tempo 

c::nm(:nl.~*kacioi"lc.dl,, E s t a  tempo rics er?t.ii\r?l..ci !i? Ixm mei-iuip cli..it3 C? 'tempo 





C A P I T U L O  3 

li!: I., EIvI Eii: I\IT C1 !:; E) Eii: C:: A IU E 'J: A 6 1:) E M R R M C3 V 

1.J rn a .P ;:i rn .i. I. :i. a cle eventmu; B "rn~i~l:.uiam(:~~"~"~kc~ e~c:li.rsi.va'~ se 
i =1 

qual. & clefini.cla a Çunçãa  





P E: X i / X -i. X =i , X = i I = p[x := i ,  / x  -i, -J 
n n n-l n-a\-2 n-2 n n n-l n-l 

C31 

r c : :  sst,adca i. cr j i:Iefini.mtx; c F:'ROBABII.,:l:E)AXIE 1C)K 
n,n+l 

'T'RhI% P ÇX11 l\ll.J1vl PU88t3 par F:' Î p ~ x  rsj,/x :;i:] a 
i j n-tl n 



I*- c+ 1:) ia" E! !n c? i.'i ta ;A r:) I" c:) l:n a C:) i I. :i, d a cJ E! cl c+ 13 a "i 5; a I+" cl c:) E % -t ;A (:I a i. ;A (a E % k a (:i (:n 

1::) I>" c3 L) a 1::) i, I. .i c1 a c1 C? $5 c1 €2 4; I'" ari !?i .i. G ãr3 ri L1 ni 

IW:? Ic:W :I: ANA ,, 

P P P  i2" - - ' 

A caricli.~ãci ( h )  ~nxl:niwsa c:) "I'k,ci de c . l i . i ~?  rxim pvoC:iatJí.I..i.clacle I.!] 

algurui;~ t r - cw~s i .~ãc i  acontece ~n?m cada passei. 

"l"cid:x c::ad~i.i.a ( : . l~ MaiPkciv de keni~nr:n clisc:raetcn c :  i^cn8I:.~\:l.rnti!r~.lz~+! 

c;? !s 1:s cr c :i. P i. c: a c l i~  rri cr (::I i a n c:;? a ni a -t 1'" i. z til c:? 1:) v. o 1::) a tn li. l i c l  ;A cl s ca c l  E? t v. a 1-1 s i. ç ã ~ i  F' 

E;.? a cl:istv.:i.bii~ãn de ~ : . i i ~ c a ~ ~ ~ ~ b i l i . d ~ ~ c : l e s  c:le X . ( A c l i ~ i ! ,  'I" := ~ ~ : ( ~ ) ~ ~ . 9 2 9 n u ~ )  
O 

I~:.tet:i.~ameri-I:.t;?!~ ~ e j a  PCX -i]= p. 
O 



n::: I:3 . 1:::' , - ~ i m n n  - p[X :=i / X  :::.i :I 
i L ,i n n n-l n-l 

O 0 1  

C:) carrti.nl-tn aI.ea.kr'Jr-i.o crni.dirrienc%:i.cina1 & urna cac:lei.a d a  M a r k a v  onc:le o 

ecii;l:mçc:) r3(s e s ' t x ~ d o s  â 4 a c : :  A p o s i . ç ã n  d e  r rma  pa~~Z-.:í.crnla 

m(5viI.!, que+ estcmclc:i rt(::i en%aclci i . ,  ~ - t r r ( n a  t~. .an!s. içãcn pcnd~? perrnm"teceif- 

a m .i. c) t..t i1 .k i. rt g i i<" c:) !iii e a .k :i d c) .i i. -O.- l. (::i LL i. ..i- ,, $;c? $ C?? (:: Q n %i .i (:j (2 I'" 43 d ,:, c:: c) m n (::i 

(::cirt.jun.ka d e  i~-t~kei.r-o~:j I.I%(:J r t ~ ~ a k i v ( 3 8 ~  a ntat.r.i.x da % . i c a n ç i ç ã ( ~  I:" c2 

d w l a  par: 
5 

'Co 13, '2  : :  C) . . . 
y, I'" 

l F n l  
C) O ... 

(2 q z  r- 13, C' a r n "  

2 
n n i, o o i , i i  . U i* U Y ' I I I "  

a 



4 L]. 

il- ea R i. z w ç õfi! s çI ci p v. (:.i c E.: c:; 5 ;=,cri ,, P r3 ir (:? ;.: E% m 1:) :I, çn !, c1 i,,\ A 3. t!? a p r cri ti 61 h :i. :L i. cl i!:\ (::I G! (:I C? 

(::I \.,\e 'k ai7 d (::i c r m ~  çacl (::i ri c3 (2% .l:. w t:l ci i. !, ci ~i I.-(:) (:::es!m $c? wi e:en .t IW! ri çi (2% tacll c) 

(I1 e v e n t r ~  "l:mssar- de i paiZ-a 3 em n t~*~;~rnc~i.çã@c;" pcid(% ser.. 

re;~I.i,xaclo de rrianeir;~ rrii.rsti"~;irnei.1t;(+? ~xcn:l. i .~siva i.ndu c l ~  i. paira iaI.gu(ri 

e%:ikacl(3 i r i  t~.?r-medi.&r"iei k ( k:=Ci, l , 2 ,  . . . ) (+?(ri @xa~tam~%rl t e  1.. tit-annriçZ5es 



i y ~ i a l  A ~-i -chirn; i  pntêncria da fria2-r-i9 I*:' cls %.~~-;in%ições i-ii..ifn paajscn, wi..i 
tn) n 

r4 e ,J a p = p  
n 

ISe ac:li..i:i. wri (::l:i.mte!, i.iri-airemo!ã a ricntaçãcn I::' para r-epirec;entar 21 

0 ,  

então p j 1 : p 
n 2 kj-'k 

k S 





- - 

iJma c x d e i a  clçr Marknv & IRWEIC?lJTT.VIL se a re 1.açãu d e  

".,# ternas .::* clae~sçm d ~  eqi.iival.êrit:ia :: ( 0  ), (1. , 2 ,  . . . +-:L ), (a. ). E 

EXEMPL.(:l 3.3 

U U Q . . .  po' o... 

13 **. P 2 ° . - -  . . . * - .  1 
1::isdercios s c i p u r  CiSi.<j. Então 61 pra t iah i . l i c lacd~!  d ~ ?  pac;r;jar cle i para 





(.A pu.npipiec:lwde t:aruiti&m não $5 sa* t i .o ; fe i ta  pcnr d-=C:)!, pcii.5 : i t  n=I3 

(::II::)sarvenio~i; qt.le ngcn r~ecegsai~.i.aniei-ite toclc:) niítI:ki.p3.o k de d ( j )  

s a t i s f a z  pkiO, m , n c ~  no K ~ E X I  dos m d l t i p l a s  1, 1.0, 3::) dn pari.adn 
J J 

d ( I .  ) =2. 

C-içnnt~ace q t ~ e  % e$ p~~eci.~:arnen.Ine (:i mA:.:iruici cJi.viemip. cxmil'tni dci 

: : : r i j . . c  { i / C )  I s t o  f i c a  est .abe%scido nci c ;~~gi , t i~- i tc  
11 

i...ec;n :I. tada. 



6 k % i f u i  lc.==i u 

I~~~!e:í~:: irac::arn~:n~kc~, !se:? d ::E MCX:){n / pn>c::i) cmt.ãc~ i1 c:lI.vIcle ao c<:,n.jiintc::i 
J j 

(i.., / F? ::a (1:) ) e ni-:: (1) >: r: (2 t. r:) 13 ZA 11- 61 r1 22 m c :~  ,, 
J J J J 

8i.i~ic:iriI-iatnc~s clue d'>.d c:> g i . i ~  ~:?~--t*i czxcetc:~ I:iaira i?=k::d' . 
n J j 

I:::'ri.tãu .... c.1' c:.li.vi.de {ri / F?.>-11)) o c::li.ie c:ncii-it.iradi.z ci f a t o  de qut? c:] fcxise 
J J 

ci m i i ~  i. u a- 1:J ,i. V i. $50 I*- c:(::) mi.3 m c.l e *.L' i.1 / Pn :::a O 3 ,, 
J j I 

I.... o y C) c1 ( j ) d i, V i. c:l E ;i ( ri +L .S - 1 ,- ni ) e *h a rn lj 62 m a ( ri -i-"? a.. C:. .., -1-m ) 



." j-i . I:, ..- - I' -- (::I 5 :i, .c: j I IJ . . tI . ,I I, p:p . t ~ ~ " - p . -  .I:. Ci  
L J i,i+i i+l,i+2 j - & , i  L i + &  J 1 

E J ; ~  . p:~ n, U m  L$ 

.".. -1". : - , , . :q  ::. ".:I 
L J j, j-a j-,,j-2 L + ~ , L  J j-l i + &  



[::I p L? r.. i. u cl cri cl E i..! m ti? ̂:j t a  cl ci j cl :i z il- c% {i; p c i. t, c) ;A o te cui p (:J ri cri (::I ci ii~ I. 61 c:: ;A c1 E? .i. ;A 

O E. E? q 1.1 i ri t: e c (::i r.i c: a :i. t, ci 1:) E r. rri i. t C> c:: % EA E; 5% i. ' f :  i C a 1'. C? 5 *L 61 c:l c:) !e rnl E? ;:A C:: C:) r" C:! C:) c:: u rn 







ri 6 i (3 'kd? ri <!i .i i 1, $ 3  I i 3 i t ( )  i i I ?  i C? J i. A I i C) ( F7 Cn (:::a6 C3 d E! ?ri) ni,i passando  elo 116 i ( no caso iIc 1))  poderiam s e r  
L L 

n I:::' :L c ;:A C:: I. a F. C:) c1 u e P i::) I Vri 23 c) X uii t c::) (:I c) c: a rn :i. 11 l..i c) ::c: r (ri a i rij d 2 



X i / X i .  X #.l . ,Xk-:::i ." ~l.1 
n 1. 2 k -1. O 

(devido a(l)) 

n-k k 
. 

~i f i i  

k n-k 

L L  ~i 
k =  1. 

k  n-k 

k =  o 



n  
n n-k k  1 '";E> 11 ::(a 

P. - 1 f i i  
L i  (J se r7>~() 

k = o  

n - i  
na r.e 11, apãi;, pn = 2 -Pk. - p n ~ k  , fn. + 1 f L i  -P:( 

i i  L L  L L  L L 
k= i k = i  

.... (.r cl e v cs s cl r" cn i:{ :l .lz i. 1.3 1. r.:, c3 c: (::I s !i a l:ne cn c3 .; c1 i.{ e t c) d c) 1.7 .I:. a I. (::I u e l:::ln 
L i  

(~!iqi..ão pci::ls-.stl e e c r e v n r  { n / p n > O  ) := { ~ r l , ~ ~ d ~ ~ ~ ~ )  onde! 
i  i  1 



k d - s  k d-k d tk -k >d ... 2 L. cn g c-? I-' . . 2 i . : :  , 2 i -.. 
% P . .  ..." .... O 

L L L L L i 

k d-s tk - k > d  
... P+i ; 1:: P r .. f i 3 :i 1 , I-' . . .r. I:) 
L L i i 



(::)u w.. ja, s e  c : o m a ç i i ~ r i d o  rio e c i i t a c l c : )  i., EI .\~i~c~b;xb.i.:l.i.dwd($ c: le  1.m 

1,lcna c a c : l e i a  I"i'tifÇ('3RRliii:N"l"E: !sim skollor.s cmi..is es tados  ESC> 

If" C;() 1'" I'pl") '\; [-5 . 
I 

E X liii: M P I,.., (::I 3 , 8 





Liirponhano+ que o estado i & recnrrente, ou e n j a  , L f i i = l  
k = A  



l i m  - )r i i ."  = l i m  - >iii-" = l i m  F..Cs> = 1 - LL 
S--b i k = o  S--b 1 k = i  S+ i 

1 
Logo, pe lo  teorema 3.8, l i m  P..Cs> = l i r n  - LL - = a3 

s+ 1 s+ i 1 -F. . C s >  
LL 

C O n  n  n  n 
Então l i m  - ): Pi i - s  mm, pois  P..Cs> 3 f P -s  

LL i i 
S+ I n = O  n = õ  

Usando a pa r t e  Cb> do teorema de  Abel, conclui-se que 

Reciprocamente, suponhamos que i não é recorrente,  ou s e j a  

n 
L f i i =  P <i. Com no caso aI ICer i~r ,  teme l i m  - FiiCs> = a 

n = 1  S--b i 

1 1 
A s s i m ,  l i m  P..Cs> = l i m  - - -  - LL - < a3 

s+ i s-+ 1 1 -F..Cs> 1 -a 
LL 

n  1 
:. l i m  - y PiiCS>*S = - < a3 

S+ 1 n=O 1 -a 

De novo, usando Cb> no teorema de Abel, t e m o s  fo Pli=', m 
n = o  1 -a 

I 

OBSERVAÇXO 

Um es tado Q B t r a n s i t d r i o  sse 

EXEMPLO 3.9 
- 

Consideremos o modelo de  cam dnho a l e a t d r i o  onde S 8 o 

conjunto dos nhmeros i n t e i r o s  e a matr iz  de  t r ans i ção  8: 

% 

, 

i-i 
i 
i+i 

Cp+q=l> 





00 (ki 00 
m + r + n  m r n  m n  r 

A59,i .m 13 , 1 i j  
1::: . . . I . V" - 1:" - I"" . . I 3  ' 1 J L  ii i j  j i 

r = O  r = O  
1 i i  

L j  I'=', 





s e  i.1 t i. (::I 1:) c3 i* ti; !, r\ e ti; e c:: a !, (3 !, -k. c:! (ri (:s :i 1::) ir c:) I::) a h i. 1. i. (::I a c:l E! 1:) c) :; :i ,k :i. v a c1 E+! ri i-! ri c: a 

i (n 1:::e . . I::: as cri e ;.: i. $i; 2:. a !, 1:) c) d a (n c) $3 ri e iPm g ~i ri t ;i P' c: e$ cn :I. :i (.ri i. .l.. c?! cl e p C+! ri rrl c;? c) i..! 
~ j "  n+m 

ri Zcn d c) e 5 I:, a d c) i. ri i c i. a :I. i. ,, Se v- c1 i..! e ;i i ri *f: 1. i..iên c :i. a cl (::i tn !% *ta cl (7 i. i.1 i. c: i a 1 

i Ia.) r r .  . [c:li.~antnlo i-i+mI ii.1~:1(~1::ic:?1-I(d1~rite(ri6~n.\r~: cle i:. 
J 

!iier.A c:li.ir+ n e s w  cawn, cn v~!t.cii>'n ::=(ni,n2,..,,,,,ii I c a ~ i t : , ( ~ ~ & ~ s t i m ! ~  
S 





A (:I i c i cri r? w 1-1 c l  c:, i, r. r- c? (::I ii %. l. I::) i I. i (:l a d e à !i: c: (::i i-) c l  i. ç ãe n3 c l  E! a 1:n e 11- i. o cl i c: i. cl a (::I c(+ t- d c(+ 



C devido à recorrencia do estado i 3 

.. . 
n {>} = (Pli} 4 limitada, pois O 5 P..5 L L 1, Vn 

n 

MDCC n / a > O  3 = MDC( n / f . .>O 1 n L L 
n 

= MDC( n / P..>O 1 Cpelo teorema 3.73 
L L 

= 1 Cpela aperiodicidade de i 3  

A s e q u h c i a  {un} = (Pli} deve sa t i s f aze r  a equagãot 

Efetivamente temos, na observaçSo ao teorema 3.5 

n-k k 1 se n=O 

i i i i  ii 

n 
'Então l i m  u = l i m  Pii e x i s t e  . 

n 
n+CO n+CO 

n 

e l i m  P, = O 
L i 

n+m 

Para provar a par te  Cc3 do teorema, consideremos a seguinte 

relaçâIo dada no teorema 3.62 

n k n-k n n-k k 

j i  = 1 f j i m  pii; d o  ; i # j  
k = o  

n n n 
Sejam yn = P..; a = f ..; x = P : Vn2O. 

J L n JL n i i 
n 

Com i s to ,  a relação an ter ior  f i c a  : 





= 2- n-k x k - c ~ y a ~ ]  k = o  = O  

n ai 

n-k k m 
m = ~  m = n + i  

n 

n-k m 
k=O k = o  m= n+í 

K 
= Ia -<xk-c3 + a - < x - c 3  - c 

n-k n-k k 
k = o  k ='K+ í m= n+ í 

Se M = m a x  {I xk-C I / O < L < K então 

CNo caso c=O,  não será neceâsario limitar superiormente 
m 

m= n + í  

E 

ta l  que para n>N&, 1 1 a -3 I< - 
m 

m = o  " lcl 

+ V.s>O, 3 N í t a l  que para &Ní, 2 a < -  
m = n + í  3 1 c 1  

n-K- í E 

TambBm, b's>O, 3 N z  ta l  que para &N2, I 1 am- 1 1 C - 
m= O 3 M 

6: 

+ Vs>O, 3 N  t a l  que para nLN2, 
2 

m= n-K 

e como 
n-k 

= a 5 a , obtemos que 
m m 

m=n-K m=n-K 



VE:::.~, 3 1  .tal. quc par-a ri>h12, 2 a .::: - 
2 

k = O  "-k -p, 

E ECg E E E E  



n  
.Ir a rri Ir) (h rri r- e c: c3 ia- iaM e I I:. c? 1:: c;: r:* ::I C 12 C 1 " : m  . [ n f O  I' n=O n  par I 



00 n 

c x i  rrr cn v i x  l ta iw ci ire (r: i. 1::) iFa c c,ui d c:: p f !r p o i s  ne5te casa 
n = l 

I..,. I.1 rri r- e 5 r.i 1. "6. ia d C) a ri i!\ I. LI (J <::i w cn .Ir <+? n if- e rn a .:I . 1.1. 1::) si c:l o c+ E: I/* <I l:~ 2a i. <::I <:n ri a (::a .i c:n 

v A I i d i i c I a a e c:: I i 5 s e !i I e! 6 q i. i v a I r : i a i m 3 v 2 x r a I k i : a s a !ri 

c:: o n d i ç B c? s d n I:n E! r- i n s l  .i. c:: i. (A ti c l  s e ipa c:: (ri r- r êi7 c .i ia ri a (:r 1. a 5 s s 

j i..i c: la ,i. .f: i. c:: w .% i. v a u (:i a (::I (::i i.i rui ri i3 rn E+ r- cn k (j c:? i. t. c:? iP ti ç õ e s , po cl e c\ c:: o ri .Ii e c: e i*- q 1.1 E! 

c!$t.adc:i .j a(::unteçern e>:c\c:.k".arner~*I:.e: (::aclcx p r.iri:i.tilixcle!s dc .\i.anipm, entãrii 
j k 

~iar-;x k ul;i.i.Fici.czri.k(:?rrieri'k:':~ (~1~ai7(nl(~!, a piFclbah.i.:l.i.c::lac:lc? F:'. . c1c? re tc i  r-na i... 
J J 

Nc:i c a w a  arn (::I i.ie p .=m!, w rriecl i (:i a c3 i..ie (::i n ilinieiw cl e i, t c.? r-aç Ben~ ai..irn(m t a  
J 

!i; e G ci 1::) e r- ;;A c4 i.{ E cn 5; t e  ni L? cri 5 ccl E? r- (:? t a  ir- 17 ci a c: c::) 11 .t k? ç a rn (r: a (:i i x  v c2 z c: (:J ni rn e17 (3 ia- 

k 
Tireqr.i&ric.I.a, .I:a;*(~ridci cani ( q ~ i c i !  paiPa b:. 9 ; i . . i P i . ~ ~ n . k e r n ~ r " i ' k ~ l  g~~an(:Ik?!, I::# , 

J j 



O estada j iI RECXIRRBNTE NULO %ri pj= 2 n -  f = m. 
n = i  j j 

sri+gcirid~ e <::lef.i.niçãci I .  não & riec:essari.cs %a2:1.sfazei.- a:; 

.Ai 
2 f : : :  1 / f * / &J 1 

4 . p n x  l'll==l. /a<::> 9 ,, . . , 
11 

g m n u  
11 11 n ( n -1.. :l. ) 

00 

I,. o g cn . fY1 = H -L.- - 1 [:- &] - I e O estada 1 r c n u l t a  
ntn+l) 

R = 1 n = 1  n = 1 



C(:]1";([i)L,(,\RI[:) 9 .  5 

ti3 c;! ri ci rri a c:: a d e i. a (::I e Ivl a k c:) v i ir iZw d i,,i .l* i v e 3. E? a 1:) c? i r  i, c!) c:l 1. c: a , i.i rri E? $5 :;it a d (::i 

PRQVA 

C\ r a c (::i P i r  &ri C:: i. a (::I C:) c: c:) i.! t:. r cn 9 (2 e; i.:, a d c) cii & a I r i. i c E p e 1.0 ir E! a 1.. E. cri ia 

n r n-r r 



A (::ctn(:ii.çãr:, (a) & ver-:i.P.i.cacla 2i.r"ivi.al.nrimI:c cnleviclo à I-i.ip(%te-;c? 

(::I($ re<*:ci?r-i..Qr'ici.a poti:i:l..:i.va da c:acl~?ia,, 

c I i en [ZEs - P 
"J n-tm - tm  
c ~ r ~ d e  aguipa w 1:~(:>s..*.:fi)i,1ic:Iad~ de i.nterri3cnbicn d e  l i m  crnm 



M 

Pn = L + para cada i n t e i r o  u , C F'lk5 i 
Lk 

k = i  k  =i 

o i.) c1 (;j o i. i-i .(c e ir c 5  ni b i. c:, (::I ia C< 5 (3 (n a c, d e V :i. c:I c3 A ci I::) 1. :i c:: a ç ãc3 d (C) 

.\a (;? o i." Q m E\ d (;+ 1::; i.\ I::) i. ri i , g a r a ri .t :i ci (::i I::) c : ~  r i7 - I"' .2 O , V k , V j 
k  kJ 

I i C r I 5 : i .  i i .- n 1::' f k j y  
t ~ m d n  a%ul.i.m pv-c~vacln (c) . 

j k = *  



para n=1,2,3, . . .  

00 - 1 ii. < m ( j a f o i  provado que 
i = %  L 



n..=i n 
€ 1 '  

ii. - P. . , V j  E% 
j i " = E  L  LJ j S 



i * ~ . ~ ~ c o i ~ ~ ~ ~ ~ ' & r i c r : . i . w  ~:)m;ik.i.va (devi.clo 6 x 1  c::c*)~wI&\I"'i.n ::i$.&) y q ~ . i ~  qc.ir"ari-km a 
P,, .,.,..i.l.&nc,i,a i -.." (Ir! Vi=;l.y29:S 

Paira achar a c:l,i.s.kr-,i.bi..iiçãc:~ n=(niynz,n3) icernol.vamec; c3 ç i ~ t e r ~ i a  
I 

c1 (3 s $1 (.r i ri t:, (3! E? >: E? r r i  13 :I. cn m r> 5 t it- a o c1 i d  e ja t::) c l  e a c o r i  .li e C': (i? 11,~ 15 (::i ;i 

,- j-i 



!ii;r.tfi.cl.er.ite prnvair que n fixzitado X nãci & irecorr-en4xt, lii:.fe.l:..i.varnc2r1.I:.+3 
2 3 4 

. p l l & q  o b -(:L/z) 3 g a =(.112) 4 (314) ; 5 

11 
:=(;l./:?) ( 3 1 4 . )  (7/El) 

I 1  



00 n  

C <::omi::i 1f .<I. e n t ã o  ri -0. f h l s i i n ,  n=(::) a ( : j~ic? (:~nl:rad.i.:l 
11 1 

n = 1  

6\ (;;j o r. <:I , (3 e :j -f: c:) 5 $!i (:* C( (ri QYS t a  c:l c:) I'* a c:: o r- i*- c: r.i te i i 1 c :  e ri 't ã ct d e v i d rii à 

itx? c:: CI I*- r C? r? t, c? ri LA 1 a ,, 6\ 5 cii i. m !, 1::) 61 r i x  a c:! a (<? 5 4: a c! c:) j t s iP e m  (3 7% pj=m (3 rdl,i(;+! 
n 

1, c.?vil ( (te:(-) l~-(+? (n 3 :s ;L 1, ) ;:I '1 :r: n .::z , 
n j ~  j j  J 

R 
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P . .- 1:) r r::) h a b i 1. i, (::I a cnl ç3 c:l~j 1:) a C; !ii a I' d C:) tl B .t a c1 L:) i. a C:) (I- c; t, :.l d C) .i r\ 1.i ni 1:) a c: !!i c:) :I 
LJ 

I..) (ri ;:i c a cl c: i. a & A lz':'Eii:R :I: í.1 XJ :E I:: A !a c:: t, c::) cl (:i +:$ !i$ c? i..i cii c? % t acl n s t:, e m I:, e r i. c:) c:l n 1. . 
E c; t a d a ei t::: c::) (ii i..~ r') :i c:: a d c:) ci; c? m .i. CJ u a l p E I*, :i. c:) d e ( t e (:i i>.. E (9) w 3 . 4 1 ,, 

!3 c;! ri i..[ (ri a c: i;i d e ,i 41 cl 6j Ivl w i.- lt o v i 11" iw: (::I 1.1 t i. v e 1. (i.! :.: :i ci te u m  e 5 '1:. +:i c1 LI) i '(1 a :L q t i  c+! 

I:::' . . >. C) E ri t:, &ri a c:* a LI e 4. a (i.! a 1::) FI iF i. 6 (::I :i. C:: ia ( i: Q 1.. (:i :I. a r. i. c) 3; . 2 ) . 
LL 



( 1  conj~ir i t .~:) ii). ~&\:\3,rs'Pa~r~r~~:lç) ( a )  n E! ( C )  & cl-iarriadn 
j jEs 
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I..lin a c:: 1. a ui; .; e c:l e l i  e [..i I' :i. ei; .t i, c: a ri; c4 i.i c:? .kt E! tn ---ci F (::: c:) cri p c) if- .In a d c:) rri i.r i. *Ii. c:) h r? (li 

r:) w il.*a a 1 g i.in n p 11-r:) 13 :I. efria!~ d E? cn ' t  i (n i z açãm ( x i t r i  13 i. i.1 a kcln v- i ;A ã : :  a s  

I4 li: IJ I? I !Tl" I C; A% 1) li! B LJ!iii C A L. C) C A L... , (::I i..[ c l  e I::) i.i s c:: a e tn v i x i. n h a r7 ç a , c o (n a p o r- 

(2 :.: o n  Ia :I. (:, a (:I s I.... i. ri .- Iz: e v. ri i g 17 a (n [ 4. C) 1 : :  a i 3 (::) p r o b L E? ni a d o c a i >.: e i r (::) 

v i a j a n t e ! ,  c l m t r e  cit..iti~-ac;;;,, l l a  i e ~ c i ~ i c : :  & ~Je-.f.i.ni.dr~ para 

cada cio 1. ução v i. Ave :l i. ela g:i i v L : i  11. ema , unia e!: t iP.i..i~ti.i i f -  cnl E! v i. z i.ri lwri x a  

!iii(i.) !, çi1.i wsja:, unia iF.wjiFa (:le (;;j~?raçã(:s de 9(:n:Li,içõe!1 vii'ive1.11 a pait-t iv. 

(::I a 1. !, c l  E? (ri crí d (::i q I J . ~  

! i i i ( i ) - {J / j Lnn si(:i:Li.içã(::i v i i i v s l  c:li.re (:n(:nd(;? ser- g e r x i a  a 1:nav"ti.iF ele i 

C) al.gairitmc:, pAip*a qi..iai-id(::, riãc~ c2 enccnin2:i~"ada ima soli..ição (ne1hnip' 

q u e  ;A atual.  k!, dei-itrcs d e  Ç(k). Ei-itãu k é chamada de SC3L.UÇXl 

I...f:)t::AI,..MIEN'1'1 O'T'I Mk . 
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L 

d a d o s  nes te  teorema s a t i s f a z e m  as p r o p r i e d a d e s  d a d a s  em Cb3 

no corolario 4.1 

Ca3 ii.CT3 > O ,  bT>O p o i s  c C i 3  < ao, Vi& e T>O. 

1 e x p ~ - c ~ i 3 / ~ 3  
i es 

Cb3 1 n.CT3 = = 1 
i çs  L )' expC - c C  L3 / r 3  

k& 
Cc3 para provar que ii.CT3 = L i i i c ~ 3  - P. .CT3 será neceseario 

J i LJ 

antes provar que: 

expC-cCi3/T3.a, .CT3 = expC-cCj3/T3sa..CT>; V i , j e S  
LJ JL 

E f e t i v a m e n t e  

- se A c  .= c C  j 3  - c C i >  > O então 
i J 

e x p C - c C i > n 3 . a . . C T >  = expC-cCi3/'i3.expC-tcCj3-cCi>l/T3 
LJ 

= expC - c C  j> /T> 

= expC-cC j>/T3 .a..CT3 
JL 

C pois A c  = cCi3-cCj3 < O a..CT3 = 1 3 
ji JL 

- se A c i j  < O C que i m p l i c a  e m  a. .C T3 =I 3 então 
L J 

expC - c C  i 3  /T3 - a. .C T3 = expC - c C  i > /T3 
L J 

= expC - c C  i 3  /T3 - expC - c C  j> /'i3 - expC CC j3/T3 

= expC - c C  j> /T3 a .. C T3 
JL 

C p o i s  Ac..>O + a..CT3 = expC-tcCi3-cCj3l/ ' i> 3 
JL J L 

- se A c  = O C que i m p l i c a  em a..CT3=1 e c C i > = c C j 3  3 
i j L J 

e n t Z o  

expC-cCi>/T3-a , .CT3 = expC-cCi3/T3 
L J 





1 v i r c; I i t r- c I c:  i E L :  $5 ri c:: i r  i, c: i : :  q L a 5 I I L I d c+ 

. ( i )  !%ni i i ~ t ( 3 ! ~  p(3cjc2 ri%(::) ver- i f i .cxi lp-~.t i~ a (mi-ic:li.çã(:n de? ~~i.rria.kr.ia 

a ) n' ( .T' ) ::r* 0  5 V'T 3 r::) 



1 ?::i ( .i ) 1 - c+! :.: 13 ( -"* c ( i. 1 / "I" ) i 
n. ('1") .I::I. . ( - r )  :2 - a, . (7- ) 
L L J L 1 i ( I:. ) 1 - > p ( ( I ) / r ) I !3 ( i ) I L J 

k 

1. 
... " ....o C? :.: 1::) ( *"- c:: ( i ) / -r ) * a. ( T ) 

C 1 !::i ( b:. ) 1 - E >; r:) ( - c:: ( I:. ) / 7" ) ~j 

k S 

1 
... " -. (.77 ;.; p ( .a*- c: ( :i ) / "r ) - a ( '1" ) 

C ji 1 $2 ( I:. ) 1 - 62 >: 13 ( -" c:: ( I; ) / ~1" ) 
k S 

1 J V : :  f C: i i A d i A j i, i c? . I :L a i i , i  k . .  i  3 d C? v i. >. i. ri h a ri  ç ~3 n \..i 

j ( 4 i E ( ) % $5 €5; ( ) ,, i 5 I I:* I3 r i  'k, r"& I'" i 0 'k (2 r" "- E; C2 *"a .i i1 j €!I; ( .i ) (:? 

:i, & ( j ) Fn r c:) d i..\ z :i. r i  ml n 1:' . . ( '1" ) (3 E? F' .. ( "i" ) (1) 
LJ JL 



8 .ae.. ..'.. 
i.&3 ,e:.:i.!i;ira uni  i:iriic:cn i n . k e i i r s i  rn. ( C S n i . < o o )  k a 1. 

L L 

2 
1 

hti> - exp ( -cti > /T) 

- exp ( - C  c<j>-cti> ]/T ) 

j€S 



t 
IJ ) !i3 c;? i. á3 'k. C? rn C:) :i:; i3 $5 5 i. CJ i-i :i. (2 17 .k E <ii E; .i k  u ~ I Ç  8 ~ 5  : 

CIi,,i +:i ri cl cn *'I" :=:C) a 1:) t c2 ni c) i5 Cz ( C) ) E.:: O C? E& ( (::) ) ::. (::I ,, 

I...c~g (13 ( ) - ( (1) ) c 1:3 c 3 5  :i .ti va . 
Chkllld(:~ 'r-+#,, EA('l") & t * l ( 2 r ~ ~ ! : + c ~ ~ 1 ' 1 ~ k f !  (2 &('I') l!? (T.PP%(:~E?II~C~,~ 

I.... og c) q("r') --.a &('I') & ~ : l ~ > ( : : i ~ ~ c s ~ : ~ ? r i ~ l i ~ ~  c:nni c:) ir i ! : : : ireniwitci  

d e  T .  

% 
( i ) supon harnos que i.&"? ci. q u e  (m)-& ( 03) h(j>(c(i>-c($ } .<(::i 

$33 



d A A 

E n t ã o  a i u n ç â l o  -ii.CT> d e v e  ter um zero T. C O < T . < d ,  ou dT  L L L 
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seja -ii.CT.> = O dT L L 

d A d A 

dTii.CT>>O para O<T<T. e -ii.CT><O para T.<T<co d T  L L 

O b s e r v a m o s  que 
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Logo  para i6 

CCT>-&CT> Q continua com respeito a T. 
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e cCi><C,  d e v i d o  a que ( T  1 é decrescente, 
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podemos encontrar o primeiro Cou menor3  m. t a l  que TA =Ti. 
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que -ii.Cd =O. 
dT  L 

h 

N e s t e  caso, mi =O. 

C i i i 3  Seja f inalmente i&* t a l  que cCi>>C,  i.e, ziCd-&Cm3>0. 
d Aqu i  & i . C T 3 > Q 9  V O<T<m e então íi.CTm+i>-ii.CT ><O9 Vm2O 

L m 
h 

TaiPrbOm resulta m.=O. 
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COROLARIO 4.2 

Sbb as mesmas hipdteses d o  T e u r e m a  4.4, e x i s t e  &<m t a l  que 

para c a d a  i&: íiiCTm+i3 -iiiCTm> < O se &i. 
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E s& escolher m = max(m./i& 1 
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Na tabe la  5. 1 não aparecem os resultados do algoritmo 

para os problemas CAP111, . . . , CAPl24, todos de tamanho 90x90, 

devido ao a1 t i s s i m o  custo  computacional envolvido nesses 8 

casos. De fa to ,  cada um deles  gas ta  horas de computador. 

Como se t r a t a  de um algoritmo probabil is t ico,  para uma 

mesma entrada pode-se ter d i fe ren tes  saidas, razão pela qual 

foram f e i t a s  5 rodadas de cada arquivo; o nirmero m d i o  de 

i t e raç8es  C:>. o tempo medio de execução cE> e o e r r o  medio 

r e l a t i v o  <Erro> são apresentados na tabela, para duas 

a l t e rna t ivas  de temperatura i n i c i a l  r aTo, com a=1.0 e a-0.1, 

onde To O dada por C9>. 

D e  acordo com estes resui tados  pode-se i n f e r i r  que o 

a lgor i  t m o  assim implementado resolve  uma boa porcentagem de 

problemas de maneira exata C 59% para cx=1.0 e 70% para cx=O.l>, 

e que os e r ros  m d i o s  são muito bons. Nos mesmos 17 problemas 

testes que se mostram na tabe la  5.1 podemos comparar a 

qualidade da solução <Erro> obtida nos seguintes algoritmos mas 

nZo considerando neles  a etapa f i n a l  que corresponde ao 

"branch & bound". 

Van Roy 1 551 t Erro = 0.095; 

Christofides &Beas l ey  1161t Erro =0.26;  

Beasley 191 t Erro = 0.072; 

O grande problema no algoritmo proposto f i c a  nos tempos 

computacionai s, que são pro ib i t ivos  para ins tânc ias  

relativanmnte pequenas; a j u s t i f i c a t i v a  do elevado custo  

computacional e s t á  no f a t o  de que o algoritmo resolve  um 

problema do t ranspor te  por cada i teração.  

Nosso ob je t ivo  agora Q t en t a r  reduzir  esses tempos, usando 

métodos aproximados para o cálculo  de d, a diferença e m  cus to  de 

dois  problemas de transporte.  O algoritmo que será obtido desta  

maneira, será chamado de S. A. APROXIMADO para di f  erencia-10 

daquele e m  que cada problema de t ranspor te  B resolvido de 

maneira exata C S .  A. EXATO>. 

No algoritmo S. A. apresentado e m  5. 5 são usados dois  t i pos  
* 9 9 

de valores d, u m  para i ç K i ,  onde d = WC KiuKi -i I -WC K uKi I C ver 
9 t 

3.1.3.1 3 e outro  para i e K * ,  onde d = WIK i U K : I - W I K ~ U K ~ + ~ I  Cver 
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