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Life is life, stand up for it. 

Mothes Teresa. 
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Estudamos alguns tipos de decomposição em grafos. 

Consideramos inicialmente a decomposi$io induzida pela existência de 

um conjunto homogêneo em um grafo. Apresentamos um algoritmo de tempo 

O  (n3) que determina se um grafo admite um conjunto homogêneo. 

A seguir consideramos a decomposição induzicla pela existência de um 

par homogêneo em um grafo, que é uma generalização natural do conjunto 

homogêneo. Apresentainos um algoritmo de tempo O ( n 5 )  que determina se 

um grafo admite um par homogêneo. 

Focalizamos também as decomposições de grafos em diques, sujeitas a 

algumas restrições dadas a priori. Consideramos um caso particular, que 

chamamos de partição em clique-cruz e desenvolvemos um algoritmo linear 

para determinar se um giafo admite tal partição. 

Discutimos problemas de reconhecimento de grafos com certos tipos de 

cortes, assim como corte cliyue, corte estrela, corte estável, corte assimétrico 

e outros. Mostramos que o problema CORTE ESTÁVEL e o problema CORTE 

MULTIPARTIDO COMPLETO são NP-completos. 
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We study some types of graph decompositions. 

Initially, we consider the decoinposition induced by the existence of a 

homogeneous set in a graph. We present an O(n3) time algorithm which 

determines if a graph admits a homogeneous set. 

Secondly, we consider the decomposition induced by the existence of a 

homogeneous pair in a graph. Hoinogeneous pairs are natural generalizations 

of homogeneous sets. We present an O(n5) time algorithm which determines 

if a giaph adrnits a homogeneous pair. 

We also study clique decompositions of a graph, with some restrictions 

given a priori. We consider a particular case called clique-cross partition 

and we develop a linear algorithm which determines if a graph admits such 

partition. 

We discuss some recognition problems of graphs with certain cutsets, such 

as cliclue cutset, star cutset, stable cutset, skew cutset and others. We show 

that tlie problem STABLE CUTSET and the problem MULTIPARTITE CUTSET 

are NP-complete. 
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Capítulo 1 

Introducão 3 

O estudo de algoritinos é um tópico central em Ciência da Computação. 

Nas dtimas duas décadas ocorreram avanços significativos nesse campo. Es- 

ses avanços vão desde o desenvolvimento de algoritmos rápidos até a des- 

coberta surpreendente de certos problemas naturais para os quais todos os 

algoritinos parecem ser ineficientes. 

A área de Algoritmos Coinbinatórios lida com problemas que envolvem 

estruturas matemáticas finitas e discretas. E uma área nova e apenas nos 

últimos anos coineçou a emergir como um campo sistemático do conhecimento, 

ao invés de uma coleção de truques variaclos. Novos algoritmos têm surgido. 

Progressos rápidos têm sido feitos, principalmente de natureza matemática, 

especialmente na compreensão dos algoritinos, seu desenvolvimento e sua 

análise. Todos esses fatores fazem com que a área de Algoritmos Combi- 

natórios tenha se tornaclo importante, localizando-se na fronteira da Ciência 

da Computação e da Matemática. 

O assunto do nosso trabalho nesta tese foi justamente o desenvolvimento 

e análise de certos algoritmos combinatórios em uma estrutura matemática 

muito especial: os grafos. 

O estudo de algoritmos em grafos interliga as áreas de Algoritmos Com- 

binatórios e Teoria dos Grafos. A elaboração de novas estruturas teóricas 

motiva a procura de algoritmos que reconheçam essas estruturas. 

Uma estratégia que tem se mostrado bastante efetiva na busca desses al- 

goritmos é o método de Divisão e Concluista. Esse método, como o nome diz, 

procura dividir, isto é, decompor o grafo em uma hierarquia de componen- 

tes, resolver o problema nessas componentes e gradualmente ir juntando as 

soluções, de maneira que no final seja obtida a solução para o grafo original. 

O uso dessa estratégia encontra forte motivação também na classe dos 

grafos perfeitos, uma classe de grafos em que tocio subgrafo induzido ad- 



nlite uma coloração e uina clique com o mesmo tamanho. O problema do 

reconl-iecimento de grafos perfeitos está em aberto. Sabe-se que, juntando 

dois grafos perfeit os através de determinadas operações, como por exemplo 

substit~iicão e identificacão por clicpe, obtém-se um grafo t ambéin perfeito. 

Diz-se que essas operações preservam perfeicão. Um caminho natural para 

testar a perfeição de um grafo, seria então decompor esse grafo através de 

alguma operação que preserve perfeição e testar a perfeicão para cada um 

dos subgrafos obtidos. Infelizmente essa idéia não nos dá um teste geral para 

perfeição, mas nos possibilita reconhecer diversas subclasses de grafos per- 

feitos tais como a classe dos grafos separáveis por clique [18, 41, 381, a dos 

grafos i-triangularizados [41] e a cios triangularizados [41, 381. E também 

como aplicação clessa técnica, podemos resolver os problemas de otimizacão: 

clicliie máxima e número cromático, para classes de grafos hereditários em 

geral, e em particular para algumas classes de grafos perfeitos, uma vez que 

saibamos resolver os problemas nas componentes mais baixas da hierarquia. 

Neste trabalho nos preocupamos com o problema de dado um grafo, como 

encontrar certos conjuntos de vértices que induzem uma estrutura especial 

nesse grafo. Ou ainda, olhando a relacão desse conjunto de vértices com 

o restante do grafo, como achar uma decomposicão do grafo através desse 

conjunto. 

Passamos agora a descrever a nossa contribuicão e como o nosso trabalho 

está distribuído. 

No capítulo presente, além da introdução e localizagão dos tópicos da 

tese, damos as definicões básicas da Teoria dos Grafos e Complexidade, com 

as respectivas notações que serão usaclas ao longo deste texto. 

No capítulo 2, fazemos uina breve introdução à classe dos grafos perfei- 

tos e tainbéin apresentamos em detalhes o algoritmo de 2-satisfabilidade de 

Aspvall, Plass e Tarjan [I], importantes para a compreensão dos algoritmos 

deseiivolvidos nos capítulos posteriores. 

No capítulo 3, consideramos dois tipos de deconiposicões homogêneas 

em uin giafo, a ciecomposição produzida pela existência de um conjunto ho- 

mogêneo e a produzida pela existência de um par homogêneo. Desenvolveinos 

algoritmos eficientes, i.e., polinomiais, para ambos os casos, provamos suas 

correções e analisamos suas complexiciades. Observamos que o problema do 

reconhecimento de um grafo com par homogêneo era um problema em aberto, 

desde 1987, e pelo que é do nosso conhecimento, o primeiro algoritmo poli- 

nomial que encontra um par homogêneo (se existir) é o que apresentamos na 

seção 3.2. 



No capítulo 4, estudamos o problema da cobertura por cliques gene- 

ralizada, também chamado problema da cobertura- (H, I - ) .  Apresentamos o 

algoritmo desenvolvido por MacGillivray e Yu [29], que acha essa cobertura- 

(H, I<) em tempo polinoinial para um grafo H sem triângulos. Consideramos 

um caso particular desse problema , o qual denominamos Partição em Clique- 

Cruz e desenvolvemos um algoritmo (usando basicamente a mesma técnica 

dos algoritmos c10 capítulo 3) que resolve esse problema em tempo linear. 

No capítulo 5, discutimos problemas de reconhecimento de grafos com 

det erininados cortes, assiin como corte clique, corte estrela, corte estável, 

corte inultipartido completo e outros. Para os casos de corte estável e corte 

k-multipartido completo construíinos redu~ões polinomiais (para cada caso) a 

partir de problemas NP-completos, estabelecendo assim que esses problemas 

são NP-completos. 

Finalmente, no capítulo 6, apresentamos as conclusões desse trabalho, 

assim como direções para pesquisas futuras. 

Os algoritinos originais desenvolvidos no capítulo 3 e no capítulo 4 foram 

feitos em co-autoria com os professores Hazel Everett e Bruce Reed. Os 

resultados originais do capítulo 5 foram obtidos em co-autoria com o professor 

Ilyriakos Kilakos. 

Os resultados desta tese foram reportados nos seguintes trabalhos [13], 

1141 e [25]. 

1.1 Definições e Notações Básicas 

Nesta seção vainos estabelecer algumas definicões e notações básicas que 

serão utilizacias ao longo desta tese. 

1.1.1 Grafos 

Um grafo é um par ordenado G = (V, E) onde V é um conjunto finito 

não vazio de vértices e E é um conjunto de pares não ordenados de vértices 

distintos, chamados arestas. Denotaseinos o conjunto de vértices de um grafo 

G por V ( G ) ,  ou simplesmente por V, caso não liaja ambiguidade. A mesma 

convenção será usada para seu conjunto de arestas E(G). 

Um vértice x é adjacente a um vértice y em G se {x, y) é uma asesta.de 

G. Neste caso também dizemos que x e y são vizinhos em G. Denotamos o 



conjunto dos vértices adjacentes a x por NG(x), ou simplesmente por n/(x), 

caso não haja dúvidas quanto ao grafo em qiiestão. 

Uin vértice x de G é dito isolado quando n/(x) = 0, e é universal quando 

N(x)  = V \ {x). 

Uma aresta e = {x, y) E E é incidente aos vértices x e y que são os 

extremos de e. 

Duas arestas são adjacentes se possuem um vértice em comum. 

O grau de x, denotado por gG(x) é o número de vizinhos de x, isto é, 

gG(x) = In/(x)l. O símbolo S denota o maior grau de um vértice de G. 

A ordem de um grafo G é o número de vértices de G, e é denotada por 

)G1 ou por ]V(G)I. O tamanho de G é a soma do número de arestas de G com 

o número de vértices de G. Como é usual, vamos assumir que IV(G)I = n e 

1 E(G)I = m, onde )E(G)1 denota o número de arestas de G. 
O complemento de um grafo G, denotado por c, é o grafo que tem o 

mesmo conjunto de vértices de G e tal que dois vértices distintos são adja- 

centes em se e somente se não são adjacentes em G. 

Uma propriedade é dita auto-complementar quando é satisfeita pelo grafo 

e pelo seu complemento. 

Um grafo H = (V(H), E(H)) é um subgrafo de uin giafo G = (V, E) se 

V(H) c V e E ( H )  E. Se V(H) C V, V(H) # V então H é dito um 

subgrafo próprio de G. Dado um coiljunto de vértices X C V, X # 0, então 

o subgrafo induzido por X é o subgrafo H de G tal que V ( H )  = X e E ( H )  é 

o conjunto das arestas de G que têm ambos os extremos em X. O subgrafo 

induzido por X é denotado por G [ X ] .  

Uma propriedade é dita hereditária caso seja satisfeita pelo grafo e por 

todos os seus subgrafos induzidos. Analogamente definimos uma classe de 

grafos hereditária. 

O grafo G \ v ,  obtido do grafo G pela remoção de um vértice v ,  é o sub- 

grafo induzido pelo conjunto V \ {v). Analogainente, o giafo G \  H, obtido do 



gafo G pela remocão de um subgrafo H, é o subgrafo induzido pelo conjunto 

v \ V ( H ) .  

Dois grafos são isomorfos caso exista uma bijeção entre os seus conjuntos 

de vértices que preserve adjacência. 

Quando um grafo G não contém subgrafo induzido isomorfo a algum grafo 

H, dizemos que G é um grafo s e m  H's ou livre de H's. 

Um grafo G é completo se q~~aisquer dois vértices distintos de G são ad- 

jacentes. A menos de isomorfismo, existe um único grafo completo com n 

vértices. Denotanlos tal grafo por I(,. 

Dados dois vértices n: e y de um grafo G, um caminho entre eles é uma 

seqüência da forma P = [x = VI, v2, . . . . , vk = y] , onde os vi's são vértices, dois 

a dois distintos, e {v;, v; $ 1) E E ,  1 5 i 5 L - 1. Em particular, P é um 

caminho induzido se não existem arestas entre dois vértices não consecutivos. 

Denotamos por Pk um caminho induzido por L vértices. Observamos que Pk 
tem L - 1 arestas. 

Um ciclo é uma seqüência C = [vl, v2, ...., v ~ + ~ ]  tal que [vi, vz, ...., vk] é 

um caminho, v1 = V ~ + I  e L 2 3. Em particular C é um ciclo induzido ou 

ciclo s e m  cordas se não existem arestas entre dois vértices não consecutivos. 

Denotamos por Ck um ciclo induzido por L vértices. Observamos que Ck tem 

k arestas. 

Uma corda em um ciclo é uma aresta no grafo, cujas extremidades são 

vértices não consecutivos no ciclo. 

Um grafo G é conezo se, para todo par de vértices distintos u e v em G, 

existe im caminho de u a v. Caso contrário, G é desconexo. Uma componente 

conexa de G é um subgrafo maxiinal conexo de G. 

Um corte de um grafo é um subconjunto de vértices desse grafo tal que 

o grafo obtido após a sua remoção é desconexo. 

O grafo de linha L(G) associado a um grafo G é o grafo cujos vértices são 

as arestas de G e cujas arestas são os pares de arestas adjacentes em G. 



Um grafo G = (V, E )  é bipartido se V pode ser particionado em dois 

conjuntos X e Y (X U Y = V e X n Y = @), tais que toda aresta tem um 

extremo em X e outro em Y. Os conjuntos X e Y são chamados partes de 

G. Em particular, G é bipartido completo se é bipartido e se todo vértice de 

X é adjacente a todo vértice de Y. 

Um conjunto M C E é um emparelhamento em G se cada vértice de V é 

extremo de no máximo uma aresta de M. 

Um conjunto de vértices K de um grafo G é uma clique se G[K]  é um 

grafo completo. 

Um conjunto de vértices S de um grafo G é um conjunto estável ou con- 

junto independente se os seus vértices são dois a dois não adjacentes em G, 

ou em outras palavras, se em o conjunto S é uma clique. 

Uin grafo G é k-multipartido, k > 2 se V pode ser particionado em k con- 

juntos estáveis Vi, V2, . . . , Vk, não vazios, tais que se {x, y ) E E então x E V,  
e y E V,, i # j .  G é multipartido se ele é k-mdtipartido para algum 5 > 2. 

Em particular um grafo bipartido é um grafo 2-multipartido. G é rnultipartido 

completo se ele é inultipartido e {x, y )  E E se e somente se x E I/Z e y E V,, 
i # j .  

Uma cobertura por cliques de um grafo G é uma partição do conjunto de 

vértices cle G onde cada classe da particão é uma clique. 

Uma cobertura por estáveis ou coloração de um grafo é uma partição 

do conjunto de vértices desse grafo onde cada classe da particão é um con- 

junto estável. Uma k-coloração é uma cobertura por exatamente k conjuntos 

estáveis. 

w(G) - tamanho de u m a  maior  clique, i.e., o número de vértices de uma 

clique máxima de G. 

K(G) - t amanho  de u m a  menor  cobertura por cliques, i.e., o número 



mínimo de cliques que cobrem os vértices de G. 

a(G) - tamanho de um maior  conjunto estável de G, i.e., o número de 

vértices de um conjunto estável máximo. Também chamado número de inde- 

pendência de G. 

x(G) - número cromático de G, i.e., menor k para o qual existe uma 

k-coloração, ou ainda, o tamanho de uma menor cobertura por conjuntos 

estáveis. 

Um grafo G é perfeito se para todo subgrafo induzido H de G temos 

w(G) = x(G) (ou equivalentemente a(G) = K(G)). Grafos que não são per- 

feitos são ditos imperfeitos. 

Um grafo G é minimaímente  imperfeito se ele não é perfeito, mas todos 

os seus grafos induzidos próprios são perfeitos. 

1.1.2 Grafos Direcionados 
-3 -+ 

Um grafo direcionado ou digrafo, G = (V, E), consiste de um grafo com 

uma orientação no seu conjunto de arestas, i.e., cada aresta é um par orde- 

nado de vértices distintos chamados arestas direcionadas ou arcos. 

Um arco a = (u, v )  é incidente aos vértices u e v,  que são os extremos de 

a.  Além disso, dizemos que o arco a sai de u e entra em v. O grau de entrada 

de um vértice v é o número de arestas que entram em v. O grau de saida de 

um vértice v é o núinei-o de arestas que saem de v. Se o grau de entrada de 

v é nulo, v é chamado fonte. Se o grau de saída de v é nulo, v é chamado 

sumidouro. 

As definições de subgrafo, subgrafo induzido por um conjunto de vértices 

são as mesmas que para grafos, resguardadas as direções das arestas. 

+ 
Um caminho direcionado entre dois vértices u e v de G = (V, I?) é uma 

-, 
sequência da forma P = [u = VI, v2, . . . . , vk = v], onde os vi's são vértices, dois 

a dois distintos, e (vi,vi + 1) E 8, 1 5 i 5 k - 1. 

-, 
Um grafo direcionado G é fortemente conezo se, para todo par de vértices 



distintos u e v de e, existe caminho direcionado de u para v e de v para u. 

Os subgiafos inaximais fortemente conexos de um grafo direcionado não têm 

vértices em comum e são chamados componentes fortemente conesas. Dize- 

mos que (Cl, C2, . . . , Ck) é uma ordenação topológica reversa das componentes 
-, 

fortemente conexas de G se para todo par i, j, onde 1 < i 5 j < L, não 

existe aresta direcionada de algum vértice de C; para um vértice de Cj. .Se 

Ck e Cl são duas componentes fortemente conexas tais que existe uma aresta 

direcionada de um vértice de Ck para um vértice de Cl então Ck é chamado 

de um predecessor de Cl e Cl é chamado de um sucessor de Ck. 

1.1.3 As Classes P, NP, NP-completo 

Uin probleina algorítmico costuma ser caracterizado como um conjunto 

de todos os possíveis dados do problema, conjunto esse denominado conjunto 

de instâncias, e uma questão solicitada, denominada objetivo do problema. 

Resolver um problema algorítmico consiste em desenvolver um algoritmo cuja 

entrada seja uma instância do problema e cuja saída responda ao objetivo do 

problema. 

Denotamos um problema n com conj~mto de instâncias D e questão Q 

por n(D, Q). 

Um problema n(D, Q) é dito de decisão quando o objetivo consiste em 

decidir se a resposta a questão Q é SIM ou NÃO. 

Um algoritmo é eficiente ou polinomial quando sua complexidade de 

tempo é uma função polinomial nos tamanhos dos dados de entrada. 

Os problemas de decisão para os quais existem algoritmos eficientes que 

os resolvam constituem uma classe que é chamada polinomial, e é denotada 

por P. 

Um problema de decisão é dito ser não-determinístico polinomial caso 

qualquer instância SIM para o problema possua um certificado sucinto, isto 

é, verificável em tempo polinomial no tamanho da instância. Essa classe de 

problemas de decisão é denotada por NP. 



Sejam si(D1, Q1) e 7r2(D2, Q2)  dois problemas de decisão. Uma trans- 

formação polinomial de 7r1 em é uma função f : Di + D2 tal que as 

seguintes condições são satisfeitas: 

e f pode sei computada em tempo polinomial; 

e para -toda instância I E D1 do problema n ~ ,  tem-se que 7ri(I) possui 

resposta SIM se se somente se xz(f (I)) possui resposta SIM. 

Um problema de decisão n pertence à classe NP-Completo quando as 

seguintes condições são satisfeitas: 

e para todo problema r' E NP existe uma transformação polinomial de 

r' em n .  

Um problema que pertence à classe P é chamado polinomial, e um pro- 

blema que pertence à classe NP-Completo é chamado NP-completo. 

Como fonte de referências sobre complexidade indicamos [17] e [36]. 



Capítulo 2 

Preliminares 

Este capítulo é dedicado à apresenta@o de um embasamento teórico 

para o nosso trabalho. Na primeira seção damos um panorama geral sobre a 

classe dos grafos perfeitos, motivando o próximo capítulo sobre decomposição 

homogênea. Na segunda seção apresentamos o algoritmo de 2-satisfabilidade, 

de grande importância no capítulo 3 e capítulo 4. 

Grafos Perfeitos 

Um grafo é perfeito se cada uin de seus subgrafos induzidos tem número 

cromático igual ao tamanho de uma maior clique. 

Os grafos perfeitos foram definidos em 1961 por Claude Berge [2], que na 

época propôs as seguintes conjecturas: 

Conjectura 1 U m  grafo é perfeito se e somente se n e m  o grafo, n e m  seu 

complemento contém u m  ciclo induzido impar com mais de três vértices. 

Conjectura 2 U m  grafo é perfeito se e somente se seu complemento é per- 

feito. 

Trivialmente a Conjectura 1 implica a Conjectura 2. Por isso ficaram 

conhecidas como Conjectura Forte e Conjectura Fraca dos grafos perfeitos, 

respectivamente. Em 1972 Lovász [26] provou a Conjectura Fraca que passou 

então a ser chamada Teorema dos Grafos Perfeitos. A Conjectura Forte con- 

tinua em aberto até hoje, estimulando uma grande quantidade de trabalhos 

com o seu desafio. 

Nas últimas três décadas a Teoria de Grafos e a Combinatória tiveram 

um grande desenvolvimento. Ligados a esse desenvolvimento emergiram al- 



guinas teorias fundamentais, assim como a teoria de Complexidade Compu- 

tacional e a formulacão geral de problemas de otimização combinatória em 

Programação Linear. O desenvolvimento de ambas está profundamente rela- 

cionado com grafos perfeitos. Os grafos perfeitos também contribuíram para 

o desenvolvimento da teoria dos "Anti-Bloclting Polyhedra", para o estudo da 

estrutura das faces dos politopos e para a noção de integralidade dual total 

em programacão linear inteira. Por outro lado, constituem uma classe razo- 

avelmente grande de grafos para os q~iais o niímero cromático e o número de 

independência podem ser calculados em tempo polinomial [22]. Em diversas 

classes especiais de grafos perfeitos, os problemas de otimizacão são resolvi- 

dos polinomialmente por algoritinos rápidos, e envolvem idéias importantes 

de algoritmos combinatórios, tais como busca em profundidade e algoritmo 

guloso. 

Mas, além disso, grafos perfeitos constituem também um assunto de per- 

manente interesse para os mais tradicionais teóricos de grafos. Muitas vezes 

resultados sobre grafos perfeitos generalizam outros resultados importantes 

em diversos campos da Teoria dos Grafos. 

Como fonte de consulta sugerimos [19, 28, 151. 

2.1.1 O Teorema dos Grafos Perfeitos 

Cometamos esta seção enunciando o teorema central de grafos perfeitos. 

Teoreina 1 [26] Teorema dos Grafos Perfeitos. 

Um grafo é perfeito se e somente se seu complemento é perfeito. 

A peça chave na demonstracão desse teorema é a operação de  substituição 

que definimos a seguir: 

Sejam G e H grafos e x um vértice de G. Construimos um novo grafo G' 

substituinclo o vértice x pelo grafo H da seguinte maneira: 

Tomamos a união disjunta de H e G \ x, e para todo par de vértices y e z, 

com y E G \ x e z E H, adicionamos uma aresta {z, y )  se e somente se {x, y) 

é uma aresta de G. Dizemos então que G' foi obtido por suõstituição de G. 

A figura 2.1 apresenta um grafo G' obtido por substituição de um grafo 

G, onde o vértice x pertencente a G foi substituido por um grafo H, e H é 
um grafo induzido por um conjunto estável de dois vértices. 

O próximo lema, provado por Lovász, é usado na prova do Teorema dos 

Grafos Perfeitos. Esse lema assegura que a operação de substituição por um 

grafo perfeito preserva a perfeição. 



Figura 2.1: Operação de substituição. 

Leina 1 [ ,6]  Lema da Substituição. 

Se u m  vértice de u m  grafo perfeito é substituido por u m  grafo perfeito então 

o grafo resultante é perfeito. 

Não podemos deixar de observar que Fiilkerson [16] na mesma época, 

enquanto desenvolvia a Teoria dos "Anti-Bloclting Polyhedra" , havia reduzido 

a Conjectura Fraca à afirmação: Substituição preserva perfeição, chegando 

dessa forma bem perto da demonstracão do Teorema dos Grafos Perfeitos. 

Um conjunto homogêneo em um grafo G é um subconjunto próprio H dos 

vértices de G contendo pelo menos dois vértices e tal que V(G) \ H pode ser 

particionado em A = { X ~ X  é adjacente a todo vértice de H) e N = { X ~ X  não 

é adjacente a nenhum vértice de 

Na figura 2.2 apresentamos 

conjunto homogêneo. 

H), onde A ou N são não vazios. 

um exemplo de um grafo que contém um 

Figura 2.2: Grafo com conjunto homogêneo H = { e ,  f ) .  

Observamos que se G tem um conjunto homogêneo H e y é um vértice 

qualquer de H, então G pode ser obtido substituindo no grafo G \ (H \ y), 

o vértice y pelo grafo induzido por H. Reciprocamente, caso G tenha sido 

obtido por substituição de um vértice z em G por um grafo induzido por 

um conjunto de vértices H então H é um conjunto homogêneo em G' com 

A = &(z) e N = n/G(x). 



A operação de substituição, além de ser um conceito fundamental na 

demonstracão do Teoreina cio Grafo Perfeito, tem sido usada também para 

provar que várias classes de grafos são perfeitas; como por exemplo, os grafos 

de comparabilidade [20] e os grafos sem P4 181. 

2.1.2 Grafos Minimalment e Imperfeitos 

A Conject~ira Forte dos Grafos Perfeitos permanece em aberto até os 

dias de hoje como um problema interessante, de formulação simples, embora 

aparentemente muito difícil. Por tudo isso continua desafiando e estimulando 

uma grande quantidade de trabalhos. 

Um grafo é minimalmente imperfeito se ele não é perfeito, mas todos os 

seus subgrafos induziclos próprios são perfeitos. 

Esse conceito nos permite a seguinte formulação equivalente à Conjectura 

Forte: 

Conjectura 3 Os únicos grafos minimalmente imperfeitos são os ciclos in- 

duzidos impares com mais de  três vértices e seus complementos. 

O Teorema dos Grafos Perfeitos pode ser também reformiilado em termos 

desses grafos: 

Teoreina 2 Um grafo é minimalmente imperfeito se e somente se seu com- 

plemento é minimalmente imperfeito. 

Um dos caminhos que tem sido muito explorado na tentativa de se provar 

a Conjectura Forte tem sido estudar e procurar novas propriedades dos grafos 

minimalmente imperfeitos. Acredita-se que se for obtida uma lista extensa 

dessas propriedades será possível mostrar que só estes ciclos induzidos e seus 

complementos satisfazem todas elas. 

Nesse sentido, uma das primeiras contribuições foi a de Lovász 1271, que 

mostrou que todo grafo G minimalmente imperfeito admite precisamente 

a(G) .w(G) + 1 vértices (onde a(G) é o tamanho de um maior conjunto estável 

e w(G) é o tamanho de uma maior clique de G). Além disso, para qualquer 

vértice x de G, G \ x pode ser particionado em a(G) cliques de tamanho 

w(G) e em w(G) conjuntos estáveis de tamanho a(G). Em particular os 

grafos que têm essa propriedade recebem o nome de particionáveis ou grafos 

(a, w). Observe que a classe dos grafos particionáveis contém a classe dos gra- 

fos minimalmente imperfeitos. Além disso, a maior parte das propriedades 



estruturais dos grafos minimalmente imperfeitos são partilhadas pelos grafos 

particionáveis . No momento são conhecidas poucas propriedades que são sa- 

tisfeitas pela classe dos grafos minimalmente imperfeitos e não são satisfeitas 

pela classe dos grafos particionáveis. Por isso tais propriedades adquirem 

especial importância e são chamadas propriedades que separam. 

Como conseqiiência dos resultados de Lovász acima mencionados, diver- 

sas propriedades dos grafos ininimalinente imperfeitos, envolvendo cliques e 

conjuntos estáveis, foram obtidas por Padberg [32], e depois estendidas para 

os grafos particionáveis por Bland, Huang e Trotter [3]. Mas os estudos dos 

grafos minimalmente imperfeitos não têm se limitado apenas ao estudo de 

suas cliques e conjuntos estáveis. Certos tipos especiais de cortes também 

têm merecido atenção e resultados bastante interessantes acerca desses ob- 

jetos têm sido obtidos. Como exemplos podemos citar os cortes clique e os 

cortes estrela. 

U m  corte clique e m  

figura 2.3 apresentamos 

um grafo G é um corte de G que é uma clique. Na 

um exemplo de um grafo com um corte clique. 

Figura 2.3: Grafo c o m  corte clique C = ( a ,  b,  c).  

O lema a seguir é um resultado importante em coloração de grafos per- 

feitos [33]. 

Lema 2 N e n h u m  grafo m in ima lmen te  imperfeito contém um corte clique. 

Um corte estrela em um grafo G é um corte de G que tem um vértice, 

chamado centro d a  estrela, que é adjacente a todos os outros vértices do corte. 

Observamos que um corte clique é um corte estrela em que todo vértice é o 

centro. Na figura 2.4 apresentamos um exemplo de um grafo com um corte 

estrela. 

O conceito de corte estrela foi introduzido por Chvátal [5], que mostrou o 

lema a seguir, chamado L e m a  do Cor te  Estrela, o qual generaliza o resultado 

anterior sobre corte clique. 



Figura 2.4: Grafo com corte estrela C = { a ,  b, c, d ,  e ) ,  onde c é o centro. de 
C .  

Lema 3 [5] 
Nenhum grafo minimalmente imperfeito contém u m  corte estrela. 

O problema cio reconhecimento de um grafo com corte clique foi resolvido 

por Whitesides [40] e Tarj an [38], que exibiram algoritinos polinomiais para 

determinar um corte clique. Já o problema do reconhecimento de um grafo 

com corte estrela foi resolvido pelo próprio Chvátal [5] ,  que caracterizou gra- 

fos com corte estrela e apresentou um algoritmo polinomial decorrente dessa 

caracterizaqão. 

E interessante observar a estreita relacão que existe entre os conceitos de 

corte estrela e conjunto homogêneo dada pelo lema a seguir: 

Lema 4 Se  u m  grafo contém u m  conjunto homogêneo então o grafo ou o seu 

complemento contém u m  corte estrela. 

Prova. Seja G um grafo com um conjunto homogêneo H. Por definição 

IHI 2 2 e V pode ser pasticionado nos conjuntos H, A e N (já definidos), 

onde A ou N são não vazios. Se A e N são não vazios então tomando qualquer 

vértice x de H, o conjunto C = {x) U A é um corte estrela de G. Se A = 0 
então G é desconexo e qualquer vértice de H é um corte estrela de G. .Se 

N = 0 então é desconexo e qualquer vértice de H é corte estrela cle c. i 

Além disso, temos também como conseqüência do lema 1 o seguinte ie- 

sult ado: 

Lema 5 Nenhum grafo minimalmente imperfeito contém u m  conjunto ho- 

mogêneo. 



Como a classe dos grafos perfeitos é auto-complementar, o conceito de 

corte estrela pode então ser visto como uma generalização do conceito de 

conj uut o homogêneo. 

Continuando nessa linha Chvátal [5] definiu um novo corte que chamou 

de assimétrico (skew), que por sua vez generaliza o conceito de corte estrela. 

Um corte assimétrico em um grafo G é um corte de G que pode ser 

particionado em dois conjuntos Ví e V2 tais que se x E Vl e y E V2 então 

{x, y) E E. Na figura 2.5 apresentamos um exemplo de um grafo com corte 

assiinétrico. 

Figura 2.5: Grafo com corte assimétrico C = { a ,  b, c, d, e ) .  

Observe que se C é um corte assiinétrico em G então G[C] é desconexo. 

Um corte assimétrico é uma generalização particularmente interessante de 

corte estrela porque temos o seguinte fato: 

G tem um corte assimétrico se e somente se tem um corte assimétrico. 

Este fato sugere naturalmente a seguinte conjectura proposta por Chvátal 

[SI : 

Conjectura 4 Nenhum grafo minimalmente imperfeito contém u m  corte as- 

simétrico. 

Essa conjectura assume uma importância especial por ser uma proprie- 

dade que separa a classe dos grafos particionáveis dos grafos ininimalinente 

imperfeitos. Mas essa conjectura tem se mostrado mais difícil de ser provada 

do que se esperava. Procura-se então prová-la para casos mais simples. 

Um corte multipartido completo em um grafo G é um corte de G que 

induz um grafo multipartido completo. 

O corte multipartido completo é um caso particular do corte assimétrico. 

De fato: dado um corte multipa~tido completo C, tome um dos conjuntos 



estáveis de C como e a união dos restantes como Vz. Temos que se z E Vi 
e y E V2 então {x, y) E E e logo C é um corte assimétrico. O exemplo da 

figirira 2.5 é em particular um corte multipartido completo. 

Recentemente Cornuejols e Reed [I01 mostraram que: 

Leina 6 Nenhum grafo minimalmente imperfeito contém um corte multipar- 

tido completo. 

Ainda a respeito de generalizações de conceitos e propriedades que sepa- 

ram, cabe aqui mencionar que o conceito de par homogêneo, aparece como 

uma generalização natural de conjunto homogêneo. 

Um par homogêneo em um grafo G = (V, E) é um par {Ql, Q2) de con- 

juntos disjuntos de vértices desse grafo tal que: 

todo vértice de V \ (Ql U Q2) é adjacente a todos os vértices de Q1 ou 

a nenhum vértice de Ql ; 

todo vértice de V \ (Ql U Q2) é adjacente a todos os vértices de Q2 ou 

a nenhum vértice de Q2; 

Na figura 2.6 apresentamos um exemplo de um grafo que contém um par 

homogêueo. 

Figura 2.6: Grafo G com par homogêneo { { a ,  b},{c, d }  ) 

Note que um conjunto homogêneo Q1 com ]V \ Ql 1 > 2, corresponde a 

um par homogêneo {Ql, Q2) onde Q2 é vazio. O resultado a seguir estabelece 

a selacão entre pares homogêneos e a classe dos grafos perfeitos, assim como 

também generaliza o lema 5. 

Leina 7 [r] Nenhum grafo minimalmente imperfeito contém um par homogêneo. 



Os pares homogêneos foram introduzidos por Chvátal e Sbihi [7] em 1987, 

assim como o lema 7, para provar que os grafos Berge sem touro são perfeitos. 

Um grafo é Berge quando nem o grafo, nem seu complemento contém um ciclo 

ímpar induzido de tamanho pelo menos cinco. Um grafo sem touro é um grafo 

que não contém como subgrafo induzido um grafo isomorfo ao mostraclo na 

Figura 2.7, é chamado um touro. 

Figura 2.7: touro. 

Como já comentamos anteriormente, a maior parte das propriedades co- 

nhecidas dos grafos minimalmente imperfeitos são também válidas para os 

grafos particionáveis. 

Como exemplo de propriedades que são satisfeitas por estas duas classes, 

podemos citar a não existência de cortes estrela provada tanto para grafos 

ininimalmente imperfeitos quanto para grafos particionáveis [ 5 ] .  
Como a existência de cortes estrela generaliza a existência de corte clique 

e tainbém a existência de conjunto homogêneo (pelo lema 4), obtemos como 

conseqüência que a não existência de cortes cliques e a não existência de 

conjuntos homogêneos são propriedades que não separam. 

Por outro lado, a não existência de par homogêneo é uma propriedacle 

que separa, o que lhe confere um carácter especial. O mesmo se aplica a não 

existência de corte assimétrico, caso a conjectura 4 seja verdadeira. 

Para mostrar que urna propriedade separa estas duas classes, basta exibir 

um grafo particionável para o qual a propriedade que vale para os minimal- 

mente imperfeitos não vale para ele. 

Assim, para a propriedade da não existência de corte assimétrico em 

um grafo minimalmente imperfeito, vamos considerar o grafo G dado na fi- 
gura 2.8. G é particionável. De fato, basta observar que a remoção de qual- 

quer vértice de G produz um grafo que pode ser particionado em três cliques 

de tamanho três ou em três conjuntos estáveis de tamanho três e G tem um 

conjiinto estável de tamanho três e uma clique máxima de tamanho três. 

Além disso G não é um grafo minimalmente imperfeito porque contém um 

C5 como subgrafo induzido próprio. Tome Vi = {9,3) e = {8,4). U 

é um corte assimétrico de G. 



Figura 2.8: Grafo G particionável com corte assimétrico C = {9 ,3 ,8 ,4) .  

Agora, para mostrar que a não existência de par homogêneo é uma pro- 

priedade que separa vamos precisar da seguinte definição: 

Dois vértices x e y  de um grafo G são ditos anti-gêmeos se satisfazem: 

Temos então que: 

Lema 8 [r] Todo grafo com pelo menos cinco vértices que contém anti-gêmeos 

contém u m  par homogêneo. 

Prova. : Seja G um grafo com anti-gêmeos x e y e IGI > 5 .  

Seja QI = N(x)  \ (2, Y) e Q2 = NY)  \ {x, Y). 
Então Ql ou Q2 tem pelo menos dois vértices e pela definicão de anti- 

gêmeos, {Qi, Q2) formam urn par homogêneo para G. i 

Como nenh~iin grafo minimalmente imperfeito contém um par l-iomogêneo, , 

temos que nenhum grafo minimalmente imperfeito contém um par de anti- 

gêmeos. Essa segunda propriedade embora saia como conseqüência da pri- 

meira, foi provada independentemente em [31]. 

Consideremos a seguir o grafo G dado na figura 2.9. Tal grafo é parti- 

cionável. De fato, basta observas que a remoção de qualquer vértice de G 
produz um grafo que pode ser particionado em três cliques de tamanho três 



ou em três conjuntos estáveis de tamanho três e G tem um conjunto estável 

de tamanho três e uma clique máxima de tamanho três. Além disso G não 

é um grafo miniinalmente imperfeito porque contém um C5 como subgrafo 

induzido próprio. Os vértices x e y constituem um par de anti-gêmeos em 

G, logo um par homogêneo em G. Exibimos então um grafo particionável 

que contém um par homogêneo, o que mostra que a não existência de par 

homogêneo é uma propriedade que separa. 

Figura 2.9: Anti-gêmeos x e y.  

No capítulo 3 apresentamos uin algoritmo polinomial para achar pares 

homogêneos em um grafo G, respondendo a uma questão formulada por Fi- 

giieiredo [I 51 : 

e É possível testar eficientemente a existência de um par homogêneo 

um grafo? 

2.2 Algoritmo 2-satisfabilidade 

Seja X = {xl, xz, . .. , x,) um conjunto de variáveis booleanas. Uma 

atribuição de valores de verdade para X é uma funcão: 

t : X -+ {verdadeiro, falso). 

Seja C uma fórmula booleana tal que C é uma conjunc$io de cláusulas, 

onde cada cláusula é uma disjunção de literais, e cada literal ou é uma variável 

xi ou a negacão de uma variável, E. A fórmula C sobre X é satisfazivel se e 

somente se existe uma atribuicão de valores de verdade para X que satisfaz C. 



Uma tal atribuição de valores de verdade é chamada atribuição satisfatória 

para C. O problema de satisfabilidade é determinar se existe uma atribuição 

satisfatória para C. É amplamente conhecido que o problema de satisfabi- 

lidacle é NP-completo para fórmulas com três literais por cláusula (3-SAT) 

(veja [17]). Entretanto, o mesmo problema, para fórmulas com dois literais 

por cláusula (2-SAT) pode ser resolvido em tempo polinomial[17]; Even, Itai, 

e Shamir [12] delinearam o primeiro algoritmo de linear para o 2-SAT, e pos- 

teriormente, Aspvall, Plass e Tarjan [I] desenvolveram um algoritmo linear 

bem mais simples, o qual chamaram algoritmo 2-satisfabilidade. Vamos apre- 

sentar esse algoritmo a seguir. 

Seja C uma fórmula sobre X tal que C tem no máximo dois liter-ais 

por cláusula. Vamos assumir, sem perda de generalidade, que não existem 

cláusulas com apenas um literal (já que a cláusula u é equivalente à cláusula 

u v u). 

Algoritmo 2-satisfabilidade 
Entrada: uma fórmula C sobre X = {xl, 2 2 ,  . . . , x,} 
Saícla: SIM-C  é satisfazz'vel ou NÃO-C não é satisfazz'vel. Se a resposta for 

5'144, o algoritino retorna também uma atribuição satisfatória para C. 

Passo 1 Construa um grafo direcionado GG = (v(GC), E ( G ~ ) )  com 272 

vértices e 2(CI arestas como segue: 

-+ 
(i) Para cada variável x; adicionamos a V(Gc) dois vértices que cha- 

mamos x; e G;. Dizemos que um deles é o complemento do outro. 

(ii) Para cada cláusula u V v de C adicionamos a E ( G ~ )  as arestas 

clirecionadas (3, v) e (V, u). Na figura 2.10 apresentamos uma re- 

presentação gráfica dessa relação. 

Figura 2.10: Cláusula u V v e sua representação gráfica. 

2 1 



-+ 
Passo 2 Ache as componentes fortemente conexas de Gc e retome-as em 

ordem topológica reversa. Use, por exemplo, o algoritmo de Tarjan 

dado em [37]. 

Passo 3 Processe as componentes fortemente conexas (na ordem recebida) 
4 

de Gc segundo o procedimento geral dado a seguir: 

Se a componente S já foi inarcada, não faça nada, passe para a seguinte. 

Se S não foi marcada, então se ,S = 3, onde é a componente dual de S 
(a qual consiste do subgrafo induzido pelos vértices complementos dos 

vértices de S), retorne NÃO-C não é satisfazivel e pare. Caso contrário 

(S # 3) marque S verdadeira e falsa. 

Passo 4 Retome SIM-C é satisfazz'vel e também a atribuicão satisfatória 

para C e pare. 

Observações: 

Observação 1 Por  construção Gc t e m  a seguinte propriedade de dualidade: 

Gc é isomorfo ao yrafo obtido dele mesmo, invertendo o sentido das arestas 

e complementando os nomes de todos os vértices (i.e., x passa a ser 3 e 3 

passa a ser x). 

Observação 2 Pela propriedade de dualidade observada acima, toda campo- 
+ 

nente fortemente coneza S de Gc t e m  uma componente d u a l S  que consiste do 
subgrafo induzido pelos vértices complementos dos vértices de S. Desse fato 

-4 

decorre que se Sl e S2 são duas componentes fortemente conezas de Gc e Si é 
u m  predecessor de S2, então é u m  sucessor de e vice-versa. Logo temos 

que Si e S2 são incomparáveis se e somente se Si e são incomparáveis. 

Observação 3 Suponha que sejam atribuidos valores de verdade aos vértices 

de Gc. Tal atribuição corresponde a u m  conjunto de valores de verdade para 

as variáveis que tornam C satisfazz'vel se e somente se: 

(i) para todo i, vértices z; e G; recebem valores de verdade complementares; 

(ii) nenhuma aresta (u,v)  {u + v) t e m  u com a atribuição verdadeira e v 

com atribuição falsa. Em outras palavras, nenhum caminho leva u m  

vértice verdadeiro a u m  vértice falso. 

O teorema a seguir assegura a correção do algoritmo. 



+ 
Teoreina 3 C é satisfazz'vel se e somente se no grafo Gc nenhum vértice 

u; está na mesma componente fortemente coneza que o seu complemento 

(i.e., nenhuma componente fortemente coneza S é igual a sua componente 

dual S) 

Prova. Suponha que existe um vértice u; na mesma componente fortemente 

conexa que o seu complemento K. Então qualquer atribuição de valores 
-+ 

de verdade aos vértices de Gc, deve violar ou a observacão 3(i) ou a ob- 

servação 3(ii); logo C não é satisfazível. 

Para provar a recíproca, usamos o Passo 3 do algoritmo 2-satisfabilidade. 

Esse passo ou detecta a condicão do teoreina, i.e., acha algum vértice na 

mesma componente fortemente conexa que o seu complemento e só nesse 

caso pára prematuramente, ou marca as componentes fortemente conexas de 

de forma que obtemos uma atribuição de valores de verdade para C. De 

fato, das propriedacies de dualidade e indução decorre que toda componente 

marcada verdadeira tem apenas componentes verdacleiras como sucessoras e 

toda componente marcada falsa tem apenas componentes falsas como pre- 

clecessoras. Logo, se não paramos prematuramente ao executar o Passo 3, 

as componentes são marcadas de tal maneira que as componentes duais têm 

valores complementares, e além disso, não existe nenhum caminho que vá 

de uma componente verdadeira para uma componente falsa. Se atribuímos 

a cada vértice a mesma marcação da componente que o contém, obtemos 

uma (atribuicão cle valores de verdade) satisfazendo a observacão 3(i) ou a 

observação 3(ii). i 

Consideremos agora um exemplo da execução do algoritmo 2-satisfabilidade 

aplicado a uma dada fórmula C. 

Entrada: C = { a  V b, b V E, b V d, b V d ,  d V a ) .  

Passo 1: Construção do grafo Gc. Na figura 2.11 exibimos o grafo Gc 
obtido. 

Passo 2: Aplicacão do algoritmo [37], que acha as componentes fortemente 
-+ 

conexas de Gc e as setorna na ordem topológica reversa: 

SI = { a ) ,  Sz = {E), S3 = { d , b ) ,  Sq = {b ,d) ,  Ss = {c), S6 = {a).  Veja 

figura 2.12. 

Observe que S6 = Si, S5 = s, S4 = S. 

Passo 3: Processando as componentes: 



Figura 2.11: Grafo 6,. 

-I 

Figura 2.12: A s  componentes  fortemente conexas de Gc e m  ordem topológica 
reversa. 

SI := verdadeiro e S6 := falso; 

S2 := verdadeiro e S5 := falso; 
S3 := verdadeiro e Sq := falso. 

Passo 4: SIM-C é satisfazível, e a atribuição satisfatória para C é: 

a := verdadeiro; 

b := falso; 

c := falso; 

d := verdadeiro. 



Capítulo 3 

Decomposicão B Homogênea 

Dizemos que um grafo admite uma decomposição homogênea quando o 

grafo possui um par homogêneo, ou em particular, um conjunto homogêneo. 

O objetivo deste capítulo é apresentar dois algoritmos originais para de- 

coinposições homogêneas em um grafo. O primeiro determina se um grafo 

tem um conjunto homogêneo e encontra esse conjunto, caso ele exista, em 

tempo polinomial. O segundo, por sua vez, determina se um grafo tem um 

par hoinogêneo e encontra esse par, caso ele exista, também em tempo poli- 

nomi al. 

3.1 Um Algoritmo para Achar Conjuntos Ho- 
mogêneos 

3.1.1 Introdução 

U m  conjunto homogêneo em um grafo G é um conjiinto H de vértices de 

G tal que: 

e todo vértice de V \ H é adjacente a todos os vértices de H ou a nenhum 

vértice de H; 

Observamos que essa definição é equivalente à definição dada na seção 2.1. 

De fato, a existência de um conjunto homogêneo H C V particiona o sub- 

conjunto de vértices V \ H em dois conjuntos, A e N, tais que: 



Podemos então representar um grafo que possui conjunto homogêneo 

como o diagrama da figusa 3.1, onde a linha contínua entre os conjuntos 

A e H representa a propriedade de que cada vértice de A é adjacente a cada 

vértice de H e a linha tracejada entre os conjuntos N e H representa o fato 

de que cada vértice de N não é adjacente a nenhum vértice de H. 

Figura 3.1: Grafo G com conjunto homogêneo H .  

Nesse diagrama ficam bem evidenciadas as propriedades de adjacência do 

conjunto homogêneo H em relacão aos conjuntos A e N. 

Observe que conter um conjunto homogêneo é, por definição, uma proprie- 

dade auto-complementar. De fato: se o conjunto H é um conjunto homogêneo 

cle G então H é também um conjunto homogêneo para o grafo complemento 

G, onde os conjuntos A e N trocam de papéis, isto é: 

A = {V E V I N(v) n H = 0); 
N = {V E V I N ( v ) n H = H ) .  

Um resultado chave na teoria de grafos perfeitos citado na seção 2.1 é que 

nenhum grafo minimalment e imperfeito contém um conjunto homogêneo. De 

fato, esse é um lema importante usado por Lovász na prova de seu celebrado 

Teorema do Grafo Perfeito [26] : "G é perfeito se e somente se seu com- 

plemento é perfeito". Esse resultado tem sido usado para provar que várias 

classes de grafos são perfeitas, por exemplo, os grafos de comparabilidade [20] 

e os grafos sem P4 181. 

Algoritmos polinomiais para achas conjuntos homogêneos são dados em 

[ll, 30, 351. O mais rápido deles é o algoritmo de tempo O(m) desenvolvido 

por Spinrad (não publicado ainda; veja [35] para um algoritmo de tempo 

O((ma(ln, 4))). 



O algoritmo que desenvolvemos para achar conjuntos homogêneos tem 

complexidade O(n3). Logo, comparado com alguns dos anteriores ele não é o 

mais eficiente. No entanto, ele é um algoritmo bastante simples e que além 

disso não requer uma estrutura de dados sofisticada. 

Optamos por apresentá-lo por sua originalidade e também porque sua 

compreensão facilita o entendimento posterior do algoritmo para achar pares 

homogêneos, que nada mais é do que uma generalização desse algoritmo. 

3.1.2 Descrição do Algoritmo Conjunto Homogêneo 

Dado um grafo G, vamos descrever um algoritmo de tempo O(n2) que 

testa, para um vértice qualquer h de G, se G tem um conjunto homogêneo 

H com h em H. Começamos nosso algoritmo colocando todos os vértices do 

grafo G em uma lista L. Aplicamos esse algoritmo a todos os elementos de 

L, um de cada vez, a menos que o algoritmo pare antes, o que ocorre quando 

é encontrado um conjunto homogêneo, que nesse caso é retomado. No final, 

caso não seja encontrado nenhum conjunto homogêneo o algoritmo retorna 

NÃO-G não tem um conjunto homogêneo. O tempo total consumido pelo 

algoritmo é de O(n3). 

Particionamos o conjunto de vértices V* = V \ h de G nos dois conjuntos 

seguintes: 

AH = {X E V* I { ~ , h )  E E); 
N H = { x E V *  I { x , h ) @ E ) .  

Considere um vértice x E AH. Como x é adjacente a h E H ele não pode 

estar em N. Logo x só pode ser colocado no conjunto A ou no conjunto H, o 

que vamos indicar com a notação x + A ou x + H. O conjunto AH contém 

então vértices de V* que só podem estar em A ou em H. Podemos argumentar 

da mesma forma para um vértice x E NH. Como x não é adjacente a h E H, 
ele não pode estar em A. Portanto o conjunto NH contém vértices de V* 

que só podem estar em N ou H.  Temos então: 

A H C { X E V * ) X + A O ~ X + H ) ;  

NH C {X E V* I x + N ou x -+ H). 

A idéia do algoritmo, o qual segue aproximadamente algumas idéias de 

Apsvall, Plass e Tarjan [I], é transformar os conjuntos AH e NH nos conjun- 



tos A, N e H, especificando para cada vértice se ele deve ou não ser colocado 

em H.  Dizemos que um vértice é INTERNO se ele é colocado em H e EX- 

TERNO caso contrário. Então, depois que nossas escolhas foram feitas, A é 
a união dos vértices EXTERNOS de AH, assim como N é união dos vértices 

EXTERNOS de N a .  Então H será formado pelos vértices INTERNOS de A H  

e de NH.  

É fácil ver que G contém um conjunto homogêneo H contendo h se e 

somente se para todo par de vértices x e y as condições abaixo são satisfeitas. 

As condições (I)-(IV) asseguram que os vértices são colocados de maneira que 

todas as restricões de existência de arestas e não arestas são satisfeitas e a 

condicão (V) assegura que H tenha no mínimo dois vértices e que V \  H tenha 

pelo menos um vértice, como exige a definicão de conjunto homogêneo. 

(I) Se x e y são adjacentes e estão em N H  então eles são ambos INTERNOS 

ou ambos EXTERNOS. 

(11) Se x e y não são adjacentes e estão em AH então eles são ambos INTER- 

NOS ou ambos EXTERNOS. 

(111) Se x e y são adjacentes, x em N H  e y em AH então se x é EXTERNO, 

y é também EXTERNO. 

(IV) Se x e y não são adjacentes, x em NH e y em AH então se y é EXTERNO, 

x é também EXTERNO. 

(V) Existe pelo menos um vértice EXTERNO e um vértice INTERNO. 

Algorit mo Conjunto Homogêneo 

Entrada: um grafo G = (V, E) com IVI 2 3. 
Saída: SIM-G tem um conjunto homogêneo ou M O - G  não tem um conjunto 

homogêneo. Se a resposta for SIM, o algoritmo também setorna um conjunto 

homogêneo H. 

Passo O Coloque os vértices de G em uma lista L. 

Passo 1 Se L for vazia retome NÃO-G não tem um conjunto homogêneo e 

pare. Caso contrário, seja h o primeiro vértice de L. Remova h de L. 

Passo 2 Particione o conjunto V* = V \ h nos dois conjuntos: 

A H = { X E V * ) ( ~ , ~ ) E E )  

NH = {x E V* I {x,h) $i E). 



Passo 3 Construa um grafo direcionado Gh = ( ~ ( 6 ~ ) )  ~ ( 6 ~ ) )  como segue. 

O conjunto = AH U N H .  O conjunto ~ ( 6 ~ )  é dado por: 

(i) Para cada {x, y) E E, se x e y pertencem ao mesmo conjunto NH, 
temos as arestas direcionadas (x, y) e (y , x) . 

(ii) Para cada {x, y )  4 E, se x e y pertencem ao mesmo conjunto AH, 
temos as arestas direcionaclas (x, y ) e (y , x). 

(iii) Para cada {x, y} E E, x em NH e y em A H  corresponde a aresta 

direcionada (x , y ) . 

(iv) Para cada (x, y} 6 E, x em NH e y em AN corresponde a aresta 

direcionada (y , x) . 
+ 

Passo 4 Ache as componentes fortemente conexas de Gh e retome-as em 

ordem topológica reversa. 

-t 

Passo 5 Processe as componentes fortemente conexas de Gh (em ordem to- 
+ 

pológica reversa) como segue. Se Gh tiver apenas uma componente 

fortemente conexa, então G não tem um conjunto homogêneo para esse 

vértice h escolhido. Neste caso, retome para o Passo 1. Caso contrário, 

marque todos os vértices das componentes fortemente conexas qne pos- 

suem predecessores com E e os vértices das outras componentes (que 

não possuem predecessores) com I. Se existem apenas componentes iso- 

ladas (i.e. componentes que não tem predecessores e nem sucessores), 

escolha uma delas, marque seus vértices com I e todos os vértices das 

outras componentes com E. 

Passo 6 Faca: 

H = {vértices cle A H  marcados com I ) U {vértices de NH marcados 

com I} U{h}. 

Retome o conjunto H e a mensagem SIM-G tem um conjunto ho- 

mogêneo. Pare. 

3.1.3 Porque F'unciona 

Seja h um vértice qualquer de G. Vamos mostrar que o algoritmo marca 
+ 

corretamente os vértices do grafo direcionado Gh tal que as condições (I)-(V) 

são satisfeitas se e somente se G tiver um conjunto homogêneo H com h E H. 
-t 

Considere as arestas direcionadas de Gh. A aresta (x, y), por exemplo, onde 

x E N H  e y E AH representa o fato de que se x for colocado em N, i.e., se x 



for EXTERNO, então y deve ser colocado em A, i.e., y não pode ser INTERNO. 
-+ 

Essa é exatamente a restrição dada pela condicão (111). Logo os vértices de Gh 
podem ser marcados de maneira que não haja aresta (x, y) com x EXTERNO 

e y INTERNO se e somente se as condições (I)-(V) forem satisfeitas. Então 

provamos : 

Lema 9 G t e m  u m  conjunto homogêneo H com h E H se e somente se os 

vértices de Gh podem ser marcados ou INTERNO ou EXTERNO (ou I ou E) 
tal que as duas condições seguintes são satisfeitas: 

(i) nenhuma aresta direcionada (x, y), pode ter  x EXTERNO e y INTERNO; 

(ii) existe pelo menos u m  vértice EXTERNO e u m  vértice INTERNO. 

O próximo lema é necessário para a prova de correção do algoritmo. 

Lema 10 Suponha que G tenha u m  conjunto homogêneo H com h E H .  
-t 

Então cada componente fortemente coneza de Gh ou t e m  apenas vértices EX- 

TERNOS ou apenas vértices INTERNOS. 

Prova. Suponha que temos na mesma componente fortemente conexa um 

vértice EXTERNO v e um vértice INTERNO u. Como eles estão na mesma 

componente, então existe um caminho clirecionado de v para u e de u para v ,  

e isso claramente implica que a condição (i) do Lema 9 é violada por alguma 

aresta. 

Agora estamos prontos para enunciar o teorema que assegura a correção 

do algoritmo. 

Teoreina 4 O algoritmo determina corretamente se G t e m  u m  conjunto ho- 

mogêneo. 

Prova. Suponha que o algoritmo não retorne insucesso. Nesse caso, o algo- 
-, 

ritmo termina porque para algum vértice h, o grafo direcionado Gh tem mais 

de uma componente. Como todos os vértices de uma componente fortemente 

conexa recebem a mesma marca e apenas as componentes que não têm prede- 

cessores (considerando o caso em que as componentes não são todas isoladas) 

são inarcadas I, concluímos que não há aresta direcionada (x, y)  com x mar- 

cado E e y marcado I. E claro que isso é também verdade para o caso em que 

todas as componentes são isoladas. Como o algoritmo nos dá pelo menos uma 

componente inarcada E e uma componente marcada I teremos pelo menos 



um vértice INTERNO e um vértice EXTERNO. Então, pelo Lema 9, G tem tun 

conjunto homogêneo. 

Agora, vamos assumir que G tem um conjunto homogêneo H. Nesse 

caso precisamos mostrar que o nosso algoritmo realmente acha um conjunto 
-, 

homogêneo em G. Seja h um vértice de H. Então os vértices de Gh podem ser 

mascados de tal forma que as condições do Lema 9 são satisfeitas. Nós que- 

remos mostrar que o algoritmo acha tal inarcacão. Suponha que o algoritmo 
-, 

falha em achar uma marcacão. Isso implica que Gh possui apenas uma finica 

componente fortemente conexa. De acordo com o Lema 9 e o Lema 10;os 

vértices dessa componente recebem todos a marca E ou todos a marca I .  

Se todos recebem a marca E, então todos os vértices serão EXTERNOS e te- 

remos H = { h ) ,  contradizendo a definicão de conjunto homogêneo. Se todos 

recebem a marca I, então todos os vértices serão INTERNOS e teremos V = H, 
t ambérn contradizendo a definição de conjunto homogêneo. m 

3.1.4 Complexidade 

Podemos estimar a complexidade computacional do Algoritmo Con- 

junto Homogêneo como segue: 

O Passo O ~ o d e  ser implementado em tempo O ( n )  e o Passo 1 pode ser 

feito em tempo constante. No Passo 2 a construção de cada um dos dois con- 

juntos é executada em um tempo proporcional a n. No Passo 3 a construção 

do grafo direcionado Gh leva claramente tempo O(n2) .  O Passo 4 pode ser 

feito usando o algoritmo de Tarjan 1371, que acha componentes fortemente 

conexas e as retorna em osdem topológica reversa em tempo proporcional ao 

tamanho do grafo. Os passos 5 e 6 podem ser feitos em tempo linear. A 
execucão dos passos 1 ao 5 requer tempo O(n2) .  Como os passos 1 a 5 são 

executados no ináxiino n vezes, o tempo total de execucão do algoritmo é 
O(n3) .  Temos então: 

Teorema 5 O Algoritmo Conjunto Homogêneo determina se u m  grafo possui 

u m  conjunto homogêneo e m  tempo O(n3). 

3.1.5 Exemplo do Algoritmo Conjunto Homogêneo 

Consicleremos o grafo G dado na figura 3.2. Vanios apresentar a seguir 

um exemplo da &ecução do Algoritmo Conjunto Homogêneo aplicado 

ao grafo G. 



Figura 3.2: Grafo G. 

Entrada: grafo G = (V, E )  dado na figura 3.2. 

Passo O: L = j g ,  f ,  i ,  e ,  d ,  a ,  b, c) .  

Iteração I :  

Passo 1: h := g ;  L = {f , i ,e , íZ,a,b,c) .  

Passo 2: V* = V \ { g )  é particionacio nos conjuntos: 

AH = { a ,  e ,  f 1; 
N H  = {b,c,  d , i ) .  

Passo 4: retorna: Cl = { a ,  e ,  f ,  b, c, d,  i )  (única componente fortemente co- 

nexa de teg),). 

Passo 5: retorna para o Passo 1. 

Iteração 2: 

Passo 1: h := f ,  L = { i ,  e ,  d,  a ,  b, c )  



............ ! ........ 

Figura 3.3: Grafo 6,. 

Passo 2: V* = V \ { f )  é particionado nos conjuntos: 

A H  = {d, g, i); 

NH = {a ,  b, c, e). 

-3 

Passo 3: construção do grafo Gf = ( ~ ( 6 ~ ) )  ~ ( 6 ~ ) ) )  onde, 

= v, g, i ,  a, b, c, e) e, 

WGf)  = { ( a ,  b), (h, 4 , (a, c), (c, a ) ,  ( 4  c), (c, b) (dados por (i)), 
(9, i), (i, g), (4 L/), (9,& (4 i), (i, d) (dados por (ii)), 
(a, s )  , (c, 4, (e ,  g) , (e, i), (e, d) (daclos por (iii)) , 
(4 4, ( 4  a), (9, b), (i, b), (4 b), (g, c ) ,  (i, c) (dados por (iv)) ). 

+ 
Na figura 3.4 apresentamos o grafo G, obtido. 

Figura 3.4: Grafo 6 . 



Passo 4: Cl = { a ,  b, d, i, g), C2 = { e )  (na ordem topológica reversa). 

A figura 3.5 nos mostra as componentes fortemente conexas obtidas em 

orciem t opológica reversa. 

-t 

Figura 3.5: A s  componentes fortemente conexas de Gf e m  ordem topológica 
reversa. 

Passo 5: { a E ,  bE, clE,iE,gE) +- {e1).  

Passo 6: retoma SIM-G t e m  um conjunto homogêneo W = { e ,  f) e pára. 

3.2 Um Algoritmo para Achar Pares Homogêneos 

3.2.1 Introdução 

Uin par homogêneo em um grafo G = (V, E) é um par {Qi, Q 2 )  de 

conjuntos disjuntos de vértices desse giafo tal que: 

e todo vértice de V \ (Ql U Qz) é adjacente a todos os vértices de Q1 ou 

a nenhum vértice de Q1; 

e todo vértice de V \ (Ql U Q2) é adjacente a todos os vértices de Qz ou 

a nenhum vértice de Q2; 

Pares Iiomogêneos são uma generalização de conjuntos homogêneos. Note 

que uin conjunto homogêneo Q1 corresponde a um par homogêneo {Q1, Qz) 

onde Q2 é vazio com / V  \ QII 2 2. 

Observe que a existência de um par homogêneo {Ql, Q2) em um grafo G 
implica que o conjunto de vértices V \ (Q1 U Q2) pode ser particionado em 

quatro conjuntos A, N, SI e S2 tais que: 



onde N(v)  = {x E V I { v , x )  E E) .  Podemos representar um grafo G 

que tem um par homogêneo pelo diagrama na Figura 3.6, onde uma linha 

contínua entre dois conjuntos representa a propriedade de que cada vértice 

de um conjunto é adjacente a todos os vértices do outro conjunto. Uma linha 

pontilhada representa a propriedade de que nenhum vértice de um conjunto 

é abiacente a qualquer vértice do outro conjunto. 

Figura 3.6: Grafo com par homogêneo {Qi, Q 2 ) .  

Chvátal e Sbihi [7] provaram que nenhum grafo minimalmente imperfeito 

contém uin par homogêneo. Eles também mostraram que se um grafo G é um 

grafo Berge sem touro então G satisfaz uma das cinco propriedades seguintes: 

(i) G é bipartido; 

(ii) é bipartido; 

(iii) G tem um par homogêneo; 

(iv) G tem um corte estrela; 

(v) tem um corte estrela. 

Observamos que esse resultado implica que a Conjectura Forte dos Gra- 

fos Perfeitos vale para os grafos sem touro, ou em outras palavras, que todo 

grafo Berge sem touro é perfeito. De fato, suponha que isso não seja verdade. 

Então existe um grafo Berge sem touro G, minimalmente imperfeito. Mas 

G não pode ser um grafo bipartido, porque todo grafo biparticlo é perfeito. 

Além do mais, pelo Teorema do Grafo Perfeito (teorema I), não pode ser 

bipartido. Sabemos também que G não pode conter nem um par homogêneo 



e nem um corte estrela, porque essas estruturas não aparecem em grafos mi- 

nimalmente imperfeitos (lema 7 e lema 3 respectivamente). E também não 

pode conter um corte estrela pelo teorema 1. Logo G não satisfaz nenhuma 

das propriedades (i)-(v), o que é uma contradição. 

Reed e Sbihi [34] desenvolveram um algoritmo polinomial para o reconhe- 

cimento da classe dos grafos Berge sem touros. 

Observamos que o reconhecimento de uin grafo com par homogêneo estava 

em aberto desde 1987. 

3.2.2 Descrição do Algoritmo Par Homogêneo 

Nosso algoritmo procura por um par homogêneo em dois estágios. Pri- 

meiro ele verifica se G tem um par homogêneo que é em particular um con- 

junto homogêneo; ;.e., se G tem um conjunto homogêneo H com I V \ H I 2 2. 
O lema 11 abaixo implica que podemos testar a existência de um tal H em 

tempo O(m) usando o algoritmo de Spinrad. 

Lema 11 S e  G é u m  grafo com ]VI > 4 e H é u m  conjunto homogêneo de G 
com /V \ H( = 1 então G t e m  u m  conjunto homogêneo H' com (V \ H'( >_ 2 

se e somente se o subgrafo G[H] de G, induzido por H, contém u m  conjunto 

homogêneo. 

Prova. Seja G um grafo com IVI >_ 4, e H um conjunto homogêneo de 

G com IH( = [VI - 1, e seja V \ H = {x). Nós observamos que ou x é 
adjacente a todos os vértices de H ou a nenhum vértice de H. Logo, se H' é 
um conjunto homogêneo de G[H] então H' é um conjunto homogêneo de G 
com 117 \ H') 2 2. Falta mostrar que se G tem um conjunto homogêneo Hi 
com ]V \ Hl ( > 2 então G[H] tem um conjunto homogêneo. Para isso, seja 

Hl um conjunto homogêneo de G com IV \ HII 2 2. Se IHII > 3 ou x Hl 
então, nesse caso Hl n H é um conjunto hoinogêneo de G[H]. Caso contrário, 

Hi = {x, y )  para algum y E H. Mas agora x e y  são ambos adjacentes a 

todos os vértices de V \ {x, y )  ou a nenhum vértice de V \ {x, y). Logo, 
V \ {x, y )  é um conjunto homogêneo de G[H]. m 

No segundo estágio procuramos por um par homogêneo com ambos Qi e 

Q2 não vazios e OLI SI ou Sz não vazios. Sem perda de generalidade podemos 

assumir que Si é não vazio. Começamos fazendo uma lista C de todas as 

possíveis triplas ordenadas de vértices (qi, q2 ,  sl) tais que { q l ,  s i )  E E e 

{qz, s l )  6 E. Então G tem um par homogêneo se e somente se ele tem um 

par homogêneo com ql em &I, q2 em Q2 e sl em SI para alguma tripla de ,C. 



Nós descrevemos um algoritmo de tempo O(n2) que testa para uma tripla 

ordenada particular (ql, q2, si)  se G tem um par homogêneo com ql em Q1, 

q2 em Q2 e SI em $5. Aplicamos esse algoritmo a todas as possibilidades, uma 

de cada vez. Se alguma vez é achado um par homogêneo, ele é retomado. 

Caso contrário, nós retornamos NÃO-G não  tem par homogêneo. O tempo 

total de execução do algoritmo é de O(n5). 

Nós particionamos o conjunto de vértices V* = V \ {ql, q2, si) de G nos 

Considere um vértice x E AQl. Como x é adjacente a q l  E Ql, a q2 E Qz 
e a sl  E Sl ele não pode estar nos conjuntos Si ou S2 OU Q2 ou N. Em 
outras palavras x deve ser colocado ou no conjunto A ou no conjunto Q1, o 

que indicareinos com a notação x -+ A ou x + Q1. Dessa forma, usando uma 

análise similar para os outros conjuntos, temos: 

AQl C {X E V* I x + A ou x 4 Q1}; 

AQ2 C {x E V* I x -+ A ou x 4 Q ~ ) ;  

slQ1 c {X E V* I x 4 SI ou x -+ 

S z Q i  S {X E V* I x -+ Sz ou x + Q ~ ) ;  

S1Q2 G {X E V* ( x -+ Si ou x + Q2); 

S 2 Q 2  C {x E V* I x -+ S2 OU x -+ Q2); 

N&i C {X E V* I x -+ N ou x -+ Q1); 

NQ2 5 {x E V* I x -+ N ou x-+ Q2). 

A idéia do algoritino, similar as do conjunto homogêneo e que segue apro- 

ximadamente algumas idéias de Apsvall, Plass e Tarjan [I], é transformar os 

conjuntos AQl, AQ2, SiQ1, S2Q1, S1Q2, S2Q2, NQl e NQ2 nos conjuntos 

A, N, Si, S2, Ql e Q 2 ,  especificando para cada vértice se ele deve ou não ser 

colocado em Ql U Q2. Dizemos que um vértice é INTERNO se ele é colocado 

em 91 U &2; e EXTERNO, caso contrário. Então, depois que nossas escolhas 

foram feitas, A é a união dos vértices EXTERNOS de AQl e AQ2, SI é a união 

dos vértices EXTERNOS de S1Q1 e SlQ2, S2 é a união dos vértices EXTERNOS 



de S2Q1 e S2Q2 e N é a união dos vértices EXTERNOS de NQl e NQ2. Logo 

Q1 será formado pelos vértices INTERNOS de AQ1, SIQl, S2Q1 e NQl, e Q2 

será formado pelos vértices INTERNOS de AQ2, SI Q2, S2Q2 e NQ2. 

É fácil ver que G contém nin par homogêneo com q:i em Qi, q2 em Q2 

e s l  em SI se e somente se para todo par de vértices x e y as seguintes 

condições são satisfeitas. As conclições (I)-(VI) asseguram que os vértices 

sejam colocados de maneira que todas as restrições de existência de arestas 

e não arestas são satisfeitas e a condicão (VII) assegura que Q1 ou Q2 tenha 

no mínimo dois vértices e que V \ Q1 U Q2 tenha pelo menos dois vértices, 

como exige a definicão de par hoinogêneo. 

(I) Se x e y não são adjacentes e estão em um dos conjuntos AQ1, AQ2, SIQ1 

ou S2Q2, então eles são ainbos INTERNOS ou ambos EXTERNOS. 

(11) Se x e y são adjacentes e estão em um dos conjuntos Si Q2, S2Q1, NQl 

ou NQ2, então eles são ainbos INTERNOS ou ambos EXTERNOS. 

(111) Se x E AQl, y E AQ2 e x e y não são acljacentes então eles são 

ambos INTERNOS ou ambos EXTERNOS. Siinilarmente para x E AQl e 

Y E SlQ1 ou Y E S i Q 2 ,  x E AQ2 e y S2Q1 OU Y E S 2 Q 2 ,  e x E S 1 Q 2  e 

Y E S2Q1. 

(IV) Se x E SIQ1, y E S2Q2 e x e y são adjacentes então eles são ambos 

INTERNOS ou ambos EXTERNOS. Similarmente para x E SI e y E NQ2, 

x E S 2 Q 2  e y E NQi, x E &Q2 e Y E NQ2, x E S 2 Q 1  e Y E NQl e 
x E NQl e y E NQ2. 

(V) Se x E AQl, y E SzQi e x e y não são adjacentes então se x é EXTERNO 

y também é EXTERNO. Similarmente para x E AQl e y E S2Q2 OU 

y E NQ1 o u y  E NQ2, x E AQ2 e y E SIQI ou y E S1Q2 ou y E NQl 

ou y E NQ2, x E SlQ1 e y E S 2 Q 1  OU y E NQ1, x E S 1 Q 2  e y E SlQl 
ou y E NQl e x E S 2 Q l  e y E S 2 Q 2  OU y E NQ2. 

(VI) Se x E AQl, y E S2Q1 e x e y são adjacentes então se x é INTERNO 

y também é INTERNO. Siinilarmente para x E AQl e y E S2Q2 ou 

y E NQl ou y E NQ2, x E AQ2 e y E SlQi ou y E S l Q 2  OU y E NQl 

or Y E NQ2, E SiQi e y  E S 2 Q 1  ou y E NQl, x E S l Q 2  e y E SlQl 
ou y E NQi e x E S2Q1 e y E S2Q2 OU y E NQ2. 

(VII) Existe pelo menos um vértice EXTERNO e uin vértice INTERNO. 



Observamos que poderíamos evitar a condição (VII) tentando todas as 

possíveis escolhas para vértices INTERNOS e EXTERNOS em V*, e aí então apli- 

car o algoritmo de Apsvall, Plass e Tarjan [I] diretamente para uma instância 

de 2-SAT descrevendo nossas condicões. Isso nos daria um algoritmo de tempo 

O(n7) que com um pouco mais de cuidaclo pode ser melhorado para ser exe- 

cutado em tempo O(n6). Nós não sabemos se é possível aplicar Apsvall, Plass 

e Tarjan [I] para obter um algoritmo de tempo O(n5) para o nosso problema. 

Entretanto o nosso algoritmo segue o algoritino deles bem de perto. 

Algoritino Par Homogêneo 

Entrada: um grafo G = (V, E) com I VI 2 4. 
Saída: SIM-G tem um par  homogêneo ou NÃO-G não tem um par homogêlzeo. 

Se a resposta for SIM, o algoritmo também retorna um par homogêneo 

{Qs, Q21 .  

Passo O Use o algoritmo cle Spinrad de tempo O(m) para testar se G tem um 

conjunto homogêneo. Se ele retomar um conjunto homogêneo H com 

IHI 5 /V - 21, então retorne SIM-G tem um par homogêneo, Ql = H e 

Q2 = 0 e pare. Se ele retorilar um conjunto homogêneo H tal que V \ H 
consiste de um único vértice x então aplique esse algoritmo de novo em 

G[H]. Se G[H] tiver um conjunto homogêneo H' então retorne SIM-G 

tem um par homogêneo, Qs = H' e Qz = 0 e pare. 

Passo 1 Faça uma lista L de todas as triplas ordenadas (a, b, c )  de vértices 

de G de maneira que {a, c) E E e {b, c )  E.  

Passo 2 Se C for vazia retorne NÃO-G não tem um par homogêneo e pare. 

Caso contrário, seja T a primeira tripla de L. Seja q1 o primeiro vértice 

de T, q 2  o segundo e si o terceiro. Remova T de L. 

Passo 3 Particione o conjunto V* = V \ {qi, qa,  sl) nos oito conjuntos: 



-, -, 
Passo 4 Construa um grafo direcionado G,l,q2,sl = ( ~ ( 6 ~  ,,,, ,,), E(G ,,,,, ,,)) 

como se segue. O conjunto v(G,, ,,,,,,) = AQ1 U AQ2 U SIQi U SzQi U 

SIQz U S2Q2 U NQl U NQ2. O conjunto E(G,,,~~,,,)) é dado pelas duas 
tabelas abaixo. Representamos a existência de duas arestas direcionadas 

(x, Y )  e (Y,  x) entre vértices x e y por (x, Y). A primeira tabela mostra 

as arestas direcionadas dadas pela aresta {x, y )  de G, onde x pertence a 

um conjmto da primeira coluna e y pertence a um conjunto da primeira 

linha. A segunda tabela representa as arestas direcionadas dadas pela 

não existência de arestas {x, y ). 

-, 
Passo 5 Ache as componentes fortemente conexas de G,l,,,,,, e retome-as 

em ordem topológica revessa. 

-, 
Passo 6 Processe as componentes fortemente conexas de Gql ,,,,,, (em ordem 

-t 

topológica reversa) como segue. Se G,, ,,,,,, tiver apenas uma compo- 

nente fortemente conexa, então G não tem um par homogêneo para essa 

tripla de vértices escolhida, logo setorne para o Passo 2. Caso contrário 



marcpe todos os vértices das componentes fortemente conexas que pos- 

suem predecessores com E e os vértices das outras componentes (que 

não possuem predecessores) com I. Se existem apenas componentes 

isoladas (i.e. componentes que não tem predecessores e nem sucesso- 

res), escolha uma delas e marque seus vértices com I e marque todos os 

vértices das outras componentes com E. 

Passo 7 Faça: 

Q1 = {vértices de AQi marcados com I ) U {vértices de SIQl marcados 

com I) U {vértices de SzQ1 marcados com I) U {vértices de NQ1 

marcados com I) iJ {ql). 

Q2 = {vértices de AQ2 marcados com I ) U {vértices de S1Q2 marcados 

com I) U {vértices de S2Q2 marcados com I) U (vértices de NQ2 

marcados com I) U {q2) . 

Retorne SIM-G t e m  u m  par homogêneo e os conjuntos Qi, Qz e pare. 

3.2.3 Porque funciona 

Nesta secão, vamos assumir que temos uma tripla de vértices {ql, qz, si) 

dadas pelo Passo 2. Vamos mostrar que o algoritino marca corretamente 
-, 

os vértices do grafo direcionado G,,,,,,,, tal que as condições (I)-(VII) são 

satisfeitas se e somente se G tiver um par homogêneo com ql E Qi, qz E Qz 

e sl E SI. 
* 

Considere as arestas direcionadas de G,, ,,,,,, . A aresta (x, y ), por exem- 

plo, onde x E S2Q2 e y E AQl, representa o fato de que se x for colocado gn 

S2, i.e., se x for EXTERNO, então y deve ser colocado em Q1, i.e., y não pode 

ser INTERNO. Essa é exatamente a restricão dada pela condicão (VI). Logo, 
-, 

os vértices de G,,,,,,,, podem ser marcados de maneira que não haja aresta 

(x, y) com x EXTERNO e y INTERNO se e somente se as condicões (I) a (VI) 

são satisfeitas. Então provamos: 

Lema 12 G t e m  u m  par homogêneo com ql E Q1, q2 E Q2 e sl E Si se 
-, 

e somente se os vértices de G,,,,,,,, podem ser marcados ou INTERNO ou 

EXTERNO (ou I ou E) tal que as duas condições seguintes são satisfeitas: 

(i) nenhuma aresta direcionada (x, y )  pode ter  x EXTERNO e y INTERNO; 

(ii) existe pelo menos u m  vértice EXTERNO e u m  vértice INTERNO. 

O próximo lema é necessário para a prova de correção do algoritmo. 



Lema 13 Suponha que G t e m  u m  par homogêneo com ql  E Q1, q2 E Q2 e 
-t 

s1 E Si. Então cada componente fortemente conexa de G,,,,,,,, ou t e m  apenas 

vértices EXTERNOS ou apenas vértices INTERNOS. 

Prova. Suponha que temos na mesma componente fortemente conexa rim 

vértice EXTERNO v e uin vértice INTERNO u. Como eles estão na mesma 

componente, existe um caminho direcionado de v para u e de u para v,  e 

isso claramente implica que a condição (i) do lema 12 é violada por alguma 

aresta. i 

Teorema 6 O algoritmo determina corretamente se G t e m  u m  par homogêneo. 

Prova. Suponha que o algoritmo não retome fracasso. Pelo lema 11 sobre 

conjuntos homogêneos, que são em particular pares homogêneos, se o algo- 

ritmo termina no Passo 0, então ele de fato retorna um par homogêneo. Caso 

contrário, o algoritino termina porque para alguma tripla (ql, q2,  sl) , o grafo 
-.I 

direcionado G41rq2isl tem mais de uma componente. Como todos os vértices 

de uma componente fortemente conexa recebem a mesma marca, e apenas os 

vértices das componentes que não têm predecessores (considerando o caso em 

que as componentes não são todas isoladas) são marcados I, temos que existe 

aresta clirecionada (x, y),  com x marcado E e y marcado I. E claro que isso é 
também verdade para o caso em que todas as componentes são isoladas. Como 

temos pelo menos uma componente marcada E e uma componente marcada 

I, teremos pelo menos um vértice interno e uin vértice externo. Então pelo 

lema 12, G tem um par homogêneo. 

Agora, vamos assumir que G tem um par homogêneo {Q1, Q2). Nesse caso 

precisamos inostrar que o nosso algoritmo realmente acha um par homogêneo 

em G. Se para esse par homogêneo um dos conj~intos Ql, Q2, OU Q1 U 

Q2 for um conjunto homogêneo contendo menos de IVI - 1 vértices, então 

pelo lema 11 sobre conjuntos homogêneos, nós acharemos no Passo O um tal 

conjunto homogêneo, o qual também é um par homogêneo. Caso contrário, 

G tem um par homogêneo {Q1, Q2) tal que para alguma tripla de vértices 

( a ,  b, c) em G nós temos a E Ql , b E Q2, c E SI. Então os vértices de 

podem ser marcados de tal forma que as condições c10 Lema 12 são 

satisfeitas. Nós queremos mostrar que o algoritmo acha tal marcação na 

iteracão na qual T = ( a ,  b,  c)  (podemos assumir que o algoritmo executa essa 

iteração, porque senão ele pararia anteriormente e portanto teria achado um 

par homogêneo como requerido). Suponha que o algoritmo falha em achar 
+ 

uma marcação. Isso implica que Ga,b,c possui apenas uma única componente 



fortemente conexa. De acordo com o lema 12 e lema 13, os vértices dessa 

componente recebem todos a marca E ou todos a marca I .  Se todos recebem 

a marca E, então todos os vértices serão externos e teremos Q1 = ql e Q2 = q2 

contradizendo a definicão de conjunto homogêneo. Se todos recebem a marca 

I, então todos os vértices serão internos e V = Qi U Q2 também contradizendo 

a definicão de par homogêneo. i 

3.2.4 Complexidade 

Podemos estimar a complexidade computaciona1 do Algoritmo Par 
Homogêneo como segue: 

Os Passos O e 1 podem ser implementados em tempos O(m), O(n3) res- 

pectivamente, e o Passo 2 em tempo constante. No Passo 3 a construcão 

de cada um dos oito conjuntos é executada em um tempo proporcional a n. 
-, 

No Passo 4 a construção do grafo direcionado G,,,,,,,, leva claramente tempo 

O(n2). O Passo 5 pode ser feito usando o algoritmo de Tarjan [37] que acha 

componentes fortemente conexas e as retorna em ordem topológica reversa 

em tempo proporcional ao tamanho do grafo. Os passos 6 e 7 podem ser feitos 

em tempo linear. A execução dos passos 2 a 5 requer tempo 0(n2) .  Como OS 

passos 2 a 5 são executados no máximo c) vezes, o algoritmo é executado 

em um tempo total de O(n5). Temos então: 

Teorema 7 O Algoritmo Par Homogêneo determina se um grafo possui um 

par homogêneo em tempo O(n5). 

3.2.5 Um Exemplo do Algoritmo Par Homogêneo 

Coilsicleremos o grafo G dado na figura 3.7. Vamos apresentar a seguir 

um exemplo da execução do Algoritmo Par Homogêneo aplicado ao grafo 

G. 

Entrada: grafo G = (V, E) da figura 3.7. 



Figura 3.7: Grafo G. 

Passo 3: V* = V \ { e ,  f ,  h )  é particionado nos conjuntos: 

AQ, = 0; 
AQ2 = 0 ;  
&Q1 = { d ) ;  

S 2 Q l  = {d; 
S l Q 2  = { a ) ;  
S 2 Q 2  = { b , c ) ;  

N Q I  = @; 
NQa = 0. 

Passo 5: retorna: 

= { b ) ,  C 2  = {a ,g ) ,  C 3  = {c ,d} .  

A figura 3.9 nos mostra as componentes fortemente conexas obtidas em 

ordem topológica reversa. 

Passo 6: retorna: 



Figura 3.8: Grafo ge,f,i,. 

+ 
Figura 3.9: componentes fortemente conexas de Gelflh em ordem topológica 
reversa. 

Passo 7: retoma: 

SIM-G tem u m  par homogêneo, Q1 = ( d ,  e )  e Q2 = {c,  f) e pára. 



Capítulo 4 

Decomposição em Cliques 

Nesse capítulo consideranlos o problema de decompor um grafo em cli- 

ques, ou em outras palavras, como é mais conhecido, o problema de determi- 

nar uma cobertura por cliques desse grafo, obedecendo certas restrições dadas 

a priori. 

4.1 Introdução 

O problema generalizado da cobertura por cliques de um grafo G pode 

ser descrito assim: 

Dado um grafo H, queremos saber se existe uma decomposição Vi, V2,. . ., 
do conjunto dos vértices de G tal que cada x, i = 1,2, .  . . , IV(H)I, é 

uma cliqiie (possivelmente vazia), e o grafo 2 obtido pela contração de cada 
A A A 

conjunto I< em um único vértice v; é um subgrafo de H. O grafo G = (V, E) 
é definido por: c = U{vi} i = 1,2, .  . . , IV(H)( e Ê = {{vi, v,} I existe uma 

aresta entre um vértice de T/Z e um vértice de V,). 
Se essa partição existe, dizemos que Vi, V2,. . . , l$(H)l é uma cobertura- 

(H, I<) de G, onde I< é o conjunto de todos os grafos completos (observe que 

G [ x ]  E K para todo i = 1,2, .  . . , IV(H)I). Os conjuntos V,, i = 1,2 , .  . ., 
IV(H) 1 ,  são chamados de blocos da cobertura. 

A origem desse problema vem do problema geral COBERTURA-(H, C) de 

um grafo G quando C é um conjunto qualquer de grafos e H é um grafo 

dado. Existem alguns problemas interessantes e bastante conhecidos de co- 

bertura de grafos onde conjuntos especiais C são considerados. Por exemplo, 

seja C o conjunto I dos grafos induzidos por conjuntos independentes, i.e., 

grafos sem arestas, incluindo o grafo vazio. O problema COBERTURA-(H, I) 
é justamente decidir se os vértices de G podem ser cobertos por )V(H) I con- 

juntos independentes {Vhlh E V(H)}, disjuntos dois a dois, tais que se x # y,  



z, y E V(H), então existe uma aresta com um extremo em V, e o outro 

extremo em somente se {x, y) E E ( H ) .  Em outras palavras, COBERTURA- 

(H, I) é H - C O L O R A ~ Ã O  [23]. Se H é em particular um grafo completo com n 

vértices denotado por K, então o problema COBERTURA-(K,, I) é decidir se 

os vértices de um grafo G podem ser partitionados em no máximo n conjun- 

tos independentes, ou equivalentemente se G pode ser colorido com n cores. 

Logo o problema COBERTURA-(Kn, I) é exatamente o famoso problema. n- 

COLORAÇÃO [24]. Agora, considerando C como o conjunto I{ de todos os 

grafos completos, incluindo o grafo vazio, o problema COBERTURA-(K,, K), 
por sua vez, procura decidir se os vértices de um grafo G podem ser particio- 

nados em no máximo n cliques. O problema COBERTURA-(I<,, I<) é também 

conhecido como PARTIÇÃO EM CLIQUES [24, 171. 
R4acGillivray and Yu [29] mostraram que se H é um grafo sem triângulos, 

então o problema generalizado da cobertura por cliques é polinomial, desen- 

volvendo um algoritmo de tempo 0(n1'(~)1+~) para resolvê-lo. Apresentamos 

esse algoritmo na seção 4.2. Por outro lado, se Iç3 C H, esses mesmos au- 

tores acreditam que o problema seja NP-completo. No momento eles estão 

trabalhando nessa direção. 

Na seção 4.3 consideramos um caso particular do problema generalizado 

da cobertura por cliques de um grafo G (cobertura-(H, K)) para H sem 

triângulos, o qual denominamos partição em clique-cruz, e apresentamos uin 

algoritino ótimo para resolvê-lo. 

Consideramos apenas grafos finitos, não direcionados G = (V, E). Vamos 

seguir a notaqão e algumas definições dadas por McGillivray and Yu [29]. 

4.2 Descrição do Algorit mo de MacGillivray 
e Yu 

Vamos supor, daqui para a frente, que o grafo dado H é sem triângulos e 

V(H) = {L, 2, .  . . , L). Dada h, V2,. . . , Vk uma coleção de subconjuntos de 

vértices de G, clisjuntos dois a dois, dizemos que &, G, . . . , & é eztensz'vel se 

existe uma cobertura-(H, K) dada por Vi, V;, . . . ,Vi de G, tal que V,  2 V,', 
1 5 i 5 5. (Estainos supondo que cada IZ/ será contraído a um vértice i). A 
cobertura Vi, V;,. . . ,V; é dita tima extensão de Vi, V2,. . . , Vk. 

A idéia principal do algoritmo de MacGillivray e Yii é, uma vez dada 

uma coleção de subconjuntos & , G, . . . , &, disjuntos dois a dois, determinar 

se essa colecão é extensível. O lema a seguir mostra que isso pode ser feito 

em tempo polinomial. A sua demonstração é baseada na clescricão de um 



algoritmo polinomial, que é justificado passo a passo. 

Lema 14 (MacGillivray,Yu) Sejam G e H dois grafos dados, IV(H) I = 5. 

Seja Vi, V2,. . . , Vk uma coleção de subconjuntos de V, disjuntos dois a dois. 

Se H é sem triângulos, então existe u m  algoritmo polinomial que decide se 

Vi, V2,. . . , Vk é extensz'vel. 

Prova. Consideremos inicialmente as seguintes observações: 

Observação I :  Como cada bloco de uma cobertura-(H, I<) deve induzir um 

grafo completo, então cada vértice de V \ u!=, V, deve ser adjacente a todos os 

vértices de algum conjunto I(, caso contrário & , &, . . . , não é extensível. 

Observação 2: Não existe extensão se algum dos conjuntos V, (aumentados) 

não induz um grafo completo ou se existem vértices não adjacentes i,j. E 

V(H) tal que algum vértice em V, tem algum vizinho em I/, (de acordo com 

a definição de cobertiii-a-(H, 10). 

Começainos aumentando cada conjunto V, adicionando todos os vértices 

que são forçados a pertencer a V,' em qualquer extensão. Isto é feito da 

seguinte maneira. 

Seja v E V \ & E. Se existe um único i tal que v é adjacente a todos os 

vértices cle V,, então em qualquer extensão de &, &, . . . , V& temos que v E v. 
Da mesma forma, se existem distintos i ,  j ,  1, tais que {i, j), {j, I )  E E (H) e v 

é adjacente a algum vértice de V,, a algum vértice de V, e a algum vértice de 

TJI, então, necessariamente v E T' em qualquer extensão de Vi, V2, . . . , Vk. (ISSO 
decorre do fato de que H é livre de triângulos.) Além do mais precisamos 

testar se v é adjacente a todos os vértices de V,. Caso isso não ocorra, 

Vi, V2, . . . , Vk não admite extensão. 

Agora, depois de terminada a primeira etapa, se não concluímos que 

K, &, . . . , Vk não admite extensão, significa que estamos numa situação em 

que cada 14 induz um subgrafo completo de G e onde se algum vértice em 

é adjacente a algum vértice em 5, para 1 5 i # j 5 5, então {i, j) E E ( H ) .  
Podemos então passar para a próxima e principal etapa que é reduzir o 

problema a uma instância de ZSAT e assim completarmos o teste de extensão. 

Seja v E V \ ufI1 K. Suponha t > 3 e que v é adjacente a pelo menos 

um vértice em cada um dos conjuntos V,,, V,,, . . . , V,,. Como v não foi 

adicionado a nenhum V, na etapa anterior, sabemos que os vértices il, iz,  . . . , it 
não induzem uma estrela em H .  Logo, para todo r ,  1 r 5 t ,  existe s ,  



1 5 s 5 t, s # r ,  tal que i, e i, não são adjacentes em H. Concluímos então 

que v não pode pertencer a yly enl nenliuina extensão. Como isto vale para 

todo r ,  1 5 r 5 t,  segue que não existe extensão nesse caso. Assim, se existe 

extensão, então t = 2 e {ii, i2) E E(H). Para cada aresta {i, j) E E(H), 
i < j, seja Eij o conjunto de vértices de G que são adjacentes a algum vértice 

de e a algum vértice de V, . Logo temos que, se v E Eij e existe extensão, 

então o u v  E I/Z ouv  E V,. 
Suponha que x E Eij, y E E,, e {x, y) E E. Nesse caso temos duas 

possibilidades a considerar: 

(i) x e y pertencem ao mesmo bloco. Isso implica que i ,  j, r, s não são todos 

distintos, i.e.,ou i = r ,  ou i = s ,  ou j = r ,  ou j = S .  

(ii) x e y estão em blocos adjacentes. Por exemplo: x E E e y E V,, então 

deve existir aresta {i, r )  em H. Analisando todas as possibilidades então 

podemos assumir que se i, j, r, s são todos distintos então ou {i, r), ou {i, s), 

OU {j, r) ,  OU {j, s) é uma aresta de H, caso contrário não temos extensão. 

Após essas considerações vamos definir uma instância de 2-SAT como se 

segue. 

Seja X = V \ u:=, K o conjunto de variáveis. As cláusulas são descritas 

abaixo. 

A: {?C : x E Eij , G[K U {x)] não é completo) 
B: {x : x E Eij , G[V, U {x}] não é completo) 
C: {X vy,:vy: 2 , y  E Eij,{x,y} E} 
D: { X V Y : ~  E Eij,yE Ejl ,{~,y}#E) 
E: { Z V ~ : X  E Eij,~EEi17{x,y}$E) 
F: { x v y  : x  E Eij,y E E~j,{x,y}#E} 
G: {x V Y, T V y : {x, y) E E, x E Eij, y E ETs7 i, j, r, s distintos, {i, r), {j, s) E E} 
H: { x , y : { x , y ) ~  E , ~ E  E ~ j 7 ~ ~ E T S 7 i ) j ) ~ ) ~ ~ ~ s t i n t ~ ~ 7 { i 7 r } E E 7 { j ~ ~ } # E }  
I: {?,v : (2, y} E E, x E Eij, y E E,.,, i, j, r, s distintos, {i, r) # E,  {j, s) E E} 
J: { x ~ y , ~ ~ y : { x , y } ~  E , x ~ E ~ ~ , y ~ E , . , , i , j , r , s d i s t i n t o s , { i , ~ ) , { j , r } E  E) 
K: ( 2 , ~ :  {x,y} E E,x E Eij,y E Ers7 i, j , r ,s  distintos, {i,s} E E,{j,r) # E) 

L: {a, y : {x, y) E E ,  x E Eij , y E E,, , i, j, r, s distintos, {i, s} $ E, {j, r} E E}. 

Falta apenas mostrar que: 

K ,  V2, . . . , Vk é eztensz'vel se e somente se existe uma atribuição de valores de 

verdade que é satisfatória. 

Suponliamos que exista uma atribuição de valores verdade que é satis- 

fatória. Vamos definir os conjuntos v, V;, . . . , V/ da seguinte maneira: para 

i = 1,2, . . . , k coloque todos os vértices de em q'. Para v E Eij, coloque 

v em V,' se a variável v é verdadeira e em V,' caso contrário. Vamos mostrar 

que v, q, . . . , V) é uma cobertura-(H, K) de G. 



Como todas as cláusulas dos grupos A e B são satisfeitas , temos que para 

i = 1,2, .  . . , k ,  todo vértice em K' é adjacente a todos os vértices em Vi ,  i.e. 

K' é uma cliq~~e. 

Como todas as cláusulas dos grupos C, D, E e F são satisfeitas , temos que 

sempre que n: e y são não adjacentes, com x E Eij e y E E,,, onde i ,  j ,  r, s não 

são necessariamente distintos, os vértices x e y pertencem a blocos distintos 

da cobertura. Podemos então dizer que as cláusulas de A a F sendo satisfeitas 

garantem que cada bloco cla cobertura induz um grafo completo. 

Falta mostrar que se x e y são vértices adjacentes em G, pertencendo 

a blocos diferentes da cobertura, então esses blocos correspondem a vértices 

adjacentes em H. Suponha que x e y são vértices adjacentes , x t: Eij e 

y E E,, , onde i ,  j ,  r, s são distintos. Como observado anteriormente, podemos 

assumir, já que chegamos a esse estágio do algoritmo, que existe pelo menos 

uma das arestas {i, r), {i, s), {j, r), {j, s) (arestas de H). Além disso, como 

H é livre de triângulos , isso nos dá seis casos , cada um dos quais, se ocorrer, 

é coberto por uma cláusula em algum dos grupos G, H, I, J, K e L. Logo 

VI, V,, . . . , V, é extensível. 

Suponhamos agora, que Vi, 6, . . . , Vk é extensível, e seja V:, Vi, . . . , V; 

uma extensão. Como já argumentado, se v E Eij, então em qualquer extensão 

ou v E y' ou v E 15' . Faça a variável v verdadeira se v E y' e falsa se v E V,/ 
. É fácil verificar que todas as cláusulas são satisfeitas. 

Claramente todas as etapas que levam a redução a 2-SAT podem ser feitas 

em tempo polinomial, assim como a própria redução. Como 2-SAT é linear 

no número de cláusulas (veja seção 2.2)) o algoritmo também é polinomial. i 

Para determinar se alguma colecão é extensível, basta testar O(n" cole~ões. 

Logo, o algoritmo coinpleto de McGillivray e Yu tem complexidade O(nW2).  

4.3 Um Algoritmo para Determinar Partições 
em Clique-Cruz 

Uma partição em dique-cruz, que vamos abreviar por PCC, de um grafo 

G é uma particão dos vértices de G em quatro cliques disjuntas A, B, C, D 
tais que: 

e se x E A e y E C, então { x , ~ )  E, e 

0 se x E B e y E D, então {x,y) @E.  



Figura 4.1: PCC do grafo G. A, B, C e D são c l i p e s ,  

Observe que não há restrições sobre as arestas entre vértices cle A e B, B 
e C , C e D e D e A .  

Podemos representar um grafo G que possui uma PCC pelo diagrama da 

figura 4.1. A linha pontilhada entre A e C representa a propriedade de que 

nenhum vértice de A é adjacente a algum vértice de C. Similarmente para B 
e D. Os círculos representam clipes. 

Nessa seção vamos apresentar um algoritmo linear para determinar se um 

grafo G admite uma partição em clique-cruz e determinar tal partição, se ela 

existir, em tempo proporcional ao tamanho do grafo. 

O problema da partição em clicpe-cruz é um caso particular do problema 

da cobertura-(H, K ) ,  quando tomamos H como o ciclo induzido de 4 vértices, 

como na figura 4.2. O algoritmo de MacGillivray e Yu resolve esse problema 

em tempo O(n6). 

Figura 4.2: Grafo H = Cq. 

É interessante notar que o problema de determinar se um grafo admite 

uma PCC é equivalente ao problema de determinar se um grafo pode ser 



coberto por dois grafos bipartidos conipletos ( U m  grafo G t e m  u m a  PCC se 

e somente  se o seu complemento t e m  u m a  cobertura por dois grafos bipar- 

t idos completos ). O problema de cobrir um grafo por três grafos bipartidos 

conqletos é NP-completo [29]. 
Vainos mostrar como nosso problema pode ser transformado em uma 

instância de 2-SAT. 

4.3.1 Descrição do Algoritmo Partição em Clique-Cruz 

Vamos descrever um algoritmo linear, que, dados dois vértices a e b, 

determina se G tem uma PCC tal que a E A e b E B. Poderíamos aplicar 

esse algoritmo a todos os pares de vértices de G a fim de determinar se G 
tem unia PCC, mas esse procedimento levaria muito tempo. Em vez disso, 

primeiramente determinamos três vértices u, v, w tais que se G tem uma PCC 

então ou G tem uma PCC com u E A, v E B, ou G tem uina PCC com v E A 
e w E B. Fazemos a = u e b = v (depois se necessário repetimos para a = v 

e b = w .  

Em seguida particionainos o conjunto de vértices V* = V \ { a ,  b) de G 
nos quatro conjuntos abaixo: 

Considere um vértice x E AB. Como x é adjacente a a E A, x não pode 

estar na clique C e como x é adjacente a b E B, x não pode estas na clique 

D. Enl outras palavras x deve ser designado para o conjunto A ou para o 

conjunto B, o que indicaremos com a notação x -+ A ou x + B. Dessa 

forma, usando uma análise similar para os outros conjuntos, temos: 

A B  C {x E V* I x 1- A ou x -+ B); 

BC C {x E V* I x -+ B ou x -+ C); 
CD C {x E V* I x -+ C ou x + D ) ;  
DA G {x E V* 1 x -+ D ou x +A) .  

É fácil ver que G contém m a  PCC com a E A e b t B se e somente se 

as seguintes condições são satisfeitas: 

(I) se x e y são vértices não adjacentes e pertencem ao mesmo conjunto 

AB, BC, CD ou DA, então eles são designados para cliques diferentes. 



Por exemplo, se x e y estão em A B  e x for designado para A, então y 

deve ser designado para B.  

(11) se x e y são adjacentes e x E AB, y E CD então se x é designado para 

A, y é designado para D; e se x é designado para B ,  y é designado para 

C. Similarmente para x E DA e y E BC. 

(111) se x e y não são adjacentes e x E AB, y E DA então se x é designado 

para A, y é designado para D. Similarmente para x E B C  e y E AB, 

x E C D ~ ~ E B C , ~ X E D A ~ ~ E C D .  

(IV) se x e y são adjacentes e x E AB, y E DA então se y é designado 

para D, x é designado para A. Similarmente para x E BC e y E AB, 

~ E C D ~ ~ E B C , ~ ~ E D A ~ ~ E C D .  

Agora para um dado par de vértices a,b construimos uma instância de 

2-SAT onde cada vértice de G corresponde a uma variável e cada aplicação 

de uma das regras I-IV corresponde ou a uma ou a duas cláusulas. Então 

podemos aplicar o algoritmo 2-satisfabilidade (veja secão 2.2 para resolver 

esse problema em tempo O (m $ n). 

Algoritmo PCC 
Entrada: um grafo G = (V, E) 
Saída: SIM-G tem uma PCC ou NÃO-G não tem uma PCC. Se a resposta 

for SIM, o algoritmo retorna também uma partição de V nas cliques A, B, C 
e D que constituem a PCC. 

Passo O Execute o procedimento de inicialização dado na seção 4.3.2. ~ s s e  

procecIimento ou retorna NÃO-G não tem uma PCC ou retorna SIM- G 
tem uma PCC e também as quatro cliques A, B, C, D, ou retorna uma 

tripla ordenada de vértices de G. Nos dois primeiros casos o processo 

termina. Caso contrário, seja a o primeiro vértice desta tripla, b o 

segundo, e assuma a E A e b E B,  e vá para o Passo seguinte. 

Passo 1 Particione o conjunto V* = V \ {a, b) nos quatro conjuntos AB, 

BC, CD e DA: 

AB = {x E V* I {x,a) E E e {x,b) E E); 

B C = { X E V * ) { X , ~ ) @ E ~ { X , ~ ) E E ) ;  

C D = { x  E V* I {x,a) @ E  e {x,b) $E); 



Passo 2 Construa wma instância de 2-SAT como se segue. Para cada vértice 

x de V* associamos uma variável move,. A idéia é transformar os con- 

juntos AB, BC, CD e DA nos conjuntos A, B, C e D, respectivamente, 

movendo alguns vértices. Considere, por exemplo, um vértice x E AB. 

O vértice x está no conjunto A ou no conjunto B. Se ele estiver em 

B então à variável move, vai ser atribuído o valor verdadeiro, caso 

contrário (i.e. se x E A) vai ser atribuído o valor falso. A seguir cons- 

truimos cláusulas que correspondem às condições (I)-(IV) dadas acima. 

(i) para cada {x, y) 6 E, x e y pertencendo ao mesmo conjunto AB, 

B C ,  CD ou DA temos as cláusulas: 

(move, V move,) A (move, V move,) 

(ii) para cada {x, y )  E E, x E AB, y E CD temos as cláusulas: 

(move, V move,) A (move, V move,) 

Similarmente para {x, y) E E, x E DA, y E BC.  

(iii) para cada {x, y) 6 E , x E Ai? e y E DA temos: 

move, V move, 

Similarmente para x E B C  e y E AB, x E C D  e y E BC, e 

X E D A ~ ~ E C D .  

(iv) para cada {x, y) E E , x E AB e y E DA temos: 

move, V move, 

Similarmente para x E BC e y E AB, x E C D  e y E BC, e 

x E D A e y E C D .  

Seja C a conjun~ão dessa cláusiilas. 

Passo 3 Aplique o algoritino 2-satisfabilidade a C (veja seção 2.2). 

Passo 4 Se C é não satisfazível então G não tem uma PCC para esse par 

escolhido de vértices, logo vá para o Passo 5. Caso contrário faça: 

A ={x E AB I move, = falso) U{x E DA I move, = verdadeiro) U{a) 

B ={x E BC I move, = falso) U{x E AB I move, = verdadeiro) U { b )  



C ={x E CD I move, = falso)  U{x E B C  I move, = verdadeiro) 

D ={x E DA ( move,  = f alço) U{x E CD I move, = verdadeiro) 

Retorne SIM-G t e m  uma PCCe os conjuntos A, B, C, D e pare. 

Passo 5 Repita Passos 1 a 4 com a como o segundo vértice da tripla or- 

denada dada no Passo O e b como o terceiro vértice. Se no Passo 4 

ficar estabelecido que G não tem uma PCC para esse novo par, retorne 

NÃO-G não t em  uma PCCe  pare. 

4.3.2 O Procedimento de Inicialização 

Lembremos que o propósito desse procedimento é achar três vértices de 

G tais que G tem uma PCC se e somente se ele tem uma PCC com um 

desses vértices em A e outro em B. No caso em que tais três vértices não 

são achados, o procedimento determina corretamente se G possui ou não uma 

PCC. 

Começamos contando as arestas de G. Se m < 4(ln?1) então evidente- 

mente G não pode ser particionado em quatro cliques. Retorne NÃO-G não 

t e m  uma PCCe  pare. Caso contrário, nós achamos as componentes conexas 

de G. Note que se G tem uma PCC então cada componente conexa contém 

pelo menos uma das q ~ ~ a t r o  cliques. Se G tem mais do que quatro compo- 

nentes então retorne NÃO-G não t em  uma PCC e pare. Caso contrário, 

procuramos por um P3: um caminho induzido com três vértices x, y, x e duas 

arestas (2, y ) e { y , 2 ) .  Veja figura 4.3. Observe que se G tem um P3 então 

ou x, y e z estão todos em cliques diferentes ou x e y estão na mesma cli- 

que e z está em uma clique diferente. De qualquer forma, podemos assumir, 

sem perda de generalidade que ou x E A e y E B ou y E A e z E B. Se 

existir algum P3 então retorne os vértices desse P3. Caso contrário, sejam 

Gi, G2, G3, G4 as componentes conexas de G, onde Gz, G3 e Gg são possivel- 

mente vazias, retorne SIM-G t em  uma PCC com A = V(G1), B = V(G2), 

C = V(G3), D = V(G4) e pare. 

Figura 4.3: P3 



4.3.3 Complexidade 

Estamos agora prontos para estimar a complexidade computacional do 

Algoritino PCC. 

Teoreina 8 O Algoritmo PCC determina se um grafo tem uma PCC em 

tempo O(m + n) .  

Prova. Está claro que G possui uma PCC se e somente se existir uma atri- 

buição de valores verdade que é satisfatória para C. Podemos estimar o tempo 

de execução do Algoritino PCC da seguinte maneira. O procedimento de 

inicialização, Passo 0, pode ser feito em tempo O ( m  + n). De fato, pode-se 

achar as componentes conexas de G' em tempo linear no tamanho do grafo 

[37]. Determinar se G tem um P3 pode ser feito em tempo linear no tamanho 

do grafo usando uma busca em largura. No Passo 1 a construção de cada 

um dos quatro conjuntos pode ser executada em tempo proporcional a n. 

No Passo 2 a construção de uma instância de ZSAT leva tempo O(n2) .  O  
Passo 3, o algoritmo 2-satisfabilidade, pode ser executado em tempo linear 

no número de cláusulas [I], que nesse caso é O(n2) .  Claramente o Passo 4 

pode ser feito em tempo linear. Então o tempo de execução dos passos 1 a 

4 é O(n2) .  De acordo com o Passo 5, vamos aplicar Passos 1 a 4 no máximo 

duas vezes. Logo o tempo de execução do algoritmo é O ( n 2 ) .  Convém notar 

que no coineco c10 procedimento de inicialização nós contamos as arestas de 

G e continuamos apenas no caso de m ser maior ou igual a 4(Lng41). Logo os 

passos 1 a 4 são executados somente se m = O(n2) .  i 

4.3.4 Um Exemplo do Algoritmo PCC 

Considereinos o grafo G dado na figura 4.4. Vamos apresentas a seguir 

um exemplo da execução do Algoritmo PCC aplicado a esse grafo. 

Entrada: grafo G = (V, E) da figura 4.4. 

Passo O :  Suponha que tenha sido retomado a tripla ordenada ( a ,  b, c)  que 

induz um P3 em G. Faça a:= a, b:= b. 

Iteração I :  

Passo I: V* = V \ {a, b )  é particionado nos conjuntos: 



Figura 4.4: Grafo G. 

Passo 2: A cada vértice v de V* é associada uma variável m,. Seja C o 

conjunto de cla&das obtidas das condiqões (I) a (IV) aplicadas a V*. 
- 

Condição (I) : (md V mh) A (md V mh) . 
Condição (11) : (m, V mf ) A (q V mf) , (m, V md) A (m V m) . 
Condição (111): m, V m ,  m,V%, me V-, mf V-, m d V m f ,  m h V m f .  

Condicão (IV): % V mh, md V me, rnh V me. 

Passo 3: Aplicação do algoritmo 2-satisfabilidade [I]. Na figura 4.5 exibimos 
4 

o giafo direcionado Gc que é construído durante a execução desse algoritmo. 

A figura 4.6 nos mostra as componentes fortemente conexas obtidas em ordem 

topológica reversa. Observe que a componente C2 contém variáveis duais. O 
algoritmo retoma: C é não satisfazz'vel. 

Passo 5: Faça a:= b, b:= c. 

Iteração 2 

Passo 1 : V* = V \ { a ,  b }  é particionado nos conjuntos: 

AB = 0; 
BC = { d } ;  
CD = { e ,  f ,  h } ;  D A  = { a , g ) .  



Figura 4.5: Grafo Gc 

-, 
Figura 4.6: A s  componentes  fortemente conexas de  Gc em ordem topológica 
reversa. 

Passo 2: a cada vértice v de V* é associada uma variável m,. Seja C o 
conjunto de clatísulas obtidas das condic,ões (1)-(IV) aplicadas a V*. 

Condição (I): (m V mh) A (mf V m) . 
Condicão (11): (md V ma) A (m V m). 
Condição (111): mf V w, mh V m, ma V F, ma V mf, m, V K. 
Condição (IV): m, V md, m, V mh, V mf, m, V mh. 

Passo 3: Aplicação do algoritmo 2-satisfabilidade. Na figura 4.7 exibimos o 
-, 

grafo direcionado Gc que é construído durante a execução desse algoritmo. A 
figura 4.8 nos mostra as componentes fortemente conexas obtidas em ordem 
topológica reversa. 



Figura 4.7: Grafo gc 

-, 
Figura 4.8: As componentes fortemente conexas de Gc e m  ordem topológica 
revema.  

Passo 4: retoma: Sim-G t e m  u m a  PCC 

A = { a ,  b ) ;  
B = { c , d ) ;  

c = {e , f> ;  
D = {y, 12). 



Capítulo 5 

Decomposigão por Cortes 

Neste capítulo consideramos alguns problemas de decisão referentes a 

problemas de reconhecimento de grafos com determinados cortes, tais como 

corte clique, corte estrela, corte estável, corte L-multipartido coinpleto e ou- 

tros. Definimos os problemas e exibimos para cada um dos casos de corte 

estável e corte L-multipartido completo uma transformação polinomial, que 

estabelece que os problemas são NP-completos. Como consequencia obtemos 

que os problemas de reconhecimento de grafos com corte multipartido com- 

pleto, assim como o de grafos com corte bipartido completo são NP-completos. 

Observamos que esses quatro últimos problemas citados estavam em aberto. 

5.1 Introdução 

Dado um grafo G é uma questão natural perguntar se G contém algum 

grafo específico H, tal que o conjunto de vértices de H seja um corte de G. 
Lembramos que um corte de um grafo é um subconjunto de vértices desse 

grafo t a1 que o grafo obtido após a sua remocão não é conexo. 

O interesse por certos tipos de cortes adquire relevância na classe dos 

grafos perfeitos, por induzirem decomposições, que muitas vezes preservam 

as características estrutusais dessa classe. 

Têm sido estudados com atenção tipos especiais de cortes e resultados 

bastante interessantes têm surgido relacionando gr afos minimalment e imper- 

feitos a esses cortes. Como exemplos podemos citar os cortes cliques e os 

cortes estrela. 

Um corte &que em um grafo G é um corte em G que é uma clique. Um 

resultado bastante conhecido é que um grafo minimalmente imperfeito não 

pode conter um corte clique. Ou em outras palavras, a identificacão de dois 

grafos perfeitos através de uma clique fornece um grafo perfeito. 



Um corte estrela em um grafo G é um corte em G que tem um vértice que é 

adjacente a todos os outros vértices desse corte. Esse tipo de corte foi definido 

por Chvát a1 que também mostrou que nenhum gr afo minimalmente imperfeit o 

contém um corte estrela (Lema do corte estrela) [5], generalizando o resultado 

citado anteriormente sobre corte clique. A complexidade do problema do 

reconhecimento de um grafo com corte clique foi determinada por Whitesides 

[40] e Tarjan [38], que exibiram algoritmos polinomiais para determinar um 

corte clique. Já o problema do reconhecimento de um grafo com corte estrela 

foi resolvido pelo próprio Clivátal[5], que caracterizou grafos com corte estrela 

e apresentou um algoritmo polinomial decorrente dessa caracterização. 

Continuando nessa linha Chvátal definiu um novo tipo de corte que cha- 

mou de corte assimétrico (skew cutset) [5], que por sua vez generaliza a noção 

de corte estrela. 

Um corte é assimétrico quando pode ser particionado em dois conjuntos 

e &, não vazios, tais que (x, y) E E se x E Vi e y E &. Chvátal propôs a 

seguinte conj ectura: 

Coiijectura 5 N e n h u m  grafo m in ima lmen te  imperfeito con tém u m  corte as- 

s imétrico.  

Essa conjectura assume uma importância especial por ser uma proprie- 

dade que separa a classe dos grafos particionáveis dos grafos minimalmente 

imperfeitos (essas duas classes partilham a maior parte das propriedades). 

Mas essa conjectura tem se mostrado mais difícil do que se esperava. Procura- 

se então prová-la para casos de cortes mais simples. 

O corte inultipartido completo é um caso particular do corte assimétrico. 

Um grafo G é dito multipartido completo quando seu conjunto de vértices 

pode ser particioliado em k conjuntos estáveis, de maneira que os vértices 

de cada uma das partições sejam adjacentes a todos os outros vértices das 

outras partiqões. Em particular, quando k = 2 teinos um grafo bipartido 

completo. Vainos dizer que um corte é multipartido completo quando o grafo 

induzido por ele é um grafo multipartido completo. Analogamente definimos 

corte biparticlo completo. 

Recentemente, Cornuejols e Reed [I01 mostrarain que nenhum grafo mi- 

nimalmente imperfeito contém um corte multipartido completo. 

E quanto ao problema do reconhecimento de um grafo com corte as- 

simétrico? Este problema pode ser esquematizado como segue: 

Problema CORTE ASSIMÉTRICO 



Instância: Grafo G = (V, E ) .  
Questão: O grafo G admite um corte assimétrico? 

Esse também parece ser um problema difícil. 

Nesse trabalho, mostramos que o problema de reconhecer um grafo com 

corte k-multipartido completo é NP-completo. A demonstração desse fato 

é feita u s a d o  o problema CORTE ESTÁVEL, que mencionaremos a seguir. 

Como corolário temos que o problema de reconhecer um grafo com corte 

multiparticlo completo é também NP-completo 

5.2 Corte Estável 

Uin corte é dito estável qiianclo o seu conjunto de vértices é um conjunto 

estável. Veja na figura 5.1 um exemplo de um grafo com corte estável. Tucker 

[39] mostron que os únicos grafos minimalmenteimperfeitos que contêm cortes 

estáveis são os ciclos induzidos ímpares de tamanho maior ou igual a cinco. 

Em outras palavras, um grafo minimalmente imperfeito não admite corte 

estável, a menos que seja um ciclo induzido ímpar de tamanho maior ou igual 

a cinco. 

Figura 5.1: Um grafo com um corte estável {x, y } . 

E q~~artto ao problema ao problema do reconhecimento de grafos com cor- 

tes estáveis? Este problema pode ser esquematizado como se segue: 

Problema CORTE ESTÁVEL 

Instância: Grafo G = (V, E) .  
Questão: O grafo G admite um corte estável? 



Cosneil e Fonlupt [9] em uin artigo recente, ao analisarem operações de 

composição usancio cortes estáveis, colocam essa questão como em aberto 

tanto para um grafo qualquer, como para um grafo perfeito. 

Ao pensar nesse problema é natural pensar no problema "quase" equiva- 

lente de achar um corte emparelhamento em um grafo de linha L(G) . 
Um corte emparelhamento em um grafo G é um conjunto F de arestas de 

G, disjuntas duas a ciuas, tal que o grafo obtido após a remoção de F não é 
conexo. 

Problema CORTE EMPARELHAMENTO 

Instância:  Grafo G = (V, E ) .  
Questão: O grafo G admite um corte emparelhamento? 

Em 1970 R.L. Graham [21] lançou a seguinte pergunta: o problema do 

reconhecimento de grafos com cortes emparelhamento é NP-completo? Essa 

pergunta foi respondida apenas em 1984, por Chvátal [6] que mostrou que 

reconhecer grafos com cortes emparelhamento para grafos com A 2 4 é NP- 
completo. Para grafos com A < 3 é dado um algoritmo eficiente para reco- 

nhecimento de cortes emparelhamento. 

Observamos que se G tem vértices com grau 1 então G tem um corte 

einparelhainento que chamaremos de trivial,  fácil de achar. 

O resultado a seguir é imediato: 

Leina 15 G t e m  um corte emparelhamento não  trivial se e somen te  s e  L(G) 
t e m  um corte estável. 

E agora, como consequência direta do resultado devido a Chvátal, acima 

citado, e do Lema 15 segue que: 

Lema 16 O problema CORTE ESTÁVEL é NP-completo. 

Prova. A transformação usada é a partir do problema CORTE EMPARELHA- 

MENTO. 

Seja G uma instância para o problema CORTE EMPARELHAMENTO, G sem 

vértices de grau 1. Seja G' = L(G) uma instância para o problema CORTE 

ESTÁVEL. Essa construqão pode ser feita claramente em tempo polinomial. 

Basta então mostrar que: 

e G tem corte emparelhamento não trivial se e somente se G' tem corte 

estável. 

Mas esse resultado decorre do lema 15. 



5.3 Corte Multipartido Completo 

Consideremos agora o problema do reconhecimento de grafos com cortes 

miiltipartidos completos, que enunciamos a seguir. 

Probleina CORTE MULTIPARTIDO COMPLETO 

Instância: Grafo G = (V, E), k. 
Questão: O grafo G admite um corte k-miiltipartido completo? 

Vamos mostrar que o problema CORTE MULTIPARTIDO COMPLETO é NP- 
completo. Para isso vamos usar um resultado mais forte, i.e., vamos mostrar 

que o problema é NP-completo mesmo com k fixo, k > 2. 
Consideremos então o seguinte problema: 

Probleina CORTE k-MULTIPARTIDO COMPLETO, k 2 2 

Instância: Grafo G = (V, E). 
Questão: O grafo G admite um corte L-multipartido completo? 

Usando o resultado da seção anterior provaremos o seguinte resultado: 

Teorema 9 O problema CORTE k-MULTIPARTIDO COMPLETO é NP-completo. 

Prova: A transformação usada é a partir do problema CORTE ESTÁVEL. 

Seja G uma instância para o problema CORTE ESTÁVEL. Construimos 

uma instância G' para o problema k-MULTIPARTIDO COMPLETO ao adicio- 

narmos a G os vértices VI, v2, . . . , vk-1, tal que cada v;, 1 5 i 5 k - 1 é 
adjacente a todos os vértices de G, e {v;, vj} E E(G1) para i # j (observe que 

esses 5 - 1 vértices constituem uma clique). Essa construção pode ser feita, 

claramente, em tempo polinoinial. 

Resta mostrar que : 

e G tem um corte estável se e somente se G' tem um corte L-multipartido 

completo. 

Seja S um corte estável em G. Em G', por construção, os vértices 

VI, v2,. . . , vk-1 são adjacentes a todos os vértices de G, em particular a to- 

dos os vértices de S. Logo S U {vl, va, . . . , vk-1) é um corte de G'. Mas 

S U {vl, VZ, . . . , ~ k - ~ )  é um corte k-multipartido completo. 

Seja S' um corte k-multipartido completo em G' . S' necessariamente 

contém os vértices VI, v2, - . . , vk-1. Então S' \ {v1, v2,. . . , ~ k - ~ )  é um corte 

estável em G. i 

Temos então como conseqiiencia: 



Corolário 1 O problema CORTE MULTIPARTIDO COMPLETO é NP-completo. 

Observanios que o resultado do teorema 9 na verdade mostra uma família 

de problemas NP-completos indexada em k (L  > 2 ). Em particular, o pii- 

ineiro elemento desta família é o problema: 

Problema CORTE BIPARTIDO COMPLETO 

Instância: Grafo G = (V, E). 
Questão: O grafo G admite um corte bipartido completo? 

Por outro lado, a construqão clo grafo G' na prova do teorema 9 mostra 

uma outra família de problemas NP-completos também indexada em L ( k  2 
I), definida a seguir. 

Problema CORTE k-MULTIPARTIDO COMPLETO ESPECIAL 

Instância: Grafo G = (V, E). 
Questão: O grafo G aclmite um corte inultipartido completo C 

onde C tem k 2 2 conjuntos independentes, com k - 1 con- 

juntos contenclo um único vértice cada, e um conjunto inde- 

pendente com p  vértices (p 2 I)? 

Em particular, o primeiro elemento desta família é um tipo especial de 

corte estrela : 

Problema CORTE ESTRELA ESPECIAL 

Instância: Grafo G = (V, E). 
Questão: O grafo G admite um corte estrela C onde C induz um 

grafo bipartido coinpleto (denotado por l<l,p), sendo uma das 

partes composta de um único vértice e a outra com p vértices 

( P  > I)? 

O resultado de que o problema CORTE ESTRELA ESPECIAL é NP-completo 

adquire um interesse maior quando confrontado com o fato de que o reconhe- 

cimento de grafos com corte estrela é polinomial. 



Capítulo 6 

Conclusões 

O encerramento de uma tese não é necessariamente um ponto final nesse 

trabalho. Discutimos nesse capítulo vários problemas que se colocam a partir 

dos nossos estudos e resdtados aqui obtidos. 

Os algoritmos que desenvolvemos para determinar decomposições ho- 

mogêneas: Algoritino Conjunto Honlogêneo e Algoritmo Par Ho- 

mogêneo, assim como o algoritmo para determinar partições em clique-cruz, 

Algoritmo P C C ,  usam basicamente a mesma técnica. Escolhemos alguns 

vértices (aleatoriamente ou não, dependendo do caso) e particionamos então 

o restante do conjunto de vértices do grafo em subconjuntos de acordo com 

certas relações desses vértices restantes com os escolhidos. A partir daí trans- 

formamos o problema em uma instância de 2-SAT (ou quase) considerando 

todas as cláusulas possíveis induzidas pelas relações de adjacências entre os 

vértices desses conjuntos. Embora essa técnica tenha funcionado tão bem nos 

nossos casos, ela não parece ser aplicável a qualquer problema. Tentamos por 

exemplo, aplicá-la para achar uma decomposição em um grafo induzida por 

um corte clique. Esse problema é sabidamente polinomial[40,38]. No entanto 

só conseguimos transformá-lo em uma instância de 3-SAT, o que claramente 

nos indica que para esse caso em particular, essa técnica não é apropriada, 

ou que talvez sejam necessárias certas modificações que não tornam seu uso 

aconselhável. 

Mas, apesar disso, acreditamos que essa técnica pode ser usada com su- 

cesso em outros problemas. Por exemplo, no reconhecimento de grafos split, 

que são grafos que podem ser decompostos em uma clique e um conjunto 

estável, sabemos que ela funciona, embora não a tenhamos incluído no nosso 

trabalho. A operação amálgama , que induz uma decomposição em um grafo, 



nos parece ser um caso promissor para a aplicação dessa técnica. Faz parte 

de nossos futuros planos de trabalho. 

Sobre os pares homogêneos colocamos as seguintes q~iestões: 

a É possível modificar o Algoritmo P a r  Homogêneo de modo que ele se 

torne mais rápido? Mais precisamente, será que podemos conseguir um 

procedimento de inicialização que escolha triplas de vértices apropriadas 

de forma mais eficiente? 

É possível obter um algoritmo de reconhecimento da classe dos grafos 

Berge sem touros, usando o Algoritino Par Homogêneo, que seja 

mais eficiente que o algoritino existente, desenvolvido por Reed e Sbihi 

[34]? 

a E possível clesenvolver algoritmos eficientes para os problemas de otimi- 

zação combinatória: clique máxima e número cromático para a classe 

dos grafos Berge sem touros? Ou ainda, será que podemos construir 

em tempo polinomial uma árvore de decomposição usando pares ho- 

mogêneos que permita resolver esses problemas de otimização? 

Sobre decomposições em diques, nós mostramos que para o caso parti- 

cular, que chamamos de Partição em Clique-Cruz, de uma cobertura (H, K), 
onde H é um grafo sem triângulos, o problema pode ser resolvido em tempo 

linear. Achamos porém, que o problema generalizado das coberturas por 

clique, i.e, o problema de determinar se um grafo G admite uma cobertura- 

(H, I<), onde H é um grafo sem triângulos também pode ser resolvido em 

tempo linear e pretendemos trabalhar nessa direção. 

E quanto aos problemas considerados no capítulo 5, gostaríainos de res- 

saltar que o problema do reconhecimento de grafos com corte assimétrico 

que está em aberto, adquire relevância especialmente quando considerado 

juntamente com a conjectura 4 que afirma que nenhum grafo minimalmente 

imperfeito contém um corte assimétrico. Se essa conjectura for verdadeira, a 

não existência de corte assimétrico passa a ser uma propriedade que separa. 

Achamos que possivelmente o problema CORTE ASSIM~TRICO é NP-completo. 
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