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Bas i camen te ,  os  g r a f o s  podem s e r  u s a d o s  p a r a  r e p r e s e n  - 

t a r  s i t u a ç õ e s  que  envolvem um c o n j u n t o  de  o b j e t o s  e  a s  r e l a  - 

ç õ e s  e n t r e  e l e s .  Po r  e s t a  r a z ã o ,  a  T e o r i a  d o s  G r a f o s  é a p l i c a  - 

da na r e s o l u ç ã o  de  p rob l emas  de  d i v e r s a s  ã r e a s , t a i s  como: E n  - 

g e n h a r i a ,  Computação,  Otimi z a ç ã o ,  QuTmica, S o c i o l o g i a ,  e t c .  

Nes t e  t r a b a l h o  d i r i g i m o s  n o s s o  e s t u d o  p a r a  uma c l a s s e  e s p e -  

c i a l  de  g r a f o s ,  a  d o s  g r a f o s  c i r c u l a r e s .  

Como o s  G r a f o s  I n t e r v a l a d o s  e  o s  A r c o - C i r c u l a r e s ,  pc 
demos d e f i n i r  o s  G r a f o s  C i r c u l a r e s  como u m  g r a f o  de  I n t e r s e  - 

ç ã o .  Lembramos que um G r a f o  de  I n t e r s e ç ã o  d e  uma fam?l  i a  F d e  

c o n j u n t o s  não v a z i o s  é o b t i d o  quando r e p r e s e n t a m o s  c a d a  con - 

j u n t o  de  F po r  um v é r t i c e  e  fazemos a  conexão  d e  d o i s  d e s t e s  

v é r t i c e s  p o r  uma a r e s t a  s e ,  e  somente  s e , e l e s  co r r e spondem a  

c o n j u n t o s  não d i s j u n t o s .  

U m  G r a f o  de  I n t e r s e ç ã o  de uma f a m i l  i a  F d e  i n t e r v a l o s  

em uma l i n h a  r e t a  é denominado I n t e r v a l a d o  e  a q u e l e  c u j a  fam? - 

l i a  f s e  c o n s t i t u i  po r  a r c o s  em u m  c 7 r c u l o  é um graf io  Arco- 

C i r c u l a r .  Enquanto  que em um g r a f o  c i r c u l a r ,  F é uma f a m y l i a  

de c o r d a s  em um c 7 r c u l o .  

N u m  G r a f o  I n t e r v a l a d o  P r Õ p r i o  nenhum i n t e r v a l o  con - 

tém p r o p r i a m e n t e  q u a l q u e r  o u t r o .  O c o n c e i t o  d e  u m  G r a f o  Arco- 

C i r c u l a r  p r ó p r i o  é a n á l o g o .  T a n t o  o s  G r a f o s  I n t e r v a l a d o s  P r ó  - 



p r i o s  quanto  o s  A r c o - C i r c u l a r e s  P r ó p r i o s  c o n s t i t u e m  c a s o s  e s  - 

p e c i a i s  dos Gra fos  C i r c u l a r e s .  

Os G r a f o s  C i r c u l a r e s  servem como modelo de  r e p r e s e n  - 

t a ç ã o  de uma p l a c a  con tendo  a lguns  d i s p o s i t i v o s  n a s  e x t r e m i d a  - 

d e s  e  a s  l i g a ç õ e s  e x i s t e n t e s  e n t r e  e les ,como i n d i c a  a  f i g u r a  

( 1 . 1 . 1 ) .  

I I 
F igu ra  1 . 1 . 1 .  

Es ta  p l a c a  pode s e r  usada para r e p r e s e n t a r ,  por  exem - 

plo ,  uma rede  de c i r c u i t o s  e l é t r i c o s ,  de g á s  ou de  água .  N e s t e s  

casos ,  um problema a  c o n s i d e r a r  é o  da d e t e r m i n a ç ã o  do número 

mínimo de p l a n o s  n e c e s s á r i o s  para  s e  c o n s t r u i r  a  r e d e .  

Foram E V E N  e  ITAI em ( 8 )  que p r i m e i r o  a p r e s e n t a r a m  

o s  g r a f o s  c i r c u l a r e s  pa ra  r e p r e s e n t a r  o  p r o c e s s o  de  ordenação  

dos  e l emen tos  de um c o n j u n t o  N segundo uma permutação P ,  usan - 

do u m  s i s t e m a  de p i l h a s  em p a r a l e l o .  Neste problema, s u r g e  a  

q u e s t ã o  da ob tenção  do número mínimo de p i l h a s  a  serem u t i l i  - 

zadas  no s i s t e m a  pa ra  que t a l  ordenação  s e j a  v i á v e l .  

Os d o i s  problemas  a p r e s e n t a d o s  podem s e r  v i s t o s  como 

u m  problema de Co lo ração  d o s  g r a f o s  c i r c u l a r e s  a s s o c i a d o s  à s  

r e s p e c t i v a s  s i t u a ç õ e s .  

Alguns problemas  que são  NP-completos p a r a  a  c l a s s e  

que congrega  t o d o s  os g r a f o s ,  t a i s  como o  do Conjunto  Indepen - 



d e n t e  Mãximo,  o  d a  C l i q i i e  Máxima e  o  d o  C i c l o  Hamil t o n i a n o , f o  

ram r e s o l v 4 d u s  p o l i n o m i a l m e n t e  p a r a  o s  G r a f o s  C i r c u l a r e s .  O 

P r o b l e m a  do  R e c o n h e c i m e n t o  d e  G r a f o s  C i r c u l a r e s ,  r e c e n t e m e n t e ,  

f o i  i n s e r i d o  na c l a s s e  P e n q u a n t o  q u e  o  d a  C d l o r a ç ã o  na  c l a s -  

s e  d o s  NP-Comple tos .  

P r o c u r a m o s  d e s e n v o l v e r ,  n e s t e  t r a b a l  ho,um a l g o r i t m o  

p o l i n o m i a l  p o r  c l i q u e  p a r a  d e t e r m i n a r  t o d a s  a s  c l i q u e s  m a x i -  

m a i s  d e  g r a f o s  c i r c u l a r e s .  E ,  b u s c a n d o  a t i n g i r  e s t e  o b j e t i v o ,  

o b t i v e m o s  n o v o s  r e s u l t a d o s  q u e  f o r a m  a g r u p a d o s  n o s  c a p i t u  - 

1 0 s  IV e  V .  A s e g u i r ,  d e t a l h a r e m o s  o s  a s s u n t o s  t r a t a d o s  em c a  - 

d a  c a p 7 t u l o .  

O C a p i t u l o  I  é a  i n t r o d u ç ã o  d o  a s s u n t o .  N e l e  expumos 

o s  g r a f o s  c i r c u l a r e s  como G r a f o s  d e  I n t e r s e ç ã o  e  p r o c u r a m o s  

d e f i n i r  t o d o s  o s  c o n c e i t o s  g e r a i s  d a  T e o r i a  d o s  G r a f o s  ,que  

u t i  1  i z a m o s .  

O C a p i t u l o  I 1  d e d i c a m o s  e s p e c i a l m e n t e  a o s  G r a f o s  

C i r c u l a r e s .  Como e l e s  s ã o  g e r a d o s  p o r  d i a g r a m a s  ou s e q u ê n c i a s  

c i r c u l a r e s ,  u t i l i z a m o s  a s  d u a s  f o r m a s  p a r a  r e p r e s e n t á - l o s .  Es 

t u d a m o s  o s  q r a f o s  d e  P e r m u t a ç ã o  p o r  c o n s t i t u 7 r e m  uma s u b c l a s  - 

s e  d a  c l a s s e  d o s  G r a f o s  C i r c u l a r e s .  E a i n d a  m o s t r a m o s  como ob  - 

t e r  um g r a f o  c i r c u l a r  a  p a r t i r  d e  u m  p r o c e s s o  d e  o r d e n a ç ã o  

d o s  e l e m e n t o s  d e  um c o n j u n t o .  

No C a p t t u l o  1 1 1  expomos  a l g u n s  d o s  a l g o r i t m o s  p o l i n o  - 

m i a i s  e x i s t e n t e s  n a  l i t e r a t u r a  p a r a  a  o b t e n ç ã o  d e  c l i q u e s  má - 

x i m a s  d e  g r a f o s  c i r c u l a r e s  v a l o r a d o s  e  n ã o  v a l o r a d o s .  

No C a p y t u l o  IV i n t r o d u z i m o s  o  c o n c e i t o  d e  O r i e n t a ç ã o  

C o b e r t a .  A p r e s e n t a m o s  a l g u n s  e x e m p l o s  d e  G r a f o s  C i r c u l a r e s  e  

Não C i r c u l a r e s  q u e  a  admi t em e  também m o s t r a m o s  a  e x i s t ê n c i a  

d e  g r a f o s  n o s  q u a i s  t a l  o r i e n t a ç ã o  é i m p o s s i v e l  d e  s e r  o b t i d a .  



Provamos que em t o d o s  o s  g r a f o s  c i r c u l a r e s  podemos o b t ê - l a  em 

tempo p o l i n o m i a l  e  que p a r a  um g r a f o  a r b i t r á r i o  e s t e  p rob lema 

é NP-completo.  

No C a p y t u l o  V nos ocupamos d a s  a p l i c a ç õ e s  d e c o r r e n  

t e s  do  f a t o  deos G r a f o s  C i r c u l a r e s  a d m i t i r e m  O r i e n t a ç ã o  Cober  - 

t a .  Apresen tamos  u m  A l g o r i t m o  que d e t e r m i n a  t o d a s  a s  c l i q u e s  

maximais  d o s  c i t a d o s  g r a f o s  e  o u t r o  que f o r n e c e  o  número exa  - 
- 

t o  d e  t a i s  c l i q u e s .  A complex idade  do p r i m e i r o  a l g o r i t m o  e  

O ( n m  t- na) e  a  do segundo  é O ( n m ) ,  onde n ,  m e  a s ã o , r e s p e c t i  - 

v a r n e n t e , ~  numero de  v é r t i c e s ,  o  de  a r e s t a s  e  o  d e  c l i q u e s  ma - 

x i m a i s  do g r a f o .  F i n a l m e n t e ,  mos t ramos  q u e , a o  emprega r  a  o r i  - 

e n t a ç ã o  c o b e r t a  , consegu imos  o b t e r  1  i m i t e  supei-i  o r  p a r a  o  núme - 

r o  de c l i q u e s  maximais  de  g r a f o s  c i r c u l a r e s .  

U m  g r a f o  G(VyE) é d e f i n i d o  como sendo  um c o n j u n t o  V 

f i n i t o  e  não v a z i o  de  v é r t i c e s  e  u m  c o n j u n t o  E d e  a r e s t a s  cons - 

t i t u i d o  p o r  p a r e s  não  o r d e n a d o s  d e  e l e m e n t o s  d i s t i n t o s  d e  V .  

J á  n u m  d i g r a f o  D ( V y E ) ,  o s  e l e m e n t o s  do c o n j u n t o  E d e  a r e s t a s  

s ã o  p a r e s  o r d e n a d o s  de  e l e m e n t o s  d i s t i n t o s  d e  V .  Denotamos,  

r e s p e c t i v a m e n t e ,  por  n e  m a  c a r d i n a l i d a d e  d o s  c o n j u n t o s  V e  

E .  Ass im,  I V I  = n e I E I  = m. 

Dizemos que a  a r e s t a  (v ,w)  d e  um g r a f o  é - d e f i n i d a  pe - 

1 0 s  v é r t i c e s  v e  w que s ã o  s e u s  e x t r e m o s .  E s e  ( v , w )  E E en  - 

t ã o  v e  w s ã o  a d j a c e n t e s .  Caso c o n t r ã r i o  s ã o  i ndependen te s .Em 

u m  d i g r a f o  d i zemos  que  a  a r e s t a  ( v , w )  c o n v e r g e  p a r a  w e  -- d i v e r  

g e  de v .  - 



Um g r a f o  é v a l o r a d o  s e  e x i s t e  uma f u n ç ã o  a s s o c i a n d o  

cada  um de  s e u s  v é r t i c e s  a  u m  número denominado p e s o .  

A l i s t a  de  a d j a c ê n c i a  de um v é r t i c e  v d e  um g r a f o  

G(V,E) é d e n o t a d a  po r  A ( v )  e  s e  c o n s t i t u i  d o s  v é r t i c e s  w ,  

w E V ,  t a i s  que ( v , w )  E E .  Enquanto  que  o  c o n j u n t o  d e  v i z i -  

nhos do mesmo v é r t i c e  v ,  r ( v )  é i g u a l  à u n i ã o  d o s  c o n j u n t o s  

Ivl e  A ( v ) .  Em um d i g r a f o  D ( V ' , E 1 )  como a s  a r e s t a s  ( v , w )  e  

( w , v )  s ã o  d i f e r e n t e s ,  d i  s t i n g u i k o s  d u a s  1  i s t a s  d e  a d j a c ê n c i a ,  

a s s im  d e f i n i d a s :  

Os e l e m e n t o s  de  A + ( v )  s ã o  denominados  s u c e s s o r e s  de  

v ,  e n q u a n t o  que  o s  de  A - ( v )  s ã o  o s  p r e d e c e s s o r e s  de  v .  

Na f i g u r a  ( 1 . 2 . 1 ) , e n c o n t r a m o s  a  r e p r e s e n t a ç ã o  geomé- 

t r i c a  do g r a f o  G(V,E) e  a  do d i g r a f o  D ( V , E 1 )  que,em g e r a l  e 

em p a r t i c u l a r  n e s t e  t e x t o ,  s ã o  c o n f u n d i d a s  com o  p r ó p r i o  g r a -  

f o  e  com o  p r õ p r i o  d i g r a f o .  

F i g u r a  1 . 2 . 1 .  



A i n d a  na mesma f i g u r a  podemos  o b s e r v a r  q u e  se r e t i  - 

r a r m o s  a s  o r i e n t a ~ õ e s  d a s  a r e s t a s  d o  d i g r a f o  D ( V , E 1 )  o b t e m o s  

como r e s u l t a d o  o  g r a f o  G ( V , E )  e p o r  e s t a  r a z ã o  e l e  é d e n o m i n a  - 

d o  o  g r a f o  s u b j a c e n t e  d o  d i g r a f o .  

O g r a u  d e  um v é r t i c e  d e  um g r a f o  é i g u a l  à c a r d i n a l i  - 

d a d e  d a  s u a  l i s t a  d e  a d j a c ê n c i a .  Ass im em G ( V , E )  como A ( v l )  = 

~ v 2 , ~ 3 , ~ 4 , v 5 } ,  O g r a u  ( v l )  = 4 .  Num d i g r a f o ,  c a d a  um d e  s e u s  

v é r t i c e s  p o s s u i  d u a s  l i s t a s  d e  a d j a c ê n c i a ,  l o g o  e l e s  t e r ã o  

d o i s  t i p o s  d e  g r a u .  O g r a u  d e  e n t r a d a ,  g r a u m ( v )  = I A - ( v ) ~  e o  

g r a u  d e  s a i d a ,  g r a u ' ( v )  = J A ' ( V ) ~ .  Ass im  em D ( V , E 1 ) ,  A + ( v l )  = 

4- { v 4 , v 5 }  e A - ( V ~ )  = { v 2 , v 3 1 ' ;  l o g o  g r a u  ( v l )  = g r a u - ( v l )  = 2 .  

Uma f o n t e  d e  um d i g r a f o  é um v é r t i c e  c u j o  g r a u  d e  en 

t r a d a  é n u l o ,  e n q u a n t o  q u e  um s u m i d o u r o  tem n u l o  s e u  g r a u  d e  
- 

s a i d a .  No d i g r a f o  D ( V , E 1 ) ,  v 2  e s u a  Ú n i c a  f o n t e  e v5  s e u  sumi  - 

d o u r o .  

Uma c o n s e q u ê n c i  a  i m e d i  a t a  d o s  ú l t i m o s  c o n c e i t o s  é que 
-I- 

C g r a u ( v )  = 2m e C g r a u  ( v )  = C g r a u - ( v )  = m .  
V E V ( G )  v s V ( D )  V E V  ( D )  

Um s u b g r a f o  G 1  (V1 , E l )  d e  u m  g r a f o  G ( V y E )  é um g r a f o  

t a l  q u e  V 1  C V e  E 1  C E .  Se a l é m  d i s s o ,  G 1  p o s s u i r  t o d a  a r e s  - 
- 

t a  ( v , w )  E E t a l  q u e  v  e w e s t e j a m  ambos em V , ,  e n t ã o  e l e  e 

um s u b g r a f o  d e  G i n d u z i d o  p o r  V I  e  o  d e n o t a m o s  p o r  G ( V 1 ) .  

A f i g u r a  ( I . 2 . 2 )  m o s t r a  d o i s  s u b g r a f o s  d e  G ( V , E )  d a  

f i g u r a  a n t e r i o r :  o  G1(V1 , E 1 )  e o  G ( V 1 ) .  



Os c o n c e i t o s  de  - s u b d i g r a f o  e  s u b d i g r a f o  i n d u z i d o  s ã o  

a n á l o g o s  aos  a n t e r i o r e s .  

Uma s e q u ê n c i a  P = < v l  , v 2 ,  . . . , v k >  de v é r t i c e s ,  t a l  

que ( v i y  V i + l  ) é uma a r e s t a  do g r a f o  o u  d i g r a f o ,  onde 1 - < i <  k 

é denominado caminho de  v l  a  v k  e  seu cómprimento é K - 1 .  P '  
- 
e  u m  subcaminho de P s e ,  e  somente s e ,  t o d o s  os s e u s  v g r t i c e s  

pe r t ence rem a  P e  ocor re rem na mesma ordem. U m  g r a f o  é conexo 

s e  e x i s t e  um caminho e n t r e  cada p a r  de  s e u s  v é r t i c e s .  Caso 

c o n t r á r i o ,  e l e  é desconexo.  Denominam-se componentes conexos 

de um g r a f o  s e u s  s u b g r a f o s  maximais que sejam conexos .  

U m  c i c l o  é u m  caminho < v l  , v 2 ,  . . . , v k , v k t l >  sendo 

V k t l  = v 1  e  k > 3 .  Neste  t r a b a l h o  in-teress.am-nos apenas  o s  ca - 

minhos c o n s t i t u 7 d o s  por  v é r t i c e s  d i s t i n t o s .  Nos c i c l o s  também 

e x c e t u a n d o ,  e v i d e n t e m e n t e ,  a  i d e n t i d a d e  e n t r e  v l  e  v k t l .  U m  

g r a f o  e  um d i g r a f o  d izem-se  a c i ' c l i c o s  s e  não possuem k i c l o s .  

N u m  d i g r a f o  a c i c l i c o  e x i s t e , p e l o  menos,uma f o n t e  e  um sumidou - 
- 

r o .  No g r a f o  G ( V , E )  da f i g u r a  ( 1 . 2 . 1 )  < v 2 , v 4 , v 3 , v l  , v 5 >  e  u m  

caminho de comprimento 4 ,  enquanto  que ~ v ~ . v ~ . v ~ , v ~ ~  é um c i  - 

c10 de comprimento 3 q u e , u s u a l m e n t e ,  e. chamado d e  t r i â n g u -  



1 0 ; .  Os g r a f o s  nos q u a i s  cada c i c l o  de  comprimento m a i o r  do 

que 3  p o s s u i  uma a r e s t a  não p e r t e n c e n t e  ao  c i c l o  d e f i n i d a  por  

d o i s  de  s e u s  v é r t i c e s  s ã o  denominados  c o r d a i s  ou t r i a n g u l a r i -  

z a d o s .  -- 
O d i g r a f o  D ( V , E 1 )  d a  f i g u r a  ( 1 . 2 . 1 )  a p e s a r  d e  possuir 

uma Ün ica  f o n t e  e  um Único sumidouro  não a c i c l i c o .  E l e  pos - 

s u i  o  c i c l o  < v l  ~ v 4 , v 3 , v l ~ .  J á  o s  d i g r a f o s  D1 e  D 2  d a  f i g u r a  

( I . 2 . 3 )  s ã o  a c ? c l i c o s .  

-- --- 

F i g u r a  1 . 2 . 3 .  

Nos d i g r a f o s  a c í c l i c o s , d o i s  v é r t i c e s  v e  w q u e  com- 

p a r t i  1  ham de  u m  mesmo caminho , recebem uma denominação  espe-cial 

que i d e n t i f i c a  a s  p o s i ç õ e s  ocupadas  p o r  e l e s  no r e f e r i d o  c a  - 

minho. Se o  caminho é de v p a r a  w , e n t ã o  d izemos  que  v é a n c e s  

t r a l  de  w e  w d e s c e n d e n t e  - d e  v .  Como o  caminho d e  comprimen- 

t o  z e r o  s e  c o n s t i t u i  a p e n a s  p o r  u m  Único v é r t i c e ,  t o d o  v é r t i -  

c e  é s e u  d e s c e n d e n t e  e  também s e u  a n c e s t r a l .  Sendo a s s i m ,  s e  

f o r  i m p o r t a n t e  a s s i n a l a r  que v e  w s ã o  v é r t i c e s  d i s t i n t o s ,  a  

denominação  a  e l e s  a t r i b u í d a  vem s e g u i d a  da  p a l a v r a  p r ó p r i o .  

No d i g r a f o  D1 d a  f i g u r a  ( I . 2 . 3 ) ,  v 1 , v 5  e  v 3  : s ã o  a n c e s t r a i s  



p r õ p r i o s  d e  v 2  q u e ,  p o r  s u a  v e z , é  d e s c e n d e n t e  p r ó p r i o  d o s  c i t a  

d o s  v é r t i c e s .  

Podemos a t r i b u i r  o r i e n t a ç õ e s  à s  a r e s t a s  d e  um g r a f o  

e  o b t e r  u m  d i g r a f o .  Na f i g u r a  ( I .  2 .3 )  e n c o n t r a m o s  o s  g r a f o s  G1 e  G 2  

e  d u a s  o r i e n t a ç õ e s  a c T c l  i c a s  d e l e s  q u e  r e s u l t a r a m  n o s  d i g r a f o s  

a c í c l i c o s  D 1  e  D 2 .  Dizemos  q u e  u m  d i g r a f o  a c í c l i c o  é t r a n s i t i  - 

v o  s e  a  p r e s e n ç a  d a s  a r e s t a s  ( v , w )  e  ( w , u )  a c a r r e t a  a  p r e s e n -  
7 

ç a  d a  a r e s t a  ( v , u ) .  E um d i g r a f o  a c i c l  i c o  é a n t i - t r a n s i t i v o  

s e  a  p r e s e n ç a  d a s  a r e s t a s  ( v , w )  e  ( w , u )  i m p l i c a  na a u s ê n c i a  

d a  a r e s t a  ( v , u ) .  O d i g r a f o  D 2  d a  f i g u r a  ( 1 . 2 . 3 )  é t r a n s i t i v o  

v  > d e  c o m p r i m e n t o  2  p o i s  e l e  p o s s u i  a p e n a s  o  c a m i n h o  < v l  , v 5 ,  

e  como podemos  o b s e r v a r  ( v l  , v 4 )  é uma d e  s u a s  a r e s t a s .  P o r t a n  
- 

t o ,  a  o r i e n t a ç ã o  i m p o s t a  à s  a r e s t a s  d e  G p a r a  o b t e r  D 2  e  uma 
2 

o r i e n t a ç ã o  t r a n s i t i v a .  P o r é m ,  o  d i g r a f o  D l  é a n t i - t r a n s i t i v o  

e  e l e  r e s u l t a  d e  uma - o r i e n t a ç ã o  a n t i - t r a n s i t i v a  d e  G já q u e  1' 
o s  c a m i n h o s  < v 1  , v 5  , v 3 >  e  <v  5  y V 3  ' v 2  > s ã o  o s  ú n i c o s  d e  c o m p r i -  

m e n t o  2  e  a s  a r e s t a s  ( v 1  , v 3 )  e  ( v 5 , v 2 )  n ã o  p e r t e n c e m  a  e l e .  

u m  g r a f o  é d e  - c o m p a r a b i l i d a d e  s e  e l e  a d m i t e  uma o r i -  

e n t a ç ã o  t r a n s i t i v a .  E ,  n a t u r a l m e n t e  ,um g t - a f o  é d e  a n t i - c o m p a -  

r a b i l  i d a d e  s e  a d m i t e  uma o r i e n t a ç ã o  a n t i - t r a n s i t i v a .  

Se < v l  , v 2 ,  . . . , v k >  é u m  c a m i n h o  d e  um d i g r a f o  a è í -  

c l i c o ,  q u a l q u e r  a r e s t a  ( v i , v . )  d e f i n i d a  p e l o s  v é r t i c e s  d o  c a  
J - 

m i n h o  e  q u e  n ã o  p e r t e n c e  a  e l e  é d e n o m i n a d a  - a r e s t a  i m p l i c i t a  

p o r  t r a n s i t i v i d a d e .  Deno tamos ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  p o r  D+(v , w )  

e  D - ( v , w )  o  d i g r a f o  r e s u l t a n t e  p e l a  i n c l u s ã o  e  e x c l u s ã o  d a  

a r e s t a  ( v , w )  em D .  O m a i o r  d i g r a f o  q u e  podemos o b t e r  d e  D 

q u a n d o  e f e t u a m o s  s u c e s s i v a m e n t e  a  o p e r a ç ã o  D = D + ( v , w )  .sem - 

p r e  q u e  ( v , w )  t o r n a r - s e  uma a r e s t a  i m p l y c i t a  p o r  t r a n s i t i v i d a  - 

d e  é d e n o m i n a d o  f e c h o  t r a n s i t i v o .  E o  m e n o r  d i g r a f o  q u e  p o d e  - 



mos o b t e r  d e  D q u a n d o  e f e t u a m o s  s u c e s s i v a m e n t e  a  o p e r a ç ã o  

D = D - ( v  , w )  s e m p r e  q u e  ( v , w )  f o r  uma a r e s t a  i m p l i c i t a  p o r  

t r a n s i  t i v i d a d e  é d e n o m i n a d o  r e d u ç ã o  t r a n s i t i v a .  A f i g u r a  

( 1 . 2 . 4 )  a p r e s e n t a  o  d i g r a f o  D ,  s e u  f e c h o  t r a n s i t i v o  D 1  e tam - 

bém s u a  r e d u ç ã o  t r a n s i t i v a  D 2 .  

F i g u r a  1 . 2 . 4 .  

Um g r a f o  é c o m p l e t o  s e  e x i s t e  uma a r e s t a  p a r a  c a d a  

p a r  d e  s e u s  v é r t i c e s .  U m  g r a f o  c o m p l e t o  d e  n  v é r t i c e s  é d e n o  - 

t a d o  p o r  K n .  O c o m p l e m e n t o  d e  um g r a f o  G ,  é o  g r a f o  G c o n s t i -  

t u 7 d o  p e l o  mesmo c o n j u n t o  d e  v é r t i c e s  d e  G e  c u j o  c o n j u n t o  d e  

a r e s t a s  ê f o r m a d o  p e l o s  p a r e s  n ã o  o r d e n a d o s  d e  v é r t i c e s  d i s  - 

t i n t o s  ( v , w )  q u e  n ã o  d e f i h e m  a r e s t a  a l g u m a  em G .  
d 

A u n i ã o  d e  d o i s  g r a f o s  G 1  (V1 , E , )  e  G 2 ( V 2 , E 2 )  e um 

g r a f o  G ( V , E )  t a l  q u e  V = V I  U V 2  e  E = E l  U E 2 .  Na f i g u r a  
- 

( 1 . 2 . 5 )  podemos  o b s e r v a r  o s  g r a f o s  G ,  G e  K 5  = G U G. 



Figura  1 . 2 . 5 .  

Uma -- c l i q u e  de um g r a f o  G é u m  c o n j u n t o  de  v é r t i c e s  

que induz u m  s u b g r a f o  comple to  de G .  Enquanto que u m  c o n j u n t o  

independen te  d e  v é r t i c e s  de G é a q u e l e  c u j o s  elementos são dois a  

d o i s  não a d j a c e n t e s .  Ev iden temen te ,  uma c l i q u e  de G é um con - 

j u n t o  independen te  em G e  v i c e - v e r s a .  A c l i q u e  { v l  ,v3 , v 4 }  de 

G é um c o n j u n t o  independen te  em G ,  conforme podemos v e r  na f i  - 

g u r a  ( I m 1 2 . 5 ) .  

Uma c l i q u e  de G é maximal s e  não e x i s t e  nenhuma ou - 

t r a  c1 ique  de G que a  contém. 

Uma c l i q u e  de  G é máxima s e  G não possui  o u t r a  clique 

de  c a r d i n a l  idade  s u p e r i o r  à d e l a .  Os c o n c e i t o s  de  c o n j u n t o  i n  - 

dependente  maximal e  máximo s ã o  a n ã l o g o s .  

U m  g r a f o  G(V,E) é b i p a r t i d o  s e  seu c o n j u n t o  de  v e r t i  - 

c e s  puder  s e r  p a r t i c i o n a d o  em d o i s  s u b c o n j u n t o s  V 1  e  V 2 ,  t a i s  

que toda  a r e s t a  de G c d e f i n i d a  por u m  v é r t i c e  de V 1  e  o u t r o  



de  V 2 .  Nos g r a f o s  b j p a r t i d o s  p a r a  o s  q u a i s  E # , t o d a  c l i q u e  

mãxima tem c a r d i n a l  i d a d e  2 .  

Os p rob l emas  q u e  v e r i f i c a m  a  e x i s t ê n c i a  d e  uma c l i  - 

que e  de  um c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  de  tamanho K ,  K > O ,  em um 

g r a f o  a r b i  t r ã r i  o , s ã o  NP-comple tos .  E n t r e t a n t o  e l e s  fo r am r e -  

s o l v i d o s  em tempo p o l i n o m i a l  p a r a  a lgumas  c l a s s e s  d e  g r a f o s  

n a s  q u a i s  a  d o s  g r a f o s  c i r c u l a r e s  s e  i n c l u i .  O mesmo o c o r r e  

com o  prob lema de v e r i f i c a r  s e  u m  g r a f o  G pos su i  u m  c i c l o  ha - 

m i l t o n i a n o ,  i s t o  é,  u m  c i c l o  que p a r t e  d e  um v é r t i c e  a r b i t r á -  

r i o  do g r a f o  e  n e l e  s e  r e t o r n a  p a s s a n d o  por  t o d o s  o s  dema i s  

v é r t i c e s  e x a t a m e n t e  uma v e z .  

Dois  g r a f o s  G 1  ( V 1  , E 1 )  e  G2(V2 ,E2)  s ã o  d i t o s  i s o m o r -  

f o s ,  s e ,  e  somente  s e , l V 1 /  = I V 2 1  e  e x i s t i r  umafunção b i u n i v o  - 
- 

c a  f :  V 1  + V 2 ,  t a l  que a  e x i s t ê n c i a  d a  a r e s t a  ( v , w )  em E 1  e  

c o n d i ç ã o  n e c e s s á r i a  e s u f i c i e n t e  p a r a  a  p r e s e n ç a  d e  ( f ( &  

f ( w ) )  em E 2 .  O p rob lema de v e r i f i c a r  s e  d o i s  g r a f o s  s ã o  i s o -  

m o r f o s  é c o n h e c i d o  como I somor f i smo  d e  G r a f o s  e permanece em 

a b e r t o  p a r a  g r a f o s  a r b i t r á r i o s .  

Ex i s t em o u t r o s  p rob l emas  que  s ã o  NP-completos p a r a  

g r a f o s  a r b i t r á r i o s  e  que  não o b t i v e r a m  s o l u ç õ e s  p a r t i c u l a r e s  

p a r a  o s  c i r c u l a r e s .  Nos c a s o s  a b a i x o  K é u m  i n t e i r o  d a d o .  

- P a r t i ç ã o  p o r  C l i q u e  - No q u a l  p r o c u r a - s e  uma p a r t i ç ã o  do  

c o n j u n t o  de  v é r t i c e s  em K ou menos s u b c o n j u n t o s  d i s j u n t o s ,  

t a i s  q u e ,  c a d a  um d e l e s  s e j a  uma c l i q u e  do g r a f o .  

- - Con jun to  Dominante - Onde p r o c u r a d o  um s u b c o n j u n t o  V' , do  

c o n j u n t o  d e  v é r t i c e s  V ,  d e  c a r d i n a l i d a d e  menor ou i g u a l  a  K ,  

t a l  que t o d o s  o s  e l e m e n t o s  d e  V - V '  d e f i nam uma a r e s t a  com, 

p e l o  menos, u m  e1 emento de  V ' . 



- Tnd ice  C r o m á t i c o  - Nes t e  p rob lema p r o c u r a - s e  uma p a r t i ç ã o  do 

c o n j u n t o  de  a r e s t a s  em K ou menos s u b c o n j u n t o s  d i s j u n t o s ,  

t a i s  q u e ,  nenhum p a r  d e  a r e s t a s  de  u m  mesmo s u b c o n j u n t o  p o ~  

sua  u m  e x t r e m o  comum. 

F i n a l m e n t e ,  a i n d a  vamos c i t a r  o  p rob lema do Número 

Cromá t i co  d e  u m  g r a f o .  S e j a  C = { C 1 , C 2 ,  . . .  , C K l  u m  c o n j u n t o  

d e  c o r e s .  Uma c o l o r a ç ã o  d e  um g r a f o  G é uma a t r i b u i ç ã o  d e  a l g u  

ma c o r  de  C p a r a  c a d a  v é r t i c e  d e  V ,  de  t a l  modo que  d o i s  v e r t i  - 
d 

c e s  a d j a c e n t e s  não tenham a  mesma c o r .  Uma K - c o l o r a ç ã o  e  uma 

c o l o r a ç ã o  na q u a l  u t i l i z a - s e  u m t o t a l  d e  K c o r e s .  O número cromã- 

t i c o  de  u m  g r a f o  G é o  menor número d e  c o r e s  K ,  . p a r a  o  qua l  

e x i s t e  uma K - c o l o r a ç ã o  d e  G .  O p rob lema da d e t e r m i n a ç ã o  d o  nÚ - 

mero c r o m á t i c o  de  um g r a f o  c i r c u l a r  é NP-completo .  



- 
S e j a  C(Y1 ,V2.  . . . , v , )  u m  d i a g r a m a  c i r c u l a r  q u e  s e  

c o n s t i t u i  d e  um c ' i r c u l o  e  ,um c o n j u n t o  n ã o  v a z i o  d e  c o r d a s , t a i s  

q u e  d u a s  c o r d a s  d i s t i n t a s  d o  d i a g r a m a ,  v i  e  v  n u n c a  c o m p a r t i  
j ' - 

I ham d e  um mesmo e x t r e m o .  E n t ã o , p o d e m o s  a f i r m a r  q u e  ou v i  e v  
j 

têm u m  p o n t o  em comum ou e l a s  n ã o  s e  i n t e r c e p t a m .  
- 

Podemos a s s o e i  a r  a o  d i a g r a m a  C ( v l  ,v2 , . . . . v n )  um g r a  - 

f o  G ( V , E ) ,  d e n o m i n a d o  g r a f o  c i r c u l a r ,  a s s i m  d e f i n i d o :  

. V = {vi/vi  é uma c o r d a  d o  d i a g r a m a }  

. E = I ( v i , v .  ) /Vi  e  7 s ã o  c o r d a s  q u e  s e  i n t e r c e p t a m }  
J j 

A f i g u r a  ( 1 1 . 1  . l )  a p r e s e n t a  um d i a g r a m a  c i r c u l a r  d e  

c i n c o  c o r d a s  e  o g r a f o  c i r c u l a r  a s s o c i a d o  a  e l e .  

F i g u r a  1 1 . 1 . 1  



A t r a v é s  d e  s u a  d e f i n i ç ã o ,  v e r i f i c a m o s  q u e  o s  g r a f o s  

c i r c u l a r e s  s ã o  g r a f o s  d e  i n t e r s e ç ã o  s e  c o n s i d e r a r m o s  como f a  

f a m i l i a  d e  c o r d a s  sem e x t r e m o s  comuns em u m  c T r c u l o .  

A f i g u r a  ( 1 1 . 1 . 2 )  i l u s t r a  o  g r a f o  c i r c u l a r  G 1  q u e  p o s  - 

s u i  um Ü n i c o  d i a g r a m a  c i r c u l a r  q u e  o  d e r i v a ,  o  C 1 .  J á  o  g r a f o  

c i r c u l a r  G 2  = G 1  - ( v l  , v 5 )  p o d e  s e r  g e r a d o  p e l o s  d i a g r a m a s  C, 



S e  a g o r a  a d i c i o n a r m o s  um novo  v é r t i c e  a o  g r a f o  . G 1  e  

t o d a s  a s  a r e s t a s  d e f i n i d a s  p o r  e s t e  Ú l t i m o  e  c a d a  um d o s  demais 

v é r t i c e s  d o  g r a f o ,  vamos o b t e r  o  g r a f o  G 3  r e p r e s e n t a d o  n a  f i g u  - 

r a  ( 1 1 . 1 . 3 ) .  Embora n ã o  t e n h a m o s  a p r e s e n t a d o  a  j u s t i f i c a t i v a  

t e ó r i c a  d a  u n i c i d a d e  d o  d i a g r a m a  c i r c u l a r  q u e  g e r a  o  g r a f o  G 1 ,  

d e m o n s t r a d o  p o r  BUCKINGHAM em ( 6 ) ,  t a l  d i a g r a m a  e s t á  c o n t i d o  

na f i g u r a  a n t e r i o r .  P a r a  q u e  e l e  s e  i g u a l e  a o  d i a g r a m a  d o  q u a l  

G 3  s e  d e r i v a ,  f a l t a - l h e  a  c o r d a  V6.  S e n d o  o  v é r t i c e  v 6  a d j a c e n  - 

t e  a o s  d e m a i s  v é r t i c e s  d o  g r a f o , a  c o r d a  i6 d e v e r á  i n t e r c e p t a r  

t o d a s  a s  o u t r a s  c o n t i d a s  n o  d i a g r a m a .  P o r é m ,  r e a l i z a r  e s t a  t a  - 
- 

r e f a ,  como p o d e  s e r  o b s e r v a d o ,  e  i m p o s s i v e l .  A s s i m ,  o  g r a f o  G 3  

n ã o  é g e r a d o  p o r  d i a g r a m a  c i r c u l a r  a l g u m  e  p o r  e s t a  r a z ã o  e l e  

não  é c i r c u l a r .  

F i g u r a  1 1 . 1 . 3 .  

A s e g u i r ,  a p r e s e n t a r e m o s  d a d o s  r e l a c i o n a d o s  com a s  

c a r a c t e r i z a t õ e s  e  a l g o r i  tmos  p a r a  o  r e c o n h e c i m e n t o  d e  g r a f o s  

c i r c u l a r e s .  E V E N  e  ITAI em ( 8 )  d e m o n s t r a m  q u e  o  g r a f o  c o n s t r u y  - 

d o  a  p a r t i r  d e  a l g u n s  c r i t é r i o s  e s t a b e l e c i d o s  d u r a n t e  o  p r o c e s  - 

s o  d e  o r d e n a ç ã o  d o s  e l e m e n t o s  d e  um c o n j u n t o  N , s e g u n d o  uma p e r  - 



mutação  P ,é  um g r a f o  c i r c u l a r .  Comentaremos der ta lhadamente  e s  - 

t e  a r t i g o  na s e ç ã o  1 1 . 4 .  

FOUNIER em ( 1 0 )  f a z  a  c a r a c t e r i z a ç ã o  de  g r a f o s  c i r c u -  

l a r e s  envo lvendo  o  c o n c e i t o  de  r e l a ç ã o  de ordem que  tem cone  - 

xão com o s  g r a f o s  de comparab i  1  i d a d e .  J á  FRAYSSEIX em ( 1  1  ) e 

(1  2 )  a p r e s e n t a  d u a s  c a r a c t e r i z a ç õ e s  p a r a  o s  g r a f o s  c i r c u l a r e s .  

No p r i m e i r o  t r a b a l h o , e l e  i d e n t i f i c a  a q u e l e s  que  s ã o  b i p a r t i d o s  

usando  p r o p r i e d a d e s  do c o n j u n t o  de v i z i n h o s  d e  um v é r t i c e ,  en - 

q u a n t o  que ,  no segundo ,  d e d i c a  seu  e s t u d o  a o s  g r a f o s  c i r c u l a r e s  

g e r a i s .  

B o U C H E T  em ( 5 )  d e s c r e v e  u m  a l g o r i t m o  O ( n 5 )  p a r a  v e r i -  

f i c a r  s e  um g r a f o  dado  6 c i r c u l a r  usando  uma t é c n i c a  p a r a  de-  

compô- lo .  E s t a  também f o i  a  e s t r a t é g i a  u t i l i z a d a  por  G A B O R  e  co - 

l a b o r a d o r e s  em ( 1 3 )  o s  q u a i s  o b t i v e r a m  um r e s u l t a d o  m a i s  s a t i s  - 

f a t ó r i o :  um a l g o r i t m o  O ( n . m )  c a p a z  de r e c o n h e c e r  o s  g r a f o s  c i r  - 

c u l a r e s .  Nes t e  a r t i g o ,  a i n d a  encon t r amos  a l g u n s  g r a f o s  c i r c u l a  - 

r e s  que s ã o  g e r a d o s  p o r  d i a g r a m a s  c i r c u l a r e s  que possuem uma 

Única  r e p r e s e n t a t i v i d a d e .  BUCKINGHAM em ( 6 )  também t r a t a  d e s t e  

a s s u n t o  e  a i n d a  a p r e s e n t a  a l g u n s  s u b g r a f o s  p r o i b i d o s  d o s  g r a  

f o s  c i r c u l a r e s ,  embora não es tabe4 ;eça  nenhuma c a r a c t e r i z a ç ã o  pa - 

r a  e l e s .  



Uma s e q u ê n c i a  c i r c u l a r  é c o n s t i t u ? d a  p o r  um número  f i  
A 

n i t o  d e  e l e m e n t o s ,  na q u a l  c a d a  u m  d e l e s  o c o r r e  e x a t a m e n t e  

d u a s  v e z e s .  A q u i ,  n ó s  a s  u t i l i z a r e m o s  em s u b s t i t u i ç ã o  a o s  d i a  
A 

g r a m a s  c i r c u l a r e s  j á  q u e  d e l e s  podem s e r  o b t i d a s  f a c i l m e n t e .  

C o n s i d e r e m o s  um d i a g r a m a  c i r c u l a r  com n  c o r d a s .  E s c o -  

l h e n d o  u m  p o n t o  a r b i t r á r i o  em um d o s  2n a r c o s  d o  c i r c u l o  d e f i  - 

n i d o s  p e l a s  c o r d a s  e  p e r c o r r e n d o  e s t e  c i r c u l o  em q u a l q u e r  um 

d o s  s e n t i d o s ,  d i g a m o s  o  a n t i - h o r á r i o ,  a t é  q u e  o  p o n t o  i n i c i a l  

s e j a  n o v a m e n t e  a t i n g i d o ,  t e r e m o s  p a s s a d o  p e l o s  d o i a  e x t r e m o s  

d e  c a d a  c o r d a  d o  d i a g r a m a .  S e  d u r a n t e  e s t e  t r a j e t o ,  r o t u l a r m o s  

o s  e x t r e m o s  d a  i - é s i m a  c o r d a  e n c o n t r a d a  com o  número  i  e  no f i  
A 

n a 1  d a  p p e r e g ã o  t r a n s c r e v e r m o s  e s t e s  r ó t u l o s  n a  mesma o r d e m  em 

q u e  o s  p o n t o s  a  e l e s  c o r r e s p o n d e n t e s  f o r a m  v i  s i  t a d o s ,  t e r e m o s  

f o r m a d o  uma s e q u ê n c i a  c i r c u l a r .  

A f i g u r a  ( 1 1 . 2 . 1 )  i l u s t r a  v ã r i a s  d a s  e t a p a s  s e g u i d a s  

p a r a  o b t e r m o s  uma s e q u ê n c i a  c i r c u l a r  S  d o  d i a g r a m a  c i r c u l a r  d a  - 

d o .  

E v i d e n t e m e n t e , a  mudança  d o  p o n t o  i n i c i a l  p a r a  qualquer  

um d o s  2n-1  a r c o s  ou  mesmo s e  p e r c o r r e r m o s  o  c T r c u l o  no  o u t r o  

s e n t i d o , v a m o s  o b t e r  um t o t a l  d e  4n s e q u ê n c i a s  c i r c u l a r e s  q u e  

a p e s a r  d e  não  s e r e m  n e c e s s a r i  a m e n t e  i d ê n t i c a s  s ã o  e q u i v a l e n t e s  

p o r  e s t a r e m  a s s o c i a d a s  a o  mesmo d i a g r a m a .  

A p r o v e i t a n d o  a  s e q u ê n c i a  c i r c u l a r  1 1 2 3 3 4 2 1 4 1 ,  vamos d e  A 

- 
f i n i r  o  q u e  e  s u b s e q u ê n c i a  e  a p r e s e n t a r  d u a s  s u b s e q u ê n c i a s  

e s p e c i a i s .  



-- 

F i g u r a  1 1 . 2 . 1 .  

SI é uma subsequência de S se t o d o s  o s  s e u s  e l e m e n t o s  
- 

p e r t e n c e r e m  a  S  e , a l ém  d i s s o  o c o r r e r e m  na mesma ordem que na 

s e q u ê n c i a  S .  S I 1  = 112341 ,  S I 2  = 11221 1 e  S I 3  = 134211 s ã o  s u b  - 
d 

s e q u ê n c i a s  de S .  A s u b s e q u ê n c i a  S I 2  e  denominada c o m p l e t a  p o r  

que  c a d a  u m  de s e u s  e l e m e n t o s  oco r r em e x a t a m e n t e  d u a s  v e z e s ,  
d 

e n q u a n t o  que  S I g  e  uma s u b s e q u ê n c i a  c o n t i g u a  j á  que e s t ã o  p r e  

s e n t e s  n e l a  t o d o s  o s  e l e m e n t o s  de S e n t r e  o  p r i m e i r o  e  Ül timo 

e l e m e n t o s  de S ' . A  s u b s e q u ê n c i a  S I l  não é c o m p l e t a  nem c o n t i g u a .  
3 

Cons ide r emos  a g o r a  uma r e t a  T e  n e l a  vamos m a r c a r  2n 

p o n t o s .  R o t u l a n d o  o s  p o n t o s  de T da  e s q u e r d a  p a r a  a  d i r e i t a , d e  



f o r m a  q u e  a o  i - é s i m o  p o n t o  s e j a  a t r i b u y d o  o  i - e s i m o  e l e m e n t o  

d a  s e q u ê n c i a  c i r c u l a r  S ,  t e r e m o s  o b t i d o  uma c o l e ç ã o  d e  i n t e r v a  - 

1 0 s  s o b r e  a  r e t a  Ty c a d a  um de1e .s  l i m i t a d o  p o r  p o n t o s  d e  mesmo 

r ó t u l o .  A f i g u r a  ( 1 1 . 2 . 2 )  a p r e s e n t a  a  r e t a  V ,  o i t o  d e  s e u s  pon  - 

t o s  r o t u l a d o s  como o s  e l e m e n t o s  d a  s e q u ê n c i a  c i r c u l a r  

S  = 1123342141 e  o s  i n t e r v a l o s  q u e  e l e s  d e t e r m i n a m .  

F i g u r a  1 1 . 2 . 2 .  

Como d o i s  i n t e r v a l o s  q u a i s q u e r  d e  T possuem e x t r e m o s  

d i  s t i n t o s ,  c a d a  p a r  d e s t e s  i n t e r v a l o s  s a t i s f a z  a  , exa t amen te ,uma  

d a s  s e g u i  n t e s  p r o p r i  e d a d e s :  

( i )  -- S o b r e p o s i ç ã o :  Ps  - Os d o i s  i n t e r v a l o s  s e  i n t e r c e p t a m , m a s  

nenhum e s t á  c o n t i d o  no o u t r o .  

( i i )  I n c l u s ã o :  P I  - U m  d o s  i n t e r v a l o s  e s t á  i n c l u i d o  no o u t r o .  

( i i i )  D i s j u n ç á o :  PD - Os d o i s  i n t e r v a l o s  possuem i n t e r s e ç ã o  v a  - 

z i a .  

Na f i g u r a  ( 1 1 . 2 . 2 )  o s  s e g u i n t e s  p a r e s  d e  i n t e r v a l o s  

obedecem a  p r o p r i  e d a d e :  



( i )  P S  - 1  e  4 ,  2 e  4 .  

( i i )  P I  - 1  e 2 ,  2  e 3 ,  3  e  1 .  

( i i i )  P D  - 3  e  4 .  

Vamos r e p r e s e n t a r  por  x P  y ,  xPIy e  xPDy c a s o  os i n t e r  S - 

v a l o s  x e  y  s a t i s f a ç a m ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  a s  p r b p r i e d a d e s  de s o  

b r e p o s i ç ã o ,  de i n c l u s ã o  e  de d i s j u n ç ã o .  

S e j a  U o  c o n j u n t o  de t o d o s  os p a r e s  não o rdenados  

constitu'?dos por  e l emen tos  d i s t i n t o s  do c o n j u n t o  I  de i n t e r v a -  

l o s  r e p r e s e n t a d o s  em T .  Consideremos os  s u b c o n j u n t o s  de U :  

Assim, A n B n C = g  e A U B U C = U .  

Fazendo c o r r e s p o n d e r  a cada i n t e r v a l o  de  I  u m  v é r t i -  

c e  de V ,  e  c o n s i d e r a n d o  como c o n j u n t o  de a r e s t a s  A ,  A U B e  C 

d e f i n i m o s  os  g r a f o s  a  s e g u i r :  

G(V,A) - g r a f o  s o b r e p o s t o  

G(V , A  U B )  - g r a f o  i n t e r v a l a d o  

G(V,3C) - complemento do g r a f o  i n t e r v a l a d o  

A f i g u r a  ( 1 1 2 . 3 )  i l u s t r a  o s  t r ê s  g r a f o s  d e f i n i d o s  pe 
1 0  c o n j u n t o  de i n t e r v a l o s  d a .  s e q u ê n c i a  c i r c u l a r  S = 1123342141. 



F i g u r a  1 1 . 2 . 3 .  

Como podemos  o b s e r v a r ,  o  g r a f o  s o b r e p o s t o  G ( V  , A )  5 

g r a f o  c i r c u l a r  q u e  d e r i v a  do d i a g r a m a  c i r c u l a r  d a  f i g u r a  ( I I . 2 . 1 ) ,  

d o  q u a l  a  s e q u ê n c i a  S f o i  o b t i d a .  I s t o  p o d e  s e r  c o n s t a t a d o  c o n  - 

s i d e r a n d o  q u e  c a d a  i n t e r v a l o  d e  T c o r r e s p o n d e  a  uma c o r d a  d o  

d i a g r a m a  e  s e n d o  a  e  b  d u a s  c o r d a s  q u e  s e  i n t e r c e p t a m ,  q u a n d o  

p e r c o r r e m o s  o  c i r c u l o  p a r a  a  o b t e n ç ã o  d e  S ,  v i s i t a m o s  s e u s  e x  - 

t r e m o s  n e s t a  o r d e m :  a , b , a , b  s u p o n d o  o  r ó t u l o  a  m e n o r  q u e  b. 

Na r e t a  o s  i n t e r v a l o s  c o r r e s p o n d e n t e s  a  e s t a s  c o r d a s  s a t i s f a -  

zem a  p r o p r i e d a d e  d e  s o b r e p o s i ç ã o .  P o r  o u t r o  l a d o , s e  d o i s  i n  - 

t e r v a l o s  a  e  b  s a t i s f a z e m  a  p r o p r i e d a d e  d e  i n c l u s ã o  ou d e  d i s  - 

j u n ç ã o , e l e s  n ã o  d e f i n e m  uma a r e s t a  no g r a f o  s o b r e p o s t o  e  na s e  - 

q u ê n c i a  c i r c u l a r ,  s e u s  e x t r e m o s  o c o r r e m  n e s t a  o rdem . a b b a ,  s e  

a P I b  ou na ordem a a b b  c a s o  a P D b ,  s u p o n d o  q u e  a  b.  f e n d o  a s  - 
4 

s i m ,  t a i s  i n t e r v a l o s  c o r r e s p o n d e m  a  c o r d a s  c u j a  i n t e r s e ç ã o  e  

v a z i a , l o g o , a  a r e s t a  d e f i n i d a  p e l o s  v é r t i c e s  a  e  b também n ã o  

s e  e n c o n t r a  no g r a f o  c i r c u l a r .  

Podemos a g o r a  c o n s t r u i r  o  g r a f o  c i r c u l a r  a  p a r t i r  d a  

s e q u ê n c i a  c i r c u l a r  S q u e  r e p r e s e n t a  o  d i a g r a m a  d o  q u a l  e l e  s e  

d e r i v a  i n d e p e n d e n t e m e n t e  d a  r e t a  T .  P a r a  i s t o  vamos  d e n o t a r  



p o r  S i  o  e l e m e n t o  que s e  e n c o n t r a  na i - é s i m a  p o s i ç ã o  d a  s equên  - 

tia S  e  s e  a é u m  d o s  i n t e r v a l o s  d e  S ,  S" ( E ( a ) )  e  S-I  ( D ( a ) )  

são,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  a s  p o s i ç õ e s  ocupadas  p e l o  ex t r emo  esquerdo 

e  p e l o  d i r e i t o  d e  a .  

Assim,  c a d a  v é r t i c e  do c o n j u n t o  V do  g r a f o  c i r c u l a r  

G ( V , E )  c o r r e s p o n d e  a  um e  ú n i c o  i n t e r v a l o  de S  e  d o i s  v é r t i c e s  

v e  w ,  v < w ,  de f inem uma de s u a s  a r e s t a s  s e ,  .- e s o m e n t e  s e ,  

Cons ideremos  uma pe rmu tação  P = < P ( 1  ) , P ( 2 )  ,. . . , P ( n ) >  

d o s  e l e m e n t o s  do c o n j u n t o  N = (1  , 2 ,  . . . , n ) .  Podemos c o n s t r u i r  

um g r a f o  G ( V , E ) ,  a  p a r t i r  de  P ,  r o t u l a n d o  c a d a  u m  d e  s e u s  v é r t i  - 

c e s  com um e l e m e n t o  do c o n j u n t o  N e  f a z e n d o  seu  c o n j u n t o  de  

a r e s t a s  i g u a l  ao d o s  p a r e s  não  o r d e n a d o s  ( i , j )  de  e1 ementos  d e  

N ,  t a i s  q u e :  ( i - j ) ( ~ - l  ( i )  - P - '  ( j )  < 0, onde P" ( i )  d e n o t a  a  

p o s i ç ã o  ocupada  po r  i  em P .  E s t e  g r a f o  é denominado G r a f o  de  

Permutação  e  n e s t a  s e ç ã o  abo rda remos  a  r e l a ç ã o  e x i s t e n t e  e n 6 r e  

e s t a  c l a s s e  d e  g r a f o s  e  a  d o s  g r a f o s  c i r c u l a r e s .  

S e j a  P = < 2 , 5 , 4 , 1  , 3 > ,  o  g r a f o  d e  pe rmu tação  a s s o c i a d o  

a  P pode s e r  v i s t o  na f i g u r a  ( 1 1 . 3 . 1 ) .  



F i g u r a  1 1 . 3 . 1 .  

Os g r a f o s  de  permutação  foram c a r a c t e r i z a d o s  p o r  E V E N  

e  c o l a b o r a d o r e s  em ( 9 )  e ,  p a r a  a p r e s e n t a r m o s  o  r e s u l t a d o  o b t i d o  

po r  e l e s , n e c e s s i t a m o s  p r o v a r  a l g u n s  r e s u l t a d o s  p r e l i m i n a r e s .  

s e j a  G(V,E) um g r a f o  c u j o s  v é r t i c e s  s ã o  r o t u l a d o s  com 

o s  e l e m e n t o s  do c o n j u n t o  N = : :{ I  , 2 , .  . . , n ) .  Cons ideremos  a g o r a  

o s  c o n j u n t o s  de p a r e s  o r d e n a d o s :  E 1  = { ( i , j ) / i  < j e  i e  j de  - 

f i nem uma a r e s t a  de  G } e E 2 =  I ( i , j ) / i  > j e  i e  j não de f inem 

a r e s t a  alguma em G ) .  

Agora vamos d e f i n i r  d o i s  d i g r a f o s  D 1 ( V , E l r e  D 2 ( V . E 2 ) .  

Os d i g r a f o s  D 1  e  D 2  t ê m , r e s p e c t i v a m e n t e ,  como g r a f o s  subjacentes,  

o s  g r a f o s  G e  seu  complemento c. A f i g u r a  ( 1 1 . 3 . 2 )  contem o s  

d i g r a f o s  D ,  e  D 2  r e l a t i v o s  a o  g r a f o  G(V,E) da  f i g u r a  ( 1 1 . 3 . 1 ) .  



Figura  1 1 . 3 . 2 .  

Consideremos o s  s e g u i n t e s  lemas: 

L E M A  1 1 . 3 . 1  - U m  d i g r a f o  comple to  é a c i ' c l i c o  s e ,  e  somente se ,  

não c o n t i v e r  u m  c i c l o  de comprimento 3 .  

P R O V A  

Se o  d i g r a f o  é a c 7 c l i c o  é óbvio  que e l e  não t e r á  nenhum . c i c l o  

de t r ê s  v é r t i c e s .  Agora,  vamos s u p o r  que o  d i g r a f o  não s e j a  - a  

c i c l i c o  e  s e j a  C = < v 1  , v 2 ,  . . . , v X , v 1 >  seu c i c l o  de menor com - 
- .  

pr imen to .  Se R = 3  e n t ã o  o  teorema é v e r d a d e i r o .  Caso c o n t r a -  

r i o ,  a a r e s t a  e n t r e  o s  v é r t i c e s  v l  e  v 3  deve s e r  ( v 1  , v 3 )  Mas, 

s e  i s t o  o c o r r e , C  d e i x a  de s e r  o  c i c l o  de comprimento 'rn7nima, 

o  que é u m a  c o n t r a d i ç ã o .  

L E M A  1 1 . 3 . 2  - Se o s  d i g r a f o s  D 1 ( V . E 1 )  e  D 2 ( V , E 2 )  forem ambos 

t r a n s i t i v o s ,  e n t ã o  o  d i g r a f o  D(VyE1 U E2) é u m  d i g r a f o  comple - 

t o  a c i ' c l i c o .  



P R O V A  

Da d e f i n i ç ã o  dos  d i g r a f o s  D1 e  D 2  s egue  que D é um d i g r a f o  com - 

p l e t o .  Res ta-nos  p r o v a r  que e l e  é a c ? c l i c o .  De acordo  com o  Le - 

ma ( 1 1 . 3 . 1 )  se  e l e  não f o r  a c i c l i c o  e n t ã o  e l e  contém um t r i â n -  

g u l o  o r i e n t a d o ,  i s t o  é ,  um c i c l o  de comprimento 3 .  S e j a  

C = < a , b , c , a >  e s t e  c i c l o  e.,sem p e r d e r  a  g e n e r a l i d a d e ,  podemos 

supor  que a  < b < c  ou a  > b > c .  No p r i m e i r o  c a s o , a s  a r e s t a s  

( a , b )  e  ( b , c )  per tencem a  E l  e,como D 1  é t r a n s i t i v o ,  a  a r e s t a  

( a , c )  também p e r t e n c e  a  E 1  e , consequen temen te  , e l a  s e r á  uma ares - 

t a  do d i g r a f o  D .  I s t o ,  porém, c o n t r a d i z  a  h i p ó t e s e  de que ( c , a )  

é uma a r e s t a  de D por s e r  de D 2 .  No segundo c a s o ,  também s u r g e  

uma c o n t r a d i ç ã o  quando usamos o  Pa to  de D 2  s e r  t r a n s i t i v o .  

Bem, j ã  podemos a p r e s e n t a r  a  c a r a c t e r i z a ç ã o  dos  g r a  

f o s  de permutação que : se  resume no teorema a  s e g u i r .  

T E O R E M A  11 .3 .1  - G ( V , E )  é um g r a f o  de permutação s e ,  e  somente 

s e ,  o s  d i g r a f o s  D 1  (V , E 1  ) e  D2(V , E 2 )  forem t r a n s i t i v o s .  

P R O V A  -- 

Se G ( V  , E )  é um g r a f o  de permutação en tão ,  pa ra  q u a l q u e r  a r e s t a  

( i , j )  de  E ,  temos ( i - j ) ( p - l ( i )  - p - l ( j ) )  O .  I s t o  s i g n i f i c a  

que:  
1  

= ( i j )  1 i  < j e  P m l ( i )  > P ( j ) }  e  



E f á c i l  v e r  q u e  D1 ( ' / , E 1 )  e  D2(V,E2)  s ã o  ambos t r a n s i t i v o s .  Agg 

r a ,  vamos  s u p o r  q u e  D ,  e  D e  s e j a m  t r a n s i t i v o s .  P e l o  Lema (11.3.2) 

s a b e m o s  q u e  D(V , E 1  U E 2 )  é u m  d i g r a f o  c o m p l e t o  a c i c l  i c o .  S e n d o  

D a c i c l  i c o ,  e l e  c o n t é m , p e l o  menos ,um s u m i d o u r o .  'Mas p o r  s e r  

também c o m p l e t o  e l e  c o n t é m  e x a t a m e n t e  um s u m i d o u r o .  

S e j a  S1 o  s u m i d o u r o  d e  D ,  o  d i g r a f o  D - S1 também é c o m p l e t o  e  

a c i c l i c o ,  l o g o  p o s s u i  um ú n i c o  s u m i d o u r o .  S e j a  S 2  e s t e  s u m i d o u  - 

r o .  O d i g r a f o  ( D  - S I ) - S 2  também é c o m p l e t o  e  a c í c l i c o  e  s e j a  

S3 O s e u  s u m i d o u r o .  R e p e t i n d o  s u c e s s i v a m e n t e  e s t a  o p e r a ç ã o ,  o b  - 

t e m o s  a  s e q u ê n c i a  < S I  . S 2 ,  . .  . , S n >  d e  s u m i d o u r o s  d e  D ,  

D - S I ,  . . .  ( ( 0  - S 1 )  - . . .  - S n - l  ) .  evidente mente,^ c o n j u n t o  

d e  a r e s t a s  d e  D ,  E 1  U E 2 ,  é f o r m a d o  p o r  t o d o s  o s  p a r e s  o r d e n a -  

d o s  ( S i , S . )  t a i s  q u e  i > j .  Como D1 ( V y E 1 )  e  D 2 ( V , E 2 )  s ã o  
J 

t r a n s i t i v o s ,  s e g u e  q u e  o  c o n j u n t o  d e  a r e s t a s  d e  u m  d e l e s  d e v e  

s e r  c o n s t i t u i d o  p e l a s  a r e s t a s  ( S i , S  . )  t a i s  q u e  S i  < S j  e  d o  ou 
J - 

t r o  com S i  > S  E n t ã o  
j .  

como G(VyE)  é o  g r a f o  s u b j a c e n t e  d e  D1(V,E1)  s e u  c o n j u n t o  d e  

a r e s t a s  é: 

j ã  q u e  s e u s  e l e m e n t o s  s ã o  p a r e s  n ã o  o r d e n a d o s .  Logo G ( V , E )  é o  

g r a f o  d e  p e r m u t a ç ã o  a s s o c i a d o  a  < S I  , S 2 ,  . . . , S n > .  



S e j a  P = < P ( n ) ,  P ( n - l ) ,  . .. , P ( 1 ) >  a  p e r m u t a ç ã o  i n  - 

v e r s a  d e  P e  s e j a  G 1  ( V 1  , E I )  o  g r a f o  de  pe rmu tação  a s s o c i a d o  a  
- 
P .  Sendo a s s i m ,  t emos :  

-- 1  - 
Mas 'como P ( i ) ,  que é a  p o s i ç ã o  ocupada  por  i em P ,  pode s e r  

e s c r i t a  como n + 1  - ~ ~ ' ( i ) ,  a  e x p r e s s ã o  

( i  - j )  ( ( i )  - ( )  < O t o r n a - s e  

( i  - j )  + 1  - P - I  ( i )  ( n  + 1  - P ( ) )  0 ou 

Mas E 1  = ( i )  / ( i  - j )  ( ( i )  - P ) )  > O é o  c o n j u n t o  

de  a r e s t a s  E do  complemento do g r a f o  G ( V , E ) ,  a s s o c i a d o  permu 
- 

t a ç ã o  P ,  e  como o  c o n j u n t o  d e  v é r t i c e s  d e  G 1  e  o  mesmo que o  

de  G d eduz imos  que G 1  ( V 1  , E 1  ) = E(v,È). 

Logo, o  complemento de  u m  g r a f o  d e  p e r m u t a ç ã o  a s s o c i a  - 
- 

do a  P também é d e  p e r m u t a ç ã o  e  é a s s o c i a d o  à p e r m u t a ç ã o  P ,  a  

i n v e r s a  de  P .  

Como podemos o b s e r v a r ,  o s  g r a f o s  de  p e r m u t a ç ã o  r e g i s  

t r a m , a t r a v é s  d e  s u a s  a r e s t a s , o s  p a r e s  d e  e l e m e n t o s  do  c o n j u n t o  

N que  ocupam ,na  p e r m u t a ç ã o ,  p o s i ç õ e s  i n v e r t i d a s  à q u e l a s  a c u p a  - 

d a s  po r  e l e s  quando  d i s p o s t o s  em ordem c r e s c e n t e .  I s t o  nos  su - 

g e r e  a  e i l abo ração  de  u m  d i a g r a m a  c o n t e n d o  d o i s  c o n j u n t o s  o r d e  - 

n a d o s .  No p r i m e i r o , c o l  ocamos o s  e1 emen tos  em ordem c r e s c e n t e  e  

no segundo,como e l e s  apai-ecem na p e r m u t a ç ã o  P .  E m  s e g u i d a ,  1  i g a  - 

mos o s  e l e m e n t o s  i g u a i s  nos d o i s  c o n j u n t o s .  O d i a g r a m a  a s s i m  

f o rmado  g e r a  um g r a f o  d e  i n t e r s e ç ã o  c u j o  c o n j u n t o  d e  v é r t i c e s  



- 
e  a s s o c i a d o  ao de s egmen tos  e  d o i s  d e  s e u s  v é r t i c e s  d e f i n e m  

uma a r e s t a  s e ,  e  s o m e n t e  s e ,  o s  s e g m e n t o s  a  e l e s  c o r r e s p o n d e n  - 

t e s  s e  i n t e r c e p t a m .  Mas, d o i s  s e g m e n t o s  v e  w s ó  s e  i n t e r c e p  - 

tam s e  e l e s  o c o r r e r e m  em ordem c o n t r á r i a  nos c o n j u n t o s  o r d e n a -  

d o s .  E s t e  g r a f o  g e r a d o  é o  d e  p e r m u t a ç ã o  a s s o c i a d o  a  P.  

A f i g u r a  ( 1 1 . 3 . 3 )  contém o  d i ag rama  da  p e r m u t a ç ã o  

F i g u r a  1 1 . 3 . 3 .  

Cons ideremos  um c í r a u l o  d i v i d i d o  po r  uma r e t a  x x ' .  Se  

mergu lha rmos  o s  e l e m e n t o s  do p r i m e i r o  c o n j u n t o  do d i a g r a m a  d e  

p e r m u t a ç ã o  no s e m i - c i r c u l o  s u p e r i o r ,  d a  e s q u e r d a  p a r a  a  d i r e i  - 

t a , e  s e  f i z e r m o s  o  mesmo com o s  e l e m e n t o s  do  s egundo  c o n j u n t o  

no s e m i - c i r c u l o  i n f e r i o r ,  quando l i g a r m o s  o s  e l e m e n t o s  i g u a i s  

d o s  d o i s  c o n j u n t o s , v a m o s  o b t e r  um d i a g r a m a  c i r c u l a r .  O g r a f o  

c i r c u l a r  que e l e  d e r i v a  é o  mesmo g r a f o  de p e r m u t a ç ã o  a s s o c i a -  

do a  P .  Porém, e s t e  diagrama c i r cu l a r  p o s s u i  uma c a r a c t , e r ? s  t i  ca  

que o  t o r n a  e s p e c i a l .  E que t o d a s  a s  s u a s  c o r d a s  podem s e r  i n -  
- 

t e r c e p t a d a s  s i m u l t a n e a m e n t e  po r  uma r e t a ,  a  x x ' .  Da?, o  porquê  

da  d e f i n i ç ã o  de  g r a f o  de  pe rmu tação  d e  R E A D  e  c o l a b o r a d o r e s  



em ( 2 3 )  q u e  d i z :  

Um g r a f o  c i r c u l a r  em c u j o  d i a g r a m a  pode  s e r  t r a ç a d a  

uma r e t a  q u e  i n t e r c e p t a  t o d a s  a s  s u a s  c o r d a s  s i m u l t a n e a m e n t e  

é d e n o n i n a d o  g r a f o  d e  p e r m u t a ç ã o .  Na f i g u r a  ( 1 1 . 3 . 3 )  e n c o n t r a  - 

mos o  d i a g r a m a  c i r c u l a r  a s s o c i a d o  à p e r m u t a ç ã o  P = < 2 , 5 , 4 , 1 , 3 > .  
- 

O g r a f o  G d a  f i g u r a  ( I I . 3 . 4 ) ,  e n t r e t a n t o ,  e  c i r c u l a r  

mas  n ã o  é d e  p e r m u t a ç ã o .  O b s e r v a n d o  o  d i a g r a m a  c i r c u l a r  d a  mes  - 

ma f i g u r a  c o n s t a t a m o s  q u e , c o m o  a  c o r d a  v  i n t e r c e p t a  t o d a s  a s  

o u t r a s  correspondentes  a o s  v é r t i c e s  a d j a c e n t e s  a  v ,  o s u b g r a f o  

d e  G i n d u z i d o  p e l o s  v g r t i c e s  d e  r ( v )  = { v )  U A ( v )  é um g r a f o  

d e  p e r m u t a ç ã o .  E1 i m i n a n d o  t o d a s ,  a s  c o r d a s  d o  d i a g r a m a  n ã o  c o r -  

r e s p o n d e n t e s  a o s  v é r t i c e s  d e  r ( v ) ,  v e r i f i c a m o s  q u e  é p o s s y v e l  

t r a ç a r  uma r e t a  x x '  q u e  i n t e r c e p t a  t o d a s  a s  c o r d a s  d o  n o v o  d i a  - 

g r a m a .  



Só o  f a t o  de o g r a f o  d e  p e r m o t a ç ã o  s e r  um g r a f o  c i r c u -  

l a r  e s p e c i a l ,  ou s a b e r  q u e  c a d a  s u b g r a f o  d e  um g r a f o  c i r c u l a r  

G i n d u z i d o  p e l o s  v é r t i c e s  d e  T ( v ) ,  Vv E V ( G )  ê u m  g r a f o  d e  p e r  - 

m u t a ç ã o ,  j ã  j u s t i f i c a r i a  a  i n c l u s ã o  d e s t a  c l a s s e  d e  g r a f o s  n e s  - 

t e  t r a b a l h o .  No e n t a n t o ,  a  r e l a ç ã o  e n t r e  o s  d o i s  g r a f o s  a i n d a  
- 
e  m a i s  i n t e n s a .  E V E N  e  ITAI em ( 8 )  d i s c u t e m  a l g u m a s  m a n e i r a s  

p a r a  e f e t u a r  a  o r d e n a ç ã o  d o s  e l e m e n t o s  d e  u m  c o n j u n t o  N s e g u n  - 

d o  uma p e r m u t a ç ã o  P .  A c a d a  uma d e l a s  e l e s  a s s o c i a m  um g r a f o  

c i r c u l a r .  D e d i c a r e m o s  a  p r õ x i m a  s e ç ã o  à a p r e s e n t a ç ã o  d e  a l g u n s  

d o s  r e s u l t a d o s  p o r  e l e s  o b t i d o s .  

S e j a  o  c o n j u n t o  N = { 1 , 2 ,  . . . ,  n )  e  s e j a  P  = < P ( l ) ,  

P ( 2 ) ,  , P ( n ) >  uma p e r m u t a ç ã o  d o s  e l e m e n t o s  d e  N .  Os a u t o -  

r e s  d e  ( 8 )  d i s c u t e m  o  p r o b l e m a  d e  o r d e n a r  o s  e l e m e n t o s  d e  N s e  - 

g u n d o  P , u t i l i z a n d o  um s i s t e m a  d e  f i l a s  e o u t r o  d e  p i l h a s  em p a  - 

r a l e 1 0  na s u a  s o l u ç ã o .  Most ram q u e  e s t e  p r o b l e m a  p o d e  s e r  t r a  - 

d u z i d o  como u m  p r o b l e m a  d e  c o l o r a ç ã o  d o s  g r a f o s  c o n s t r u 7 d o s  a  

p a r t i r  d e  c e r t a s  p r b p r i e d a d e s  i n e r e n t e s  a o s  d i s p o s i t i v o s  u t i  1  - i 

z a d o s .  

N e s t a  s e ç ã o  , e x p o r e m o s  o s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  p o r  e l e s  

q u a n d o  u t i l i z a m  u m  s i s t e m a  d e  p i l h a s  em p a r a l e l o ,  i l u s t r a d o  p e  - 

l a  f i g u r a  ( 1 1 . 4 . 1 ) .  



F i g u r a  1 1 . 4 . 1 .  

O s i s t e m a  de p i l h a s  em p a r a l e l o  s e  compõe d e :  

- uma f i l a  de e n t r a d a  que i n i c i a l m e n t e  armazena o s  e l emen-  

t o s  do c o n j u n t o  N .  

- uma f i l a  de saTda na qua l  o  r e s u l t a d o  f i n a l  s e r á  a rmaze-  

nado ,  ou s e j a ,  o s  e l e m e n t o s  do c o n j u n t o  N e s t a r ã o  na o r  - 

dem e s t a b e l e c i d a  p o r  P .  

- u m  c o n j u n t o  de  p i l h a s  em p a r a l e l o .  

Nes t e  s i s t e m a  s ã o  p e r m i t i d o s  d o i s  movimentos:  



( i )  m-over o  p r i m e i r o  e l e m e n t o  d a  f i l a  d e  e n t r a d a  p a r a  o  t o p o  

d e  uma d a s  p i l h a s .  

( i i )  m o v e r  o  e l e m e n t o  q u e  o c u p a  o  t o p o  d e  uma d a s  p i l h a s  p a r a  

a  Ü1 t i m a  p o s i ç ã o  d a  f i l a  d e  s a í d a .  

Não é p e r m i t i d a ,  p o r t a n t o ,  a  t r a n s f e r ê n c i a  d e  u m  e l e  - 

m e n t o  d e  uma p i l h a  p a r a  o u t r a ,  bem como o  r e t o r n o  d e  um e l e m e n  - 

t o  d e  uma d a s  p i l h a s  p a r a  a f i l a  d e  e n t r a d a  ou a  r e t i r a d a  d e  

q u a l q u e r  e l e m e n t o  d a  f i l a  d e  s a í d a .  

Usando  e s t e  s i s t e m a , n Õ s  podemos  e f e t u a r  t a l  o r d e n a ç ã o  

a t r a v e s  d a  a p l i c a ç ã o  d o s  m o v i m e n t o s  ( i  ) e  ( i i )  r e p e t i d a s  vezes. 

Algumas  r e s t r i ' ç õ e s  s o b r e  a  a 1  t e r n â n c i a  ou n ã o  d e s t e s  movimen - 

t o s  podem s e r  f e i t a s .  C o n s i d e r a m o s  a q u i  d o i s  c a s o s :  

CASO 1  - C a r r e g a m e n t o  I r r e s t r i t o  

N e s t e  c a s o , n ã o  há a l t e r n â n c i a  d o s  m o v i m e n t o s .  P r i m e i r a m e n t e  o  

mov imen to  ( i )  é a p l i c a d o  n  v e z e s  e , e m   seguida,^ m o v i m e n t o  ( i i )  

p a s s a  a  s e r  a p l i c a d o  o  mesmo número  d e  v e z e s .  D e s t a  f o r m a ,  sÕ 

d e p o i s  q u e  t o d a  a  f i l a  d e  e n t r a d a  f o r  e s v a z i a d a  e  s e u s  e l e m e n  - 

t o s  e s t i v e r e m  d i s t r i b u 7 d o s  a d e q u a d a m e n t e  e n t r e  a s  p i l h a s  é q u e  

o  p r e e n c h i m e n t o  d a  f i l a  d e  s a i , d a  é i n i c i a d o .  

CASO 2  - C a r r e g a m e n t o  R e s t r i t o  a o  D e s c a r r e g a m e n t o  

Aqui ,  o s  m o v i m e n t o s  devem s e r  e m p r e g a d o s  d e  modo a  p e r m i t i r  a  

t r a n s f e r ê n c i a  d e  c a d a  e l e m e n t o  p a r a  a  f i l a  d e  s a T d a ,  t ã o  l o g o  

e l e  e s t e j a  d i s p o n i v e l  no t o p o  d e  uma d a s  p i l h a s .  

C o n s i d e r e m o s  como e x e m p l o  o  c o n j u n t o  N = ( 1  , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 )  e  a  

p e r m u t a ç ã o  P = <1 , 4 , 5 , 2 , 3 , 6 >  . A f i g u r a  ( 1 1 . 4 . 2 )  m o s t r a  a  c o n -  

f i g u r a ç ã o  d o  s i s t e m a  em c a d a  f a s e  d o  p r o c e s s o  d e  o r d e n a ç ã o  d e  



N s e g u n d o  P u t i l i z a n d o  c a r r e g a m e n t o  i r r e s t r i t o ,  e n q u a n t o  q u e  a  

f i g u r a  ( 1 1 . 4 . 3 )  i l u s t r a  a s  e t a p a s  d o  p r o c e s s o  q u a n d o  o  c a r r e g a  - 

m e n t o  d o  s i s t e m a  ê r e s t r i t o  a  s e u  d e s c a r r e g a m e n t o .  

, p a s s o  

F i g u r a  1 1 . 4 . 2  

f i l a  d e  e n t r a d a  

2 3 4 5 6  

3 4 5 6  

4 5 6  

5 6  

6  

f i l a  d e  s a ? d a  

1  

1 4  

1 4 5  

1 4 5 2  

1 4 5 2 3  

1 4 5 2 3 6  

p i l h a s  

I I ( U I I  

VJ 11 11 !-A 
12 13 11 1-J 
1 13 13 IA 
111 IU 11 
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I 1 2  1 I I 3  

l i  IL! I I 3  
11 13 ~~ 1-Y 
L 1  L! 12 Ll 
l-.-.uluu 
11 ~~ L! 1-2 
1-A L- l  11 ~~ 

-- 



F i g u r a  1 1 . 4 . 3  

Como podemos  o b s e r v a r , n o  p r i m e i r o  c a s o  f o r a m  n e c e s s ã -  

r i a s  q u a t r o  p i l h a s  p a r a  r e s o l v e r  o  p r o b l e m a ,  e n q u a n t o  q u e  no 

s e g u n d o  b a s t a r a m  d u a s .  S e  f i z e r m o s  r e s t r i ç ã o  q u a n t o  a o  n ú m e r o  

d e  p i l h a s  a  serem u t i l i z a d a s  s u r g e m  q u e s t õ e s  como e s t a s :  

- E p o s s i v e l  o r d e n a r  o s  e l e m e n t o s  d e  um c o n j u n t o  N s e g u n d o  

uma p e r m u t a ç ã o  P , u s a n d o  um s i s t e m a  d e  k p i l h a s  em p a r a l e  - 

l o ?  

- Qual  o  número  mTnimo d e  p i l h a s  c a p a z  d e  r e s o l v e r  o  p r o -  

b l  ema?  



E m  c e r t o s  c a s o s  podemos  r e s p o n d e r  t a i s  q u e s t õ e s  d e  

f o r m a  s i m p l e s ,  em o u t r o s ,  n ã o .  E s t a  f o i  a  c o n c l u s ã o  q u e  E V E N  

e  ITAI a p r e s e n t a r a m  em ( 8 ) .  

A s e g u i r ,  a p r e s e n t a r e m o s  a s  j u s t i f i c a t i v a s  t e ó r i c a s  

q u e  o s  l e v a r a m  a  t a l  c o n c l u s ã o ,  embora  t e n h a m o s  e m p r e g a d o  r e  - 

c u r s o s  d i f e r e n t e s  a o s  a p l i c a d o s  p o r  e l e s .  

D e f i n i m o s  uma f i l a  S S ,  i n i c i a l m e n t e  v a z i a ,  a  s e r  c o n s  - 

t r u T d a  d u r a n t e  o  p r o c e s s o  d e  o r d e n a ç ã o  d e  N s e g u n d o  P .  P a r a  c a  - 

d a  m o v i m e n t o  r e a l  i z a d o ,  i n s e r i m o s  em SS o  e l e m e n t o  q u e  f o i  

t r a n s f e r i d o ,  q u e r  s e j a  d a  f i l a  d e  e n t r a d a  p a r a  o  c o n j u n t o  d e  

p i l h a s  ou d e s t e  p a r a  a  f i l a  d e  s a r d a .  Quando a  f i l a  d e  s a r d a  

c o n t i v e r  o s  e l e m e n t o s  d e  N na ordem q u e  e l e s  e s t ã o  em P, SS c o n  - 

t e r á  t o d o s  o s  e l e m e n t o s  d e  N e  c a d a  um d e l e s  o c o r r e n d o  d u a s  v e  - 

z e s .  Logo SS é uma s e q u ê n c i a  c i r c u l a r .  

C o m o e x e m p l o  vamos c o n s i d e r a r  a  o r d e n a ç ã o  d e  

N = ( 1  , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 )  s e g u n d o  P = < 1  , 4 , 5 , 2 , 3 , 6 >  c u j a s  c o n f i g u r a  - 

ç õ e s  d o  s i s t e m a  d e  p i l h a s  n a s  v á r i a s  f a s e s  d o  p r o c e s s o  e s t ã o  

n a s  f i g u r a s  ( 1 1 . 4 . 2 )  e  ( 1 1 . 4 . 3 ) .  E s t u d a r e m o s , p r i m e i r o ,  a  o r d e n a  - 

ç ã o  que  u t i l i z o u  c a r r e g a m e n t o  i r r e s t r i t o .  N e l a  t o d o s  o s  n  e l e  - 

m e n t o s  d a  f i l a  d e  e n t r a d a  s ã o  t r a n s f e r i d o s  p a r a  o  c o n j u n t o  d e  

p i l h a s  n a  o rdem q u e  s e  a p r e s e n t a m  em N . D e p o i s  e l e s  s ã o  t r a n s f e  - 

r i d o s  d o  c o n j u n t o  d e  p i l h a s  p a r a  a  f i l a  d e  s a T d a , s e g u n d o  a  o r  - 

d e m d e  P .  L o g o S S =  11 2 3  4  5 6  1 4  5 2  3 6 1 .  A g a r a ,  vamos  

c o n s t r u i r  a  s e q u ê n c i a  c o r r e s p o n d e n t e  a o  p r o c e s s o  d e  o r d e n a ç ã o  

q u a n d o  u s a m o s  o c a r r e g a m e n t o  r e s t r i t o .  I n i c i a l m e n t e  SS = @.  O 

e l e m e n t o  1  t r a n s f e r i d o  d a  f i l a  d e  e n t r a d a  ( f e )  p a r a  o  c o n j u n  - 

t o  d e  p i l h a s  (C ) ,  e n t ã o  SS = 1 1 1 ,  d e p o i s  o  1  é novamen te t r ans  
P - 

f e r i d o  d e  C p a r a  a  f i l a  d e  s a i d a  ( f s )  e  a s s i m  SS = 11 1  I .  De 
P  - 

p o i s o  2 ,  o  3  e o  4 v ã o d e  f, p a r a C  e o d e  4 d e  C para f, , l o g o  
P P 



SS = 1 1  1  2  3  4  4 1 .  E m  s e g u i d a  o  5 é t r a n s f e r i d o  d e  f e  p a r a  C 
P  

e  , i m e d i a t a m e n t e , d e s t e  p a r a  f , ,  a s s i m  SS = 11 1  2  3  4  4  5 51 . 
D e p o i s  o  2  e  o  3  q u e  e s t a v a m  em C v ã o  p a r a  f , ,  n e s t a  ordem e  

P  
S S  = 11 1  2  3  4  4  5  5 2  31 e , f i n a l m e n t e , o  6 s e  t r a n s f e r e  d e  f e  

p a r a  C e  d e l e  p a r a  f , ,  p o r t a n t o  SS = 11 1 2 3  4 4 5  5 2  3  6 6 1 .  
P 

E v i d e n t e m e n t e ,  e x i s t e  u m  g r a f o  c i r c u l a r  G a s s o c i a d o  ã 

s e q u ê n c i a  SS . 0, t e o r e m a  a  s e g u i r  r e l a c i o n a  a  c o l o r a ç ã o  d o  

g r a f o  G com o  número  d e  p i l h a s  n e c e s s á r i o  p a r a  f a z e r  a  o r d e n a  - 

ç ã o  d e  N s e g u n d o  P .  
. , 

TEOREMA 1 1 . 4 . 1  - S e j a  G o  g r a f o  c i r c u l a r  a s s o c i a d o  s e q u ê n -  
P 

c i a  SS o b t i d a  d u r a n t e  o  p r o c e s s o  d e  o r d e n a ç ã o  d e  N s e g u n d o  a  

p e r m u t a ç ã o  P .  G pode  s e r  c o l o r i d o  com k c o r e s  s e ,  e  s o m e n t e  
P  

s e , f o r  p o s s i v e l  e f e t u a r  t a l  o r d e n a ç ã o  u t i l i z a n d o  k p i l h a s .  

PROVA 

S e j a  V I U  V 2 U  . . .  U V k  uma p a r t i ç ã o  d e  V(G ) t a l  q u e  o s  e l e  
P  - 

mentes d a  p a r t e  V1 s ã o  c o l o r i d o s  com a  c o r  1, 1 = 1  , 2 ,  . . .  , k .  

S e j a m  i e  j d o i s  e l e m e n t o s  a r b i t r á r i o s  d e  q u a l q u e r  uma d a s  p a r  - 

t e s ,  e n t ã o  ( i  , j )  k G S e n d o  a s s i m , e  s u p o n d o  i < j ,  t e m o s :  
P ' 

S e  1  ) f o r  v e r d a d e i r o ,  e n t ã o  i s a i u  d a  f i l a  d e  e n t r a d a  a n t e s  

d e  j e  d e p o i s  j f o i  t r a n s f e r i d o  d o  c o n j u n t o  d e  p i l h a s  p a r a  a  

f i l a  d e  sa7 'da a n t e s  d e  i .  P o r t a n t o J  e  j podem p e r t e n c e r  a mes - 

ma p i l h a  em q u a l q u e r  u m  d o s  t i p o s  d e  c a r r e g a m e n t o :  i r r e s t r i t o  

ou r e s t r i i t o .  S e  2 )  f o r  v e r d a d e i r o ,  e n t ã o  n ã o  ,há. p o s s i b i l i d a  - 



d e  q u e  o  t i p o  d e  c a r r e g a m e n t o  u t i l i z a d o  s e j a  o  i r r e s t r i t o  j á  
9 

q u e  i é t r a n s f e r i d o  d o  c o n j u n t o  d e  p i l h a s  p a r a  a  f i l a  d e  s a ? d a  

a n t e s  d o  j t e r  d e i x a d o  a  f i l a  d e  e n t r a d a .  C o n t u d o , u t i l  i z a n d o  o  

c a r r e g a m e n t o  r e s t r f t o ,  é p o s s T v e i  q u e  e l e s  pas sem p e l a  mesma 

p i l h a ,  embora  n u n c a  s i m u l t a n e a m e n t e .  C o n c l u 7 m o s ,  p o r t a n t o ,  q u e  

podemos o r d e n a r  N s e g u n d o  P u t i l i z a n d o  k p i l h a s .  

A g o r a , v a m o s  s u p o r  q u e  s e j a  p o s s ~ v e l  o r d e n a r  o s  e l e m e n t o s  d e  N 

s e g u n d o  P  u t i l i z a n d o  k p i l h a s .  E n t ã o ,  h a v e r á  um momento d u r a n -  

t e  o  p r o c e s s o  d e  o r d e n a ç ã o  em q u e  a s  K p i l  h a s  e s t e j a m  s e n d o  u t i l  - i 

z a d a s .  I s t o  s i g n i f i c a  q u e  em c a d a  p a r  d e  p i l h a s  d i s t i n t a s  e x i s  - 

tem d o i s  e l e m e n t o s ,  um em c a d a  p i l h a ,  q u e  n ã o  podem p e r t e n c e r  

a  uma mesma p i l h a .  S e j a m  i  e  j t a i s  e l e m e n t o s  e  s u p o n d o  i < j ,  

t e m o s  : 

( 1 )  S e  o  c a r r e g a m e n t o  u t i l i z a d o  f o r  o  i r r e s t r i t o  e n t ã o  

( 2 )  C a s o  s e j a  o  r e s t r i t o ,  e n t ã o  3 R / i < j < R e  

No p r i m e i r o  c a s o ,  como d e v e m o s  e s v a z i a r  a  f i l a  d e  e n t r a d a  p a r a  

i n i c i a r  a  f a s e  d e  d e s c a r r e g a m e n t o  d a s  p i l h a s ,  t o d o s  o s  e l e m e n  - 

t o &  d e  N s ã o  a n t e r i o r e s  na  s e q u ê n c i a  a  q u a l q u e r  d o s  e l e m e n t o s  

d e  P. Assim SS-I ( E ( i ) )  < SS-I ( E ( j ) )  < S S m 1 ( ~ ( i ) )  < SS-I ( D ( j ) )  e  p o r  - 

t a n t o  ( i  , j )  E G . No s e g u n d o  c a s o ,  como q u a l q u e r  e l e m e n t o  R  d e  
P 

N vem n a  s e q u ê n c i a  numa p o s i ç ã o  a n t e r i o r  à o c u p a d a  p o r  P- '  ( I ) ,  

t e m o s :  



e , p o r t a n t o , ( i  , j )  tambem uma a r e s t a  d e  G . L o g o , i  e  j n ã o  pc 
P 

dem t e r  a  mesma c o r  e s e  s ã o  n e c e s s ã r i a s  k p i l h a s  p a r a  p a r t i  - 

c i o n a r  o  c o n j u n t o  N,de  modo q u e  t o d a s  a s  a r e s t a s  d e  G s ã o  d e  
P - 

f i n i d a s  p o r  v é r t i c e s  p e r t e n c e h t e s  a  p a r t e s  d i f e r e n t e s  e n t ã o  k 

c o r e s  s ã o  n e c e s s á r i a s  p a r a  c o l o r i r  o s  v é r t i c e s  d e  G . 
P 

E v i d e n t e m e n t e ,  s e  k é o  número  m?nimo d e  p i l h a s  n e c e s  - 

s ã r i a s  p a r a  e f e t u a r  a  o r d e n a ç ã o  d e  N s e g u n d o  P ,  o  g r a f o  G tem 
P  

como número  c r o m ã t i  c o  k .  
- 

S e j a m  o s  g r a f o s  G 1  e G 2  d a  f i g u r a  ( 1 1 . 4 . 4 ) .  G ,  e  o  

g r a f o  a s s o c i a d o  à s e q u ê n c i a  SS1 = 11 2  3 4  5 6  1  4  5 2  3 61 c o n s  - 

t r u i d a .  q u a n d o  o r d e n a m o s  o  c o n j u n t o  N = C 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 1  s e g u n d o  a  

p e r m u t a ç ã o  P = <1,4,5,2,3,6> u s a n d o  c a r r e g a m e n t o  i r r e s t r i t o .  J á  

o  g r a f o  G 2  s e  a s s o c i a  à s e q u ê n c i a  SS2  = 11 1  2  3 4  4 5 5 2  3 6  6  1 
q u a n d o  o r d e n a m o s  o  mesmo c o n j u n t o  N s e g u n d o  a  mesma p e r m u t a c ã o  

P ,  s õ  q u e  a g o r a  u t i l i z a m o s  o  c a r r e g a m e n t o  r e s t r i t o .  

F i g u r a  1 1 . 4 . 4 .  



O g r a f o  G 1  tem número c r o m á t i c o  i g u a l  a  4  e  seu con-  

j u n t o  de  v é r t i c e s  pode s e r  a s s i m  particionado IC1~,{2,4},C3,51,{6)) 

d e  modo que  c a d a  uma d a s  p a r t e s  t e n h a  s e u s  v é r t i c e s  c o l o r i d o s  

com uma d a s  q u a t r o  c o r e s .  O número c n o m ã t i c o  do g r a f o  G 2  2  e  

s e u s  v é r t i c e s  podem s e r  a s s i m  a g r u p a d o s :  C { 1 , 2 , 4 , 5 , 6 1 ,  ( 3 ) ) .  

Comparando e s t a s  o b s e r v a ç õ e s  com a  d i s t r i b u i ç ã o  d o s  e l e m e n t o s  

de  N  no c o n j u n t o  da s  p i l h a s  n a s  f i g u r a s  ( 1 1 . 4 . 2 )  e  ( 1 1 . 4 . 3 ) , v e  

r i f i c a m o s  o  que  o  t eorema ( 1 1 . 4 . 1 )  j á  nos g a r a n t i a :  a  i g u a l d a -  

de  e n t r e  o  número de p i l h a s  do s i s t e m a  u t i l i z a d o  p a r a  e f e t u a r  

a  o r d e n a ç ã o  de  N  segundo  P e  o  número cromático do grafo c i r c u l a r  

associado sequência obtida durante o  processo de ordenação. 

Observando  a  s e q u ê n c i a  SS2 c o n s t a t a m o s  que e l a  g e r a  

um g r a f o  que p o s s u i  q u a t r o  v é r t i c e s  i s o l a d o s .  E s t e s  v é r t i c e s  

s ã o  a s s o c i a d o s  a o s  i n t e r v a l o s  que  têm o  ex t remo e s q u e r d o  e  o  

d i r e i t o  c o n s e c u t i v o s  na s e q u ê n c i a  SS2 e  na r e a l i d a d e  e l e s  não 

i n f l u e n c i a m  o  número c r o m á t i c o  de  G 2 .  R e t i r a n d o  t a i s  in te rva los  

de  SS2.  ob temos  12 3 2  31 que d e r i v a  u m  g r a f o  de  mesmo número 

c r o m ã t i c o  que G 2 .  E V E N  e  ITAI i n c l u s i v e  fazem a  e l i m i n a ç ã o  d e s  - 

t e s  v é r t i c e s  e  o s  denominam v é r t i c e s  a r t i f i c i a i s .  Ta l  denomina 

ç ã o ,  porém, p a r e c e  não s e  a p l i c a r  a  e s t e s  v é r t i c e s ,  d e v i d o  a  

forma que u t i l i z a m o s  na o b t e n ç ã o  da s e q u ê n c i a  c i r c u l a r  a t r a v é s  

do c i t a d o  p r o c e s s o  de o r d e n a ç ã o .  No e n t a n t o ,  quando fazemos  a  

o p e r a ç ã o  i n v e r s a ,  que xeremos  a  s e g u i r ,  e l a  nos  p a r e c e  p e r f e i -  

t a m e n t e  a d e q u a d a .  

No q u e  c o n s i s t e  e s t a  o p e r a ç ã o  i n v e r s a ?  Bem, n e l a  p a r -  

t i m o s  da  s e q u ê n c i a  S  da  qua l  o  g r a f o  c i r c u l a r  conexo G s e  d e r i  - 

va e  temos p o r  o b j e t i v o  d e t e r m i n a r  uma pe rmu tação  P ,  d o s  : elle- 

mentos  de u m  c o n j u n t o  N no q u a l  V ( G )  e s t á  c o n t i d o ,  de  modo que  

a  s e q u ê n c i a  SS , formada  d u r a n t e  o  p r o c e s s o  de  o r d e n a ç ã o  de N  s e  



gundo P usando  c a r r e g a m e n t o  r e s t r i t o ,  g e r e  u m  g r a f o  G'  t a l  que  

E ( G 1 )  = E(G).  evidente mente,^^ números  c r o m á t i c o s  de  G e  G '  s e  

r ã o  i g u a i s  e  c o i n c i d i r ã o  também com o  número d e  p i l h a s  u t i l i z a  

d a s  d u r a n t e  o  p r o c e s s o  de  o r d e n a ç ã o  que o r i g i n a  SS ,  con fo rme  

o  t eorema ( 1 1 . 4 . 1 )  g a r a n t e .  

Algumas c o n s i d e r a ç õ e s  s o b r e  a  s e q u ê n c i a  SS devem s e r  

f e i t a s  p a r a  que possamos o b t ê - l a  d e  fo rma  e f i c i e n t e .  

( 1 )  Os e x t r e m o s  e s q u e r d o s  d o s  i n t e r v a l o s  d e  SS c o r r e s p o n -  

dem a o s  e l e m e n t o s  de  N quando  d i s p o s t o s  na  ordem em que 

s e  encon t r am na f i l a  de e n t r a d a .  

( 2 )  Os e x t r e m o s  d i r e i t o s  d o s  i n t e r v a l o s d e . ~ ~  es ta0 o r d e n a d o s  

s egundo  a  f i l a  de  s a í d a  c u j a  o c o r r ê n c i a  d o s  e l e m e n t o s  
a 

e  e s t a b e l e c i d a  p e l a  pe rmu tação  P .  E e s t a ,  p o r t a n t o ,  a  

s u b s e q u ê n c i a  de SS que nos i n t e r e s s a .  

( 3 )  Como o  t i p o  de c a r r e g a m e n t o  u t i l i z a d o  é o  r e s t r i t o ,  d e  - 

vemos l e m b r a r  que q u a l q u e r  t r a n s f e r ê n c i a  de e l e m e n t o s  

da f i l a  de  e n t r a d a  p a r a  o  c o n j u n t o  de  p i l h a s  s ó  é ; per- 

m i t i d a  e n q u a n t o  o  e l e m e n t o  que  deve  o c u p a r  a  p róx ima  

p o s i ç ã o  da f i l a  de s a ? d a  não e s t i ve r  d i  s p o n i v e l  no con  - 

j u n t o  de  p i l h a s ,  p a r a  a  i m e d i a t a  t r a n s f e r ê n c i a .  

S e j a  S1 a  p r i m e i r a  s u b s e q u ê n c i a  maximal d e  e x t r e m o s  

e s q u e r d o s  de S.  S e u s  e l e m e n t o s  ocupam a s  / s l 1  p r i m e i r a s  p o s i  - 

ç õ e s  da f i l a  de  e n t r a d a  e  d e l a  s ã o  t r a n s f e r i d o s  p a r a  o c o n j u n -  

t o  de p i l h a s  i n i n t e r r u p t a m e n t e .  Devido ?i m a x i m a l i d a d e  d e  S I ,  o  

e l e m e n t o  de  S  que ocupa a  p o s i ç ã o  lS1 1 + 1  é um e x t r e m o  d i r e i  - 
- 

t o .  Como supomos G conexo ,  o  e l e m e n t o  da ] s l  1 - e s ima  p o s i ç ã o  d e  

S  é d i f e r e n t e  d a q u e l e  que ocupa  a  p o s i ç ã o  lS1  1 + 1 .  Mas, e n t ã o ,  



como o  e x t r e m o  e s q u e r d o  a s s o c i a d o  a e s t e  p r i m e i r o  e x t r e m o  d i  - 

r e i  t o  s e  e n c o n t r a  em S  numa de s u a s  1 s1 1 - 1  p r i m e i r a s  posições 

s i g n i f i c a  que e l e  f o i  t r a n s f e r i d o  da f i l a  de e n t r a d a  p a r a  o  

c o n j u n t o  d e  p i l h a s  e  l á  pe rmaneceu  a t é  que t o d a  S1 e s t i v e s s e  

n a s  p i l h a s .  De a c o r d o  com a  c o n s i d e r a ç ã o  ( 3 )  , i s t o  sÕ s e  j u s t i -  

f i c a  quando e x i s t e  u m  e l e m e n t o  que  vem d e p o i s  d e  S I  na f i l a  d e  

e n t r a d a  e  ocupa  a  p r i m e i r a  p o s i ç ã o  em P .  evidente mente,^ i n t e r  - 

v a l o  que e s t e  e l e m e n t o  d e t e r m i n a  em SS não  p e r t e n c e  a  S e  d e v e  - 

rã  s e r  n e l a  i n s e r i d o ,  d a i  p o r q u e  chamá- lo  de  i n t e r v a l o  a r t i f i  - 

c i a l .  E l e  não s o b r e p õ e  a  nenhum d o s  i n t e r v a l o s  d e  S  j á  que  seus 

e x t r e m o s  e s q u e r d o  e  d i r e i t o  ocupam em SS p o s i ç õ e s  c o n s e c u t i v a s  

e  i m e d i a t a m e n t e  p o s t e r i o r e s  ã p o s i ç ã o  ocupada  p e l o  Ú l t imo  e l e  - 

mento da  s e q u ê n c i a  S I .  

S u r g i n d o  em S  uma nova s u b s e q u ê n c i a  maximal d e  e x t r e  - 

mos e s q u e r d o s , a  mesma o p e r a ç ã o  d e v e  s e r  r e p e t i d a .  Ass im,  l o g o  

a p ó s  a  i - é s i m a  s u b s e q u ê n c i a , d e v e m o s  i n s e r i r  o s  e x t r e m o s  do i n  - 

t e r v a l o  a r t i f i c i a l  a i  e ,  a o  t é r m i n o  do p r o c e s s o  , t e r e m o s  encon -  

t r a d o  SS. A p a r t i r  d e s t a  s e q u ê n c i a ,  a  o b t e n ç ã o  da  p e r m u t a ç ã o  P 

é i m e d i a t a .  

Como exemplo ,  vamos c o n s i d e r a r  a  s e q u ê n c i a  S  = 11 2  3  

4 1  5  6 3  4 7  2  6 5  71 e  n e l a  d i s t i n g u i r e m o s  t r ê s  s u b s e q u ê n c i a s  

c o n t y g u a s  maximais  de e x t r e m o s  e s q u e r d o s :  

Ass im,  a p l  i c a n d o  o  p r o c e s s o  c i  t a d o , o b t e m o s  a  s e q u ê n c i a  

SS = 11 2  3  4 a l  a l  1 5  6 a 2  a 2  3  4 7  a3  a3  2  6 5  71.  A pe rmu ta  - 

çâo  P é, p o r t a n t o ,  < a l  1  a 2  3  4 a 3  2  6 5  7 ,  onde  4 < a l  5 ,  

6 < a 2 < 7  e  a 3  > 7 .  



E s t e  p r h c e s s o  f o r n e c e ,  p a r a  c a d a  s e q u ê n c i a  c i r c u l a r  S ,  

uma Ú n i c a  s e q u e n c i a  SS e  o  numero  d e  i n t e r v a l o s  a r t i f i c i a i s  que 

f o r a m  i n s e r i d o s  em S  p a r a  o b t e r  SS f o i  e s t r i t a m e n t e  o  s u f i c i e n  - 

t e  p a r a  q u e  n o s s o  o b j e t i v o  f o s s e  a t i n g i d o .  I s t o  n ã o  s i g n i f i c a  

q u e  e s t e  número  d e  v é r t i c e s  a r t i f i c i a i s  s e j a  o  n e c e s s á r i o .  Va - 

mos c o n s i d e r a r  d u a s  n o v a s  s e q u ê n c i a s  S* e  S** o b t i d a s  d e  S  p o r  

i n t e r m é d i o  d e  r o t a ç õ e s , q u e  n a d a  m a i s  s ã o  d o  q u e  m u d a n ç a s  n a  e s  - 

c o l h a  d o  a r c o  d o  d i a g r a m a  no q u a l  tomamos o  p o n t o  i n i c i a l  p a  

r a  a  o b t e n ç ã o  d a  s e q u ê n c i a .  S e j a m  

A p l i c a n d o  em S* e  S** o  p r o c e s s o  p a r a  o b t e n ç ã o  d a s  

p e r m u t a ç õ e s  P* e  P** e n c o n t r a m o s  em S* d u a s  s u b s e q u ê n c i a s  c o n  - 

t i g u a s  m a x i m a i s  d e  e x t r e m o s  e s q u e r d o s :  S; = < 2  3 4 1  5  6 >  e  

S1; = < 7 >  e  a s s i m  SS* = 12 3 4 1  5  6 a l  a l  3  4 7  a 2  a 2 2 6 5 7 1 1 .  

E m  S** t e m o s  a p e n a s  uma s u b s e q u ê n c i a  c o n t i g u a  max ima l  

d e  e x t r e m o s  e s q u e r d o s  q u e  é 

S7* = 11 5  6 3  4 7  21 e  a s s i m  

SS** = 11 5 6 3  4 7  2  a ,  a l  6 5  7  1 2  3 4 1 .  

N e s t e  e x e m p l o ,  podemos v e r i f i c a r  q u e  o  p r o c e s s o  u t i l i  

z a d o  p a r a  a  d e t e r m i n a ç ã o  d e  G '  c r i a  um número  d e  v é r t i c e s  a r t i  - 

f i c i a i s  q u e  d e p e n d e  d a  e s c o l h a  d a  s e q u ê n c i a  c i r c u l a r  u t i l i z a d a  

p a r a  r e p r e s e n t a r  o  g r a f o .  E v i d e n t e m e n t e ,  c a s o  f o s s e  p o s s Y v e 1  , 

o  i d e a l  s e r i a  o p t a r  p o r  a q u e l a ,  c u j o  número  d e  i n t e r v a l o s  a r t i -  

f i c i a i s  i n s e r i d o s  f o s s e  mfn imo .  P o r é m ,  n ã o  f o i  o b t i d a  a i n d a  

uma f o r m a  e f i c i e n t e  p a r a  n o s  p r o p o r c i o n a r  a  e s c o l h a  ó t i m a .  Na 

s e ç ã o  111.2.3 v01  t a r e m o s  a  e s t e  a s s u n t o .  



A g o r a ,  j á  podemos r e s p o n d e r  5 q u e s t ã o  s o b r e  o  número  

min imo  d e  p i l h a s  n e c e s s ã r i a s  p a r a  f a z e r  a  o r d e n a ç ã o  d e  N s e g u n  - 

d o  P .  V e r i f i c a m o s  q u e ,  q u a n d o  u s a m o s  o  c a r r e g a m e n t o  i r r e s t r i  t o ,  

o  g r a f o  c i r c u l a r  a s s o c i a d o  à s e q u ê n c i a  S  o b t i d a  d u r a n t e  o  p r o  

c e s s o  d e  o r d e n a ç ã o  é u m  g r a f o  d e  p e r m u t a ç ã o , j ã  q u e  S  é d a  f o r  - 

ma: 11 2  3  . . .  n P ( l )  P ( 2 )  P ( 3 )  . . .  P ( n ) l .  E V E N  e  ITAI c i t a m  

2  o  a l g o r i t m o  Ú(n ) d e  E V E N ,  PNUELI e  L E M P E L  q u e  d e t e r m i n a  o  nÚ - 

m e r o  c r o m á t i c o  d e  g r a f o s  d e  p e r m u t a ç ã o .  J á  JOHNSON em ( 1 9 )  c i  - 

t a  u m  a l g o r i t m o  O ( n l o g n ) ,  p o r t a n t o  m a i s  e f i c i e n t e  q u e  o  p r i m e i  - 

r o ,  p a r a  r e s o l v e r  o  p r o b l e m a .  T a l  a l g o r i t m o  f o i  d e s c r i t o  p o r  

GOLUMBIC em ( 1 7 ) .  

V e j a m o s ,  a g o r a ,  q u a n d o  u s a m o s  o  c a r r e g a m e n t o  r e s t r i t o .  

S e  P ( l )  f o i  i g u a l  a  n ,  e v i d e n t e m e n t e  r e c a T m o s  no  c a s o  a n t e r i o r  

e  s a b e m o s  q u e  o  g r a f o  o b t i d o  é d e  p e r m u t a ç ã o .  I s t o  n ã o  s i g n i f i  - 
- 

c a  q u e  s e  numa d a d a  p e r m u t a ç ã o  P ( l )  # n ,  o g r a f o  a s s o c i a d o  a  

o r d e n a ç ã o  d e  N s e g u n d o  P  n ã o  s e j a  d e  p e r m u t a ç ã o .  

Como e x e m p l o  podemos c i t a r :  P1  = < 1  , 5 , 2 , 3 , 4 > .  A s e  - 

q u ê n c i a  SS1 a s s o c i a d a  a o  p r o c e s s o  d e  o r d e n a ç ã o  d e  N = 11,2,3,4,5} 
- 

s e g u n d o  P 1  e :  SS1 = 11 1  2  3 4  5  5  2  3  41 e  como P 1  ( 1 )  # 5  n ã o  

podemos g a r a n t i r  a  p r i o r i  q u e  SS1 g e r a  u m  g r a f o  d e  p e r m u t a ç ã o .  
- 

E n t r e t a n t o ,  a  p e r m u t a ç ã o  P 2  = < 5 , 2 , 3 , 4 , 1 >  d á  o r i g e m  a  s e q u ê n  - 

tia SS2 = 11 2  3 4  5  5  2  3  4  11 q u e  g e r a  u m  g r a f o  d e  p e r m u t a ç ã o  

i s o m o r f o  a o  g r a f o  g e r a d o  p o r  SS1. 

E x i s t e m ,  também,  p e r m u t a ç õ e s  cu j a s  s e q u ê n c i a s  c o n s r  

t r u i d a s  no  p r o c e s s o  d e  o r d e n a ç ã o  g e r a m  g r a f o s  c i r c u l a r e s  q u e  

n ã o  s ã o  d e  p e r m u t a ç ã o .  S e j ? ,  ) p o r  e x e m p l o ,  a  p e r m u t a ç ã o  

P = < 5 , 2 , 7 , 4 , 1  , 6 , 3 > .  E l a  d á  o r i g e m  2 s e g u i n t e  s e q u ê n c i a :  

S S =  11 2  3  4  5  5  2  6  7 7 4 1 6 3 1 .  O g r a f o G g e r a d o  p o r S S p o d e  

s e r  v i s t o  na  f i g u r a  ( 1 1 . 4 . 5 ) .  



1 

F i g u r a  1 1 . 4 . 5 .  

Como podemos o b s e r v a r ,  o  g r a f o  G p o s s u i  t r ê s  componen - 

t e s  c o n e x o s ,  i n d u z i d o s  p e l o s  s e g u i n t e s  c o n j u n t o s  d e  v é r t i c e s :  

( 5 1 ,  ( 7 1 ,  e  C 1 , 2 , 3 , 4 , 6 1 .  E s t e  Ú l t i m o  c o n j u n t o  d e  v é r t i c e s  g e r a  

um c i c l o  sem c o r d a s  d e  c o m p r i m e n t o  5 ,  i s t o  é,  um C 5  e  podemos  

v e r i f i c a r  f a c i l m e n t e  q u e  n ã o  e x i s t e  o r i e n t a ç ã o  a l g u m a  q u e  p o s -  

s a m o s  a t r i b u i r  à s  s u a s  a r e s t a s  p a r a  q u e  o  d i g r a f o  r e s u l t a n t e  

s e j a  t r a n s i t i v o .  Como e l e  não  p o s s u i  c o r d a  a l g u m a  e l e  n ã o  p o d e  

p o s s u i  r também, nenhum caminho d e  c o m p r i m e n t o  2 .  S e n d o  a s s i m  

c o n s i d e r a n d o  1  como f o n t e ,  vamos d i r e c i o n a r  a s  a r e s t a s  ( 1  , 3 )  e  

( 1  , 6 ) ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  d e  1  p a r a  3 e  d e  1 p a r a  6 .  C o n s e q u e n t e -  

r n e n t e , a s  a r e s t a s  ( 2 , 3 )  e  ( 4 , 6 )  devem s e r  d i r e c i o n a d a s  a s s i m :  

d e  2  p a r a  3  e  d e  4  p a r a  6 .  R e s t a - n o s  d i r e c i o n a r  a  a r e s t a  ( 2 , 4 ) .  

E, n e s t e  p o n t o ,  c h e g a m o s  a  uma c o n t r a d i ç ã o  j á  que, d e v i d o  ã d i r e  - 

ç ã o  d e  ( 2 , 3 ) ,  e l a  d e v e  s e r  d i r e c i o n a d a  d e  2  p a r a  4 ,  mas d e v i d o  

a  d i r e ç ã o  d e  ( 4 , 6 ) ,  s u a  d i r e ç ã o  d e v e r á  s e r  d e  4  p a r a  2 .  S e n d o  

a s s i m , o  g r a f o  G n ã o  é d e  p e r m u t a ç ã o .  O p r o b l e m a  d a  d e t e r m i n a  - 

ç ã o  do  número  c r o m ã t i c o  d e  u m  g r a f o  c i r c u l a r  q u e  n ã o  5 d e  p e r  

m u t a ç ã o  não  f o i  r e s o l v i d o  p o r  E V E N  e  ITAI .  E l e s  d i z i a m  q u e  a i n  - 

d a  n ã o  t i n h a m  e n c o n t r a d o  um a l g o r i t m o  e f i c i e n t e  c a p a z  d e  r e s o l  - 



v ê - l o .  Desde  1 9 8 0 ,  e n t r e t a n t o ,  t a l  p r o b l e m a  f o i  r e s o l v i d o ,  em - 

b o r a  o  a l g o r i t m o  e f i c i e n t e  n ã o  t e n h a  s i d o  e n c o n t r a d o .  q u e  

s e g u n d o  JOHNSON em ( 1 9 ) ,  G A R E Y  e  c o l a b o r a d o r e s  p r o v a r a m  q u e  e s  - 

t e  p r o b l e m a  6 N P - c o m p l e t o .  



O problema da de te rminaqão  de uma c l i q u e  máxima d e  

g r a f o s  c i r c u l a r e s  não é u m  problema t r i v i a l ,  j á  q u e , p a r a  a l g u  - 

mas f a m i l i a s  d e s t e s  g r a f o s , ~  número de  c l i q u e s  maximais c r e s  - 

c e  exponenc ia lmen te  com o número de  v é r t i c e s .  E s t e  f a t o  é con 

f i r m a d o  quando observamos o  diagrama c i r c u l a r  da figura (111.1.1). 

E le  contém n / 3  t e r n o s  de  c o r d a s  a i ,  b i ,  c i ,  1  - < i  - n / 3 ,  que 

s a t i s f a z e m  a s  p r o p r i e d a d e s :  

( a )  Duas c o r d a s  q u a i s q u e r  de u m  mesmo t e r n o  nunca s e  : i n -  

t e r c e p t a m .  



Toda  c l i q u e  max ima l  d o  g r a f o  c i r c u l a r  g e r a d o  p e l o  c i  - 

t a d o  d i a g r a m a  c o n t é m  e x a t a m e n t e  uma c o r d a  d e  c a d a  um d o s  n / 3  

t e r n o s .  P o r t a n t o ,  e l e  p o s s u i  3"13 c 1  i q u e s  m a x i m a i s .  

Os d o i s  p r i m e i r o s  a l g o r i  t m o s  q u e  a p r e s e n t a r e m o s  n e s  - 

t e  c a p y t u l o  se a p l i c a m  n a  d e t e r m i n a ç ã o  d e  uma c l i q u e  máxima 

d e  g r a f o s  c i r c u l a r e s .  O d e  G a v r i l ,  e l a b o r a d o  em 1 9 7 3 , ;  d e  com - 

p l e x i d a d e  Ú ( n 5 )  e o  d e  Buck ingham q u e ,  em 1 9 8 0 ,  a p r i m o r a n d o  a  
- 

i d é i a  d o  p r i m e i r o ,  o b t e v e  :um a l g o r i  tmo Ú(n + m l o g 2 w )  o n d e  w e  

a  c a r d i n a l i d a d e  d e  c l i q u e  máxima d e  G .  D e p o i s ,  a b o r d a r e m o s  u m  
2 a l g o r i t m o  Ú(n ) , c u j a  f i n a l i d a d e  é d e t e r m i n a r  n ã o  a p e n a s  uma 

mas  t o d a s  a s  c 1  i q u e s  m á x i m a s  d e  g r a f o s  c i r c u l a r e s ,  a p r e s e n t a  - 

d o  p o r  Rotem e U r r u t i a  em 1 9 8 1 .  

F i n a l m e n t e ,  t r a t a r e m o s  d e  e x p o r  o s  a l g o r i t m o s  d e  B u  - 

c k i n g h a m  ( 1 9 8 0 )  e Hsu ( 1 9 8 5 )  d e s t i n a d o s  a o s  g r a f o s  c i r c u l a r e s  

v a l o r a d o s .  As c l i q u e s  máx imas  n e s t e s  g r a f o s  s ã o  a q u e l a s  q u e ,  

a o  i n v é s  d e  p o ' s s u i r e m  a  m a i o r  c a r d i n a l  i d a d e ,  c o n g r e g a m  

o s  v g r t i c e s  c u j o s  p e s o s  p e r f a z e m  a  m a i o r  soma .  

T e n d o  como o b j e t i v o  a  u n i f o r m i z a ç ã o  d a  l i n g u a g e m  em 

t o d o s  o s  a l g o r i t m o s , ~  g r a f o  c i a r c u l a r  G s e r á  r e p r e s e n t a d o  p o r  

uma d a s  s e q u ê n c i a s  c i r c u l a r e s  q u e  o  g e r a .  

Uma c l i q u e  max ima l  C = { v l , v 2 ,  . . . ,  D > p o r  i n d u z i r  
P  

um s u b g r a f o  c o m p l e t o  d e  G c o r r e s p o n d e  a  uma s u b s e q u ê n c i a  com - 

p l e t a  max ima l  S '  d e  S d a  f o r m a :  

evidente mente,^ problema de determinar  uma c l i q u e  máxi- 

ma d o  g r a f o  c i r c u l a r  G e q u i v a l e n t e  a o  d e  e n c o n t r a r  uma subse - 

q u ê n c i a  c o m p l e t a  máxima S '  d e  S .  



O a l g o r i t m o  e l a b o r a d o  p o r  G A V R I L  e  p u b l i c a d o  em ( 1 5 )  

f o i  o  p r i m e i r o  a  s e r  d e s e n v o l v i d o  p a r a  e s t a  c l a s s e  d e  g r a f o s .  

G a v r i l  o b s e r v o u  que  s e  Sx é a  s u b s e q u ê n c i a  d e  S  que 

g e r a  o  s u b g r a f o  d e  G i n d u z i d o  p e l o  c o n j u n t o  d e  v i z i n h o s  do  

v ê r t i c e  x  e  s e  x p e r t e n c e  a  uma c1 i q u e  máxima C d e  G ,  e n t ã o  a  

s e q u ê n c i a  S '  eorrespondentea C 6 uma s u b s e q u ê n c i a  c o m p l e t a  mã- X 

xima d e  Sx da  fo rma :  ] v l  v 2  . . . v p V1 V2 . - a  V p l  . A e s t r a t é  - 

g i a  u t i l  i z a d a  po r  e l e  p a r a  d e t e r m i n a r  uma c l i q u e  máxima d e  G 

c o n s i s t e  na o b t e n ç ã o  d a s  s e q u ê n c i a s  S x ,  p a r a  t o d o  i n t e r v a l o  x  

d e  S .  Após e n c o n t r a r  a s  s e q u ê n c i a s  S x ,  em c a d a  uma d e l a s ,  e l e  

d e t e r m i n a  a  s u b s e q u ê n c i a  c o m p l e t a  máxima S I x  que contém x ,  d a  

fo rma  ac ima  menc ionada .  E ,  f i n a l m e n t e ,  d e n t r e  e s t a s ,  e n c o n t r a  

a q u e l a  que s e  c o n s t i t u i  p e l o  m a i o r  múmero d e  e l e m e n t o s .  

Como exemplo ,vamos  c o n s i d e r a r  o  g r a f o  d a  f i g u r a  (111. 

2 . 1 )  que  a p r e s e n t a  também o  d i ag rama  c i r c u l a r  d o  q u a l  o  g r a f o  

s e  d e r i v a .  

--  

F i g u r a  1 1 1 . 2 . 1 .  



Como podemos  o b s e r v a r , a  s e q u ê n c i a  S = 11 2  3 4  5 1  3 6 

4 7 6 2 5 7 1  r e p r e s e n t a  o  c i t a d o  g r a f o .  

E m  S i d e n t i f i c a m o s  a s  s e g u i n t e s  s u b s e q u ê n c i a s :  

Nas s e q u ê n c i a s  a c i m a  d i s t i n g u i m o s  a s  s u b s e q u ê n c i a s  

c o m p l e t a s  m á x i m a s  q u e  c o n t e m  x  d a  f o r m a  ] v ,  v2 ... 
v~ "2 ... 

vpI : 

D e s t a s ,  a  d e  m a i o r  número  d e  e l e m e n t o s  é a  S '  = ( 1  
1  

3 4  5  1 3 4 5 ) .  P o r t a n t o ,  C = { 1 , 3 , 4 , 5 1 .  

Vamos a g o r a  e s t u d a r  a  c o m p l e x i d a d e  d e s t e  p r o c e s s o  en - 

c o n t r a d a  p o r  G a v r i l .  

E l e  d e t e r m i n a  p a r a  c a d a  v é r t i c e  x ,  o  s u b g r a f o  d e  G 

i n d u z i d o  p e l o  c o n j u n t o  d o s  v é r t i c e s  q u e  compõe S,. Em s e g u i d a ,  

e l e  e n c o n t r a  a  c l i q u e  máxima d e  c a d a  um d e s t e s  s u b g r a f o s .  Co - 



mo c a d a  um d e l e s  é um g r a f o  d e  p e r m u t a ç ã o ,  G a v r i l  e m p r e g a  o  

2  a l g o r i t m o  Ú(n ) d e  E V E N  e c o l a b o r a d o r e s  d a d o  em ( 9 ) .  E s t a  o p e  

r a ç ã o  d e v e  s e r  r e p e t i d a  uma v e z  p a r a  c a d a  v é r t i c e  d o  g r a f o  

3  e , a s s i m , a  c o m p l e x i d a d e  d o  a l g o r i t m o  é Ú(n ) .  T r a b a l h a n d o  com 

a  s e q u ê n c i a  c i r c u l a r  S , a o  i n v é s  d e  u s a r  o  g r a f o  como G a v r i l ,  

podemos  m e l h o r a r  a  c o m p l e x i d a d e  d e s t e  p r o c e s s o .  F a l a r e m o s  s o  - 

b r e  i s t o  na p r ó x i m a  s e ç ã o .  

BUCKINGHAM em ( 6 )  a p r i m o r o u  o  a l g o r i t m o  d e  G a v r i l  em 

a l g u n s  p o n t o s  q u e  d e t a l h a r e m o s  a  s e g u i r .  

S e j a  C uma c l i q i i e  máxima d e  G .  E s t u d a n d o  S x ,  p a r a  c a d a  

x  p e r t e n c e n t e  a  C ,  podemos  d e t e r m i n a r  a  mesma c l i q u e  C ,  I C \  v e  - 

z e s .  I s t o  a c o n t e c e u  no  e x e m p l o  a n t e r i o r .  D e t e r m i n a m o s  

C = I 1 , 3 , 4 , 5 }  a o  e s t u d a r m o s  S I ,  S 3 ,  S 4  e  S 5 .  Buck ingham c o n s e  - 

g u i u  e v i t a r  i s t o ,  r e t i r a n d o  x  d e  S  t ã o  l o g o  S x  f o s s e  e s t u d a d a .  

A s s i m ,  e l e  i n i c i a  o  p r o c e s s o  com a  s e q u ê n c i a  o r i g i n a l  S  e , a  

~ e g u i r ~ i d e n t i f i c a  o  i n t e r v a l o  c u j o  e x t r e m o  d i r e i t o  o c u p a  a  me - 

n o r  p o s i ç ã o  em S .  S e j a  x  e s t e  i n t e r v a l o ,  d e t e r m i n a  e n t ã o  S x ,  

q u e  d e n o t a r e m o s  p o r  S*, j á  q u e  a  c a d a  i t e r a ç ã o  a  s e q u ê n c i a  S  
- 
e  a l t e r a d a  p e l a  e x c l u s ã o  d e  um i n t e r v a l o .  Em s e g u i d a ,  e l e  e n -  

\ 

c o n t r a  uma c l i q u e  máxima d o  g r a f o  g e r a d o  p o r  S*, e  e x c l u i  x  

d e  S .  O p r o c e s s o  é r e p e t i d o  a t é  q u e  S  f i q u e  v a z i a .  Com e s t e  

p r o c e d i m e n t o  Buck ingham c o n s e g u e  q u e  S*, s e j a  f o r m a d a  a p e n a s  

p e l o s  v é r t i c e s  a d j a c e n t e s  a  x ,  d e  r ó t u l o s  s u p e r i o r e s  a o  d e l e .  1 s  - 

t o  s i g n i f i c a  q u e  o s  i n t e r v a l o s  q u e  a  d e f i n e m  têm s o m e n t e  s e u s  

e x t r e m o s  e s q u e r d o s  e n t r e  o s  e x t r e m o s  d e  x .  A s s i m ,  se 

S =  11 2 3 4 5 1  3 6 4 7 6 2 5 7 1  t e m o s :  



Na d e t e r m i n a ç ã o  da s e q u ê n c i a  S1 , ,que  c o r r e s p o n d e  a  

uma c l i q u e  máxima do g r a f o  ge rado  por S,, G a v r i l  p rocurava  em 

Sx uma subsequênc ia  c r e s c e n t e  máxima da forma:  

I v l  V 2  V v 1  v 2  . .. v p l .  Buckingham observou que usando 

S* x ao i n v é s  d e  S x ,  a  d e t e r m i n a ç ã o  de S*; t o r n a - s e  bem mais  

f á c i l  j á  que em S*, os extremos e s q u e r d o s  dos  i n t e r v a l o s  e s  - 
t ã o  em ordem c r e s c e n t e  e ,a lém disso ,ocupam a s  p o s i ç õ e s  r e l a t i  - 

v a s  ã s  de sua  p r i m e i r a  metade .  Assim e l e  percebeu que não p r e  - 

c i s a v a  s e  p reocupar  com a  p r i m e i r a  metade de S*,. A d i s p o s i -  

ção dos  e l emen tos  em s u a  segunda metade  é que d e f i n e  a  c l i q u e  

p rocurada .  Buscou, e n t ã o ,  d e f i n i r  uma forma e f i c i e n t e  de  com - 

preender  o  comportamento dos  e l emen tos  na segunda metade de  

S*, , sem que f o s s e  n e c e s s á r i o  o b t ê - l a  e x p l i c i t a m e n t e .  

Assim, t ã o  logo  s e j a  conhec ida  a  p r i m e i r a  metade  de 

S*x, que é deno tada  por r:, o  a l g o r i t m o  a  s u b s t i t u i  p e l a  s e  - 
quênc ia  End(r:). A i - é s ima  p o s i ç ã o  de  ~ n d ( ~ : )  contém o  endere  - 

ço em S  do extremo d i r e i t o  do intervalo que ocupa a  mesma posi  - - 
-I- ção em , . Cada uma das s u b s e q u ê n c i a s  c r e s c e n t e s  de  

End(r : )  é c o n s t i t u i d a  p e l o s  e n d e r e ç o s  d o s  e l emen tos  que  d e f i -  

nem uma c1 ique  no g r a f o  gerado por SX. O a l g o r i t m o  s e  propõe 

a  i d e n t i f i c a r  uma que s e j a  máxima. 



A e t a p a  d e  o b t e n ç ã o  d o s  e n d e r e ç o s  d o s  e x t r e m o s  d i r e i  - 

t o s  d e  c a d a  i n t e r v a l o  é f e i t a  p r e l i m i n a r m e n t e .  A s s i m ,  q u a n d o  

c a d a  s u b s e q u ê n c i a  I': f o r  d e t e r m i n a d a ,  a  s u b s t i t u i ç ã o  d e l a  p o r  
-I- 

E n d ( r  ) p o d e  s e r  f e i t a  i m e d i a t a m e n t e .  
X - 

A s e q u ê n c i a  q u e  e s t a m o s  c o n s i d e r a n d o  como e x e m p l o  e  

S = 11 2 3  4 5 1 3  6 4 7 6 2 5 71 e  n a  f i g u r a  ( I I I . 2 . . 2 )  e n c o n  - 

t r a r n o s  a  t a b e l a  d e  e n d e r e ç o s  d o s  e x t r e m o s  d i r e i t o s  d e  s e u s 1  i n  - 

t e r v a l o s .  

F i g u r a  1 1 1 . 2 . 2  

t 6 
A g o r a ,  p a r a  c a d a  i n t e r v a l o  x  d e  S ,  d e t e r m i n a m o s  r x  ,: 

-I- E n d ( r  ) Ap1:icando um a l g o r i t m o  p a r a  o b t e r  a  s u b s e q u ê n c i a  erers 
X - 

tente máxima em c a d a  uma d a s  s e q u ê n c i a s  ~ n d ( ~ : )  t e m o s :  



+ r+ = < 2 , 5 , 7 > ,  E n d ( r 2 )  = 1  1 3 ,  14,  2  

e max End ( r ; )  = < 1 2 , 1 3 , 1 4 >  

4- r 5  = < 5 , 7 > ,  E n d ( r i )  = < 1 3 , 1 4 >  

e max End ( r ; )  = < 1 3 , 1 4 >  

r f  = < 7 >  , E n d ( r f )  = 4 4 ,  

e max End ( r ; )  
= < 1 4 >  

A sequênci a  de cardi  na1 i  dade máxima e n t r e  todas  a s  m a E n d  ( r  + ,VX, 
X 

é e v i d e n t e m e n t e  < 6 , 7 , 9 , 1 3 > y  c u j o s  e l e m e n t o s  s ã o  o s  . e n d e r e ç o s  

d o s  e x t r e m o s  d i r e i t o s  d o s  i n t e r v a l o s  d o  c o n j u n t o  C = € 1 , 3 , 4 , 5 )  

q u e  é uma c l i q u e  máxima d e  G .  

Agora  vamos  e s t u d a r  a  c o m p l e x i d a d e  d o  a l g o r i t m o .  A d e  - 
+ t e r m i n a ç ã o  d a s  s e q u ê n c i a s  r p a r a  c a d a  i ,  tem c o m p l e x i d a d e  d e  i  

O ( n > .  

A n t e s  d e s t e  p r o c e s s o  podemos  d e t e r m i n a r  o s  e n d e r e ç o s  
+ d o s  e x t r e m o s  d i r e i t o s  d o s  i n t e r v a l o s  e  a s s i m , a t r a v é s  d e  r i ,  

t e m o s  i m e d i a t a m e n t e  E n d ( r ; ) .  P a r a  c a d a  End (r:) , d e v e m o s  d e t e r -  

m i n a r  a  s u b s e q u ê n c i a  c r e s c e n t e  máxima e  o  a l g o r i t m o  u t i l i z a d o  

tem c o m p l e x i d a d e  d e  O ( d  l o g 2 ( p + l ) )  o n d e  d  é o  t a m a n h o  d a  sequên - 

+ 
tia E n d ( r i )  e  p é o  c o m p r i m e n t o  d a  s e q u ê n c i a  c r e s c e n t e  máxima 

d e  End ( r i ) .  

Como o  a l g o r i t m o  é p r o c e s s a d o  n  v e z e s , e n t ã o  a  c o m p l e -  
n  

x i d a d e  t o t a l  é l i m i t a d a  p o r  O( L d i  l o g 2  w)  o n d e  w é a  c a r d i  - 
i = l  - 

n a l i d a d e  d a  s u b s e q u ê n c i a  c r e s c e n t e  máxima.  Como c a d a  d i  e  o  

g r a u  d o  v é r t i c e  i no  s u b g r a f o  d e  G i n d u z i d o  p e l o s  v é r t i c e s  d e  
+ n  

r i  , Z d i  = m ,  i s t o  é o  número  d e  a r e s t a s  d e  G .  Ass im  ob temos :  
i = 1  

O ( n  + m l o g 2  w) .  



ROTEM e  URRUTIA em ( 2 6 )  o b t i v e r a m  um a l g o r i t m o  m a i s  

e f i c i e n t e  q u e  o s  d o i s  p r i m e i r o s  a p r e s e n t a d o ~ ~ p a r a  a  d e t e r m i n a  - 

ç ã o  d e  uma c l i q u e  máxima em g r a f o s  c i r c u l a r e s , s e g u i n d o  a  mes  - 

ma 1  i n h a  d e  r a c i o c 7 n i o  d e  G a v r i l  e  Buck ingham.  E ,  a t r a v é s  d a  

i n s e r ç ã o  d e  p o u c o s  c o m a n d o s ,  numa o p e r a ç ã o  q u e  n ã o  c o m p r o m e t e  

a  c o m p l e x i d a d e  d o  a l g o r i t m o ,  e l e s  p a s s a m  a  o b t e r  n ã o  a p e n a s  

uma, mas t o d a s  a s  c l i q u e s  m á x i m a s  d o  g r a f o  em q u e s t ã o .  

Os au to re s  o b s e r v a r a m  q u e  no a l g o r i  tmo d e  Buck ingham,  

a p e s a r  d e  s e r  um a p r i m o r a m e n t o  d o  d e  G a v r i 1 , a i n d a  p o d e r i a  s e r  

m e l h o r a d o  j á  q u e  e l e  t r a b a l h a v a  com a l g u m a s  s u b s e q u ê n c i a s  d e  

S  q u e  n ã o  eram m a x i m a i s ,  i s t o  é ,  q u e  s e  i n c l u r a m  em o u t r a s  e ,  

p o r t a n t o , o  e s t u d o  d e l a s  n ã o  c o n t r i b u i r i a  p a r a  a  o b t e n ç ã o  d e  

uma nova  c l i q u e .  

E l e s , e n t ã o ,  t e r i a m  q u e  i d e n t i f i c a r  a s  s u b s e q u ê n c i a s  

m a x i m a i s  d e  S  e  d e s t a s  o b t e r  a s  q u e  c o r r e s p o n d e m  a  uma c l i q u e  

máxima d o s  s u b g r a f o s  d e  G g e r a d o s  p o r  e l a s .  

Verificaram q u e  em (8), Even e  I t a i  i d e n t i f i c a r a m  

s u b s e q u ê n c i a s  com e s t a s  c a r a c t e r 7 s t i c a s  q u a n d o  inseriam i n t e r -  

v a l o s  a r t i f i c i a i s  em S  em p o s i ç õ e s  e s t r a t é g i c a s ,  o b t e n d o  uma 

nova  s e q u ê n c i a ,  a  S S ,  d e f i n i d a  no C a p i t u l o  1 1 .  Os g r a f o s  g e r a  - 

d o s  p e l a s  s e q u ê n c i a s  S  e  SS  têm o  mesmo número  c r o m á t i c o  e  Y 

n ã o  c o n s i d e r a n d o  o s  v é r t i c e s  a r t i f i c i a i s ,  e l e s  possuem a s  mes  - 

mas c l i q u e s  m a x i m a i s .  Na s e ç ã o  1 1 . 4  f i z e m o s  uma d e s c r i ç ã o  com - 

p l e t a  d e s t e  p r o c e s s o  . E l e  c o n s i s t e  na i n s e r ç ã o  d o  i n t e r v a  - 

1 0  a r t i f i c i a l  a i ,  i = 1 , 2 ,  ..., k em S ,  a p ó s  a  i - é s i m a  s e q u ê n  - 

tia m a x i m a l  d e  e x t r e m o s  e s q u e r d o s .  Assim ,podemos  d i s t i n g u i r  

em S S ,  k s u b s e q u ê n c i a s  S S a i .  i  = 1 , 2 ,  . . . , k ,  c o n s t i t u i d a s  p e  - 



10:s i n t e r v a l o s  de r ó t u l o s  i n f e r i o r e s  a o  de  a i , c u j o s  e x t r e m o s  

e s q u e r d o s  s e  l o c a l i z a m  em p o s i ç õ e s  a n t e r i o r e s  à do e x t r e m o  e s  

q u e r d o  d e  a i  e  c u j o s  e x t r e m o s  d i r e i t o s  ocupam p o s i ç õ e s  p o s t e  - 

r i o r e s  à do e x t r e m o  d i r e i t o  de a i .  

S e  C = { v l  , v 2 ,  . . . . V 3 é uma c1  i q u e  máxima d e  G ,  e v i  
P - 

d e n t e m e n t e  a  s e q u ê n c i a  I v l  v2 . . .  v p  v l  v2  . . .  v I é uma sub  
P - 

s e q u ê n c i a  d e  SSa p a r a  algum i n t e r v a l o  a r t i f i c i a l  a  d e  SS. A 
j j 

j u s t i f i c a t i v a  p a r a  e s t a  a f i r m a ç ã o  r e sume- se  na s e g u i n t e  c o n s -  

t a t a ç ã o :  como o  e x t r e m o  d i r e i t o  d e  v ocupa  em SS uma p o s i ç ã o  1  

p o s t e r i o r  à do e x t r e m o  e s q u e r d o  d e  v h a v e r á  e n t r e  e l e s  um 
P ' 

i n t e r v a l o  a r t i i f i c i a l ,  d igamos  a  que é i n s e r i d o  a p ó s  a  sequên 
j ' - 

tia maxi.ma1 con tTgua  d e  e x t r e m o s  e s q u e r d o s  na qua l  v s e  i n  
P - 

c l u i .  E d e v i d o  a o  p r o c e s s o  p e l o  q u a l  SSa é f o r m a d a ,  e l a  tem 
j 

] v 1  v2 . . .  v p  v1 v 2  . . .  v / como uma d e  s u a s  s u b s e q u ê n c i a s .  
P 

Ass im,  a o  invés d e  d e t e r m i n a r e m  a  s u b s e q u ê n c i a  de  S  
4- g e r a d a  p e l o s  e l e m e n t o s  de Tx,Yx, como Buckingham s o l i c i t a ,  Ro - 

tem e  U r r u t i a  de t e rminam a p e n a s  a s  de  S S a i ,  Vai a r t i f i c i a l .  
- 

P a r a  i s t o  e l e s  de t e rminam P em SS,  qu-e nada  m a i s  e  

que a  s e q u ê n c i a  d o s  e x t r e m o s  d i r e i t o s  d o s  i n t e r v a l o s  que a  

formam. O p r i m e i r o  e l e m e n t o  de  P ,  po r  c o n s t r u ç ã o ,  c o r r e s p o n d e  

ao p r i m e i r o  i n t e r v a l o  a r t i f i c i a l  d e  SS,  o  i n t e r v a l o  a l .  

S e j a  a i  o  i n t e r v a l o  a r t i f i c i a l  m a i s  r e c e n t e m e n t e  en-  

c o n t r a d o .  Todo e l e m e n t o  de  P d e  r ó t u l o  i n f e r i o r  ao  d e  a i  e  que 

s e  l o c a l i z a  à sua  d i r e i t a  p e r t e n c e  a  S S a i .  

A q u e l e s  q u e  formarem a  m a i o r  s u b s e q u ê n c i a  c r e s c e n t e  

de  SSai  c o n s t i t u e m  uma c l i q u e  máxima do g r a f o  g e r a d o  p o r  e s t a  

s u b s e q u ê n c i a .  Quando um novo v é r t i c e  m a i o r  que a i  f o r  encon -  

t r a d o  e s t e  s e r á  o  m a i s  r e c e n t e  i n t e r v a l o  a r t i f i c i a l  e n c o n t r a  - 

do e  o  mesmo p r o c e s s o  d e v e  s e r  r e p e t i d o .  



Os a u t o r e s  n ã o  d e t e r m i n a m  a s  s e q u ê n c i a s  S S a i , b e m  c o  - 

mo a s  s u a s  s u b s e q u ê n c i a s  c o m p l e t a s  m á x i m a s  s e p a r a d a m e n t e  p a r a  

c a d a  a i .  E1 e s  f a z e m  t u d o  s i m u l t a n e a m e n t e  e  ,com i s t o  , conseguem 

2  d i m i n u i r  a  c o m p l e x i d a d e  p a r a  O ( n  ) .  

Como e x e m p l o , c o n s i d e r e m o s  a  s e q u ê n c i a  S = 11 2 3  4  5  

1 3  6  4 7  6  2  5 7 1 .  L o g o S S  = 1 1  2  3  4  5 a l  a l  1 3  6 a 2  a 2  4  

a 3  a 3  6  2  5  71 e  p o r t a n t o  P = <a1 ,1 ,3 ,a2 ,4 ,a3 ,6 ,2 ,5 ,7>  on - 
- 

d e  5 < a 1  < 6 ,  6  < a 2  < 7  e a 3  > 7 .  O e l e m e n t o  a l  e  o  p r i m e i  - 

r o  i n t e r v a l  o  a r t i f i c i a l  encontrado pe lo  a lgor i tmo.  

E m  s e g u i d a ,  e l e  e n c o n t r a  o  e l e m e n t o  1 ,  e como 1  < a l  

e l e  o  c o l o c a  no  c o n j u n t o  d e  f i l a s  r e l a t i v a s  a  a l ,  p a r a  q u e  a  

s u b s e q u ê n c i a  c r e s c e n t e  máxima s e j a  d e t e r m i n a d a .  
a  ' Assim, Q1l = 1 .  

O p r ó x i m o  e l e m e n t o  é o  : 3 , e  3 < a l ,  l o g o :  

E m  s e g u i d a , e l e  e n c o n t r a  a *  q u e  é m a i o r  q u e  a l  , p o r -  
- 

t a n t o  a 2  e o  s e g u n d o  i n t e r v a l o  a r t i f i c i a l .  

O o u t r o  e l e m e n t o  é 4 .  

Como 4  a T  e  4  < a 2  e l e  s e rá  i n s e r i d o  no c o n j u n t o d e  

f i l a s  d o s  d o i s  e l e m e n t o s .  L o g o ,  t e m o s :  



O próximo e l e m e n t o  é a3 e  como a3  > a 2  e l e  é o  t e r c e i  - 

r o  i n t e r v a l o  a r t i f i c i a l .  

Em s e g u i d a  vem 6 .  Mas como 6 > a l  e l e  não e n t r a  no 

c o n j u n t o  de  s u a s  f i l a s .  Sendo 6 < a2  e  6 a3  temos: 

Depois  vem o  2 ,  que é menor que a l ,  a 2  e  a 3 .  Logo: 

O o u t r o  e l e m e n t o  é o  5 ,  e  e l e  d e v e r á  s e r  i n s e r i d o  n a s  

f i l a s  de  a l ,  a 2  e  a3 .  

F i n a l m e n t e ,  o  ú l t i m o  e l e m e n t o  ê o  7 ,  e como 7  > a l ,  

7 > a 2  e  7  a3  e l e  deve- rã  s e r  i n s e r i d o  a p e n a s  no c o n j u n t o  d e  

f i l a s  de  a 3 .  



Assim,  a 3  
Q1 = 6 ,  2  

d A c o n f i g u r a ç ã o  f i n a l  d o s  t r ê s  c o n j u n t o s  d e  + i l a s  e :  

Como a l  tem o  m a i o r  c o n j u n t o  de f i l a s ,SSa ,  con t ém a  

s u b s e q u ê n c i a  c o n t i g u a  c o m p l e t a  máxima fo rmada  p e l o  i n t e r v a l o s  

de C = { 1 , 3 , 4 , 5 )  que é a  c l i q u e  máxima e n c o n t r a d a .  

O a l g o r i t m o  u t i l i z a d o  p o r  Rotem e  U r r u t i a , p a r a  d e t e r  - 

m i n a r  uma s u b s e q u ê n c i a  c r e s c e n t e  máxima de  uma s e q u ê n c i a  d a d a ,  

é uma pequena  a1 t e r a ç ã o  do a l g o r i  tmo t r a d i c i o n a l .  N e s t a ,  t o d a  

a  s e q u ê n c i a ,  da  q u a l  s e  q u e r  o b t e r  a  s u b s e q u ê n c i a  c r e s c e n t e  mã - 

x i m a , é  u t i l i z a d a  como e n t r a d a .  Enquan to  q u e , n o  u s a d o  p e l o s  au 

t o r e s , a p e n a s  um e l e m è n t o  da  s e q u ê n c i a  dada  t o r n a - s e  c o n h e c i d o  

em c a d a  i t e r a ç ã o .  ' S e j a  x  o  e l e m e n t o  d e  P q u e , e s t á  s e n d o  exami - 

nado p e l o  a l g o r i t m o .  Se x  é m a i o r  que o Ü l t imo  i n t e r v a l o  a r t i  - 

f i c i a l  e n c o n t r a d o ,  e n t ã o , e l e  p a s s a  a  s e r  um d e l e s .  Caso c o n t r á  - 

r i o ,  e l e  p o d e r á  p e r t e n c e r  a  v á r i a s  d a s  s u b s e q u ê n c i a s  SSai  , 
/ 

i  = 1 , 2 ,  . . . , K .  Tão l o g o  x  e  i d e n t i f i c a d o  como e l e m e n t o  d a  
a  
j s u b s e q u ê n c i a  SSa e l e  é i n s e r i d o  no c o n j u n t o  d e  f i l a s  Q 

j ' 
u t i l i z a d o  p a r a  o b t e r  a  c l i q u e  máxima do grafo gerado por SSa 

j. 



U t i l i z a n d o  a i n d a  uma v a r i á v e l  a u x i l i a r  p a r a  a r m a z e n a r  
a  

a  f i l a  que  x  p a s s o u  a  o c u p a r  em Q j ,  e l e s  c o n s e g u e m  o t i m i z a r  a  
a  

b u s c a  d a  p o s i ç ã o  d e  x  em Q j - 1  , c a s o  x  E S S a j - l .  Assim, r e d u z e m  

a  c o m p l e x i d a d e  d o  p r o c e s s o  d e  O ( n 1 o g n )  p a r a  O ( n ) .  

E x i s t e m  e x a t a m e n t e  n  i n t e r v a l o s  n ã o  a r t i f i c i a i s  e  k 

a r t i f i c i a i s .  P a r a  c a d a  i n t e r v a l o  n ã o  a r t i f i c i a l  f o r a m  f e i t a s  

O ( n )  c o m p a r a ç õ e s  e  p a r a  c a d a  i n t e r v a l o  a r t i f i c i a l  a p e n a s  uma. 

2 2 Assim a  c o m p l e x i d a d e  f i n a l  é O(n +K) ou s i m p l e s m e n t e  O(n ) j á  

q u e  K é o  O ( n ) .  

C o n s i d e r e m o s ,  a g o r a ,  o s  g r a f o s  v a l o r a d o s  n o s  q u a i s  a  

c a d a  v é r t i c e  é a s s o c i a d o  um v a l o r  n u m é r i c o  d e n o m i n a d o  p e s o .  0 s  

a l g o r i t m o s  q u e  v i m o s  a n t e r i o r m e n t e  tambgm podem s e r  a p l i c a d o s  

a e s t e s  g r a f o s ,  d e s d e  q u e  o s  p e s o s  d o s  v é r t i c e s  s e j a m  i g u a i s .  

C a s o  c o n t r á r i o ,  uma c l i q u e  v a l o r a d a  máxima p o s s u i  a  soma dos pe  - 

s o s  d o s  v é r t i c e s  q u e  a  compõem máxima e n t r e  todas a s  d e m a i s .  Sen  - 

d o  a s s i m , n ã o  podemos a p l i c a r  o s  p r o c e s s o s  a n t e r i o r e s  p a r a  i d e n  - 

t i f i c a r  a  c l i q u e  máxima em u m  g r a f o  v a l o r a d o  p o r q u e  e l e s  p r o  

cu ram a  d e  m a i o r  c a r d i n a l  i d a d e .  



BUCKINGHAM em ( 6 )  d e s e n v o l v e u  um a l g o r i t m o  p a r a  d e t e r  - 

m i n a r  a  s u b s e q u ê n c i a  c r e s c e n t e  v a l o r a d a  máxima da : s e q u ê n c i a  
-I- * 

rx  de  e x t r e m o s  d i r e i t o s  d o s  i n t e r v a l o s  d e  S x ,  p a r a  c a d a  i n t e r  - 

v a l o  x  de  uma s e q u ê n c i a  S  da  q u a l  um g r a f o  v a l o r a d o  s e  d e r t v a .  

Depois  de  t o d a s  s e  t o r n a r e m  c o n h e c i d a s  e l e  i d e n t i f i c a  a q u e l a  

c u j a  soma d o s  p e s o s  de  s e u s  v é r t i c e s  é máxima. 

I n i c i a l m e n t e ,  o  p r o c e d i m e n t o  d e f i n e  uma v a r i á v e l  R ( y )  
i a s s o c i a d a  a  t o d o  y  da  s e q u ê n c i a  r, e  a t r i b u i  a  e l a  o  v a l o r  do 

p e s o  de  y .  O v a l o r  de  R ( y )  a  c a d a  e t a p a  do p r o c e s s a m e n t o  v a i  

s endo  a t u a l i z a d o , d e  modo que sempre a rmazene  o  p e s o  da  s u b s e -  

q u ê n c i a  c r e s c e n t e  mãxima e n c o n t r a d a  que tem y  como ú l t i m o  e l e  

mento .  

Fazendo  q i g u a l  a  I':, o  a l g o r i t m o  chama o  proced imen  - 

t o  r e c u r s i v o  P r o c ( i ) ,  onde i é o  p r i m e i t o  e l e m e n t o  de  q .  O p r o  - 

ced imen to  P roc  ( i  ) p e r c o r r e  s e q u e n c i  a l m e n t e  q d a  e s q u e r d a  : p a r a  

a  d i r e i t a  e  p a r a  cada  j ,  t a l  que j forme úma s u b s e q u ê n c i a  c r e s  - 

tente com i ,  P o r t a n t o ,  p a r a  i < j ,  e l e  f a z  

Caso i > j ,  < i , j >  não é uma s e q u ê n c i a  c r e s c e n t e  e  o  

p r o c e d i m e n t o  P r o c  ( j  ) é chamado r e c u r s i  vamente .  No momento em 

que t o d o  e l e m e n t o  j de  q  t i v e r  seu v a l o r  d e  R ( j )  a t u a l i z a d o ,  

i é e x c l u i d o  d e  q .  

Cons ideremos  como exemplo a  s e q u ê n c i a  S  = 11 2  3 4 5 

1 4  2  3 51 e  s e j a  1  o  peso  d o s  v é r t i c e s  1 , 2 , 3  e  5 e  s e j a  3 o  

peso  do v é r t i c e  4 .  



R e t i r a n d o  1  d e  q ,  e l a  t o r n a - s e :  

q  = < 4 , 2 , 3 , 5 >  

Como 2  3 4, e n t ã o , e s t u d a r e m o s  a  s u b s e q u ê n c i a  < 2 , 3 , 5 >  

R ( 3 )  = m a x { R ( 3 ) ,  R ( 2 )  + p e s o  ( 3 ) )  = 3  

R ( 5 )  = m a x { R ( 5 ) ,  R ( 2 )  + p e s o  ( 5 ) )  = 3  

R e t i r a n d o  2  d e  q  e l a  t o r n a - s e :  

q  = < 4 , 3 , 5 >  

Como 3 < 4 ,  devemos  e s t u d a r  a  s u b s e q u ê n c i a  < 3 , 5 >  d e  

R e t i r a n d o  3  d e  q ,  t e m o s :  

q = < 4 , 5 >  

R ( 5 )  = m a x { R ( 5 ) ,  R ( 4 )  + p e s o  ( 5 ) )  = 5  

R e t i r a n d o  4  d e  q ,  e l a  t o r n a - s e  

e  como R ( 5 )  tem o  v a l o r  m á x i m o , a  s e q u ê n c i a  q u e  a  o r i g i n o u  é a  



p r o c u r a d a .  Logo { 1 , 4 , 5 )  ê a  c l i q u e  v a l o r a d a  máxima d e  G .  

Vamos d e t e r m i n a r ,  a g o r a ,  a  c o m p l e x i d a d e  do  a l g o r i t m o .  
* 

I n i ~ i a l m e n t e ~ p a r a  i d e n t i f i c a r  a s  s e q u ê n c i a s  S i ,  V i ,  a  comp le -  
-!- ~ i d a d e  é d e  O ( n ) .  D e p o i s , p a r a  c a d a  s e q u ê n c i a  r de  e x t r e m o s  i * 4- d i r e i t o s  d e  S i  e l e  d e t e r m i n a  o s  v a l o r e s  d e  L ( j ) ,  f .  E r i .  1 s  

J - 

t o  é f e i t o  em ~ ( l ~ t l , ) .  E m  s e g u i d a , p a r a  c a d a  j ,  t a l  q u e  i < j ,  

e l e  a t u a l i z a  o  v a l o r  de  E ( j ) ;  Mas s e n d o  i j ,  e x i s t e  a  a r e s  - 
- 

t a  ( i , j )  no s u b g r a f o  G ( r i )  a  c o m p l e x i d a d e  d e s t e  p r o c e s s o  e  

O ( g r a u  w;) ( i ) ) .  Quando  i  é exc1uYdo da  s e q u ê n c i a ,  o  p r o c e s -  

s o  é r e p e t i d o  p a r a  o  e l e m e n t o  i '  que ocupa a  p r i m e i r a  p o s i ç ã o  
- 

da  s e q u ê n c i a .  A comp lex idade  f i n a l  do p r o c e s s o  e  , p o r t a n t o ,  

O ( m G ( r f ) ) y  i s t o  é ,  da  ordem do número de a r e s t a s  d e  G ( T ~ )  e ,  
+ a s s i m , p a r a  c a d a  i t emos :  O ( m G ( r t )  + I r i [  ) .  M a s , i s t o  nos  conduz 

n 
a  O (  Z O ( m  

W f )  
+ ] r ; ] )  que é l i m i t a d o  po r  O ( m A  + m) O U  

i = l  
s i m p l e s m e n t e  O(mA),onde A o  g r a u  máximo de G .  O ( m A )  é a  com - 

p l e x i d a d e  p a r a  d e t e r m i n a r  a s  c l i q u e s  v a l o r a d a s  máximas d e  

~ ( r t ) ,  v i .  A c l i q u e  máxima é a q u e l a  de  m a i o r  p e s o , l o g o ,  d e  - 

vemos a c r e s c e n t a r  O ( n )  n a q u e l a  c o m p l e x i d a d e .  

F i n a l m e n t e , a  c o m p l e x i d a d e  r e s u l t a n t e  é O ( n  + m A ) .  

E m  ( 1 8 )  HSU a p r e s e n t a  um a l g o r i t m o  0 ( n 2  + mlog l o g n )  

p a r a  d e t e r m i n a r  uma c l i q u e  v a l o r a d a  máxima de  g r a f o s  c i r c u l a -  

r e s .  

P r i m e i r a m e n t e , e l e  d e t e r m i n a , p a r a  c a d a  i n t e r v a l o  i d e  
-!- S , a  c l i q u e  d e  m a i o r  p e s o  do g r a f o  g e r a d o  por  S i .  D e p o i s , e n t r e  

e l a s ,  com O ( n )  compa rações  e l e  d e t e r m i n a  a  mãxima. 



I n i c i a l m e n t e  o  a l g o r i t m o  f a z  p a r a  c a d a  i :  

X ( i )  = p e s o  ( i )  
-I- 

h ( j )  = 0 , +j E r i  e  j # i .  

Ao t e r m i n o  d o  p r o c e s s a m e n t o , a  E a r i á v e l  h ( i )  a r m a z e n a  
-I- 

o  p e s o  d a  c l i q u e  máxima d e  G ( T i )  q u e  c o n t é m  i .  

E m s e g u i d a ,  p a r a  t o d o  j ~ r f  - { i } ,  o a l g o r i t m o  f a z  
-I- 

h ( j )  = p e s o  ( j )  + m a x { A ( k ) / k  E r i  í l  r;}. 

Hsu p e r c e b e u  q u e , s e  k l  < k 2 ,  o  e x t r e m o  d i r e i t o  d e  k l  

o c u p a  em S uma p o s i ç ã o  p o s t e r i o r  a o  d e  k 2  e, a l é m  d i s s o ,  se 

X ( k l )  < h ( k 2 ) ,  o  v a l o r  d e  h  ( k l )  n ã o  s e r á  n u n c a  u s a d o  n o  c ã l c u  - 

1 0  d o s  h ( j ) ,  p a r a  j > K 2 .  A s s i m ,  q u a n d o  e x i s t e m  d o i s  i n t e r v a  - 

1 0 s  n a s  c o n d i ç õ e s  d e  k l  e  k 2  e l e  d i z  q u e  k 2  d o m i n a  k l .  

p o d e m o s ,  e n t ã o ,  a c e l e r a r  o  p r o c e s s a m e n t o  e l i m i n a n d o  

t o d o s  o s  i n t e r v a l o s  dominad los .  E com o s  d o m i n a n t e s  f o r m a r  uma 

s e q u ê n c i a  c r e s c e n t e , d e  modo q u e  a  e s c o l h a  d o  X ( k )  mãximos  t e  - 

n h a  uma c o m p l e x i d a d e  d e  O ( 1 o g n ) .  A p l i c a n d o  um modo m a i s  s o f i s  - 

t i c a d o  p a r a  i m p l e m e n t a r  a s  f i l a s  d e  p r i o r i d a d e ,  b a s e a n d o - s e ,  

n a  i d é i a  d e  Van Emde B o a s ,  r e d u z - ç ' e  a  . comp3 :ex idade  p a r a  

O(1og  l o g n ) .  

P a r a  e x c l u i r  o s  i n t e r v a l o s  d o m i n a d o s  ,a  o p e r a ç ã o  a n -  

t e r i o r  d e v e r á  s e r  r e p e t i d a  O ( g r a u ( i ) )  v e z e s .  L o g o , p a r a  c a d a  i ,  

3 c o m p l e x i d a d e  d o  p r o c e s s o  é O ( g r a u ( i )  l o g  l o g  n )  e  a  f i n a l  é 
2  O(n2  + m l o g  l o g n )  j á  q u e  O(n ) é a  n e c e s s á r i a  p a r a   forma^ a s  

l i s t a s  d e  a d j a c ê n c i a s  d o s  v é r t i c e s .  

Como e x e m p l o ,  vamos  c o n s i d e r a r  a  s e q u ê n c i a  : S :=  1 1  2  

3  4 5 1  4  2  3  5 I com o s  p e s o s :  p e s o ( 1 )  = p e s o  ( 2 )  = p e s o  ( 3 )  

= p e s o ( i 6 )  = 1  e p e s o  ( 4 )  = 3 .  



+ 
= 1  , 2 , 3 , 4 , 5 .  S e j a  X a  s e q u ê n c i a  d o s  h ( i )  d o m i n a n t e s .  

X ( 1 )  = 1  e  A ( 2 )  = X ( 3 )  = X ( 4 )  = h ( 5 )  = 0 .  

x = < a ( i ) >  

A = < A ( 1 ) ,  X ( 2 ) ,  X ( 3 ) >  

X ( 4 )  = p e s o ( 4 )  + m a x { ~ ( l ) )  j á  q u e  

4  r: n r +  4  d r t n r ;  

X ( 4 )  = 3  + 1  = 4  

como X ( 4 )  > X ( 2 )  e  X ( 4 )  > X ( 3 )  

4  domina  2  e  3 .  Logo 

A = < X ( 1 ) ,  A ( 4 ) ,  X ( 5 ) >  

E a s s i m  C 
( 1  

= { 1 , 4 , 5 )  e e s t a  s e r á  a  c l i q u e  v a l o r a d a  máxima d e  

G .  



3 

S e j a  G u m  g r a f o  a r b i t r á r i o  e  G uma o r i e n t a ç ã o  a c í c l i  - 
-? c a  de  G .  Sejam v e  w d o i s  v é r t i c e s  de  G , t a i s  que  v é u m  a n c e s  - 

3 3 
t r a l  p r ó p r i o  d e  w .  Denotaremos p o r  G v , w  o  s u b d i g r a f o  de  G i n  - 

d u z i d o  p e l o s  v é r t i c e s  s imu l t ameamen te  d e s c e n d e n t e s  de  v  e  an - 

c e s t r a i s  de  w .  

Dizemos que  ( v , w )  e E $ )  é uma a r e s t a  d e  c o b e r t u r a  

s e ,  e  somente  s e ,  o  s u b d i g r a f o  G V , W  f o r  t r a n s i t i v o .  

Observando a  f i g u r a  ( I V . l  . l )  podemos n o t a r  que  t o d a s  
-8 

a s  a r e s t a s  da  o r i e n t a ç ã o  G 1  d e  G 1  s ã o  de  c o b e r t u r a .  P a r a  o  
3 3 

g r a f o  G 2  a p r e s e n t a m o s  d u a s  o r i e n t a ç õ e s  a c i c l i c a s  G 2  e  G I Z .  Na 
3 

o r i e n t a ç ã o  G 2  a  a r e s t a  ( v l , v 4 )  não  é de  c o b e r t u r a ,  j:á que  o  

s u b d i g r a f o  i n d u z i d o  p e l o s  v é r t i c e s  .-que : . ' s ã o .  ~ i m u l ~ t a n e a m e n t e  

d e s c e n d e n t e s  de v l  e  a n c e s t r a i s  d e  v 4  não é t r a n s i t i v o .  P a r a  
3 

i s t o , f a l  t a - l h e  a  a r e s t a  ( v 1  , v 3 ) .  A o r i e n t a ç ã o  G I Z ,  e n t r e t a n t o ,  

é t o t a l m e n t e  c o n s t i t u í d a  por  a r e s t a s  de  c o b e r t u r a .  Uma o r i e n -  
- 

t a ç ã o  a c i c l  i c a  que p o s s u i  e s t a  c a r a c t e r y s  t i c a  e  denominada 

o r i e n t a ç ã o  c o b e r t a .  Des t a  f o r m a ,  o s  g r a f o s  G 1  e  G 2  d a  f i g u r a  

( I V .  1 . 1  ) admitem o r i e n t a ç ã o  c o b e r t a .  



F i g u r a  I V . l . l .  

D e n t r e  a s  c l a s s e s  de g r a f o s  q u e  admitem e s t a  o r i e n t a -  

ção,  podemos c i t a r  a  d o s  g r a f o s  de  c o m p a r a b i l i d a d e .  I s t o  s e  d e -  

ve  a o  f a t o  de  e l e s  a d m i t i r e m  o r i e n t a ç ã o  t r a n s i t i v a ,  na q u a l  t o  - 

d a s  a s  a r e s t a s  s ã o  de c o b e r t u r a .  

A f i g u r a  ( I V . 1 . 2 )  i l u s t r a  o r i e n t a ç õ e s  c o b e r t a s  em ( a )  

e  ( c )  e  não c o b e r t a s  em ( b )  e  ( d ) .  O g r a f o  s u b j a c e n t e  d o s  d i -  

g r a f o s  d a s  p a r t e s  ( a )  e  ( b )  da  r e f e r i d a  f i g u r a  é u m  g r a f o  c i r  - 

c u l a r ,  enquan to  que o  s u b j a c e n t e  d o s  o u t r o s  d o i s  d i g r a f o s  não  

o .  6 .  A t r a v é s  d e s t e s  exemplos  observamos  a  e x i s t ê n c i a  de  g r a f o s  

c i r c u l a r e s  e  não c i r c u l a r e s  que admitem uma o r i e n t a ç ã o  c o b e r t a .  



Na próxima s e ç ã o ,  provaremos que a d m i t i r  uma o r i e n t a  

ção c o b e r t a  é uma c a r a c t e r i s t i c a  da c l a s s e  d o s  g r a f o s  c i r c u l a  - 

r e s .  

F i g u r a  IV. 1 . 2 .  

E o s  g r a f o s  que não admitem t a l  o r i e n t a ç ã o l E l e s  e x i s  - 

tem? O g r a f o  da f i g u r a  ( I V . 1 . 3 ( a ) )  r e sponde  a f i r m a t i v a m e n t e  

a  e s t a  p e r g u n t a .  T r a t a - s e  de u m  dos  g r a f o s  de MYCIELSKI, como 

c o n s t a  em ( 2 8 ) .  Na s e ç ã o  IV.3 a p r e s e n t a r e m o s  a  prova  de que 

e l e  não admi te  o r i e n t a ç ã o  c o b e r t a .  I s t o  d e c o r r e  do f a t o  de 

e l e  s e r  o  menor g r a f o  sem t r i â n g u l o  que não p o s s u i  o r i e n t a ç ã o  

acTcl  i c a  a1 guma sem a r e s t a s  impl Tci t a s  po r -  t r a n s f  t i v f  d a d e .  



F i g u r a  I V . l . 3 .  

A p e n a s  como uma i l u s t r a ç ã o  a d i c i o n a 1 , v a m o s  p r o c u r a r  

a t r i b u i r  o r i e n t a ç õ e s  a s  a r e s t a s  d o  g r a f o  G d a  f i g u r a  ( IV .1 .3 (a ) )  

com o  o b j e t i v o  d e  o b t e r  uma o r i e n t a ç ã o  c o b e r t a  e v e r e m o s  q u e  

i s t o  é i m p o s s i ' v e l .  Como o  c i t a d o  g r a f o  é c o n e x o  e  n ã o  p o s s u i  

t r i â n g u l o s ,  t o d a s  a s  c l i q u e s  têm c a r d i n a l i d a d e  2 .  L o g o ,  n ã o  po - 

d e  o c o r r e r  nenhuma a r e s t a  i m p l y c i t a  p o r  t r a n s i t i v i d a d e .  Além 

d i s s o ,  devemos  t e r  o  c u i d a d o  d e  o b t e r  uma o r i e n t a ç ã o  a c i c l i c a .  

Podemos i n i c i a r  o  p r o c e s s o  d e  o r i e n t a ç ã o  p e l o  c i c l o  

< v 1  , v 2  , v 3  , v 4 , v 5  , v l ~ , o b t e n d o  a s  s e g u i n t e s  a r e s t a s :  ( v l  $ v 2  1 3  

( v 2 , v 3 ) ,  ( v 3 . v 4 ) ,  ( v 5 , v 4 )  e  ( v l  , v 5 ) .  As a r e s t a s  n ã o  o r i e n t a -  



d a s  d o  c i c l o  < v 1  , v 2 , v 3 , , v 7 , v 1 >  devem s e r ,  e n t ã o ,  a s  s e g u i n t e s :  

( v l  ,:v7) e  ( v 7  , v 3 ) .  ( v 2  , v 8 )  e  (v8  , v 4 )  c o m p l e t a m  a s  o r i e n t a ç õ e s  

d o  c i c l o  < v 2  , v 3  , v 4 , v 8 , v 2 > .  ( v g  , v 5 )  e  ( v g  , v 3 )  podem s e r  a s  a r e s  - 

t a s  d o  c i c l o  < v 3  , v 4 , v 5  , v g , v 3 >  e n q u a n t o  q u e  ( v 1  , v l O )  e  ( v ~ ~ ~ v ~ )  

c o m p l e t a m  o c i c l o  < v  I , V ~ , V ~ , V ~ ~ , V ~ > .  ( v 6 Y v 2 )  e  ( v 6  s v 5 )  podem 

s e r  a s  a r e s t a s  d o  c i c l o  < v 1  y ~ 2 y ~ 6 , ~ 5 y ~ l '  Até o  momento c o n s e  - 

g u i m o s  o b t e r  uma o r i e n t a ç ã o  c o b e r t a  p a r a  o  s u b g r a f o  d e  G i n -  

d u z i d o  p e l o s  v é r t i c e s  d e  V(G) - { v l l l y  q u e  p o d e  s e r  v i s t a  na 

f i g u r a  ( I V . 1  . 3 ( b ) ) .  

Agora  devemos  o r i e n t a r  a s  a r e s t a s  q u e  têm o  v é r t i c e  

v como u m  d e  s e u s  e x t r e m o s .  Como o  c i  c1  o  < v 6  , v 2  .v8 , v l  , v 6 >  j á  1  I: 
tem a s  a r e s t a s  ( v 6 , v 2 )  e  ( v 2 , v 8 )  o r i e n t a d a s ,  d e v e m o s  o r i e n t a r  

a s  r e s t a n t e s  a s s i m :  ( v 6  , V  e  ( v l l  , v 8 ) .  E m  <V6,vll ,vgYv5,v6> 

e x i s t e m  a s  a r e s t a s  ( v 6 , v 5 ) ,  ( v g , v 5 )  e  ( v ~ ~ v ~ ~ ) ~ ~ o ~ o ~  a  o u t r a  

v  > j á  p o s s u i  d e v e r á  s e r  ( v 9  , v l  ) E n q u a n t o  q u e  < v 3  , v 7  , v 1  , v g ,  

a s  a r e s t a s  ( v 7 , v 3 ) ,  ( v g . v 3 )  e ( v g Y v l  l ) y p ~ r t a n t o , ( v 7  , v l 1 )  d e v e  

r á  s e r  a o u t r a  a r e s t a .  F i n a l m e n t e ,  r e s t a - n o s  o r i e n t a r  a  a r e s -  

t a  q u e  tem como e x t r e m o s  o s  v é r t i c e s  v 1 0  e  v l l  Devemos o b s e r  - 

v a r  q u e  e l a  f a z  p a r t e  d o s  d o i s  c i c l o s  a  s e g u i r :  ( 1 )  < v l  , v 7 ,  

v l l  y ~ l O , ~ l >  e  ( 2 )  < v 4 , v 8 , v l l  , V ~ ~ ' ; V ~ > .  De a c o r d o  com o  c i c l o  

( 1 )  e l a  d e v e r á  s e r  ( v l O , v l  e  s e g u n d o  o  c i c l o  ( 2 )  e l a  d e v e r á  

s e r  ( v ,  , v l O )  e , a s s i m , c h e g a m o s  a uma c o n t r a d i ç ã o ,  i l u s t r a d a  

p e l a  f i g u r a  ( I V . 1 . 3 ( c ) ) .  Podemos r e c o m e ç a r  o  p r o c e s s o  d e  o r i -  

e n t a ç ã o  d a s  a r e s t a s , j á  q u e  u t i l i z a m o s  a p e n a s  uma d a s  p o s s i b i -  

1  i d a d e s ,  c o n t u d o  e s g o t a r e m o s  t o d a s  e l a s  e  n ã o  . c o n s e g u i r e m o s  

o b t e r  uma o r i e n t a ç ã o  c o b e r t a  p a r a  o g r a f o  G .  

S u r g e , a g o r a , a  q u e s t ã o  d a  i m p o r t â n c i a  d a  i n t r o d u ç ã o  

d e s t e  novo  c o n c e i t o .  A f i n a l ,  em q u e  o s  g r a f o s  q u e  a d m i t e m  o r i en  - 

t a ç ã o  c o b e r t a  d i f e r e m  d o s  d e m a i s ?  E na  c l a s s e  d o s  g r a f o s  q u e  



a  admi tem,  qua l  a  r a z ã o  que nos f a z  p r e t e r i r  a s  o r i e n t a ç õ e s  

não  c o b e r t a s  em f u n ç ã o  d e s t a s ?  

Buscaremos a s  r e s p o s t a s  p a r a  e s t a s  q u e s t õ e s  no p r g  

p r i o  c o n c e i t o  de  o r i e n t a ç ã o  c o b e r t a .  Lembramos que p a r a  u m  

g r a f o  G a d m i t i r  uma o r i e n t a ç ã o  c o b e r t a  é n e c e s s á r i o  que e x i s  - 

t a  uma o r i e n t a ç ã o  a c í c l i c a  na q u a l  t o d a s  a s  a r e s t a s  s e j a m  d e  

c o b e r t u r a .  E ,  uma a r e s t a  ( v , w )  é de  c o b e r t u r a  s e ,  e .  somen te  
-f +- 

s e ,  o ,  s u b d i g r a f o  G de  G i n d u z i d o  p e l o s  v é r t i c e s  s imu l  t a n e a  v , w  - 

mente  d e s c e n d e n t e s  de v e  a n c e s t r a i s  d e  w f o r  t r a n s i t i v o .  Ora, 
+ 

i s t o  s i g n i f i c a  que o s  v é r t i c e s  de  c a d a  caminho de  v a  w em G 

de f inem uma c l i q u e  de  G e  que a  c l i q u e  { v l , v 2 ,  . . .  , V 1 de  G 
P 

-f 

c o n s t i t u i  o  caminho < v l , v 2 ,  . . . ,  v > em G .  ~ l é m  d i s s o , s e  (v,w) 
P 

3 

f o r  uma a r e s t a  d e  c o b e r t u r a  e s p e c i a l  em G ,  e l a  d e f i n i r á  uma 
- 

c1 i q u e  maximal de G .  E s t a  e q u i v a l ê n c i a  d e  c o n c e i t o s  a l i a d a  a  

f a c i l  i d a d e  de  o b t e r m o s  uma o r i e n t a ç ã o  c o b e r t a  p a r a  g n a f o s  

c i r c u l a r e s , n o s  impulas ionou ao e s t u d o  d e s t e  a s s u n t o .  0 s  r e  

s u l  t a d o s  o b t i d o s  s e  encont ram d i  s t r i  buydos no r e s t a n t e  d e s t e  

c a p 7 t u l o  e  no próx imo.  

A f i g u r a  ( I V . 1 . 2 )  contém em s u a s  p a r t e s  ( a )  e  ( b )  

d u a s  o r i e n t a ç õ e s  a c i c l i c a s  p a r a  o  mesmo g r a f o  c i r c u l a r ,  o  c i  - 
- 

c 1 0  sem c o r d a s  de  q u a t r o  v é r t i c e s .  Apenas a  p r i m e i r a  d e l a s  e  

uma o r i e n t a ç ã o  c o b e r t a .  Admiti  r uma o r i e n t a ç ã o  c o b e r t a  é ,como 
+ 

j á  d i s semos ,uma c a r a c t e r y s t i c a  d o s  g r a f o s  c i r c u l a r e s  e  e  s o  - 

b r e  e s t e  a s s u n t o  que t r a t a r e m o s  a  s e g u i r .  

Cons ideremos  u m  g r a f o  c i r c u l a r  G c o n h e c i d o  a t r a v é s  



d e  uma s e q u ê n c i a  c i r c u l a r  S q u e  o  r e p r e s e n t a .  D u r a n t e  o  p r o c e s  - 

s o  d e  f o r m a ç ã o  d e  S d a d o  na s e ç ã o  1 1 . 2 ,  os v é r t i c e s  d e  G s ã o  

r o t u l a d o s  e  e s t e s  mesmos r ó t u l o s  s e r ã o  u t i l i z a d o s  n a  o b t e n ç ã o  
+- 

d e  uma o r i e n t a ç ã o  G d e  G .  O r i e n t a n d o  c a d a  a r e s t a  d e  G d o  v é r t i  
+ - 

c e  d e  menor  p a r a  o  d e  m a i o r  r ó t u l o  e n c o n t r a m o s  G ,  q u e  e  uma 

o r i e n t a ç ã o  a c i c l i c a  d e  G ,  a  q u a l  i d e n t i f i c a m o s  como o b t i d a  d e  

Na f i g u r a  ( I V . 2 . 1 )  h á  u m  d i a g r a m a  c i r c u l a r ,  c u j a s  c o r  - 

d a s  f o r a m  r o t u l a d a s  p a r a  q u e  a  s e q u ê n c i a  c i r c u l a r  S f o s s e  d e  

t e r m i n a d a .  ~á também o  g r a f o  c i r c u l a r  G g e r a d o  p e l o  d i a g r a m a ,  
+ 

e  G q u e  é uma o r i e n t a c ã o  a c i c l i c a  d e  G o b t i d a  d e  S .  



-f 

A s e g u i r ,  provaremos que e s t a  o r i e n t a ç ã o  a c ? c l  i c a  G ,  
- 

o b t i d a  de forma i m e d i a t a  a  p a r t i r  de S ,  e  também uma o r i e n t a  - 

ção c o b e r t a  de G .  Para  i s t o ,  e n t r e t a n t o ,  t o r n a - s e  n e c e s s á r i o  

a p r e s e n t a r m o s  algumas p r o p r i e d a d e s  dos g r a f o s  c i r c u l a r e s .  A 

p r i m s i r a  d e l a s  r e l a c i o n a  a s  p o s i ç õ e s  d o s  ex t remos  e s q u e r d o s  e  

d i r e t t o s  dos i n t e r v a l o s  de  S  que correspondem a o s  v é r t i c e s  de  
-t 

u m  caminho em G e  resume-se  no teorema a  s e g u i r .  

T E O R E M A  IV.2.1 - Se v e  w (v < w) s ã o  v é r t i c e s  do g r a f o  c i r c u  - 
-3 

l a r  G e  e l emen tos  de  um caminho o r i e n t a d o  P de G , e n t ã o , o s  ex 

t remos  e sque rdo  e  d i r e i t o  de v ocorrem,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  an - 

t e s  d o s  ex t remos  e s q u e r d o  e  d i r e i t o  de w em S. 

P R O V A  

S e j a  P '  = < v  = u o ,  u l  , u 2 ,  . . . , u k  = W >  , K - > 1 ,  o subcaminho de,  

P c u j o s  ex t remos  s ã o  v e  w .  Lembrando que S - I  ( E ( u ) )  e  s"(D(u))  

denotam, r e s p e c t i v a m e n t e ,  a s  p o s i ç õ e s  ocupadas p e l o s  ex t r emos  

e s q u e r d o  e  d i r e i t o  de u em S  e  que s e  a  a r e s t a  ( u i  ,u;) E E($) ,  

e n t ã o  ,S-l (E(ui ) )<  s-' ( E ( u j ) )  < s-' (D(ui))  4 5 1  ( D ( u  . ) ) ,  podemos e s c r e -  
J 

v e r :  

p a r a  todo  i ,  O - c i  K .  

Logo, como u o  = v e  u k  = w ,  pa ra  todo  j ,  1  - j - < k , t e  - 

mos : 

( A )  s - '  ( ~ ( v ) )  S" ( E ( u j ) ) i  S"(E(w))  



C o n s i d e r e m o s ,  como e x e m p l o ,  o  g r a f o  d a  f i g u r a  ( I V . 2 . 1 )  

e  d e s t e  vamos  e x a m i n a r  o  c a m i n h o  P = < 1 , 2 , 4 , 6 > .  A f i g u r a  

( I V . 2 . 2 )  c o n t é m  a  t a b e l a  d a s  p o s i ç õ e s  o c u p a d a s  p e l o s  e x t r e m o s  

e s q u e r d o  e  d i r e i t o  d e  c a d a  i n t e r v a l o  d e  S  q u e  c o r r e s p o n d e  

a  um v é r t i c e  d e  G .  O b s e r v a n d o - a  comprovamos  q u e :  

( B )  S - ' ( ~ ( 1 ) )  < S m 1 ( 0 ( 2 ) )  < s - ' ( D ( ~ ] )  S - ' ( ~ ( 6 ) ) .  

F i g u r a  I V . 2 . 2 .  

A s e g u n d a  p r o p r i e d a d e , ã  q u a l  n o s  r e f e r i m o s ,  é uma c o n  - 

s e q u ê n c i a  d a  p r i m e i r a  e  n ó s  a  u t i l i z a r e m o s  n ã o  sõ p a r a  p r o v a r  

o  p r i n c i p a l  r e s u l t a d o  d e s t a  s e ç ã o  ( T e o r e m a  I V . 2 . 2 )  como tam - 

bém p a r a  j u s t i f i c a r  o  a l g o r i t m o  q u e  d e t e r m i n a  t o d a s  a s  c l i q u e s  

m a x i m a i s  d e  g r a f o s  c i r c u l a r e s  q u e  s e r á  a p r e s e n t a d o  n o  p r ó x i m o  

c a p i t u l o .  

C O R O L A R I O  I V . 2 . 1  - S e j a m  v  e  w ( v  < w) d o i s  v é r t i c e s  d o  g r a f o  

c i r c u l a r  G e  e l e m e n t o s  de um c a m i n h o  o r i e n t a d o  P d e  5. S e  
-f -f 

( v , w )  E E ( G ) , e n t ã o ,  ( v , u )  E E (G)  par .a  t o d o  u ( u  # v ) ,  s i m u l t a -  

n e a m e n t e  d e s c e n d e n t e  d e  v  e  a n c e s t r a l  d e  w em P .  



P R O V A  

S e j a  P '  = < v  = u o ,  u l ,  u 2 ,  . . .  , u k  = w > ,  K - > 1 ,  o  subcaminho 

de P de extremos v e  w.  O Teorema ( I V . 2 . 1 )  g a r a n t e  que:  

- 1  
( B )  S - ' ( ~ ( v ) )  < s- '(D(ul))  ... S  (D(w)). 

-t 

Além d i s s o ,  como (v , w )  E E ( G )  temos: S - ' (E(v ) )<  sml(E(w)) <Sml(D(v))  

< s"(D(w).). Logo reun indo  a  61 tima r e l a ç ã o  com (A) e  ( B )  , con- 

cluTmos que:  

onde u i  E V ( P i )  e  O < i  K .  

Ora,  os  v é r t i c e s  que pertencem a  P '  - { v , w l  s ão  e x a t a m e n t e  

a q u e l e s  v é r t i c e s  u que s imul t aneamen te  descendem d e  v e a n t e -  
+ 

cedem w em P e,como ( C )  s e  v e r i f i c a , ( v , u )  E E ( G ) .  

Para  i l u s t r a r  o  ú l t i m o  r e s u l  tado,vamos o b s e r v a r  o  gra - 
3 

f o  G r e p r e s e n t a d o  p e l a  s e q u ê n c i a  S da f i g u r a  ( I V . 2 . 3 ) .  E m  G 

encont ramos  a  a r e s t a  ( 2 , 7 )  e  d o i s  caminhos e n t r e  s e u s  v é r t i -  

c e s :  P1 = < 2 , 3 , 4 , 6 , 7 >  e  P 2  = < 2 , 3 , 5 , 6 , 7 > .  Como podemos ob- 

s e r v a r , a l é m  da a r e s t a  ( 2 , 3 )  que p e r t e n c e  aos  d o i s  caminhos ,  
3 

a s  a r e s t a s  (2,4), ( 2 , 6 )  e ( 2 ; 5 )  também pertencem a  G .  



F i g u r a  I V . 2 . 3 .  

A g o r a ,  j á  dr ispomos d a  t e o r i a  n e c e s s ã r i a  p a r a  p r o v a r  

o  q u e  a f i r m a m o s  n o  i n y c i o  d e s t a  s e ç ã o .  

3 

TEOREMA I V . 2 . 2  - A o r i e n t a ç ã o  a c f c l i c a  G , o b t i d a  a  p a r t i r  d e  S - 
- 
e  uma o r i e n t a ç ã o  c o b e r t a  d o  g r a f o  c i r c u l a r  G .  

PROVA 

3 

Na o r i e n t a ç ã o  a c í c l  i c a  G ,  podemos d i s t i n g u i r  d o i 3  t i p o s  d e  a r e s  - 
-t 

t a s  : a s  q u e  p e r t e n c e m  à r e d u ç ã o  t r a n s i t i v a  G T  d e  8 e  a s  i m p l i  - 

c i t a s  p o r  t r a n s i  t i v i d a d e .  

Suponhamos ,  em p r i m e i r o  1  u g a r , q u e  ( v  ,w) s e j a  uma a r e s t a  p e r t e n  - 
3 

c e n t e  a  E ( G T ) .  
3 

A a r e s t a  ( v , w )  é d e  c o b e r t u r a ,  p o i s  o  d i g r a f o  G é t r a n s i t i -  
v  , w  

v o , j ã  q u e  é c o n s t i t u y d o  a p e n a s  p e l o s  v é r t i c e s  v  e  ,wc e p e l a  

a r e s t a  q u e  e l e s  d e f i n e m .  

A g o r a , v a m o s  s u p o r  q u e  ( v , w )  s e j a  uma a r e s t a  i m p l 7 c i t a  por  t r a n  - 
-t 

s i t i v i d a d e ,  l o g o , e x i s t e m  o u t r o s  c a m i n h o s  d e  v a  w em G d e  com - 

p r i m e n t o  m a i o r  ou i g u a l  a  2 .  S e j a m  P , ,  P 2 ,  . P r  o s  c a m i n h o s  
-t 

d e  v  a  w p e r t e n c e n t e s  a  G T -  E l e s  s ã o  d o  t i p o :  



De a c o r d o  com o  c o r o l á r i o  ( I V . 2 . 1 )  , a s  a r e s t a s  ( v . u i )  com 
+ 

O < i < k ,  p e r t e n c e m  a  E ( G ) .  L o g o ,  o  c o n j u n t o  d e  v é r t i c e s  
r 

V' = U V ( P j )  é um s u b c o n j u n t o  d e  T V  d o s  v i z i n h o s  d o  v é r t i c e  
i = l  
J '  

v  em G .  Como o  g r a f o  G ( T v )  é d e  P e r m u t a ç ã o  e  s e n d o  G ( V 1 )  um 

s u b g r a f o  i n d u z i d o  d e l e ,  G ( V i )  também é d e  P e r m u t a ç ã o .  
-t 

M a s  G v , W  
n a d a  m a i s  é q u e  o  d i g r a f o  o b t i d o  d e  G ( V i )  a p ó s  o r i e n  - 

t a r m o s  s u a s  a r e s t a s  d o  v é r t i c e  d e  m e n o r  p a r a  o  d e  m a i o r  r ó t u  - 
+ - - 

1 0 .  L O ~ O ~ G , , ~  e  t r a n s i t i v o  e  ( v , w )  e ,  p o r t a n t o ,  uma a r e s t a  d e  

c o b e r t u r a .  

3 

Na f i g u r a  ( I V . 2 . 4 ) , e n c o n t r a m o s  o  d i g r a f o  G , u m  s u b  
2  97 - 

+ - 
d i g r a f o  d e  G d a  f i g u r a  ( I V . 2 . 3 ) .  Podemos c o n s t a t a r  q u e  e l e  e  

t r a n s i t i v o ,  v e r i f i c a n d o  q u e  a  e x i s t ê n c i a  d a s  a r e s t a s  ( u i  ,u j )  

e  ( u j , u k )  i m p l i c a  n a  e x i s t ê n c i a  d e  ( u i  , u k ) .  

F i g u r a  I V . 2 . 4 .  



Sabemos que nem t o d o  g r a f o  a d m i t e  o r i e n t a ç ã o  c o b e r t a  

e  que a  c l a s s e  de  g r a f o s  que  a  a d m i t e  não  c o n g r e g a  a p e n a s  o s  

g r a f o s  c i r c u l a r e s .  Porém, s e  G é u m  g r a f o  c i r c u l a r , p o d e m o s  ob - 

t e r ,  como v imos  na s e ç ã o  a n t e r i o r ,  em tempo l i n e a r , u m a  o r i e n -  
+- 

t a ç ã o  c o b e r t a  G p a r a  G .  E s t a  f a c i l i d a d e ,  e n t r e t a n t o ,  n ã o  é en - 

c o n t r a d a  quando  t r a b a l h a m o s  com um g r a f o  q u a l q u e r .  M a s t r a r e -  

r n o s , p o s t e r i o r m e n t e , q u e  o  p rob lema d e  v e r i f i c a r  s e  u m  g r a f o  

q u a l q u e r  a d m i t e  o r i e n t a ç ã o  c o b e r t a  é NP-compl e t o .  A n t e s ,  pg  

rém, s e r á  n e c e s s á r i o  a p r e s e n t a r m o s  d o i s  t i p o s  de  g r a f o s  e  u m  

t eo r ema  que  o s  r e l a c i o n a .  

U m  g r a f o  é denominado d e  a n t i - c o m p a r a b i l i d a d e  s e  e l e  
d 

a d m i t e  uma o r i e n t a ç ã o  a c y c l i c a  na qua l  nenhuma d a s  a r e s t a s  e  

i m p l y c i  t a  p o r  t r a n s i  t i v i d a d e .  Baseando-nos  n e s t a  d e f i n i ç ã o ,  d e  - 

duz imos  q u e  t o d o  g r a f o  d e  a n t i - c o m p a r a b i l i d a d e  não p o s s u i  t r i  - 

â n g u l o s ,  j á  que q u a l q u e r  o r i e n t a ç ã o  i m p o s t a  a  s u a s  a r e s t a s  con - 

duz  à o b t e n ç ã o  de  u m  c i c l o  ou d e  uma a r e s t a  i m p l i c i t a  por tran- 

s i  t i v i d a d e .  

I 

Figura IV.3.1. 



Na f i g u r a  ( I V . 3 . 1 )  e n c o n t r a m o s  uma o r i e n t a ç ã o  a c y c l i  - 

c a  e  sem a r e s t a s  i m p l 7 c i t a s  p o r  t r a n s i t i v i d a d e  p a r a  d o i s  g r a  

f o s  d e  a n t i - c o m p a r a b i l i d a d e ,  s e n d o  o  p r i m e i r o  u m  g r a f o  não 

c i r c u l a r  e  o  s egundo  c i r c u l a r .  O t e r c e i r o  g r a f o  a p r e s e n t a d o  

não 6 c i r c u l a r  nem d e  a n t i - c o m p a r a b i l i d a d e .  Não e x i s t e  uma f o r  - 

ma d e  o r i e n t a r m o s  s u a s  a r e s t a s  sem o b t e r m o s  u m  c i c l o  ou uma 

a r e s t a  i m p l i c i t a  p o r  t r a n s i t i v i d a d e .  E s t e  mesmo g r a f o  n o s  s e r  - 

v i u  d e  exemplo  na s e ç ã o  IV.1 quando i n t r o d u z i m o s  o  c o n c e i t o  

de  o r i e n t a ç ã o  c o b e r t a .  

~ g o r a , v a m o s  c o n c e n t r a r  n o s s a s  a t e n ç õ e s  n o s  g r a f o s  

que  não possuem t r i â n g u l o s  e  d e m o n s t r a r  o  s e g u i n t e  t e o r e m a :  

T E O R E M A  IV .3 .1  - S e j a  G u m  g r a f o  sem t r i â n g u l o s .  G : a d m i t e  o r i  - 

e n t a ç ã o  c o b e r t a  s e , e  somente  se ,G é d e  a n t i - c o m p a r a b i l i d a d e .  

P R O V A  

3 

Supondo que  G a d m i t e  o r i e n t a ç ã o  c o b e r t a ,  s e j a  G e s t a  o r i e n t a -  
+ 

ç ã o .  S e j a  < v l  , v 2 ,  . . . v k > ,  K > 2 ,  um caminho  q u a l q u e r  em G .  
3 3 

A a r e s t a  ( v 1  , v k )  t! E ( G ) ,  p o i s , c a s o  c o n t r ~ r i o , c o m o  G é uma o r i  - 
+ 

e n t a ç ã o  c o b e r t a ,  e x i s t i r i a m  a s  a r e s t a s  ( v l  , v i )  em G p a r a  t o d o  

i ,  1 < i  < K .  I s t o ,  e n t r e t a n t ~ ~ c o n t r a d i z  o  f a t o  d e  G s e r  sem 
3 

t r i â n g u l o s .  Logo,G é a c i c l i c a  e  não p o s s u i  a r e s t a s  i m p l y c i t a s  

p o r  t r a n s i t i v i d a d e ,  p o r t a n t o , G  é d e  a n t i - c o m p a r a b i l  i d a d e .  Agg 

r a , vamos  s u p o r  o  c o n t r á r i o ,  que G s e j a  d e  a n t i - c o m p a r a b i l i d a -  

d e .  L o g o , e l e  a d m i t e  uma o r i e n t a ç ã o  a c y c l i c a  e  sem a r e s t a s  im - 
+ 3 

p l 7 c i t a s  p o r  t r a n s i t i v i d a d e .  E m  G ,  p a r a  t o d o  v E V(G)y t o d o  

caminho d e  v a  w ,  s e n d o  w E A + ( v ) ,  é c o n s t i t u i d o  a p e n a s  p e l a  
+ + 

a r e s t a  ( v , w ) .  I s t o  i m p l i c a  que G v  é t r a n s i t i v o  e  que G é 
Y W  



uma o r i  e n t a ç ã o  c o b e r t a .  

O t e o r e m a  a n t e r i o r  n o s  g a r a n t e  q u e  o  p r o b l e m a  d e  v e  - 

r i f i c a r  s e  um g r a f o  sem t r i â n g u l o s  a d m i t e  o r i e n t a ç ã o  c o b e r t a  

e  o  q u e  v e r i f i c a  se  o  mesmo g r a f o  é d e  a n t i - c o m p a r a b i l i d a d e  

têm a  mesma compl e x i d a d e ,  j á  q u e  o s  d o i s  c o n c e i t o s  s ã o  e q u i v a -  

l e n t e s .  

A i m p o r t â n c i a  d e s t a  c o n s t a t a ç ã o  s e  d e v e  a o  f a t o  d e  

t e r  s i d o  r e c e n t e m e n t e  p r o v a d o  p o r  J .  NESETRIL e  V .  R O D L  ( 2 2 ) ,  

q u e  o  p r o b l e m a  d e  v e r i f i c a r  se  um g r a f o  é d e  a n t i - c o m p a r a b i l i  - 

d a d e  é N P - c o m p l e t o .  L o g o , o  o u t r o  p r o b l e m a , q u e  vem a  s e g u i r  - a  

p r e n s e n t a d o  como P r o b l e m a  2  também é N P - c o m p l e t o .  

S e j a m  o s  p r o b l e m a s :  

P r o b l e m a  1  

Dados :  Um g r a f o  G 

Q u e s t ã o :  G a d m i t e  o r i e n t a ç ã o  c o b e r t a ?  -- 

P r o b l e m a  2  

Dados :  Um g r a f o  G sem t r i â n g u l o s .  

Q u e s t ã o :  G a d m i t e  o r i e n t a ç ã o  c o b e r t a ?  

O P r o b l e m a  2  é uma r e s t r i ç ã o  d o  P r o b l e m a  1 ,  j á  q u e  o  

c o n j u n t o  d e  d a d o s  d e s t e  c o n t é m  o  d o  P r o b l e m a  2  e c o m p a r t i l h a m  

d a  mesma q u e s t ã o .  B a s e a n d o - n o s  n o s  f a t o s  a n t e r i o r m e n t e  c i t a d o s ,  

podemos ,  e n t ã o ,  a p r e s e n t a r  o  s e g u i n t e  r e s u l  t a d o :  



TEOREMA I V . 3 . 2  - O P r o b l e m a  1  é N P - c o m p l e t o .  

PROVA 

O p r i m e a r o  p a s s o  que devemos s e g u i r  p a r a  o b t e r  e s t a  p r o v a  r e  - 

sume-se em v e r i f i c a r  se  o  P r o b l e m a  1  p e r t e n c e  à c l a s s e  NP. 1 s  - 

t o ,  porém, é i m e d i a t o  j á  que, se  d i s p o m o s  d e  uma o r i e n t a ç ã o  c o  - 
-+ 

b e r t a  G d e  G, podemos f a z e r  em tempo p o l i n o m i a l  a  c o n s t a t a ç ã o  
-9 + 

d e  que  p a r a  t o d a  ( v ,w )  E E ( G ) ,  G é t r a n s i t i v o .  F i n a l m e n t e ,  
v  ,w 

como o  P r o b l e m a  2  é N P - c o m p l e t o  e também é uma r e s t r i ç ã o  d o  

P r o b l e m a  1 ,  c o n c l u ~ m o s  que o  P r o b l e m a  1  é N P - c o m p l e t o .  



No c a p i t u l o  I I 1 , f i z e m o s  a  e x p o s i ç ã o  d o s  a l g o r i t m o s  e n  - 

c o n t r a d o s  n a  l i t e r a t u r a  d e s t i n a d o s  a  i d e n t i f i c a r  c l i q u e s  máxi  - 

mas d e  g r a f o s  c i r c u l a r e s .  A p r e s e n t a r e m o s  a g o r a  um a1 g o r i  tmo 

q u e  d e t e r m i n a  t o d a s  a s  c l i q u e s  m a x i m a i s  d o s  g r a f o s  d e s t a  c l a s  - 

s e ,  f u n d a m e n t a d o  em p r o p r i e d a d e s  d e c o r r e n t e s  d a  c a p a c i d a d e  d e  - 

l e s  d e  a d m i t i r  o r i e n t a ç ã o  c o b e r t a .  A c o m p l e x i d a d e  d o  a l g o r i  tmo 

é ú(n.m + n . a ) ,  o n d e  n ,  m e  a s ã o , r e s p e c t i v a m e n t e ,  o  n ú m e r o  d e  

v e r t i c e s ,  o  d e  a r e s t a s  e  o  d e  c l i q u e s  m a x i m a i s  d o  g r a f o .  

T S U K I Y A M A  e  c o l a b o r a d o r e s  d e s c r e v e m  em ( 2 9 )  u m  a l g o  - 

r i t m o  O(nma)  p a r a  d e t e r m i n a r  t o d o s  o s  c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  

m a x i m a i s  d e  um g r a f o  q u a l q u e r .  Como c a d a  c o n j u n t o  i n d e p e n d e n t e  

max ima l  d e  um g r a f o  G e q u i v a l e  a  uma c l i q u e  max ima l  d e  s e u  com - 

p l e m e n t o  e  v i c e - v e r s a ,  o  a l g o r i t m o  d e l e s  p o d e  s e r  a p l i c a d o  

p a r a  a  o b t e n ç ã o  d e  t o d a s  a s  c l i q u e s  m a x i m a i s  d e  u m  g r a f o  a r b i  - 

t r ã r i o .  No e n t a n t o ,  o  a l g o r i  tmo q u e  a q u i  d e s e n v o l v e r e m o s ,  e s p e  - 

c i f i c a m e n t e  p a r a  o s  g r a f o s  c i r c u l a r e s ,  é m a i s  e f i c i e n t e  q u e  o  

g e r a l .  E x i s t e m  o u t r o s  a l g o r i % m o s  p a r a  e n u m e r a ç ã o  d e  c 1  i q u e s  ma - 

x i m a i s  d e  c l a s s e s  e s p e c i a i s  d e  g r a f o s ,  t a i s  como o  d e  GAVRIL 

em ( 1 6 )  p a r a  g r a f o s  c o r d a i s  e  i n t a rva l ados .  E n t r e t a n t o ,  a t é  o  mo - 

mento não. e x i s t e  a1 g o r i  tmo e s p e c T f i  c o  p a r a  a s  grafos  c i r c u l a r e s  . 
A i n d a  n e s t e  c a p ? t u l o ,  o b t e r e m o s  a t r a v é s  d e  u m  a l g o r i t  - 

mo p o l i n o m i a l  o  número  d e  c l i q u e s  m a x i m a i s  d e  um g r a f o  c i r c u  - 



l a r  dadto e  a p r e s e n t a r e m o s  também o  l i m i t e  s u p e r i o r  que e s t e  n Ú  - 

mero pode a t i n g i r .  

Consideremos o  g r a f o  c i r c u l a r  G da f i g u r a  ( V . Z . l ) , q u e  

também e x i b e  uma s e q u ê n c i a  c i r c u l a r  S r e p r e s e n t a n t e  de  G,a o r i  - 
-+ -+ 

e n t a ç ã o  c o b e r t a  G de  G e  sua r edução  t r a n s i t i v a  G T .  

F i g u r a  V .  2 .1 .  



Por  d e f i n i ç ã o ,  t o d a s  a s  a r e s t a s  p e r t e n c e n t e s  a  E(;) 

s ã o  de  c o b e r t u r a .  Porém, podemos d e s t a c a r  a lgumas  d e l a s  q u e  

possuem uma p r o p r i e d a d e  que não é comum a  t o d a s  a s  d e m a i s .  E S  - 
4 

tamos nos r e f e r i n d o  à s  a r e s t a s  de  c o b e r t u r a  maximal e  ( v , w )  e  
3 

a s s j m  denominada s e ,  e  somente  s e , n ã o  e x i s t i r  ( v ' ,  w ' )  E E(G) 

d i f e r e n t e  de  ( v  ,w) t a l  q u e , s i m u l  t a n e a m e n t e , v l  s e j a  a n c e s t r a l  

de  v e  w' d e s c e n d e n t e  de w .  
3 

E m  G da  f i g u r a  ( V . 2 . l ) , i d e n t i f i c a m o s  como a r e s t a s  d e  

c o b e r t u r a  maximal ( 1 , 3 ) ,  ( 2 , 6 )  e  ( 5 , 7 )  e  em seu  g r a f o  s u b j a c e n  - 

t e  G e x i s t e m  q u a t r o  c l i q u e s  maximais :  { 1 , 2 , 3 ) ,  { 2 , 3 , 5 , 6 ) ,  

Observando  cada  uma d a s  a r e s t a s  d e  c o b e r t u r a  maximal 
-f 

de  G notamos que  o s  v é r t i c e s  que a s  de f inem s ã o  e x t r e m o s  d e  um 
-3 

ou m a i s  caminhos em G T  e  que  o s  v é r t i c e s  de  c a d a  um d e s t e s  ca  - 

minhas c o n s t i t u e m  uma c1 i q u e  maximal de  G .  

E s t a  c o n s t a t a ç ã o ,  e n t r e t a n t o . ,  não  é uma p a r t i c u l  a r i d a  - 

de do g r a f o  c i r c u l a r  d a  f i g u r a  ( V . 2 . 1 ) .  O t eo rema  que  a p r e s e n  

t a r e m o s  em s e g u i d a  comprova que e s t a  é uma c a r a c t e r y s t i c a  d o s  

g r a f o s  que admitem o r i e n t a ç ã o  c o b e r t a  nos q u a i s  o s  c i r c u l a r e s  

s e  i nc luem.  

T E O R E M A  V.2.1 - S e j a  G u m  g r a f o  que  a d m i t e  uma o r i e n t a ç ã o  c o -  
-f -f -f 

b e r t a  G e  s e j a  G T  a  r e d u ç ã o  t r a n s i t i v a  de  G .  E x i s t e  uma c o r r e s  - 

pendência b iun7voca  e n t r e  a s  c l i q u e s  maximais  de  G e o s  c o n j u n  - 
3 

t o s  de v é r t i c e s  d o s  caminhos de  G T  d e f i n i d o s  p e l o s  e x t r e m o s  
3 

d a s  a r e s t a s  de  c o b e r t u r a  maximal de  G .  



P R O V A  

P r i m e i r a m e n t e  ,vamos p r o v a r  a  impl i c a ç ã o  d i r e t a .  S e j a  C uma 

c l i q u e  maximal d e  G e  s e j a  v = . u  o < ' u l  . . .  < u k  = w a  o r  - 
3 

d e n a ç ã o  d o s  v é r t i c e s  de  C s egundo  o s  s e u s  r ó t u l o s  em G .  Como 

e n t r e  c a d a  p a r  ( u 3 , u  j ) ,  O - < i < j - < k ,  de v é r t i c e s  d e  C e x i s t e  
3 

uma a r e s t a  em G ,  t a l  a r e s t a  também p e r t e n c e  a  G j á  que G é 

seu  g r a f o  s u b j a c e n t e .  O caminho P = < v = u 0 , ~ 1  . . . ,  u k  = w > 
3 

é um caminho d.e G T ,  p o i s  c a s o  c o n t r á r i o , e x i s t i r i a  p e l o  menos 

uma a r e s t a  ( u i  , u ~ + ~  ) p e r t e n c e  a  P ,  O - < i k ,  i m p l 7 c i t a  p o r  t r a n  - 

s i t i v i d a d e .  I s t o  a c a r r e t a r i a  a  e x i s t ê n c i a  d e  u m  v é r t i c e  t em 
3 

V(G)y u i  < t < u ~ + ~  e  um caminho  P '  e n t r e  u i  e  u ~ + ~  c o n t e n d o  t .  
3 -+ - 

Mas, como G é uma o r i e n t a ç ã o  c o b e r t a  d e  G y  G e  t r a n s i  t ivlo 
V , W  

e  o  s u b g r a f o  de G i n d u z i d o  p e l o s  v é r t i c e s  d e  V ( P )  U V ( P i )  s e -  

r i a  um g r a f o  c o m p l e t o .  Como V(P)  = C e  t E V(P') - V ( P ) ,  C não 

s e r i a  uma c l i q u e  maximal de G c o n t r a r i a n d o ,  a s s i m ,  a  h i p õ t e s e .  

Além d i s s o ,  como v e  w s ã o , r e s p e c t i v a m e n t e ,  o  v é r t i c e  d e  menor 

e  o  d e  m a i o r  r õ t u l o  de  C ,  a  a r e s t a  ( v i , w ' )  d e f i n i d a  p e l o s  vér 

t i c e s :  v '  a n c e n t r a l  de v e  w' d e s c e n d e n t e  d e  w ,  não p e r t e n c e  a  
3 

E(G) - { ( v , ~ ) } ,  p o i s , s e  p e r t e n c e s s e , m a i s  uma v e z  a  c o n d i ç ã o  d e  

m a x i m a l i d a d e  de  C s e r i a  a t i n g i d a ,  j á  que G v l  ,,, s e r i  a  t r a n s i  t i  - 

vo .  Logo, ( v , w )  é uma a r e s t a  de c o b e r t u r a  maximal .  A g o r a ,  vamos 

p r o v a r  a  i m p l i c a ç ã o  i n v e r s a .  S e j a  ( v , w )  uma a r e s t a  d e  c o b e r t u  - 
-t 3 

r a  maximal de  G ,  e n t ã o  como G é t r a n s i t i v o ,  o s  v é r t i c e s  d e  
3 

v Y W  

c a d a  caminho P em G T  de v a  w induzem u m  s u b g r a f o  c o m p l e t o  d e f  

G e ,  p o r t a n t o ,  uma c l i q u e  de G .  P a r a  m o s t r a r m o s  que  t a l  c l i q u e  

6 também maximal,  vamos s u p o r  que não o  se ja  e  c a i r e m o s  numa con - 

t r a d i ç ã o .  S e j a  C uma c l i q u e  maximal de G q u e  con t ém,a l ém d o s  

e l e m e n t o s  do caminho  P = < v  = u O '  U 1 ,  . . . ,  U k  = w > , p e l o  ,menos, 



3 

um v é r t i c e  t .  Como em G T  não e x i s t e m  a r e s t a s  i m p l i c i t a s  po r  

t r a n s i  t i v i d a d e  e  t é a d j a c e n t e  a  t o d o s  os v é r t i c e s  d e  V ( P )  em G., 

ou t < v ou t > w .  A o c o r r ê n c i a  do p r i m e i r o  c a s o  i m p l i c a  na 
't 

e x i s t ê n c i a  da  a r e s t a  ( t , w )  em G e  do segundo  c a s o  ( v , t )  em $ 

c o n t r a r i a n d o  a s s i m  o  f a t o  de ( v , w )  s e r  uma a r e s t a  de c o b e r t u r a  

maximal .  
A 

Como vimos na s e ç ã o  a n t e r i o r ,  a s  c l i q u e s  maximais  d e  
3 

u m  g r a f o  G que a d m i t e  o r i e n t a ç ã o  c o b e r t a  G c o r r e s p o n d e m  a o s  

c o n j u n t o s  d e  v é r t i c e s  d e  t o d o s  os  caminhos  na r e d u ç ã o  t r a n s i t i  - 
-t 3 

va G T  de  G ,  l i m i t a d o s  p e l o s  v é r t i c e s  v e  w ,  q u e  d e f i n e m  a s  
3 

a r e s t a s  ( v , ~ )  d e  c o b e r t u r a  maximal d e  G .  

Sabemos que um g r a f o  c i r c u l a r  G a d m i t e  o r i e n t a ç ã o  c o  - 

b e r t a  e  que a  p a r t i r  de uma s e q u ê n c i a  c i r c u l a r  S  que o  r e p r e  - 

s e n t a  podemos f a c i l m e n t e  o b t e r  t a l  o r i e n t a ç ã o .  Conhecemos tam - 

bém a l g o r i t m o s  que  de t e rminam a  r e d u ç ã o  t r a n s i t i v a  de um d i g r a  - 

f o  a c i c l i c o .  R e s t a - n o s ,  e n t ã ~ ~ e s t a b e l e c e r  u m  p r o c e s s o  p a r a  a  

o b t e n ç ã o  d a s  a r e s t a s  de  c o b e r t u r a  maximal d e  uma o r i e n t a ç ã o  c o  - 

b e r t a  p a r a  que possamos c o n s t r u i r  o  a l g o r i t m o  d e s e j a d o .  

-+ 
T E O R E M A  V.3.1 - S e j a  G u m  g r a f o  c i r c u l a r ,  G uma o r i e n t a ç ã o  c o  - 

3 -+ 
b e r t a  d e  G e  ( v , w )  uma a r e s t a  de  G .  Se em G ,  ~ ' ( v )  fl ~ ' ( w )  = 8 

e  A - ( v )  'n A - ( w )  = ll, e n t ã o  ( v , w )  é uma a r e s t a  de  c o b e r t u r a  ma 

x i m a l .  



PROVA 

S e  ~ ' ( v )  í l  ~ ' ( w )  = i m p l i c a  q u e  n ã o  e x i s t e  w '  d e s c e n d e n t e  p r ó  - 
-f 

p r i o  d e  v  e w t a l  q u e  ( v , w i )  E E ( G ) .  C a s o  A - ( v )  í l  A - ( w )  = fl e n  - 

t ã o  n ã o  e x i s t e  v '  a n c e s t r a l  p r ó p r i o  d e  v  e w t a l  q u e  
-f 

( v i , w )  E E ( G ) .  Como n ã o  e x i s t e m  t a i s  a r e s t a s  o  c o r o l á r i o  IV.2.1 
+ 

g a r a n t e  q u e  a  a r e s t a  ( v i , w ' )  t a m b é m  n ã o  p e r t e n c e  a  E ( G ) .  L o g o  

( v , w )  é d e  c o b e r t u r a  m a x i m a l .  
a 

C o n s i d e r e m o s  o  g r a f o  G d a  f i g u r a  ( V . 2 . 1 )  e v a m o s  v e r i  - 
+ 

f i c a r  q u a i s  d a s  a r e s t a s  ( v , w )  d e  G s a t i s f a z e m  a s  d u a s  p r o p r i e -  

d a d e s :  ( A )  ~ ' ( v )  n A t ( w )  , =  fl e ( B )  A - ( v )  n A - ( w )  = fl. Na f i  - 

g u r a  ( V . 3 . 1 )  p o d e m o s  o b s e r v a r  a s  l i s t a s  d e  a d j a c ê n c i a  ~ ' ( v )  e 
-f 

A - ( v )  p a r a  t o d o  v  E V ( G ) .  

- 

F i g u r a  V . 3 . 1 .  



E s t a s  l i s t a s  de a d j a c ê n c i a  podam s e r  d e t e r m i n a d a s  

quando v i s i t a m o s  s e q u e n c i a l m e n t e  da e sque rda  p a r a  d i r e i t a  o s  

e l emen tos  de S .  U t i l i z a m o s  uma l i s t a  L ,  i n i c i a l m e n t e  v a z i a ,  pa 

r a  armazenar  o  e lemento  V no momento em. que seuextremo e s q u e r d o  

é a c e s s a d o .  .E quando seu ext remo d i r e i t o  f o r  a l c a n ç a d o  ede deve - 

r á  s e r  d e l a  r e t i r a d o .  An tes ,  porém, de e f e t u a r m o s  a  r e t i r a d a  

de v de L devemos i n s e r i r  cada w E L que s e  e n c o n t r a  ã d i r e i t a  

de v em ~ ' ( v )  e , s i r n u l t a n e a m e n t e , i n s e r i r  v em Am(w) .  Para  j u s t i  - 
- 

f i c a r  e s t e  procedimento  vamos lembrar  que (v ,w)  e  uma a r e s t a  
+- 

de G s e ,  e  somente s e ,  5- I  ( ~ ( v ) )  < s-'  ( ~ ( w ) )  < S - ' ( D ( V ) )  < 

-f 

Examinando t o d a s  a s  a r e s t a s  p e r t e n c e n t e s  a  E(G) con-  

cd!u?mos que apenas  a s  a r e s t a s  (1 3 ( 2 , 6 )  e  ( 5 , 7 )  s a t i s f a z e m ,  

s imul taneamente ,  a  ( A )  e  a  ( B )  e  , p o r t a n t o  ,como j ã  e r a  e s p e r a d o  
+- 

e l a s  s ã o  a s  a r e s t a s  de c o b e r t u r a  maximal de G .  

A complexidade do p r o c e s s o  que u t i l i z a m o s  pa ra  d e t e r  - 
-f 

minar  a s  a r e s t a s  de c o b e r t u r a  maximal de G é O(mn) p o i s ,  p a r a  
+- 

cada uma das m a r e s t a s  ( v  , w )  E E ( G )  ,determinamos A + ( v )  n ~ ' ( w )  

e  A - ( v )  í l  A - ( w ) .  Como os  e l emen tos  d a s  l i s t a s  A' e s t ã o  ordena-  

dos  segundo a s  p o s i ç õ e s  de : seus  ex t remos  e s q u e r d o s  em S  e  o s  

d a s  l i s t a s  A- de a c o r d o  com a s  p o s i ç õ e s  de s e u s  ex t r emos  d i r e i  - 

t o s ,  a  complexidade  pa ra  e f e t u a r m o s  cada ope ração  é U ( n ) .  

Agora j á  podemos a p r e s e n t a r  o  a l g o r i t m o  que d e t e m i n a  

t o d a s  a s  c l i q u e s  maximais de u m  g r a f o  c i r c u l a r  G .  

E m  seu p a s s o  i n i c i a l ,  o  a l g o r i t m o  c o n s t r ó i  a  p a r t i r  da 

s e q u ê n c i a  S,que e s t á  r e p r e s e n t a n d o  o  g r a f o  G ,  a  o r i e n t a ç ã o  co - 
+- +- 

b e r t a  G e  sua redução  t r a n s i t i v a  G T .  E m  s e g u i d a , e l e  d e t e r m i n a  
+- 

a s  a r e s t a s  de c o b e r t u r a  maximal de G e , p a r a  cada uma d e s t a s  



a r e s t a s ,  d i g a m o s  ( v , w ) ,  o  a l g o r i t m o  i n s e r e  no c o n j u n t o  R ( v ) ,  

i n i c i a l m e n t e  v a z i o ,  o  v é r t i c e  w .  A s s i r n , o s  v é r t i c e s  p a r a  o s  

q u a i s  o  c o n j u n t o  R ( v )  é n ã o  v a z i o  s ã o  m a r c a d o s  e  o s  d e m a i s  d e s  - 

m a r c a d o s .  

O p a s s o  g e r a l  s e  c o n s t i t u i  d o s  s e g u i n t e s  c o m a n d o s :  

& e  t o d o s  o s  v é n t i c e s  e s t i v e r e m  d e s m a r c a d o s ,  o  a l g o r i  tmo k e r -  

m i n a .  C a s o  c o n t r ã r i o ,  s e j a  v  um v é r t i c e  m a r c a d o  e  a s s o c i a d o  a  
3 + 

e l e  e x i s t e  u m  d i g r a f o  G d e  G T  i n d u z i d o  p e l o s  v é r t i c e s , ,  s i  
TV 

m u l t a n e a m e n t e  d e s c e n d e n t e s  d e  v  e  a n c e s t r a i s  d e  w ,  w E R ( v ) .  

O a l g o r i t m o ,  e n t ã o , d e t e r m i n a  t o d o s  o s  c a m i n h o s  e n t r e  a  f o n t e  v  

e  o s  s u m i d o u r o s  w d e s t e  d i g r a f o ,  d e s m a r c a  o  v é r t i c e  v  e  r e p e -  

t e  o  p a s s o  g e r a l .  

A c o m p l e x i d a d e  d e s t e  a l g o r i t m o  é O(n.m + . . n . a )  e  a s s i m  
- 

o b t i d a :  No p a s s o  i n i c i a l  o  p r o c e s s o  d e  m a i o r  c o m p l e x i d a d e  e  

a q u e l e  q u e  d e t e r m i n a  a s  a r e s t a s  d e  c o b e r t u r a  maximal  e  como j á  

a  d e t e r m i n a m o s  s a b e m o s  q u e  é d e  O ( n . m ) .  A d e t e r m i n a ç ã o  d e  E 
3 + 

t em c o m p l e x i d a d e  d e  O(n  + m) e  a  d a  r e d u ç ã o  t r a n s i t i v a  G T  d e  G 

é d e  no máximo O(n .m) ,  p o r  s e r  i d ê n t i c a  à c o m p l e x i d a d e  d o  p r o -  

c e s s o  d e  o b t e n ç ã o  d o  f e c h o  t r a n s i t i v o  em d i g r a d o s  a c ~ c l i c o s , c o  - 

mo m o s t r a  A H O  e  c o l a b o r a d o r e s  em ( 1 ) .  No p a s s o  g e r a l ,  p a r a  en  - 

c o n t r a r  t o d a s  a s  c l i q u e s  m a x i m a i s  d e  G ,  o  a l g o r i t m o  d e t e r m i n a  

t o d o s  o s  c a m i n h o s  e n t r e  o s  v é r t i c e s  v  e  w ,  e x t r e m o s  d a s  a r e s -  
+ + 

t a s  d e  c o b e r t u r a  maximal  d e  G em G , q u e  é u m  d i g r a f o  a c í c l i  
TV - 

c o  e  sem a r e s t a s  i m p l ~ c i t a s  p o r  t r a n s i t i v i d a d e .  

P o r t a n t o ,  i s t o  pode  s e r  r e a l i z a d o  em O ( n )  p o r  c l i q u e ,  

f a z e n d o  uma b u s c a  i r r e s t r i t a  em p r o f u n d i d a d e , d e  a c o r d o  com o  

a l g o r i t m o  a  s e g u i r :  



D a d o s :  d i g r a f o  G 
TV 

p r o c e d i m e n t o  P ( S )  

c o l o c a r  S  n a  f i l a  Q 

p a r a  w E A'(s) e f e t u a r  

p  ( w )  

S e  A'(s) = fl e n t ã o  

l i s t a r  o s  e l e m e n t o s  d a i  f i l a  Q 

r e t i r a r  S  d e  Q 

d e f i n i r  uma f i l a  Q y  v a z i a  

Vamos a g o r a  a p l i c a r  e s t e  a l g o r i t m o  a o  g r a f o  G d a  f i g u  

r a  ( V . 2 . 1  ) p a r a  o  q u a l  j á  d e t e r m i n a m o s  uma o r i e n t a ç ã o  c o b e r t a  
3 3 +- 

G y  a r e d u ç ã o  t r a n s i t i v a  G T  d e  G e a s  a r e s t a s  d e  c o b e r t u r a  m a x i  - 
+- 

mal  d e  G q u e  s ã o :  ( 1 . 3 ) .  ( 2 , 6 )  e  ( 5 , 7 ) .  Bem, a g o r a  v a m o s  d e t e r  - 
3 

m i n a r  o s  c o n j u n t o s  R ( v ) ,  -V v  E V ( G ) .  ' E l e s  s ã o :  R ( l )  = ( 3 1 ,  

R ( 2 )  = 1 R ( 5 )  = 7  e  R ( 3 )  = R ( 4 )  = R ( 6 )  = R ( 7 )  = fl. 
3 y 

0 s  d i g r a f o s  G . p a r a  v  E V ( G )  c u j o  R ( v )  # fl, podem 
TV 

s e r  o b s e r v a d o s  n a  f i g u r a  ( V . 3 . 2 ) .  

F i g u r a  V . 3 . 2 .  



Na mesma f i g u r a  podemos  o b s e r v a r  q u e  o s  c a m i n h o s  

d a s  f o n t e s  a o s  s u m i d o u r o s  d e s t e s  d i g r a f o s  s ã o  c o n s t i t u ~ d o s  p e  

1 0 s  c o n j u n t o s  d e  v é r t i c e s :  { 1 , 2 , 3 1 ,  { 2 , 3 , 5 , 6 ) ,  { 2 , 4 , 5 , 6 )  e  

{ 5 , 7 ) .  Estes c o n j u n t o s  s ã o ,  p o r t a n t o ,  a s  c l i q u e s  m a x i m a i s  d o  

g r a f o  G como n o s  g a r a n t e  o  t e o r e m a  ( V . 2 . 1 ) .  

3 

Na s e ç ã o  a n t e r i o r  d e f i n i m o s  o  d i g r a f o  G como o  s u b  
TV 

-?- 

d i g r a f o  de G T ,  i n d u z i d o  p e l o s  v é r t i c e s  s i m u l t a n e a m e n t e  d e s c e n d e n  - 
t e s  d e  v  e a n c e s t r a i s  d e  w ,  p a r a  t o d o  w q u e  d e f i n e  com v  uma 

-t 

a r e s t a  d e  c o b e r t u r a  max ima l  d e  G .  Vimos também q u e  o  c o n j u n t o  
-t 

d e  v é r t i c e s  d e  c a d a  c a m i n h o  max ima l  d e  G é uma c l i q u e  maxi  
TV 

- 

mal d e  G .  
4 

S e j a  G o  s u b d i g r a f o  o b t i d o  q u a n d o  a d i c i o n a m o s  
T v , t ( v )  

a  G um n o v o  v é r t i c e  t ( v )  e  a s  a r e s t a s  ( w , t ( v ) )  p a r a  t o d o  w 
TV -f 

s u m i d o u r o  d e  G . Assim, o  número  d e  c a m i n h o s  e n t r e  a  f o n t e  v 
TV 

e o  s u m i d o u r o  t ( v )  d e  E é i g u a l  a o  número  d e  c l i q u e s  
T v , t ( v )  

m a x i m a i s  d e  G , q u e  p o s s u i  v como s e u  v é r t i c e  d e  m e n o r  r õ t u l o .  

A p r e s e n t a r e m o s  ,a s e g u i r , u m  a l g o r i t m o  q u e  d e t e r m i n a  es - 

t e  v a l o r  p a r a  o  s u b d i g r a f o  G d e  G T .  P a r a  d e t e r m i n a r m o s  
T v Y t ( v )  

o  número  t o t a l  d e  c l i q u e s  m a x i m a i s  d e  G ,  d e v e m o s  a p l i c a r  o  r e  - 

f e r i d o  a l g o r i t m o  uma v e z  p a r a  c a d a  v ,  t a l  q u e ,  R ( v )  # íll e em 

s e g u i d a  a d i c i o n a r  - : o s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  n a s  v á r i a s  a p l  i c a -  

ç õ e s .  J u l g a m o s  c o n v e n j e n t e  a a p r e s e n t a ç ã o  d e s t e  a l g o r i  tmo j á  

q u e  n ã o  c o n h e c e m o s  r e s u l t a d o  s i m i l a r  p a r a  g r a f o s  g e r a i s . .  

No p a s s o  i n i c i a l  o  a l g o r i t m o  c o n s t r ó i  o  d i g r a f o  
-f -?- 

G a  p a r t i r  d e  G . Em s e g u i d a , e l e  d e f i n e  a ( ~ ) : =  1  e  
, t ( v )  



3 -f 

a ( w ) : =  0 ,  p a r a  t o d o  w E V(G ) - { v )  e  f a z  D = G 
Tv , t ( v )  T v , t ( v ) .  - 

No p a s s o  g e r a 1 , s e  o  d i g r a f o  D c o n t i v e r  a p e n a s  u m  u n i  - 

c o  v g r t i c e ,  o  a l g o r i t m o  t e r m i n a  e  em a ( t ( v ) )  e s t á  r e g i s t r a d o  o  
-f 

número  d e  c a m i n h o s  m a x i m a i s  d e  G . C a s o  c o n t r á r i o ,  s e j a  
T v , t ( v )  

z  um v é r t i c e  d o  d i g r a f o  sem p r e d e c e s s o r e s .  P a r a  c a d a  z '  d a  

l i s t a  d e  a d d a c ê n c i a  ~ ' ( z )  no  d i g r a f o ,  o  a l g o r i t m o  f a z  a ( z l  ) : =  

a ( i '  ) + a (  z  ) .  E m  s e g u i d a ,  o  v é r t i c e  z  é r e m o v i d o  d e  D e  o  p a s  - 

s o  g e r a l  é r e p e t i d o .  

O t e o r e m a  a  s e g u i r  a s s e g u r a  q u e  em a ( t ( v ) )  e s t á  r e g i s  
-2. 

t r a d o  o  número  d e  c a m i n h o s  d e  v  a  !(v)  em G . E ,  o  nÜme - 
Tv. . t  ( V  

r o  d e  c l i q u e s  m a x i m a i s  d o  g r a f o  c i r c u l a r  G é d a d ~ ' ~ o r :  

TEOREMA V.4 .1  - Ao t é r m i n o  d o  a l g o r i t m o  a c i m a  p a r a  - c a d a  

Z '  E V(G ) ,  o  v a l o r  d e  a ( z l )  é o  número  d e  c a m i n h o s  e x i s  - 
4, t ( v )  

t e n t e s  em d e  v  a z ' .  
, t ( v )  

P R O V A  

S e  o  v é r t i c e  z '  é a d j a c e n t e  a  v, e n t ã o  , e x i s t e  um ú n i c o  c a m i n h o  

e n t r e  v  e  z '  c o n s t i t u 7 d o  p e l o s  d o i s  v é r t i c e s  e  p e l a  a r e s t a  

( v ,  z ' ) .  O a l g o r i t m o  f a z  em s e u  p a s s o  i n i c i a l :  D = G , 1 0  - 
T v y t ( v )  

g o  a  p r i m e i r a  v e z  q u e  s e u  p a s s o  g e r a l  é  executado,^ é a  ' U n i c a  

f o n t e  d e  D .  S e n d o  a s s i m ,  e l e  é q u e  s e r á :  e x c l u i d o  d e  D e  
+ 

V z '  E A ( V )  o  a l g o r i t m o  i n c r e m e n t a  a ( v ) ,  q u e  é i g u a l  a  1 ,  em 

a ( z ' ) .  S e n d o  i n i c i a l m e n t e  n u l o  o  v a l o r  d e  a ( z l ) ,  a p ó s  e s t a  o p e  - 

r a ç ã o  e l e  t o r n a - s e  1 .  Como n ã o  e x i s t e  em D o u t r o  v é r t i c e  . q u e  é 



p r e d e c e s s o r  d e  z ' ,  o  v a l o r  d e  a ( z l )  n ã o  s e  a l t e r a  m a i s  d u r a n t e  

o  p r o c e s s a m e n t o  e  r e g i s t r a  e x a t a m e n t e  o  número  d e  c a m i n h o s  e n  - 
-f 

t r e  v  e  z '  em G 
T v , t ( v ) '  

S u p o n h a m o s , a g o r a , q u e  o  p a s s o  g e r a l  e s t e j a  s e n d o  p r o c e s s a d o  p e  

l a  k - é s i m a  v e z ,  K > 1 ,  e  q u e  z ' ,  d i f e r e n t e  d e  t ( v ) ,  é a  f o n t e  

d e  D a  s e r  d e l e  e x c l u í d a .  Suponhamos  também q u e . .  p a r a  t o d o  

z E A - ( z ' ) ,  a ( z )  a r m a z e n a  o  número  d e  c a m i n h o s  e n t r e  v  e  z .  Pa - 
-3 

r a  a l c a n ç a r m o s  z '  a  p a r t i r  d e  z  em: G d i s p o m o s  d e  uma 
t ( v  1 

Ú n i c a  o p ç ã o ,  a t r a v é s  d a  a r e s t a  ( z ,  z ' ) ,  por tanto,^ número  d e  

c a m i n h o s  d e  v  a  2 '  p a s s a n d o  p o r  z  é e x a t a m e n t e  a ( z ) .  L o g o ,  o  

número  t o t a l  d e  c a m i n h o s  d e  v  a  z '  é d a d o  p o r  

No a l g o r i t m o  o  v a l o r  d e  a ( z ' )  é i n i c i a l m e n t e  n u l o  e  p a r a  c a d a  

v é r t i c e  z  E A - ( z ' )  q u e  é e x c l u y d o  d e  D ,  o  v a l o r  d e  a ( z )  é i n c r e  - 

m e n t a d o  a o  d e  a ( z l ) .  Quando t o d o s  o s  v é r t i c e s  p e r t e n c e n t e s  a  

A - ( z ' )  j á  não  s e  e n c o n t r a m  m a i s  em D ,  a ( z ' )  é e x a t a m e n t e  

A c o m p l e x i d a d e  d o  a l g o r i t m o  é l i n e a r  p a r a  c a d a  v c u j o  

R ( v )  = Ç l ,  m a s , n a  d e t e r m i n a ç ã o  d o s  c o n j u n t o s  R ( v ) ,  Y v  E V(G) , 

empregamos  um a l g o r i t m o  O(n .m)  como p o d e  s e r  v i s t o  na  s e ç ã o  a n  - 

t e r i o r .  Logo é e s t a  a  c o m p l e x i d a d e  d o  p r o c e s s o  q u e  d e t e r m i n a  o  

número  d e  c l i q u e s  m a x i m a i s  d e  u m  g r a f o  c i r c u l a r .  



Como e x e m p l o  vamos c o n s i d e r a r  o  g r a f o  c i r c u l a r  r e p r e -  

s e n t a d o  p e l a  s e q u ê n c i a  S = 112345167835824761  e  na  f i g u r a  
-t 

( V . 4 . 1 )  o b s e r v a m o s  a  o r i e n t a ç ã o  c o b e r t a  G e  s u a  r e d u ç ã o  t r a n s i  - 

F i g u r a  V . 4 . 1 .  

-t 

As a r e s t a s  d e  c o b e r t u r a  maximal  d e  G s ã o  ( 1 , 4 ) ,  (1 , 5 ) ,  

( 2 , 6 ) ,  ( 2 , 7 ) ,  ( 3 , 6 ) ,  ( 3 , 7 )  e  ( 3 , 8 ) .  E :  a s s i m  R ( l )  = { 4 , 5 1 ,  



-f -f 

A f i g u r a  ( V . 4 . 2 )  c o n t é m  o s  d i g r a f o s  G T  ' G~ 
1  Y t ( 1 )  Z Y t ( 2 )  

3 -f -f 3 

e G~ o b t i d o s  a t r a v ê s  d e  
G ~ l  

, G e  G , c o n f o r m e  men- 
3 d 3 )  T2 3  

c i o n a m o s  no  i n i c i o  d e s t a  s e ç ã o .  

F i g u r a  V . 4 . 2 .  

Tendo G como e n t r a d a ,  o  a l g o r i t m o  p a r a  d e t e r m i  
T 3 . t 1 3 )  

n a r o  número  d e  caminho ;  d e  3  a  t ( 3 )  s e  c o m p o r t a  d a  s e g u i n t e  

f o r m a :  No p a s s o  i n i c i a l  temos: [ )  = G T  , a ( 3 )  = 1  e  a ( 4 )  = 

3 A 3 )  
a ( 5 )  = a ( 6 )  = a ( 7 )  = a ( 8 )  = a ( t ( 3 ) )  = O .  Na p r i m e i r a  e x e c u ç ã o  

4- do p a s s o  g e r a 1 , o  v é r t i c e  sem p r e d e c e s s o r e s  é o  3  e  A ( 3 )  = {4,51 

a s s i m ,  t e m o s :  a ( 3 )  = 1 ,  a ( 4 )  = a ( 5 )  = 1  e  a ( 6 )  = a ( 7 )  = a ( 8 )  = 

a ( t ( 3 ) )  = 0 .  O v é r t i c e  3  é e x c l u y d o  d e  D e  a :  f i g u r a  . ( V . 4 . 3 )  

m o s t r a  o  novo  d i g r a f o  D q u e  p a r a  e v i t a r  c o n f u s ã o  n ó s  o  d e n o t a -  

mos p o r  D 1 .  



F i g u r a  V . 4 . 3 .  

Agora  t e m o s  d u a s  f o n t e s  em D 1 .  O v é r t i c e  4  e  o  v é r t i -  

c e  5 .  E x c l u i n d o  o  v é r t i c e  4 d e v e m o s  ad ic iona r  a ( 4 )  em a ( 6 )  e  

i- a ( 7 ) ,  p o i s  A ( 4 )  = { 6 , 7 }  e  o b t e m o s  o  d i g r a f o  D 2  q u e  p o s s u i  a p e  - 

n a s  o  v é r t i c e  5  como f o n t e .  E x c l u i n d o  o v é r t i c e  5  d e  D 2 ,  o b t e  - 

mos o  d i g r a f o  D 3  d a  f i g u r a  ( V . , 4 . 3 )  e , a g o r a  t e m o s :  a ( 3 )  = a ( 4 )  = 

a ( 5 )  = 1 ,  a ( 6 )  = a ( 7 )  = 2 ,  a ( 8 )  = 1  e  a ( t ( 3 ) )  = O .  Ao r e t i r a r -  

mos o  v é r t i c e  6  d e  D 3 ,  a ( t ( 3 ) )  p a s s a  a  s e r  i g u a l  a  2 e  o b t e m o s  

D 4 .  R e t i r a n d o  7  d e  D 4 ,  o b t e m o s  D 5  e  u ( t ( 3 ) )  = 4 .  O v é r t i c e  8  é 

a  f o n t e  d e  D 5 ,  q u a n d o  o  e x c l u ~ m o s  o b t e m o s  D 6  i l u s t r a d o  na  f i g u  - 

Como o  d i g r a f o  D 6  p o s s u i  a p e n a s  o  v é r t i c e  t ( 3 ) ,  o  a i  - 
g o r i t m o  t e r m i n a  e o  v a l o r  d e  a ( t ( 3 ) )  q u e  é i g u a l  a  5  i n d i c a  o  

-2. 

número  d e  c a m i n h o s  e x i s t e n t e s  em G d e  3  a  t ( 3 ! ) .  
T 3 , t ( 3 )  

Os v a l o r e s  d e  a ( t ( 1 ) )  = 3 e  a ( t ( 2 ) )  = 2  o b t i d o s  d e  

f o r m a  a n á l o g a  a o  d e  a ( t ( 3 ) )  s ã o  a g o r a  a  e l e  a d i c i o n a d o s ,  e ,  o 

r e s u l t a d o  d a  o p e r a ç ã o ,  q u e  é 10, i n d i c a  o  número  d e  c l i . q u e s  ma - 

x i m a i s  d o  g r a f o  G .  



C o n s i d e r e m o s  um g r a f o  de  p e r m u t a ç ã o  c o n e x o  G .  Como e l e  
-f 

também é c i r c u l a r ,  G a d m i t e  uma o r i e n t a ç ã o  c o b e r t a  G .  S e j a  F o  
3 

c o n j u n t o  d a s  f o n t e s  d e  G .  

O Teo rema  ( V . 2 . 1 )  q u a n d o  a p l i c a d o  a o  g r a f o  d e  p e r m u t a  - 

ç ã o  G g a r a n t e  que  h á  uma i d e n t i f i c a ç ã o  e n t r e  c a d a  c l i q u e  m a x i -  

m a l  d e  G com o  c o n j u n t o  d e  v é r t i c e s  d e  um c a m i n h o  m a x i m a l  d e  
+ 
G p a r a  a l g u m  v  E F .  A s s i m ,  o  n ú m e r o  d e  c 1  i q u e s  m a x i m a i s  d e  G 

v  
é m á x i m o  s e ,  e  s o m e n t e  se ,  também é m á x i m o  o  n ú m e r o  d e  c a m i n h o s  

-+ 
m a x i m a i s  em G , p a r a  t o d o  v  E F. 

O o b j e t i v o  d e s t a  s e ç ã o  é e s t a b e l e c e r  o  l i m i t e  s u p e r i o r  

p a r a  o  n ú m e r o  de  c l i q u e s  m a x i m a i s  d e  g r a f o s  c i r c u l a r e s .  P r o v a -  
. - 

r e m o s  q u e  o s  g r a f o s  c i r c u l a r e s  q u e  a d m i t e m  t a l  1  i m i t e  s a o  d e  

p e r m u t a ç ã o  e  p a r a  o b t e r m o s  e s t a  p r o v a  u t i l i z a m o s  um n o v o  t i p o  

d e  d i g r a f o  c u j o  c o n c e i t o  é d a d o  a  s e g u i r .  

Um d i g r a f o  a c i c l i c o  D  é d e n o m i n a d o  em camadas  q u a n d o  

e x i s t e  uma p a r t i ç ã o  V 1  U V 2  U . . . U V k  = V ( D )  d e  s e u  c o n j u n t o  

d e  v é r t i c e s  V ( D )  com a  p r o p r i e d a d e  d e  que  c a d a  a r e s t a  

( v , w )  E E ( D )  é t a l  que  v  E Vi  e  w E Vi+l p a r a  a l g u m  i < k .  Ca - 

d a  p a r t e  Vi d a  p a r t i ç ã o  é d e n o m i n a d a  n i v e l .  A f i g u r a  ( V . 5 . 1  ) 

i l u s t r a  um d i g r a f o  em camadas  de c i n c o  n i v e i s .  



Como t o d a  a r e s t a  de  um d i g r a f o  em camadas l i g a  v é r t i -  

c e s  p e r t e n c e n t e s  a  n i v e i s  a d j a c e n t e s ,  c o n c l u ~ m o s  que  n e l e  não 

e x i s t e  nenhuma a r e s t a  i m p l T c i t a  por  t r a n s i t i v i d a d e .  Logo um d i  - 

g r a f o  em camadas  é n e c e s s a r i a m e n t e  a n t i  - t r a n s i  t i v o .  

U m  d i g r a f o  em camadas c o m p l e t o  a q u e l e  que contem uma 

a r e s t a  e n t r e  c a d a  p a r  de v é r t i c e s  l o c a l i z a d o s  em n i v e i s  a d j a -  

c e n t e s .  Podemos o b s e r v a r  na f i g u r a  ( V .  5 . 2 )  u m  e x e m p l a r  d e s t e  

d i g r a f o .  

F i g u r a  V . 5 . 2 .  



O t e o r e m a  a  s e g u i r  e s t a b e l e c e  a  c o n f i g u r a ç ã o  d a  r e d u  - 

ç ã o  t r a n s i t i v a  d e  u m  d i g r a f o  t r a n s i t i v o  c u j o  g r a f o  d e  p e r m u t a -  

ç ã o  s u b j a c e n t e  a d m i t e  o  número  máximo d e  c l i q u e s  m a x i m a i s  p o s -  

s i v e i s .  

+- 
TEOREMA V . 5 . 1  - S e j a  G u m  g r a f o  d e  p e r m u t a ç ã o ,  G uma o r i : e n t a -  

3 

ç ã o  c o b e r t a  d e  G e  G T  s u a  r e d u ç ã o  t r a n s i t i v a .  S e  G a d m i t e  o  nÜ - 
3 - 

m e r o  máximo d e  c1  i q u e s  m a x i m a i s  p o s s í v e i s  e n t ã o  G T  e  u m  d i g r a -  

f o  em c a m a d a s  c o m p l e t o .  

P R O V A  

3 

S e j a  V. o  c o n j u n t o  d a s  f o n t e s  d e  G T  e  p a r a  c a d a  v é r t i c e  
3 

v  E V(GT)  - V. s e j a  R ( v )  o  c o m p r i m e n t o  d o  c a m i n h o  máximo e n t r e  

o s  v é r t i c e s  d e  V, e  v .  
-% 

S e j a  V i  = { v  E V ( G T ) / R ( v )  = i } ,  i - > 1 ,  e  a s s i m  V. U V 1  U . . .  
3 

U V k  = V(GT) é uma p a r t i ç ã o  d o  c o n j u n t o  V ( G ) .  Não há a r e s t a s  

em cT e n t r e  d o i s  v é r t i c e s  v  e  w l o c a l i z a d a s  em uma mesma p a r t e  

d e s t a  p a r t i ç ã o ,  p o i s , c a s o  c o n t r á r i o , R ( v )  # R ( w )  o  q u e  r e p r e s e n  
3 

t a  uma c o n t r a d i ç ã o .  Vamos s u p o r  a g o r a  q u e  G T  n ã o  s e j a  um d i g r a  - 

f o  em camadas  c o m p l e t o .  E n t ã o  t e r e m o s  q u e  e s t u d a r  d o i s  c a s o s :  

3 

CASO 1  - G T  é u m  d i g r a f o  em c a m a d a s  mas n ã o  é c o m p l e t o ,  como o  

d i g r a f o  d a  f i g u r a  (V. 5 . 3 ( a ) ) .  

CASO 2 - G T  n ã o  é u m  d i g r a f o  em c a m a d a s ,  como o  ' d a  f i g u r a  -- 

( V . 5 . 3 ( b ) ) .  



Figura  V.5.3.  

+ 
Estudemos pn ime i ramen te  o  Caso 1.  Se G T  é um digrafo em camadas 

não comple to ,  e n t ã o  e x i s t e  pe lo  menos um p a r  de  v e r t i c e s  v e  

w l o c a l i z a d o s  em n 7 v e i s  a d j a c e n t e s  que não definem uma a r e s t a  
+ + 

em G T .  Mas o  g r a f o  que tem G T  + ( v , w )  como redução t r a n s i t i v a  

de uma de s u a s  o r i e n t a ç õ e s  c o b e r t a s  tem m.ais c l i q u e s  maximais 

que G ,  t endo  em v i s t a  que e l e  possui  t o d o s  o s  caminhos e n t r e  
-3 

V. e  V K  que possu i  G T  e  mats  a q u e l e s  que contém a  a r e s t a  

( v , w ) .  I s t o ,  e n t r e t a n t o ,  c o n t r a d i z  a  h i p ó t e s e .  Logo os  v é r t i  - 

c e s  v e  w com a s  r e f e r i d a s  c a r a c t e r 7 s t i c a s  não e x i s t e m  e  s e  
-f 

G T  f o r  um d i g r a f o  em camadas,  e l e  é comple to .  



+ 
No Caso 2  s e  G T  não é um d ig ra fo  em camadas e n t ã o ,  e x i s t e  uma 

+ 
a r e s t a  ( v , w )  E E ( G T )  t a l  que v E V i ,  w E V e  j > i + 1 ,  como 

j 

na f i g u r a  ( V . 5 . 4 ) .  

F i g u r a  V.5 .4 .  

Como w p e r t e n c e  à p a r t e  V e n t ã o  ,o caminho  mãximo e n t r e  o s  
j ' 

e l e m e n t o s  d e  V. e  e l e  tem compr imento  L (w)  = j .  Logo , como 

j > i  + 1  e s t e  caminho não contém o  v é r t i c e  v d a  p a r t e  V i  d a  

p a r t i ç ã o .  No e n t a n t o ,  e l e  contém n e c e s s a r i a m e n t e  um o u t r o  vér - 

t i c e  da p a r t e  V i ,  d i gamos  v i e  um v é r t i c e  da  p a r t e  V i t l  que  d e  - 
+ 

n o t a r e m o s  po r  1. A a r e s t a  ( v , ~ )  não p e r t e n c e  a  E ( G T )  p o i s ,  c a  - 

s o  c o n t r á r i o ,  ( v , w )  s e r i a  uma a r e s t a  i m p l i c i  t a  por  t r a n s i t i v i -  
-?- 

d a d e  e  não p e r t e n c e r i a  a  G T .  

Sem p e r d e r  a  g e n e r a l i d a d e  ,podemos s u p o r  q u e  a  p a r t e  V i  da qual 

d i v e r g e  a  a r e s t a  ( v , w )  s e j a  l o c a l i z a d a  m a i s  ã d i r e i t a  p o s s í -  

v e l  d e n t r e  t o d a s  a q u e l a s  que  possuem t a l  p r o p r i e d a d e .  I s t o  silg - 

n i f i c a  que i é no máximo K-2  e  que a  p a r t i r  d e  V i + l  o  d i g r a f o  
-?- 

G T  é em camadas  e ,como v imos  no Caso 1 ,  é c o m p l e t o  

O g r a f o  que tem como r e d u ç ã o  t r a n s i t i v a  d e  uma d e  s u a s  o r i e n -  
-?- 

t a ç õ e s  c o b e r t a s  G T  - ( v , w )  + ( v , z )  s ó  não  t e r á  m a i s  c l i q u e s  

maximais  que  G s e  e x i s t i r  a p e n a s  um ú n i c o  caminho  e n t r e  z e  w .  



N e s t e  c a s o ,  o  número  d e  c l i q u e s  m a x i m a i s  d o s  d o i s  g r a f o s  s e r á  
3 

o  mesmo. Mas como a  p a r t i r  d e  V i + l y  G T  é um d i g r a f o  em cama- 

d a s  c o m p l e t o  e n t ã o  c a d a  uma d a s  p a r t e s  V i , + l ,  V i + *  , .  . . . , 
c o n t e r á  um Ú n i c o  e l e m e n t o .  Como i < IK - 2 ,  e x i s t e m  p e l o  me - - 

n o s  d u a s  d e s s a s  p a r t e s .  Mas podemos  i m a g i n a r  um o u t r o  d i g r a  - 
-f 

f o ,  o  G; a s s i m  c o n s t i t u i d o :  

( a )  S u a s  p a r t e s  d e  V. e  V i  s ã o  i d ê n t i c a s  à s  p a r t e s  d e  mesmo 
3 

nome em G T  - ( v , w )  + ( v , z ) .  

( b )  Sua  p a r t e  V i + l  c o n t é m  t o d o s  o s  v é r t i c e s  d a s  p a r t e s  V i + l  a  

( c )  S u a s  p a r t e s  a  p a r t i r  d e  V i + p  s ã o  i g u a i s  à s  p a r t e s  a  p a r  
-f 

t i r  d e  V j + l  em G T  - ( v , w )  + ( v , z ) .  

- 
( d )  G; a  p a r t i r  d e  V i  e  um d i g r a f o  em c a m a d a s  c o m p l e t o .  

Como o  n ú m e r o  d e  e l e m e n t o s  d e  V i + l  no n o v o  d i g r a f o  é , n o  m i n i -  

mo 2 ,  o  número  d e  c a m i n h o s  d e  V. a  V K  n e l e  é , n o  m i n i m o ,  o  d o  - 

b r o  d o  d e  G T .  Logo ,o  g r a f o  a s s o c i a d o  a  G ?  p o s s u i  o  n ú m e r o  d e  

c l i q u e s  m a x i m a i s  s u p e r i o r  a o  d e  G ,  c o n t r a d i z e n d o  a  h i p ó t e s e .  
-f 

~ o n c l u ~ m o s ,  p o r t a n t o ,  q u e  em G T  n ã o  e x i s t e  nenhuma a r e s t a  com 

a s  c a r a c t e r i s t i c a s  d e  ( v , w )  q u e  d i v e r g e  de Vi ou de o u t r a  p a r t e  
3 3 

d e  G T .  Assim, t o d a s  a s  a r e s t a s  d e  G T  s ã o  d e f i n i d a s  p o r  v é r t i -  

c e s  l o c a l i z a d o s  em d u a s  p a r t e s  a d j a c e n t e s  d a  p a r t i ç ã o  - - 
V g  U V I U  . .. U V K  e i s t o  n o s  g a r a n t e  q u e  G T  e u m  d i g r a f o  em 

c a m a d a s .  



Associando e s t e  u l t i m o  r e s u l t a d o  ao do teorema (V.2.1) 

e  sendo V O , V 1 ,  . . .  , V K  O S  c o n j u n t o s  de v é r t i c e s  dos K + 1 n í  - 
3 

v e i s  d e  G T y  c o n c l u ~ m o s  que cada e lemento  do c o n j u n t o  

V. x V 1  x . . . x V K  é c o n s t i t u i d o  p e l o s  mesmos v é r t i c e s  que d e  - 

finem uma c1 ique  maximal de G .  Desta f o r r n a , ~  número de cliques 
k 

maximais de  G é dado por a = n I V i l ,  onde [ v i l  deno ta  a  c a r d i  - 
i=O 

n a l i d a d e  do c o n j u n t o  V i .  

A Úl t ima c o n c l u s ã o  nos g a r a n t e  que t e r  como G T  um d i  - 

g r a f o  em camadas completo embora s e j a  uma cond ição  n e c e s s á r i a  

pa ra  que o  g r a f o  G t enha  u m  número máximo de c l i q u e s  maxi - 

mais, não é uma cond ição  s u f i c i e n t e .  A cada g r a f o  de  permuta-  

ção de n v é r t i c e s  e s t á  a s s o c i a d a  uma p a r t i ç ã o  de seu c o n j u n t o  
3 

de v é r t i c e s  que produz uma c o n f i g u r a ç ã o  ót ima pa ra  G T Y i s t o  é ,  

uma c o n f i g u r a ç ã o  para  a  qual  a é máximo. Sendo o  v a l o r  d e  a ,  
3 

o  p rodu to  do número de e l emen tos  de cada  n i v e l  de G T  devemos, 

p o i s ,  i d e n t i f i c a r  a q u e l e s  que produzem o  maior  r e s u l t a d o  pos-  

s i v e l .  O teorema a  s e g u i r  d e f i n e  exa tamente  t a i s  v a l o r e s .  

T E O R E M A  -- V.5.2 - Se G é u m  g r a f o  de permutação de n v ~ r t i c e s ,  

n > 1 ,  que possu i  o  número máximo de c l i q u e s  maximais , e n t ã o , a  

p a r t i ç ã o  V 0  U V I  U . . . U V K  = V(G) a s s o c i a d a  à c o n f i g u r a ç ã o  
3 - 

Ótima de G T  e  t a l  que:  

( a )  [ V i l  = 3 ,  O - < i  - < K ,  s e  n E O (mod. 3 )  

( b )  I V i l  = 3 ,  O <  - i  - < K-1, e  

I v K I  = s e  n E 2 (mod. 3 )  

( c )  [ V i (  = 3 ,  O <  - i  - < K - 2 ,  e  

I v K - l l  = I v K I  = s e  n E 1  (mod. 3 )  



+ 
( A  f i g u r a  ( V . 5 . 5 )  i l u s t r a  a  c o n f i g u r a ç ã o  ó t i m a  de G T  p a r a  c a  - 

d a  t i p o  de g r a f o ) .  

-- - 

"1 vk -2 vk- I "k 

F i g u r a  V . 5 . 5 .  



PROVA 

Vamos s u p o r  q u e  a s  c a r d i n a l i d a d e s  d a s  p a r t e s  d a  p a r t i ç ã o  n ã o  

s e j a m  a s  r e f e r i d a s  p e l o  t e o r e m a .  E n t ã o  t e r e m o s :  

( 1 )  E x i s t i r á  uma p a r t e  V i  t a l  q u e  / V i l  = l ?  
3 

Não,  c a s o  e x i s t i s s e , G T  n ã o  s e r i a  a  c o n f i g u r a ç ã o  õ t i m a ,  

p o i s  e l i m i n a n d o  a  p a r t e  V i  e c r i a n d o  uma nova  p a r t e  
V I j  

3 

i g u a l  a  V U V i  obter iamos um c o n f i g u r a ç ã o  G ; ,  p a r a  a q u a l  
j 

q u e  é m a i o r  q u e  a .  

( 2 )  E x i s t i r á  uma p a r t e  V i  t a l  q u e  I v i l  - > 5 ?  

P a r a  e s t a  p e r g u n t a ,  a  r e s p o s t a  também é n e g a t i v a ,  p o i s ,  

s e  t a l  p a r t e  e x i s t i s s e  p o d e r í a m o s  s u b s t i  t u ? - l a  p o r  d u a s  

o u t r a s  p a r t e s ,  a  V i  e  V t a i s  q u e  I V i  1 = 3  e  [ V .  I = : I ~ ' ~ l . - 3 ,  
o i 1  o '1 

Como 3 ( p - 3 )  > p  se p  - > 5 ,  

3 

é m a i o r  q u e  a e ~ s e n d o  a s s i m , G T  n ã o  s e r i a  a  c o n f i g u r a ç ã o  

ó t i m a .  
3 d 

E n t ã o , a t é  a g o r a , j á  e s t á  p r o v a d o  q u e  s e  G T  e  uma c o n f i g u r a  - 

ç ã o  Õ t i m a  p a r a  G e n t ã o  a  c a r d i n a l i d a d e  d e  c a d a  ..uma d a s  

p a r t e s  d a  p a r t i ç ã o  a  e l a  a s s o c i a d a  é 2 , 3  ou 4 .  S e  s u b s t i -  

t u i r m o s  , c a s o  e x i s t i  rem , a s  p a r t e s  V i  d a  p a r t i ç ã o  t a i s  q u e  

\ V i (  = 4 ,  p o r  d u a s  o u t r a s  d e  d o i s  e l e m e n t o s  c a d a  uma,  a  



nova p a r t i ç ã o  produz  o  mesmo p r o d u t o  da  p r i m e i r a .  Logo ,se  

a  p r i m e i r a  c o r r e s p o n d e  a  uma c o n f i g u r a ç ã o  Õt ima ,a  s egunda  

também c o r r e s p o n d e r á .  A g o r a , s u r g e  uma nova q u e s t ã o :  

( 3 )  Na nova p a r t i ç ã o  ex i s t i rão  t r ê s  ou m a i s  p a r t e s  V i ,  t a i s  q u e  

I V i l  = 2 ?  

Também re sponde remos  e s t a  q u e s t ã o  com o  n ã o ,  t e n d o  em v i s  - 

t a  que s e  t a i s  p a r t e s  e x i s t i s s e m  s e r i a  possTve l  s u b s t i t u i r  

c a d a  t e r n o  d e l a s  p o r  d u a s  de  c a r d i n a l i d a d e  3  e  a s s im  como 

3 x  3  > 2  x 2 x 2 o  v a l o r  de  a c o r r e p o n d e n t e  nova p a r  

t i ç ã o  s e r i i a  s u p e r i o r  ao  da a n t e r i o r ,  c o n t r a r i a n d o  a s -  

sim a  h i  p õ t e s e .  

Logo, podemos c o n c l u i r  que  a  p a r t i ç ã o  c o r r e s p o n d e n t e  à c o n f i -  
+ 

g u r a ç ã o  Ótima de G T  tem no máximo d u a s  p a r t e s  de  c a r d i n a l i d a -  

de 2 ,  e  t o d a s  a s  dema i s  de c a r d i n a l i d a d e  3 .  Assim e l a  p o d e r á  

t e r  d u a s ,  uma ou nenhuma p a r t e  de  c a r d i n a l i d a d e  2 e  como t o -  

d a s  a s  dema i s  têm c a r d i n a l i d a d e  3  e n t ã o  o  número de p a r t e s  d e  

c a r d i n a l i d a d e  i g u a l  a  2  depende  do  r e s t o  da d i v i s ã o  de  n p o r  

3.  S e  t a l  r e s t o  f o r  i g u a l  a  z e r o ,  um ou d o i s  t e r emos  nenhuma, 

d u a s  ou uma p a r t e  de c a r d i n a l i d a d e  2 conforme c o n s t a  na t e s e .  

COROLARIO V.5.2  - Se G é um g r a f o  de  pe rmu tação  com n > 1  , an - 

t ã o  o  número mQximo a de c l i q u e s  maximais  de  G é dado  p o r :  

n E O (mod. 3 )  



A p r o v a  d e s t e  c o r o l ã r i o  s e g u e  f a c i l m e n t e  d o  t e o r e m a  

( V . 5 . 2 )  t e n d o  em v i s t a  q u e  o  v a l o r  d e  a é i g u a l  a o  p r o d u t o  

d a s  p a r t e s  q u e  c o n s t i t u e m  o s  n T v e i s  d a  c o n f i g u r a ç ã o  ó t i m a  d e  
+- 
G T .  A f i g u r a  ( V . 5 . 6 )  m o s t r a  o s  g r a f o s  d e  p e r m u t a ç ã o  com 

n  = 6 , 7 , 8  q u e  possuem o  número  mãximo d e  c l i q u e s  m a x i m a i s .  

F i g u r a  V . 5 . 6 .  

P a r a  f i n a l  i z a r  , a i n d a  nos  r e s t a  r e s p o n d e r  uma Ú l t i m a  

p e r g u n t a .  S e r i a m  o s  g r a f o s  d e  p e r m u t a ç ã o  c i t a d o s  no  c o l o l á r i o  

( V .  5 . 2 )  o s  q u e  a p r e s e n t a m  o  número  mãximo d e  c 1  i q u e s  m a x i m a i s  

d e n t r e  o s  c i r c u l a r e s ?  



R e s p o n d e n d o  e s t a  q u e s t ã o  vamos c o n s i d e r a r  q u e  G s e j a  

um g r a f o  c i r c u l a r  d e  n  v é r t i c e s ,  n  > 1  e  s e j a  D um d i g r a f o  
3 

o b t i d o  a t r a v é s  da  u n i ã o  d o s  s u b d i g r a f o s  D v ,  Y v f o n t e  d e  G , 

i n d u z i d o s  p e l o s  ~ é r t i c e s  d e  { v )  U Á ( v ) .  

Como o  g r a f o  s u b j a c e n t e  a  D v  é d e  p e r m u t a ç ã o ,  a  c o n f i  - 
d 

g u r a ç ã o  ó t i m a  d e  D v  e  u m  d i g r a f o  em c a m a d a s  c o m p l e t o .  
T 3 

S e j a  D T  a  u n i ã o  d e  t o d o s  o s  D v  , Yv f o n t e  d e  G .  E o  
T 

número  d e  c l i q u e s  m a x i m a i s  d e  G s e r á  d a d o  p o r  

3 

+v f o n t e  d e  G 

o n d e  a, r e p r e s e n t a  o  número  máximo d e  c l i q u e s  m a x i m a i s  d o  

g r a f o  s u b j a c e n t e  a  D v .  

Podemos ,  e n t r e t a n t o ,  1  i m i t a r  a p e l o  número  I FI x  a*, 

o n d e  I F I  é a  c a r d i n a l i d a d e  d o  c o n j u n t o  d a i  f o n t e s  d e  6 e  a* o 

número  máximo d e  c l i q u e s  m a x i m a i s  q u e  podemos e n c o n t r a r  num 

g r a f o  d e  n  - IFI  v é r t i c e s .  I s t o ,  po rém,  s i g n i f i c a  q u e  c a d a  um 

d o s  e 1  e m e n t o s  d e  F  e s t á  1  i g a d o  a  t o d o s  o s  d e m a i s  e l e m e n t o s  d e  

V - F e  d e s t a  f o r m a  o  g r a f o  c i r c u l a r  G é d e  p e r m u t a ç ã o .  

A f i g u r a  ( V . 5 . 7 )  i l u s t r a  o s  d i a g r a m a s  c i r c u l a r e s  d o s  

g r a f o s  c i r c u l a r e s  d e  n  = 6 , 7 , 8  q u e  possuem o  número  máximo d e  

c l i q u e s  m a x i m a i s .  



F i g u r a  V .  5 . 7 .  

Como podemos  o b s e r v a r  a t r a v g s  d a  f i g u r a  ( V . 5 . 6 )  o  nu -  

m e r o  d e  c l i q u e s  m a x i m a i s  d o s  g r a f o s  d e  n  = 6 , 7 , 8  s ã o  r e s p e c t i  - 

v a m e n t e  a = 9 , 1 2 , 1 8 .  

0 s  g r a f o s  q u e ' p o s s u e m  o s  n ú m e r o s  d e  c l i q u e s  m a x i m a i s  

c i t a d o s  p e l o  c o r o l á r i o  ( V . 5 . 2 )  f o r a m  o b t i d o s  em 1 9 6 0  p o r  Ray  

moud M i l l e r  e  Dav id  M u l l e r .  E n t r e t a n t o ,  e s t e s  p e s q u i s a d o r e s  

n ã o  p u b l i c a r a m  s u a  d e s c o b e r t a  e em 1 9 6 5 ,  Moon e  M o s e r ,  c o n f o r  - 

me c o n s t a  em ( 2 4 ) ,  o s  r e d e s c o b r i r a m  i n d e p e n d e n t e m e n t e .  P o r  es  - 

s a  r a z ã o  t a i s  g r a f o s  s ã o  c o n h e c i d o s  como d e  Moon-Moser .  



Nos c a p í t u l o s  I  e  I 1  f i z e m o s  a  e x p o s i ç ã o  d e  a l g u n s  t õ  - 

p i c o s  r e l a t i v o s  à T e o r i a  Ge ra l  de  G r a f o s  e  a o s  G r a f o s  C i r c u l a  

r e s  que  j u lgamos  e s s e n c i a i s  p a r a  a  compreensão  d o s  a s s u n t o s  

a q u i  a b o r d a d o s .  

Uma d a s  p r i m e i r a s  o p ç õ e s  que f i z e m o s  s e  r e f e r e  à f o r  - 

ma de  r e p r e s e n t a ç ã o  do G r a f o  C i r c u l a r .  Escolhemos a s e q u ê n c i a  

c i r c u l a r  d e v i d o  a  s i m p l i c i d a d e  d a  e s t r u t u r a  de  d a d o s  na qua l  

e l a  pode s e r  imp lemen tada .  O g r a f o  que  e l a  r e p r e s e n t a ,  s e  prc 

c i s o  f o r ,  pode s e r  r e s g a t a d o  em O ( n  + m )  como vimos no C a p í t u  - 

1 0  V .  Além d i s s o ,  a l g u n s  d o s  a l g o r i  tmos a p r e s e n t a d o s  no C a p i t u  - 

1 0  111 e  o s  que  i n t r o d u z i m o s  nos  C a p í t u l o s  IV e  V t r a b a l h a m  

com m a i o r  e f i c i ê n c i a  quando o  g r a f o  é r e p r e s e n t a d o  p o r  uma s e  - 

q u ê n c i a  de  números do que  quando exp l  i c i t a m o s  s e u s  v é r t i c e s  e  

a r e s t a s .  

A a t e n ç ã o  que d i s p e n s a m o s  a o s  g r a f o s  de  pe rmu tação  s e  

j u s t i f i c a  por  e l e s  se rem um t i p o  e s p e c i a l  d o s  c i r c u l a r e s  e , p o r  

s e r  um g r a f o  de  pe rmu tação  ,os  s u b g r a f o s  g e r a d o s  p e l o s  v i z i n h o s  

d e  cada  u m  d o s  v é r t i c e s  d e  u m  g r a f o  c i r c u l a r .  Também, p o r  s e r  

u m  g r a f o  c i r c u l a r  c a p a z  de r e p r e s e n t a r  o  p r o c e s s o  d e  o r d e n a ç ã o  

d o s  e l e m e n t o s  de  u m  c o n j u n t o  N ,  s egundo  uma pe rmu tação  P , u s a n d o  

u m  s i s t e m a  de p i l h a s  em p a r a l e l o .  Todas e s t a s  p a r t i c u l a r i d a d e s  

que envolvem u m  g r a f o  c i r c u l a r ,  u m  g r a f o  de  pe rmu tação  ou sim 

p l e s m e n t e  uma pe rmu tação  , s ã o  u t i  1  i z a d a s  no d e s e n v o l v i m e n t o  de  

a l g o r i  tmos que cons t am n e s t e  t r a b a l  ho.  

Ou t r a  o p ç ã o  que f i z e m o s  f o i  a  de  e x p o r  o s  a l g o r i t m o s  

e n c o n t r a d o s  na l i t e r a t u r a  p a r a  a  d e t e r m i n a ç ã o  d e  c l i q u e s  máxi - 



mas em g r a f o s  c i r c u l a r e s ,  j á  q u e  e s t u d a m o s  u m  p r o c e s s o  d e  o b  - 

t e n ç ã o  d a s  c l i q u e s  m a x i m a i s  p a r a  o s  mesmos g r a f o s .  

O t i p o  d e  o r i e n t a ç ã o  em g r a f o s  q u e  i d e n t i f i c a m o s ,  a  

o r i e n t a ç ã o  c o b e r t a ,  f o i  d e  f u n d a m e n t a l  i m p o r t â n c i a  na e1 a b o r a  - 

ç ã o  d o  a l g o r i t m o  p a r a  d e t e r m i n a r  a s  c l i q u e s  m a x i m a i s  d e  g r a  

f o s  c i r c u l a r e s .  Como o  c o m p l e m e n t o  d e  um g r a f o  c i r c u l a r  pode  

n ã o  s e r  c i r c u l a r  como a  f i g u r a  C . l  i l u s t r a ,  o  a l g o r i t m o  p a r a  

d e t e r m i n a r  t o d a s  a s  c l i q u e s  m a x i m a i s  n ã o  pode  s e r  u s a d o  p a r a  

d e t e r m i n a r  t o d o s  o s  s e u s  c o n j u n t o s  i n d e p e n d e n t e s  m a x i m a i s ,  

F i g u r a  C..l 

Mas ,  o  c o m p l e m e n t o  d e  um g r a f o  c i r c u l a r  G g e r a d o  pg 

l a  s e q u ê n c i a  c i r c u l a r  S é a  u n i ã o  d e  d o i s  g r a f o s  G 1  e  G 2  c o n s  - 

t i t u y d o s  p e l o  mesmo c o n j u n t o  V(G) d e  v é r t i c e s  e  c u j o s  c o n j u n  - 

t o s  d e  a r e s t a s  s ã o  a s s i m  d e f i n i d o s :  

E ( G 1 )  = { ( u , v ) / o s  i n t e r v a l o s  c o r r e s p o n d e n t e s  a  u e  v obedecem 

a  p r o p r i e d a d e  d e  i n c l u s ã o  em S I  

E (G2)  = { ( u , v ) / o s  i n t e r v a l o s  c o r r e s p o n d e n t e s  a  u e  v  obedecem 

a  p r o p r i e d a d e  d e  d i s j u n ç ã o  em S I  



O r i e n t a n d o  a s  a r e s t a s  d e  G 1  e  G 2  d o  v é r t i c e  d e  m e n o r  

p a r a  o  d e  m a i o r  r ó t u l o  o b t e m o s  em c a d a  c a s o  uma o r i e n t a ç ã o  

t r a n s i t i v a .  

A j u s t i f i c a t i v a  p a r a  e s t a  a f i r m a ç ã 0 . é  a  s e g u i n t e :  

-% 

C a s o  1  - No d i g r a f o  G 1 .  S e j a m  ( u , v )  e  ( v , w )  d u a s  a r e s t a s  d e  
3 

G 1 .  Logo u  < v  e  v  < w e  o  i n t e r v a l o  c o r r e s p o n d e n t e  

a  u i n c l u i  o  q u e  c o r r e s p o n d e  a  v e  e s t e  i n c l u i  o  c o r  - 

r e s p o n d e n t e  a  w .  Logo o  i n t e r v a l o  u  i n c l u i  o  i n t e r v a  - 

1 0  w e  a  a r e s t a  ( u , w )  E E ( G 1 ) .  Mas s e n d o  u < W, ( U  , w )  

3 

C a s o  2  - No d i g r a f o  G 2 .  S e j a m  ( u , v )  e  ( v , w )  d u a s  a r e s t a s  d e  
+ 

2  ' 
Os i n t e r v a l o s  c o r r e s p o n d e n t e  a  u  e  v  s ã o  d i s j u n t o s , e  

o s  c o r r e s p o n d e n t e s  a  v  e  w também s ã o  d i s j u n t o s .  

Como u < v  e  v  < w ,  u o c o r r e  em S  a n t e s  de v  e  v  a n  - 

t e s  d e  w .  Logo u o c o r r e  a n t e s  d e  w e  ( u , w )  E E ( ? ) .  

3 -% 

Sendo  G ,  e  G 2  t r a n s i t i v o s ,  o b v i a m e n t e  a s  o r i e n t a  - 

ç Õ e s  i m p o s t a s  a G 1  e  G 2  s ã o  c o b e r t a s .  Na u n i ã o  d o s  d o i s  d i g r a  - 

f o s ,  e n t r e t a n t o ,  i s t o  pode  não  o c o r r e r .  E m  c1 U g2 d a  f i g u r a  

( C . 2 )  a  a u s ê n c i a  d a  a r e s t a  ( 2 , 5  ) j u s t i f i c a  e s t a  a f i r m a ç ã o .  



F i g u r a  C.2 



A c r e d i t a m o s ,  porém, que  dando c o n t i n u i d a d e  a  e s t e  e s  - 

t u d o  podemos a i n d a  f a z e r  a l g u n s  p r o g r e s s o s  p a r a  a  r e s o l u ç ã o  

d e s t e  p r o b l e m a .  

Ou t r a  s u g e s t ã o  que podemos a p r e s e n t a r  c o n s i s t e  na 

i d e n t i f i c a ç ã o  de novas  c l a s s e s  de g r a f o s  que admitem o r i e n t a  - 

ção  c o b e r t a .  I s t o  l h e s  deve  p r o p o r c i o n a r , p e l o  menos,  a  r e s o l u  

ç ã o  do prob lema da d e t e r m i n a ç ã o  de t o d a s  a s  c l i q u e s  maximais  

e  o  da c1 i q u e  máxima em tempo pol  i nomia l  . 
JOHNSON a f i r m a  em ( 1 9 )  que s e  e n c o n t r a  a i n d a  em a b e r  - 

t o  a  d e t e r m i n a ç ã o  das  complex idades  dos  p rob l emas  : I s o m o r f i s  - 

mo de G r a f o s ,  P a r t i ç ã o  p o r  C l i q u e ,  Í n d i c e  Cromá t i co  e  Conjun-  

t o  Dominante p a r t i c u l a r m e n t e  p a r a  os  g r a f o s  c i r c u l a r e s .  Obser  - 

vamos que  o  p r i m e i r o  problema c i t a d o  permanece em a b e r t o  p a r a  

u m  g r a f o  q u a l q u e r ,  e n q u a n t o  que  o s  demais  s ã o  NP-completos .  
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