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Un grafo circular e aquele gerado por um diagrama
constituido por um circulo e um conjunto finito e nadao vazio
de cordas. Cada uma das cordas e associada a wum vertice do
grafo e dois destes vertices definem uma aresta se, e somente
se,as cordas a eles correspondentes se interceptam.

Neste trabalho identificamos um tipo de orientacao
que denominamos coberta. Provamos que todo grafo circular pos
sui tal orientacao e,alem disso, ela pode ser obtida .em tem
po linear. Contudo, o problema de verificar se um grafo arbi
trario a admite, mostramos ser NP-completo. Usando a orienta
cao coberta descrevemos um algoritmo O(nm + na) para determi
nar todas as cliques maximais de grafos circulares, onde n, m
e o sao,respectivamente,o numero de vertices, o de arestas e
0 de cliques maximais do grafo.

Construimos também um algoritmo O(n.m) que obtem o
numero exato de cliques maximais de grafos circulares. Final
mente, descrevemos uma nova prova do teorema que estabelece o

numero maximo de cliques maximais dos referidos grafos.
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A circle diagram consists of a circle C and a set of
n chords. This diagram defines a graphs G with n vertices
where each vertex corresponds to a chord, and two vertices are
adjacent if their corresponding chords intersect in C. Such a
graph G is called a circle graph.

In this work we identify a type of orientation and
we call it covered. To verify if a arbitrary graph admits a
covered orientation is proved to be NP-complete. We show also
that all circle graphs admit it and for them we can determine
it in linear time. Using covered orientation we discribe an
O(nm + no) algorithm to determine all maximal cliques of
circle graphs, where n, m and o are the number of vertices,
edges and maximal cliques, respectively. A O(n.m) algorithm
is devised for computing the exact number of maximal cliques
of circle graphs. Finally, we describe a new proof for the

maximum number of maximal cliques of circle graphs.
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CapiTULO I

INTRODUCAO

[.1. PRELIMINARES

Basicamente, os grafos podem ser usados para represen
tar situacoes que envolvem um conjunto de objetos e as rela
coes entre eles. Por esta razao,a Teoria dos Grafos € aplica
da na resolugao de problemas de diversas areas,tais como: En
genharia, Computacao, Otimizacao, Quimica, Sociologia, etc.
Neste trabalho dirigimos nosso estudo para uma classe espe-
cial de grafos, a dos grafos circulares.

Como os Grafos Intervalados e os Arco-Circulares, po
demos definir os Grafos Circulares como um grafo de Interse
cao. Lembramos que um Grafo de Intersecao de uma familia F de
conjuntos nao vazios e obtido quando representamos cada  con
junto de F por um vertice e fazemos a conexao de dois destes
vertices por uma aresta se, e somente se,eles correspondem a
conjuntos nao disjuntos.

Un Grafo de Intersecao de uma familia F de intervalos
em uma linha reta & denominado Intervalado e aquele cuja fami
lia F se constitui por arcos em um circulo e um grafo Arco-
Circular. Enquanto que em um grafo circular, F e uma familia
de cordas em um circulo.

Num Grafo Intervalado Proprio nenhum intervalo con

tem propriamente qualquer outro. 0 conceito de um Grafo Arco-

Circular Proprio & analogo. Tanto os Grafos Intervalados Pro
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prios quanto os Arco-Circulares Proprios constituem casos es
peciais dos Grafos Circulares.

Os Grafos Circulares servem como modelo de vrepresen
tacao de uma placa contendo alguns dispositivos nas extremida

des e as ligagoes existentes entre eles,como indica a figura

[\

O O O

Figura I.7.1.

Esta placa pode ser usada para representar, por exem
plo,uma rede de circuitos eletricos,de gas ou de agua. Nestes
casos,um problema a considerar e o da determinacao do numero
minimo de planos necessarios para se construir a rede.

Foram EVEN e ITAI em (8) que primeiro apresentaram
0os grafos circulares para representar o processo de ordenacao
dos elementos de um conjunto N segundo uma permutacao P, usan
do um sistema de pilhas em paralelo. Neste problema, surge a
questao da obtencao do numero minimo de pilhas a serem utili
zadas no sistema para que tal ordenacao seja viavel.

O0s dois problemas apresentados podem ser vistos como
um problema de Coloracao dos grafos circulares associados as
respectivas situacgoes.

Alguns problemas que sao NP-completos para a classe

que congrega todos os grafos, tais como o do Conjunto Indepen
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dente Maximo, o da Clique Maxima e o do Ciclo Hamiltomiano,fo
‘ram resolvidos polinomialmente para os Grafos Circulares. 0
Problema do Reconhecimento de Grafos Circulares, recentemente,
foi inserido na classe P enquanto que o da Cdloracao na clas-
se dos NP-Completos.

Procuramos desenvolver,neste tréba]ho,um algoritmo
polinomial por clique para determinar todas as cliques maxi-
mais de grafos circulares. E,buscando atingir este objetivo,
obtivemos novos resultados que foram agrupados nos capitu
los IV e V. A seguir, detalharemos os assuntos tratados em ca
da capitulo.

0 Capitulo I e a introducao do assunto. Nele expomos
os grafos circulares como Grafos de Intersecao e procuramos
definir todos os conceitos gerais da Teoria dos Grafos .que
utilizamos.

0 Capitulo II dedicamos especialmente aos Grafos‘
Circulares. Como eles sao gerados por diagramas ou sequencias
circulares, utilizamos as duas formas para representa-los. Es
tudamos os QGrafos de Permutacao por constituirem uma subclas
se da classe dos Grafos Circulares. E ainda mostramos como ob
ter um grafo circular a partir de um processo de ordenacao
dos elementos de um conjunto.

No Capitulo III expomos alguns dos algoritmos polino
miais existentes na literatura para a obtencao de cliques ma
ximas de grafos circulares valorados e nao valorados.

No Capitulo IV introduzimos o conceito de Orientacao
Coberta. Apresentamos alguns exemplos de Grafos Circulares e
Nao Circulares que a admitem e tambem mostramos a existencia

de grafos nos quais tal orientacao & impossivel de ser obtida.
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Provamos que em todos os grafos circulares podemos obte-Tla em
tempo polinomial e que para um grafo arbitrario este problema
e NP-completo.

No Capitulo V nos ocupamos das aplicacoes decorren
tes do fatodeos Grafos Circulares admitirem Orientacao Cober
ta. Apresentamos um Algoritmo que determina todas as cliques
maximais dos citados grafos e outro que fornece o numero exa
to de tais cliques. A complexidade do primeiro algoritmo e
O(nm + na) e a do segundo & O(nm), onde n, m e o sao,respecti
vamente,o numero de vertices, o de arestas e o de cliques ma
ximais do grafo. Finalmente, mostramos que,ad empregar a ori
entacao coberta,conseguimos obter Timite superior para o nume

ro de cliques maximais de grafos circulares.

[.2, ConcE1TOS GERAIS DA TEORIA DOS GRAFOS

Un grafo G(V,E) & definido como sendo um conjunto V
finito e nao vazio de vertices e um conjunto E de arestas cons
tituido por pares nao ordenados de elementos distintos de V.
Ja num digrafo D(V,E), os elementos do conjunto E de arestas
sao pares ordenados de elementos distintos de V. Denotamos,
respectivamente, por n e m a cardinalidade dos conjuntos V e
E. Assim, |V| = n e |E| = m.

Dizemos que a aresta (v,w) de um grafo € definida pe

lTos vertices v e w que sao seus extremos. E se (v,w) e E en

tao v e w sao adjacentes. Caso contrario sao independentes.Em

um digrafo dizemos que a aresta (v,w) converge para w e diver

ge de v.
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Um grafo € valorado se existe uma funcao associando
cada um de seus vertices a um numero denominado peso.

A lista de adjacencia de um vertice v de wum grafo

G(V,E) e denotada por A(v) e se constitui dos vertices w,

welV, tais que (v,w) € E. Enquanto que o conjunto de vizi-

nhos do mesmo vertice v, T'(v) e igual a uniao dos conjuntos

{v} e A(v). Em um.digrafo D(V',E') como as arestas (v,w) e
(w,v) sao diferentes, distinguimos duas listas de adjacencia,

assim definidas:

A (v) ={weV'/ (vow) e E'] e
A (v) = {weV" / (w,v) g E'}

+ ~ .
Os elementos de A'(v) sao denominados sucessores de

v, enquanto que os de A (v) s3do os predecessores de v.

Na figura (I.2.1),encontramos a representacao geome-
trica do grafo G(V,E) e a do digrafo D(V,E') que,em geral e
em particular neste texto, sdao confundidas com o proprio gra-

fo e com o proprio digrafo.

»—o\/.
k D[V.E) °

Figura I1.2.1.
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Ainda na mesma figura podemos observar que se reti
rarmos as orientacoes das arestas do digrafo D(V,E') obtemos
como resultado o grafo G(V,E) e por esta razao ele e denomina

do o grafo subjacente do digrafo.

0 grau de um vertice de um grafo e igual a cardinali
dade da sua lista de adjacencia. Assim em G(V;E) como A(v1) =
{v2,v3,v4,v5}, 0 grau (v]) = 4, Num digrafo, cada um de seus
vertices possui duas listas de adjacencia, logo eles  terao

dois tipos de grau. 0 grau de entrada, grau (v) = |A (v)| e o

grau de sada, grau+(v) = ]A+(v)|. Assim em D(V,E'), A+(v]) =

- . + -

{vgsvgl e A (v]) = {V2,V3}, logo grau (vq) = grau (v]) = 2.
Una fonte de um digrafo e um vertice cujo grau de en
trada e nulo, enquanto que um sumidouro tem nulo seu grau de

safda. No digrafo D(V,E'), v, & sua unica fonte e vy seu sumi

douro.

Uma consequencia imediata dos ultimos conceitos € que
"% grau(v) = 2m e I grau'(v) = I grau (v) = m.
veV(G) veV (D) veV (D)

Um subgrafo G1(V],E]) de um grafo G(V,E) e um grafo
tal que V,C& Ve E;C E. Se alem disso, Gy possuir toda ares
ta (v,w) € E tal que v e w estejam ambos em Vis entao ele e
um subgrafo de G induzido por V] e o denotamos por G(V]).

A figura (I.2.2) mostra dois subgrafos de G(V,E) da

figura anterior: o G1(V],E1) e o G(V1).
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) Vi v,
e
v v
“ Gy Ey) s “ G(V1) B

Figura 1.2.2.

Os conceitos de subdigrafo e subdigrafo induzido sao

analogos aos anteriores.
Uma sequencia P = VqsVps wvws V> de vertices, tal
que (Vi’ v1+]) e uma aresta do grafo ou digrafo, onde 1 <i<k

e denominado caminho de vy a v, e seu comprimento e K-1. P!

(92}

um subcaminho de P se, e somente se,todos os seus vertices

pertencerem a P e ocorrerem na mesma ordem. Um grafo & conexo
se existe um caminho entre cada par de seus vertices. Caso

contrario, ele € desconexo. Denominam-se componentes conexos

“de um grafo seus subgrafos maximais que sejam conexos.

Un ciclo & um caminho <vqi,Vo,s «uvs VyaVy, 1> sendo
Vit vi e k> 3. Neste trabalho interessam-nos apenas os ca
minhos constituidos por vertices distintos. Nos ciclos tambem
excetuando, evidentemente, a identidade entre Vi e Vi,t- Um
grafo e um digrafo dizem-se aciclicos se nao possuem ¢iclos.
Num digrafo aciclico existe,pelo menos,uma fonte e um sumidou
ro. No grafo G(V,E) da figura (I1.2.1) VpaV,sV sV ysVg> e um

caminho de comprimento 4, enquanto que SVaVgasaVasVy> e um ci

4°"3
clo de comprimento 3 que,usualmente, e chamado de triangu-
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lo.. O0s grafos nos quais cada ciclo de comprimento maior do
que 3 possui uma aresta nao pertencente ao ciclo definida por

dois de seus vertices sao denominados cordais ou triangulari-

zados.

0 digrafo D(V,E') da figura (I.2.1) apesar de possuir
uma @nica fonte e um dnico sumidouro ndo @ aciclico. Ele pos
sui 0 ciclo <vq,Vyp,V3,Vy>. Ja os digrafos D; e D, da -figura

(1.2.3) sao aciclicos.

v, Yy

vt Dy Yy

Figura I.2.3.

Nos digrafos aciclicos,dois vertices v e w que com-
partilham de um mesmo caminho,recebem uma denominacao especial
gque identifica as posicoes ocupadas por eles no referido ca
minho. Se o caminho & de-v para w.entdo dizemos que v & ances

tral de w e w descendente .de v. Como o caminho de comprimen-

to zero se constitui apenas por um Unico vértice, todo verti-
ce é seu descendente e também seu ancestral. Sendo assim, se
for importante assinalar que v e w sao vertices distintos, a
denominacao a eles atribuida vem seguida da palavra proprio.

No digrafo D1 da figura (1.2.3),v],v5 e Vg ! sao ancestrais
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proprios de Vo, que, por sua vez, e descendente proprio dos cita
dos vertices.

Podemos atribuir orientacoes as arestas de um grafo
e obter um digrafo. Na figura (I.2.3)encontramos os grafos-G]eG2
e duas orientacoes aciclicas deles que resultaram nos digrafos
aciclicos D; e D,. Dizemos que um digrafo aciclico e transiti
vo se a presenca das arestas (v,w) e (w,u) acarreta a presen-
ca da aresta (v,u). E um digrafo aciclico e anfi#hans?ﬁvo
se a presenca das arestas (v,w) e (w,u) implica na ausencia
da aresta (v,u). 0 digrafo D, da figura (I.2.3) e transitivo
pois ele possui apenas 0 caminho <VqsVg,Vg> de comprimento 2
e como podemos observar (v],v4) e uma de suas arestas. Portan

to, a orientacao imposta as arestas de G,para obter D, e uma

2
orientacao transitiva. Porem, o digrafo D, e anti-transitivo

e ele resulta de uma orientacao anti-transitiva de GT ja que

0S caminhos <V,,Vg,Va> € <V.,V,,V,> Sa0 0S Unicos de compri-
125273 527372

mento 2 e as arestas (v],v3) e (v5,v2) nao pertencem a -ele.

Um grafo e de comparabilidade se ele admite uma ori-

entacao transitiva. E, naturaimente,um grafo & de anti-compa-

rabilidade se admite uma orientacao anti-transitiva.

Se <VisVos vy V> & um caminho de um digrafo aci-
clico, qualquer aresta (v{,vj) definida pelos vertices do ca

minho e que nao pertence a ele & denominada aresta implicita

por transitividade. Denotamos, respectivamente, por D+(v,w)

e D-(v,w) o digrafo resultante pela inclusao e exclusao da
aresta (v,w) em D. 0 maior digrafo que podemos obter de D
quando efetuamos sucessivamente a operacao D = D + (v,w) ‘sem
pre que (v,w) tornar-se uma aresta implicita por transitivida

de e denominado fecho transitivo. E o menor digrafo que pode
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mos obter de D quando efetuamos sucessivamente a operacao
D=D- (v,w) sempre que (v,w) for uma aresta implicita por

transitividade e denominado reducao transitiva. A figura

(I.2.4) apresenta o digrafo D, seu fecho transitivo D] e tam

bem sua reducao transitiva D, .

Figura 1I1.2.4.

Un grafo e completo se existe uma aresta para cada
par de seus vértices. Um grafo completo de n vertices & deno
tado por Kn' 0 complemento de um grafo G, € o grafo G consti-
tuido pelo mesmo conjunto de vertices de G e cujo conjunto de
arestas € formado pelos pares nao ordenados de vertices dis
tintos (v,w) que nao definem aresta alguma em G.

A uniao de dois grafos Gy (Vy5Eq) e Gy (VosEy) € um
grafo G(V,E) tal que V = Vi u V2 ek =E4 U EZ' . Na figura
(I.2.5) podemos observar os grafos G, G e Kg = G U G.
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L)

2]

Vy V3

Figura I.2.5.

Uma clique de um grafo G & um conjunto de vertices
que induz um subgrafo completo de G. Enquanto que um conjunto

independente de vértices de G e aquele cujos elementos sao dois a

dois nao adjacentes. Evidentemente, uma clique de G & um con
junto independente em G e vice-versa. A clique {V],v3,v4} de
G & um conjunto independente em G, conforme podemos ver na fi
gura (I.2.5).

Uma clique de G & maximal se nao existe nenhuma  ou
tra clique de G que a contem.

Uma clique de G & maxima se G nao possui outra clique
de cardinalidade superior a dela. Os conceitos de conjunto in
dependente maximal e maximo sao analogos.

Un grafo G(V,E) & bipartido se seu conjunto de verti
ces puder ser particionado em dois subconjuntos V1 e V2, tais

que toda aresta de G & definida por um vertice de Vy e outro
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de V2. Nos grafos bipartidos para os quais E # P, toda clique
maxima tem cardinalidade 2.

Os problemas que verificam a existencia de uma cli
que e de um conjunto independente de tamanho K, K > 0, em um
grafo arbitrario,sao NP-completos. Entretanto eles foram re-
solvidos em tempo polinomial para algumas classes de grafos
nas quais a dos grafos circulares se inclui. 0 mesmo ocorre
com o problema de verificar se um grafo G possui um ciclo ha
miltoniano, isto €, um ciclo que parte de um vertice arbitra-
rio do grafo e nele se retorna passando por todos os demais
vertices exatamente uma vez.

Dois grafos G](V],E]) e G2(V2,E2) sao ditos isomor-
fos, se, e somente se,|V;| = [V,| e existir umafungio biunivo
ca f: V] - V2, tal que a existencia da aresta (v,w) em E] e
condicao necessaria e suficiente para a presenga de (f(v),
f(w)) em E,. O problema de verificar se dois grafos sao iso-

morfos e conhecido como Isomorfismo de Grafos e permanece em

aberto para grafos arbitrarios.
Existem outros problemas que sao NP-completos para
grafos arbitrarios e que nao obtiveram solucoes particulares

para os circulares. Nos casos abaixo K e um inteiro dado.

- Particao por Clique - No qual procura-se uma particao do

conjunto de vertices em K ou menos subconjuntos disjuntos,

tais que, cada um deles seja uma clique do grafo.

- Conjunto Dominante - Onde e procurado um subconjunto V' -do

conjunto de vertices V, de cardinalidade menor ou igual a K,
tal que todos os elementos de V - V' definam uma aresta com,

pelo menos,um elemento de V'.
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- Indice Cromatico - Neste problema procura-se uma particao do

conjunto de arestas em K ou menos subconjuntos disjuntos,
tais que, nenhum par de arestas de um mesmo subconjunto pos

sua um extremo comum.

Finalmente, ainda vamos citar o problema do Numero
Cromatico de um grafo. Seja C = {C],Cz, s CK} ‘um  conjunto
de cores. Uma coloracao de um grafo G e uma atribuig¢ao de algu
ma cor de C para cada vertice de V, de tal modo que dois verti
ces adjacentes ndo tenham a mesma cor. Uma K-coloracao e uma
coloracdo na qual utiliza-se umtotal de K cores. 0 nimero croma-
tico de um grafo G € o menor numero de cores K, . para o qual
existe uma K-coloracdo de G. O problema da determinacdao do ni

mero cromatico de um grafo circular e NP-completo.
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CapiTuLo I1

GrRAFOs CIRCULARES

IT.1. ConcEITO

Seja C(V],VZ, cees Vn) um diagrama circular que se

constitui de um circulo .e um conjunto nao vazio de cordas,tais
que duas cordas distintas do diagrama, Vi e vj, nunca comparti
Tham de um mesmo extremo. Entao,podemos afirmar que ou Vi e vy
tem um ponto em comum ou elas nao se‘interceptam.

Podemos associar ao diagrama C(V1,72, cees V) um gra

fo G(V,E), denominado grafo circular, assim definido:

I
1}

{V1/71 e uma corda do diagrama}l

i{(viwj)/71 e v sao cordas que se interceptam}

m
Ll

A figura (II.1.1) apresenta um diagrama circular de

cinco cordas e 6 grafo circular associado a ele.

v,

i v
C(¥,, ¥, . Vg, ¥y, V) % GWV,E)

Figura II.1.1
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Através de sua definigao, verificamos que os grafos
circulares sao grafos de intersecao se considerarmos como f a
familia de cordas semextremos comuns em um circulo.

A figura (II.1.2) ilustra o grafo circular G] que pos
sui um unico diagrama circular que o deriva, o Cq- Ja o grafo
circular G, = Gy - (v],v5) pode ser gerado pelos diagramas C,

e C 9

v, — — Y,

Figura II.T1.2
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Se agora adicionarmos um novo vertice ao grafo ;G] e
todas as arestas definidas por este Ultimo e cada um dos demais
vertices do grafo, vamos obter 0 grafo G3 representado na figu
ra (II.1.3). Embora nao tenhamos apresentado a justificativa
teorica da unicidade do diagrama circular que gera o grafo G1,
demonstrado por BUCKINGHAM em (6), tal diagrama esta contido
na figura anterior. Para que ele se iguale ao diagrama do qual
G3 se derijva, falta-lhe a corda V6. Sendo o vertice Ve adjacen
te aos demais vertices do grafo,a corda 76 devera interceptar
todas as outras contidas no diagrama. Porem, realizar esta ta

refa, como pode ser observado, e impossivel. Assim, o grafo G

e gerado por diagrama circular algum e por esta razao ele

>
Q
o
[¢>]

nao e circular.

Figura II.71.3.

A seguir, apresentaremos dados relacionados :com as
caracterizagoes e a]goritmos para o reconhecimento de grafos-
circulares. EVEN e ITAI em (8) demonstram que o grafo construi
do a partir de alguns critérios estabelecidos durante o proces

so de ordenacao dos elementos de um conjunto N,segundo uma per
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mutacao P,e um grafo circular. Comentaremos detalhadamente es
te artigo na secao II.4.

FOUNIER em (10) faz a caracterizacao de grafos circu-
Tares envolvendo o conceito de relacao de ordem que tem cone
xao com os grafos de comparabilidade. J3 FRAYSSEIX em (11) e
(12) apresenta duas caracterizagoes para os grafos circulares.
No primeiro trabalho,ele identifica aqueles que sao bipartidos
usando propriedades do conjunto de vizinhos de um vertice, en
quanto que,no segundo,dédica seu estudo aos grafos circulares
gerais.

BOUCHET em (b) descreve um algoritmo 0(n°) para veri-
ficar se um grafo dado e circular usando uma tecnica para de-
compo-lo. Esta tambem foi a estratégia utilizada por GABOR e co
laboradores em (13) os quais obtiveram um resultado mais satis
fatorio: um algoritmo O(n.m) capaz de reconhecer os grafos cir
culares. Neste artigo, ainda encontramos alguns grafos circula
res que sao gerados por diagramas circulares que possuem uma
Unica representatividade. BUCKINGHAM em (6) tambem trata deste
assunto e ainda apresenta alguns subgrafos proibidos dos gra
fos circulares,embora nao estabeleca nenhuma caracterizacao pa

ra eles.
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[1.2, SEQUENCIA CIRCULAR

Uma sequencia circular @ constituida por um nimero fi
nito de elementos, na qual cada um deles ocorre exatamente
duas vezes. Aqui, nos as utilizaremos em substituicdao aos dia
gramas'circu1ares ja que deles podem ser obtidas facilmente.

Consideremos um diagrama circular com n cordas. Esco-
Thendo um ponto arbitrario em um dos 2n arcos do circulo defi
nidos pelas cordas e percorrendo este circulo em qualquer um
dos sentidos, digamos o anti-horario, ate que o ponto inicial
seja novamente atingido, teremos passado pelos dois extremos
de cada corda do diagrama. Se durante este trajeto, rotularmos
os extremos da i-esima corda encontrada com o ndmero i e no fi
nal da operagao transcrevermos estes rotulos na mesma ordem em
que os pontos a eles correspondentes foram visitados, teremos
formado uma sequencia circular.

A figura (II.2.1) ilustra varias das etapas seguidas
para obtermos uma sequencia circular S do diagrama circular da

do.

Evidentemente,a mudanca do ponto inicial para qualquer
um dos 2n-1 arcos ou mesmo se percorrermos o circulo no outro
sentido,vamos obter um total de 4n sequencias circulares que
apesar de nao serem necessariamente. identicas s3do equivalentes
por estarem associadas ao mesmo diagrama.

Aproveitando a sequencia circular |12334214],vamos de
finir o que & subsequencia e apresentar duas subsequencias

especiais.
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—

S-=(12334214)

Figura II.2.1.

S' e uma subsequencia de S se todos os seus elementos
pertencerem a S e,alem disso ocorrerem na mesma ordem que na
sequencia S. S'y = [1234], S', = |1221] e S'; = |34271] sdo sub
sequencias de S. A subsequencia S's e denominada completa por
que cada um de seus elementos ocorrem exatamente duas vezes,
enquanto que $'s e uma subsequencia contigua ja que estdo pre
sentes nela todos os elementos de S entre o primeiro e ultimo
elementos deSé,Asubsequéncia S'] nao € completa nem contigua.

Consideremos agora uma reta T e nela vamos marcar 2n

pontos. Rotulando os pontos de T da esquerda para a direita,de
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forma que ao i-ésimo ponto seja atribuido o i-&simo elemento
da sequencia circular S, teremos obtido uma colecao de interva
los sobre a reta T, cada um deles limitado por pontos de mesmo

rotulo. A figura (II.2.2) apresenta a reta T, oito de seus pon

tos rotulados como os elementos da sequencia circular
S = |12334214| e os intervalos que eles determinam.
) /I I I EE— T WU W——— | T\
) i 2 3 3 4 2 1 A4 g
1
2
3 4

Figura 1I1.2.2.
Como dois intervalos quaisquer de T possuem extremos
distintos, cada par destes intervalos satisfaz a,exatamente,uma

das seguintes propriedades:

(1) Sobreposicao: PS - Os dois intervalos se interceptam,mas

nenhum esta contido no outro.
(1) Inclusao: P; - Um dos intervalos esta incluido no outro.

(ii1) Disjuncao: PD - 0s dois intervalos possuem intersecao va

zia.

Na figura (II.2.2) os seguintes pares de intervalos

obedecem a propriedade:
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(i) Pg - T ed, 2e4.

(ii) Py -1e€2,2e3,3el.
(iii) Py - 3 e 4.

Vamos representar por xPSy, xPIy e xPDy caso os inter
valos x e y satisfacam,respectivamente,as propriedades de so
breposicdo, de inclusio e de disjuncio.

Seja U o conjunto de todos os pares nao ordenados
constituidos por elementos distintos do conjunto I de interva-

l1os representados em T. Consideremos os subconjuntos de U:

A= {(x,y) / xPSy}
B = {(x,y) / XPIY}
C = {(x,y) / xPpy}

Assim, ANBNC=0¢ eAUBUC = U.
Fazendo corresponder a cada intervalo de I um verti-
ce de V,e considerando como conjunto de arestas A, AUB e C

definimos os grafos a seguir:

G(V,A) - grafo sobreposto
G(V,AUB) - grafo intervalado

G(V,C) - complemento do grafo intervalado

A figura (II.2.3) ilustra os tres grafos definidos pe

1o conjunto de dintervalos da sequencia circular S = |12334214].
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i

G(V,A) G(v,AUB) G(v,C)

Figura II.2.3.

—

Como podemos observar, o grafo sobreposto G(V,A) e o
grafo circular que deriva do diagrama circular da figura (II.2.1),
do qual a sequencia S foi obtida. Isto pode ser constatado con
siderando que cada intervalo de T corresponde a uma corda do
diagrama e sendo a e b duas cordas que se interceptam, quando
percorremos o circulo para a obtencao de S, visitamos seus ex
tremos nesta ordem: a,b,a,b supondo o rotulo a menor que b.
Na reta os intervalos correspondentes a estas cordas satisfa-
zem a propriedade de sobreposig¢ao. Por outro lado,se dois in
tervalos a e b satisfazem a propriedade de inclusao ou de dis
juncao,eles nao definem uma aresta no grafo sobreposto e na se
quencia circular, seus extremos ocorrem nesta ordem .abba, se

aPib ou na ordem aabb caso aPDb, supondo que a < b. Sendo as
sim, tais intervalos correspondem a cordas cuja intersecao e
vazia,logo,a aresta definida pelos vertices a e b tambem nao
se encontra no grafo circular.

Podemos agora construir o grafo circular a partir da

sequencia circular S que representa o diagrama do qual ele se

deriva independentemente da reta T. Para isto vamos denotar
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por S, o elemento que se encontra na i-esima posicao da sequen
-1
(D(a))

sao, respectivamente, as posicoes ocupadas pelo extremo esquerdo

cia S e se a e um dos intervalos de S, S_](E(a)) e S

e pelo direito de a.

Assim, cada vertice do conjunto V do grafo circular
G(V,E) corresponde a um e Unico intervalo de S e dois vertices
vew,V<w, definem uma de suas arestas se, .e somente se,

1

sTHE( ) < sTHEMW)) < sTTD(v)) < sTTD(w)).

I1.3. GRAFOS DE PERMUTAng

Consideremos uma permutacao P = <P(1),P(2),... ,P(n)>
dos elementos do conjunto N = {1,2, ..., n}. Podemos construir
um grafo G(V,E), a partir de P,rotulando cada um de seus verti
ces com um elemento do conjunto N e fazendo seu conjunto de
arestas igual ao dos pares nao ordenados (i,j) de elementos de

1(J) < 0, onde P—](i) denota a

N, tais que: (i-3)(P ) (i) - P~
posicao ocupada por i em P. Este grafo e denominado Grafo de

Permutacao e nesta secao abordaremos a relacao existente entre

esta classe de grafos e a dos grafos circulares.
Seja P = <2,5,4,1,3>, o grafo de permutacao associado

a P pode ser visto na figura (II.3.7).
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N

Figura II.3.1.

Os grafos de permutacao foram caracterizados por EVEN
e colaboradores em (9) e,para apresentarmos o resultado obtido
por eles,necessitamos provar alguns resultados preliminares.

Seja G(V.E) um grafo cujos vertices sao rotulados com
0s elementos do conjunto N ={1,2,..., n}. Consideremos agora
0s conjuntos de pares ordenados: E1 = {(i,j)/i <jeiej de
finem uma aresta de Gle E,= {(i,j)/1 > j e ie j nao definem
aresta alguma em G}.

Agora vamos-definir dois digrafos D1(V,E1)’e D2(V,E2).
Os digrafos D] e D2 tem,respectivamente, como grafos.mHUacentes,
os grafos G e seu complemento G. A figura (II.3.2) contém 0S

digrafos D1 e D2 relativos ao grafo G(V,E) da figura (II.3.1).
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L :
3 1 3~//////;7n\\ o
4 5 4 5
D1 ' Dz

Figura II.3.2.

Consideremos o0s seguintes lemas:

LEMA I1.3.1 - Um digrafo completo e aciclico se, e somente se,

nao contiver um ciclo de comprimento 3.

PROVA

Se o digrafo & aciclico & obvio que ele nao tera nenhum :¢ic¢lo
de tres vértices. Agora, vamos supor que o digrafo ndo seja a
ciclico e seja C = VqsVos «vvs V,,Ve> seu ciclo de menor com
primento. Se £ = 3 entao o teorema e verdadeiro. Caso contra=
rio, a aresta entre os vertices Vi e Vg deve ser (v],v3). Mas,
se isto ocorre,C deixa de ser o ciclo de comprimento minimo,

o que & uma contradicio.

LEMA I1I1.3.2 - Se os digrafos D1(V,E]) e DZ(V’EZ) forem ambos

transitivos, entao o digrafo D(V,E1 U E2) e um digrafo comple

to aciclico.
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PROVA

Da definigao dos digrafos D] e D, segue que D e um digrafo com
pleto. Resta-nos provar que ele & aciclico. De acordo com o Le
ma (II.3.1) se ele nao for aciclico entao ele contem um trian-
gulo orientado, isto e, um ciclo de comprimento 3. Seja
C = <a,b,c,a> este ciclo e,sem perder a generalidade, podemos
supor que a < b < c oua>b >c. No primeiro caso,as arestas
(a,b) e (b,c) pertencem a E, e, como D] e transitivo, a aresta
(a,c) também pertence a E; e,consequentemente,ela sera uma ares
ta do digrafo D. Isto, porem, contradiz a hipotese de que (c,a)
e uma aresta de D por ser de D,. No segundo caso, tambem surge

uma contradigao quando usamos o fato de D, ser transitivo.

A

Bem, ja podemos apresentar a caracterizacao dos gra

fos de permutacao que:se resume no teorema a seguir.

TEOREMA 1I.3.1 - G(V,E) e um grafo de permutacdo se, e somente

se,os digrafos D1(V,E]) e D2(V,E2) forem transitivos.

PROVA

Se G(V,E) e um grafo de permutacao entao, para qualquer aresta

-1

(i.3) de E, temos (i-3)(PT'(i) - PT1(§)) < 0. Isto significa

que:
£y = ((i,3) /i< eP l(i) > P (3)} e

1

B, = £(1,3) />3 ePTI(i) > P

(i)}
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E facil ver que D1(V,E]) e DZ(V’EZ) sao ambos transitivos. Ago
ra, vamos supor que D1 e D2 sejam transitivos, Pelo Lema (II.3.2)
sabemos que D(V,E{ U E,) e um digrafo completo aciclico. Sendo
D aciclico, ele contem,pelo menos,um sumidouro. Mas por ser
tambem completo ele contem exatamente um sumidouro.

Seja S; o sumidouro de D, o digrafo D - S, tambem e completo e
aciclico, logo possui um Unico sumidouro. Seja 52 este sumidou
ro. 0 digrafo (D - $;)-S, tambem e completo e aciclico e seja
S3 o seu sumidouro. Repetindo sucessivamente esta operacao, ob
temos a sequencia <S]’SZ’ Cees Sn> de sumidouros de D,
D - Sqys we ((D - S]) - .. - Sn—1)' Evidentemente,0o conjunto
de arestas de D, E; U Eys e formado por todos os pares ordena-
dos (Sj,S.

J
transitivos, segue que o conjunto de arestas de um deles deve

) tais que i > j. Como D](V,E1) e Dy (V,E,) sao

ser constituido pelas arestas (Si’sj) tais que S; < Sj e do ou

tro com Si > Sj. Entao

Ep = {(5;,85) /i >3 e S;< S

como G(V,E) e o grafo subjacente de D](V,E]) seu conjunto de

arestas e:

E = ((5;,85) / (i=3) . (S5 -85 <0

ja que seus elementos sao pares nao ordenados. Logo G(V,E) e o

grafo de permutacao associado a <S1,32, i Sn>'
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Seja P = <P(n), P(n-1), ..., P(1)> a permutacgao in
versa de P e seja G](V1,E1) o grafo de permutacao associado a

P. Sendo assim, temos:

V'I=N

£y = {(1,3) / (i-3) (P7]

(i) - P NG < 03

-1,

Mas ‘como P (i), que e a posicao ocupada por i em E, pode ser

. -1,. ~
escrita comon + 1 - P (i), a expressao

_](i) - P_](j)) < 0 torna-se

-1 -1

(i - 3) (P
(i-3)n+1 =P @iy - (n+1-0p
Gi-3) (P () - P )y > 0.

(i))< 0, ou

1(j)) > 0} € o conjunto

((id) /7 (i -3) (P 1) - P

de arestas E do complemento do grafo G(V,E), associado a permu

Mas E1

tacao P, e como o conjunto de vertices de G] e 0 mesmo que O
de G deduzimos que G](V1,E]) = G(V,E).

Logo, o complemento de um grafo de permutagao associa
do a P tambem e de permutacdao e e associédo 3 permutacdo P, a
inversa de P.

Como podemos observar, os grafos de permutacao regis
tram,atraveés de suas arestas,os pares de elementos do conjunto
N que ocupam,na permutacao, posicoes invertidas aquelas oacupa
das por eles quando dispostos em ordem crescente. Isto nos su
gere a elaboracao de um diagrama contendo dois conjuntos orde
nados. No primeiro,colocamos os elementos em ordem crescente e
no segundo,como eles aparecemn na permutacao P. Em seguida, Tiga

mos os elementos iguais nos dois conjuntos. 0 diagrama assim

formado gera um grafo de intersecdao cujo conjunto de vertices
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e associado ao de segmentos e dois de seus vertices definem
uma aresta se, e somente se, os segmentos a eles corresponden
tes se interceptam. Mas, dois segmentos v e w s0 ‘'se intercep
tam se eles ocorrerem em ordem contraria nos conjuntos ordena-
dos. Este grafo gerado e o de permutacao associado a P.

A figura (II.3.3) contem o diagrama da permutacao

Pp:=<2,5,4,1,3>.

Figura II.3.3.

Consideremos um ciraulo dividido por uma reta xx'. Se
mergulharmos os elementos do primeiro conjunto do diagrama de
permutacdao no semi-circulo superior, da esquerda para a diredi
ta,e se fizermos o mesmo com os elementos do segundo conjunto
no semi-circulo inferior, quando ligarmos os elementos iguais
dos dois conjuntos,vamos obter um diagrama circular. 0 grafo
circular que ele deriva & o mesmo grafo de permutacgao associa-
do a P. Porem, este diagrama circular -possui uma- caracteristica
que o torna especial. E que todas as suas cordas podeﬁ ser in-
terceptadas simultaneamente por uma reta, a xx'. Dai, o porque

da definicdo de grafo de permutacao de READ e colaboradores
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em (23) que diz:

Um grafo circu1ar em cujo diagrama pode ser tracada
uma reta que intercepta todas as suas cordas simultaneamente
e denoninado grafo de permutacao. Na figura (II.3.3) encontra
mos o diagrama circular associado a permutaggo P =-<2,5,4,1,3> .

0 grafo G da figura (II.3.4), entretanto, e circular
mas nao e de permutagao. Observando o diagrama circular da mes
ma figura constatamos que,como a corda v intercepta todas as
outras correspondentes aos vertices adjacentes a v, o subgrafo
de G induzido pelos vertices de T(v) = {v} U A(v) & um grafo
de permutacao. Eliminando todas, as cordas do diagrama nao cor-
respondentes aos vertices de TI'(v), verificamos que e possivel
tracar uma reta xx' que intercepta todas as cordas do novo dia

grama.

Figura II1.3.4.
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So o fatode ografo de permmtagéo ser um grafo circu-
lar especial, ou saber que cada subgrafo de um grafo circu]ar
G induzido pelos vértices de T(v), ¥v ¢ V(G) & um grafo de per
mutacao, ja justificaria a inclusao desta classe de grafos nes
te trabalho. No entanto, a relacao entre os dois grafos ainda
e mais intensa. EVEN e ITAI em (8) discutem algumas maneiras
para efetuar a ordenacao dos elementos de um conjunto N segun
do uma permutacao P. A cada uma delas eles associam um grafo

circular. Dedicaremos a proxima secao a apresentacao de alguns

dos resultados por eles obtidos.

IT.4. A OrpenacAo De UM Condunto N Seeunpo UMA PERMUTACAO

P £ Sua RetacAo Com Os GRAFOS CIRCULARES

Seja o conjunto N = {1,2, ..., n} e seja P = <P(1),
P(2), ..., P(n)> uma permutacao dos elementos de N. 0Os " auto-
res de (8) discutem o problema de ordenar os elementos de N se
gundo P,utilizando um sistema de filas e outro de pilhas em pa
ralelo na sua solucao. Mostram que este problema pode ser tra
duzido como um problema de coloracdao dos grafos construidos a
partir de certas propriedades inerentes aos dispositivos utili
zados.

Nesta secao,exporemos os resultados obtidos por eles
quando utilizam um sistema de pilhas em paralelo, ilustrado pe

la figura (II.4.1).
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FILA DE FILA DE
SAIDA ENTRADA

Figura II.4.17.

0 sistema de pilhas em paralelo se compoe de:

- uma fila de entrada que inicialmente armazena os elemen-
tos do conjunto N.

- uma fila de saida na qual o resultado final sera armaze-
nado, ou seja, os elementos do conjunto N estarao na or

dem estabelecida por P.

- um conjunto de pilhas em paralelo.

Neste sistema sao permitidos dois movimentos:
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(i) mover o primeiro elemento da fila de entrada para 0 topo'

de uma das pilhas.

(ii) mover o elemento que ocupa o topo de uma das pilhas para

a Ultima posicao da fila de saida.

Nao e permitida, portanto, a transferencia de um ele
mento de uma pilha para outra, bem como o retorno de um elemen
to de uma das pilhas para a fila de entrada ou a retirada de
qualquer elemento da fila de saida.

Usando este sistema,nos podemos efetuar tal ordenacao
atraves da aplicacdo dos movimentos (i) e (ii) repetidas vezes.

Algumas restricoes sobre a alternancia ou nao destes movimen

tos podem ser feitas. Consideramos aqui dois casos:

CASO 1 - Carregamento Irrestrito

Neste caso,nao ha alternancia dos movimentos. Primeiramente o
movimento (i) e aplicado n vezes e,em seguida,o movimento (ii)
passa a ser aplicado o mesmo nimero de vezes. Desta forma, sO
depois que toda a fila de entrada for esvaziada e seus elemen
tos estiverem distribuidos adequadamente entre as pilhas & que

o preenchimento da fila de saida @ iniciado.

CASO 2 - Carregamento Restrito ao Descarregamento

Aqui, os movimentos devem ser empregados de modo a permitir a
transferencia de cada elemento para a fila de saida, tao Tlogo
ele esteja disponivel no topo de uma das pilhas.

Consideremos como exemplo o conjunto N = {1,2,3,4,5,6} e a
permutacao P = <1,4,5,2,3,6> ., A figura (II.4.2) mostra a con-

figuracao do sistema em cada fase do processo de ordenagao de
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N segundo P utilizando carregamento irrestrito, enquanto que a
figura (II.4.3) 1lustra as etapas do processo quando o carrega

mento do sistema € restrito a seu descarregamento.

passo | fila de saida ( pilhas fila de entrada:
0 - Ll Ll |r23sass

1 23456

2 el |3456

3 O I O N B

4 L2 21156

5 i O O O B - (
6 O O A O

7 1 T O 0 O

8 14 O S O B O }
9 145 I O S O

10 1452 U S O S

11 14523 I O W O A R

12 145236 .

Figura I1I1.4.2
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passo | fila de saida pilhas fila de entrada

123456
23 45686

||
L

? 1 LD 23456
|

6 14

7 14 15 1 12| 6
8 145 [ 6
9 1452 I 6
10 14523 L 6
11 14523 M

12 145236 L

Figura II.4.3

Como podemos observar,no primeiro caso foram necessa-
rias quatro pilhas para resolver o problema, enquanto que no
segundo bastaram duas. Se fizermos restricao quanto ao numero

de pilhas a serem utilizadas surgem questoes como estas:

- E possivel ordenar os elementos de um conjunto N segundo
uma permutacao P,usando um sistema de k pilhas em parale

l1o?

- Qual o numero minimo de pilhas capaz de resolver o pro-

blema?
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Em certos casos podemos responder tais questoes de
forma simples, em outros, nao. Esta foi a conclusdao .que EVEN
e ITAI apresentaram em (8).

A seguir, apresentaremos as justificatfvas teoricas
que os Tevaram a tal conclusao, embora tenhamos empregado re
cursos diferentes aos aplicados por eles.

Definimos uma fila SS, inicialmente vazia, a ser cons
truida durante o processo de ordenacao de N segundo P. Para ca
da movimento realizado, inserimos em SS o elemento que foi
transferido, quer seja da fila de entrada para o conjunto de
ﬁi]has ou deste para a fila de saida. Quando a fila ide saida
contiver os elementos de N na ordem que eles estao em P, SS con
tera todos os elementos de N e cada um deles ocorrendo duas ve
zes. Logo SS e uma sequencia circular.

Como exemplo vamos considerar a ordenacao de
N=1{1,2,3,4,5,6} segundo P = <1,4,5,2,3,6> cujas configura
coes do sistema de pilhas nas varias fases do processo estao
nas figuras (II.4.2) e (II.4.3). Estudaremos,primeiro,a ordena
cao que utilizou carregamento irrestrito. Nela todos os n ele
mentos da fila de entrada sao transferidos para o conjunto de
pilhas na ordem que se apresentam em N.Depois eles sao transfe
ridos do conjunto de pilhas para a fila de saida,segundo a or
dem de P. Logo SS = |1 23456 145236]|. Agora, vamos
construir a sequencia correspondente ao processo de ordenacgao
quando usamos o carregamento restrito. Inicialmente SS = 0. O
elemento 1 e transferido da fila de entrada (fe) para o conjun
to de pilhas (Cp), entao SS = |1|, depois o 1 e novamente trans
ferido de Cp para a fila de saida (fg) e assim SS = [T 1]. De

poiso 2,0 3 eo 4 vaode fy para C L

p€o de 4 de CD para f. , Tlogo
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SS=]1123 4 4|. Em seguida o 5 e transferido de fo Para Cp
e,imediatamente,deste para f_, assim SS = |1 12 3 4 4 5 5].
Depois o 2 e o 3 que estavam em Cp vao para fg, nesta ordem e

SS=11123445523| e,finalmente,0 6 se transfere de fq

para Cp e dele para fg, portanto SS = (112344552 3 6 6].
Evidentemente, existe um grafo circular G associado a
sequencia SS.. . 0, teorema a seguir relaciona a coloracao do

grafo G com o numero de pilhas necessario para fazer a ordena

cao de N segundo P.

TEOREMA II.4.1 - Seja G_ o grafo circular associado a sequen-

P
cia SS obtida durante o processo de ordenacao de N segundo a

permutacao P. G_ pode ser colorido com k cores se, e somente

p
se,for possivel efetuar tal ordenacdo utilizando k pilhas.

PROVA
Seja V4 U V2U <. UV, uma particao de V(Gp) tal que os ele
mentos da parte VZ sao coloridos com a cor £, £ = 1,2, ..., k.

Sejam i e j dois elementos arbitrarios de qualquer uma das par

tes, entao (i,j) # Gp. Sendo assim,e supondo i < j, temos:

1 1 1

(E(i)) < SS°' (E(J)) <SS (D(3)) <SS (D(i)), ou

1 1

2) ssT1 (E(i)) < ssT1 (D(i)) < 587! (E(3)) < ST (D(4))-

Se 1) for verdadeiro, entao i saiu da fila de entrada antes
de j e depois j foi transferido do conjunto de pilhas para a
fila de saida antes de i. Portanto,i e j podem pertencer a mes
ma pilha em qualquer um dos tipos de carregamento: irrestrito

ou restrito. Se 2) for verdadeiro, entao nao ha possjbﬁ]idg
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de que o tipo de carregamento utilizado seja o irrestrito ja
que i e transferido do conjunto de pilhas para a fila de saTJ%
antes do j ter deixado a fila de entrada. Contudo,utilizando o
carregamento restrito,eé possivel que eles passem pela mesma
pilha, embora nunca simultaneamente. Concluimos, portanto, que
podemos ordenar N segundo P utilizando k pilhas.

Agora,vamos supor que seja possivel ordenar os elementos de N
segundo P utilizando k pilhas. Entao, havera um momento duran-
te o processode ordenacaoem que as Kpilhas estejam sendo utili
zadas. Isto significa que em cada par de pilhas distintas exis
tem dois elementos, um em cada pilha, que nao podem pertencer
a uma mesma pilha. Sejam i e j tais elementos e supondo i < J,

temos:

(1) Se o carregamento utilizado for o irrestrito entao

Pl iy < pT1(5).
(2) Caso seja o restrito, entao 1 L/ i< j< e

p ey < P l(4) < Pl (5).

No primeiro caso, como devemos esvaziar a fila de entrada para
iniciar a fase de descarregamento das pilhas, todos os elemen
tos de N sdo anteriores na sequencia a qualquer dos elementos
" (E()) < 557! 1
tanto (i,j) € Gp. No segundo caso, como qua]quér elemento £ de

Ty,

de P. Assim SS™V (E(i)) < SS~ (D(i)) < SS™' (D(§)) e por

N vem na sequencia numa posicao anterior a ocupada por P~

temos:

1 1 1

ss™V (E(1)) < 5871 (E(§)) < 85! (E()) < 58TV (D(e)) < 587! (D(i)) <

<587 (0(H)
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e,portanto,(i,j) tambem & uma aresta de Gp. Logo,i e j nao po
dem ter a mesma cor e se sao necessarias k pilhas para parti
cionar o conjunto N,de modo que todas as arestas de Gp sao de
finidas por vertices pertencentes a partes diferentes entdao k

cores sao necessarias para colorir os véertices de Gp.

Evidentemente, se k € o numero minimo de pilhas neces
sarias para efetuar a ordenacao de N segundo P, o grafo Gp tem
como numero cromatico k.

Sejam os grafos G] e G2 da figura (II.4.4). G] e 0
grafo associado a sequencia $Sy = |12345614523 6] cons
truida. quando ordenamos o conjunto N = {1,2,3,4,5,6} segundo a
permutacao P = <1,4,5,2,3,6> wusando carregamento irrestrito. Ja
o grafo G, se associa a sequencia SS, = |[11234455236 6 |

quando ordenamos o mesmo conjunto N segundo a mesma permutacao

P, soO que agora utilizamos o carregamento restrito.

Figura 11.4.4,
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0 grafo Gy tem numero cromatico igual a 4 e seu con-
junto de vértices pode ser assim particionado {{1},{2,4},{3,5},{6}}
de modo que cada uma das partes tenha seus vértices coloridos
com uma das quatro cores. 0 nimero cromatico do grafo Gy e 2 e
seus vertices podem ser assim agrupados: {{1,2,4,5,6}, {3}}.
Comparando estas observagoes com a distribuicao dos elementos
de N no conjunto das pilhas nas figuras (II.4.2) e (II.4.3),ve
rificamos o que o teorema (II.4.1) ja nos garantia: a igualda-
de entre o numero de pilhas do sistema utilizado para efetuar
a ordenacao de N segundo P e o numero cromatico do grafo circular
associado a sequencia obtida durante o processo de ordenacao.

Observando a sequencia 582 constatamos que ela gera
um grafo que possui quatro vertices isolados. Estes vertices
sao associados aos intervalos que tem o extremo esquerdo e o
direito consecutivos na sequencia 58, e na realidade eles nao
influenciam o numero cromatico de G,. Retirando tais intervalos
de $S,, obtemos [2 3 2 3| que deriva um grafo de mesmo numero
cromatico que GZ' EVEN e ITAI inclusive fazem a eliminacao des
tes vertices e os denominam vertices artificiais. Tal denomina
¢ao, porem, parece nao se aplicar a estes vertices, devido a
forma que utilizamos na obtencao da sequencia circular atraves
do citado processo de ordenacao. No entanto, quando fazemos a
operacao inversa, que veremos a seguir, ela nos parece perfei-
tamente adequada.

No que consiste esta operacao inversa? Bem, nela par-
timos da sequencia S da qual o grafo circular conexo G se deri
va e temos por objetivo determinar uma permutagao P, dos cele-
mentos de um conjunto N no qual V(G) esta contido, de modo que

a sequencia SS,formada durante o processo de ordenacao de N se
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gundo P usando carregamento restrito, gere um grafo G' tal que
E(G') = E(G). Evidentemente,os numeros cromaticos de G e G' se
rao iguais e coincidirao tambem com o numero de pilhas utiliza
das durante o processo de ordenacao que origina SS, conforme
o teorema (II.4.71) garante.

Algumas consideracoes sobre a sequencia SS devem ser

feitas para que poséamos obte-la de forma eficiente.

(1) Os extremos esquerdos dos intervalos de SS correspon-
dem aos elementos de N quando dispostos na ordem em que

se encontram na fila de entrada.

(2) Os extremos direitos dos intervalosde:$S estao ordenados
segundo a fila de saida cuja ocorrencia dos elementos
e estabelecida pela permutagdao P. E esta, portanto, a

subsequencia de SS que nos interessa.

(3) Como o tipo de carregamento utilizado e o restrito, de
vemos lembrar que qua]quer transferencia de elementos
da fila de entrada para o conjunto de pilhas so & :per
mitida enquanto o elemento que deve ocupar a proxima
posicao da fila de saida nao estiver disponivel no con

junto de pilhas, para a jmedijata transferencia.

Seja S] a primeira subsequencia maximal de extremos
esquerdos de S. Seus elementos ocupam as ]S]] primeiras posi
coes da fila de entrada e dela sao transferidos para o conjun-
to de pilhas ininterruptamente. Devido 2 maximalidade de Sys 0
elemento de S que ocupa a posicao lS]] + 1 e um extremo direi
to. Como supomos G conexo,o0 elemento da IS1|-ésima posicao de

S e diferente daquele que ocupa a posicao }S]I + 1. Mas, entao,
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como o extremo esquerdo associado a este primeiro extremo di
reito se encontra em S numa de suas IS]I - 1 primeiras posicoes
significa que ele foi transferido da fila de entrada para 0
conjunto de pilhas e 1a permaneceu até que toda S1 estivesse
nas pilhas. De acordo com a consideracdo (3),isto s0 se justi-
fica quando existe um elemento que vem depois de S] na fila de
entrada e ocupa a primeira posicao em P. Evidentemente,o inter
valo que este elemento determina em SS nao pertence a S e deve
ra ser nela inserido, daj porque chama-lo de intervalo artifi
cial. Ele nao sobrepbe a nenhum dos intervalos de S ja que seus
extremos esquerdo e direito ocupam em SS posicoes consecutivas
e imediatamente posteriores a posicao ocupada pelo ultimo ele
mento da sequencia Sq-

Surgindo em S uma nova subsequencia maximal de extre
mos esquerdos,a mesma operacao deve ser repetida. Assim, Tlogo
apos a i-esima subsequencia,devemos inserir os extremos do in
tervalo artificial a; e,a0 termino do processo,teremos encon-
trado SS. A partir desta sequencia, a obtengao da permutacao P
2 imediata.

Como exemplo, vamos considerar a sequencia S = |1 2 3

4156347 2657| enela distinguiremos tres subsequéncias

contiguas maximais de extremos esquerdos:

Sp = 11234 , s, =056 e S3=17]

Assim, aplicando o processo citado,obtemos a sequencia
Ss=11234aya;156a,a,347aga; 265 7|. A permuta
cao P e, portanto, <ay 1a, 34 a; 265 7> onde 4 < a; <5,

6 < a5 <7 e ag > 7.
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Este processo fornece,para cada sequencia circular S,
uma unica sequencia SS e o numero de intervalos artificiais que
foram inseridos em S para obter SS foi estritamente o suficien
te para que nosso objetivo fosse atingido. Isto nao significa
que este numero de vertices artificiais seja o necessario. Va
mos considerar duas novas sequencias S* e S** obtidas de S por
intermedio de rotagﬁes;que nada mais sao do que mudancas na es

colha do arco do diagrama no qual tomamos o ponto inicial pa

ra a obtencao da sequencia. Sejam

S*=123415634726571| e
s** = [1 563472657123 4]

Aplicando em S* e S** o processo para obtencao das
permutacoes P* e P** encontramos em S* duas subsequencias con
tiguas maximais de extremos esquerdos: ST =<2 34175 6> e

* = 3 * =
§% = <7> e assim SS* = 2341 56a;a;347a,a26571]

Em S** temos apenas uma subsequencia contigua maximal

de extremos esquerdos que e

S¥* = |1 56 3 47 2] e assim

SS** = |1 56347 2aya; 6571234,

Neste exemplo, podemos verificar que o processo utili
zado para a determinacao de G' cria um numero de vertices arti
ficiais que depende da escolha da sequencia circular utilizada
para representar o grafo. Evidentemente, caso fosse possivel,
o ideal seria optar por aquela, cujo niumero de intervalos arti-
ficiais inseridos fosse minimo. Porem, nao foi obtida ainda
uma forma eficiente para nos proporcionar a escolha otima. Na

secao III.2.3 voltaremos a este assunto.
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Agora, ja podemos responder a questdo sobre o nimero
minimo de pilhas necessarias para fazer a ordenagao de N segun
do P. Verificamos que,quando usamos o carregamento irrestrito,
o grafo circular associado a sequencia S obtida durante o pro
cesso de ordenagao €& um grafo de permutacao,ja que S e da for
ma: |1 23 ... n P(1) P(2) P(3) ... P(n)|. EVEN e ITAI citam
o algoritmo 0(n®) de EVEN, PNUELI e LEMPEL que determina o nil
mero cromatico de grafos de permutagao. Ja JOHNSON em (19) ci
ta um algoritmo O(nlogn), portanto mais eficiente que o primei
ro, para resolver o problema. Tal algoritmo foi descrito por
GOLUMBIC em (17).

Vejamos, agora, quando usamos 0 carregamento restrito.
Se P(1) foi igual a n, evidentemente recaimos no caso anterior
e sabemos que o grafo obtido e de permutagao. Isto nao signifi
ca que se numa dada permutacao P(1) # n, o grafo associado a
ordenacao de N segundo P nao seja de permutacao.

Como exemplo podemos citar: P1 = <1,5,2,3,4>. A se
quencia SSyassociada ao processo de ordenacao de N = {1,2,3,4,5}
segundo P, e: S5y = |11 2345523 4| ecomo Py(l) # 5 nao
podemos garantir a priori que S&Igera um grafo de permutacao.
Entretanto, a permutacao P, = <5,2,3,4,1> da origem a sequen
cia SS2= |12 3 4552 34 1| que gera um grafo de permutacao
isomorfo ao grafo gerado por SS].

Existem, tambem, permutacoOes cujas sequencias conss
truidas no processo de ordenagao geram grafos circulares que

nao sao de permutacao. . Seja, :por exemplo, a permutacao

P

<5,2,7,4,1,6,3>. Ela da origem a seguinte sequencia:

SS

|123 4552677 4163|. 0 grafo G gerado por SS pode

ser visto na figura (II.4.5).
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Te o5

LX
[SL

G

Figura II.4.5.

Como podemos observar,o grafo G possui tres componen
tes conexos, induzidos pelos seguintes conjuntos de vertices:
{5, {7}, e {1,2,3,4,6}. Este ultimo conjunto de vértices gera
um ciclo sem cordas de comprimento 5, isto e, um C5 e podemos
verificar facilmente que nao existe orientacao alguma que pos-
samos atribuir as suas arestas para que o digrafo resultante
seja transitivo. Como ele nao possui corda alguma ele nao pode
possuir tambem, nenhum caminho de comprimento 2. Sendo assim
considerando 1 como fonte, vamos direcionar as arestas (1,3) e
(1,6), respectivamente,de 1 para 3 e de 1 para 6. Consequente-
mente,as arestas (2,3) e (4,6) devem ser direcionadas -assim:
de 2 para 3 e de 4 para 6. Resta-nos direcionar a aresta (2,4).
E,neste ponto, chegamos a uma contradicdo ja que, devido a dire
cao de (2,3),ela deve ser direcionada de 2 para 4, mas devido
a direcao de (4,6), sua direcao devera ser de 4 para 2. Sendo
assim,o grafo G nao e de permutacao. 0 problema da determina
¢ao do numero cromatico de um grafo circular que nao €& de per
mutacao nao foi resolvido por EVEN e ITAI. Eles diziam que ain

da nao tinham encontrado um algoritmo eficiente capaz de resol
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ve-lo. Desde 1980, entretanto, tal problema foi resolvido, em
bora o algoritmo eficiente nao tenha sido encontrado. E que
segundo JOHNSON em (19), GAREY e colaboradores provaram que es

te problema & NP-completo.
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CapiTuLo I11

CLiaues Maximas Em GrRAFOS CIRCULARES

IIT1.1, PRELIMINARES

0 problema da determinacdo de uma clique maxima de
grafos circulares nao e um problema trivial, ja que,para algu
mas familias destes grafos,o numero de cliques maximais cres
ce exponencialmente com o numero de vertices. Este fato e con
firmado quando observamos o diagrama circular da figura (III.1.7).

Ele contem n/3 ternos de cordas ass b .

i» Cyo 1 < i< n/3, que

satisfazem as propriedades:

(a) Duas cordas quaisquer de um mesmo terno nunca se  in-

terceptam.

(b) Todas as cordas de dois ternos distintos sempre se in

terceptam.

7

o) a,
b
a, %
* \an/s
NAN bn,3
YAYAYAN
Cnss

Figura III.1.7.
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Toda clique maximal do grafo circular gerado pelo ci
tado diagrama contem exatamente uma corda de cada um dos n/3
ternos. Portanto, ele possui 3n/3 cliques maximais.

Os dois primeiros algoritmos que apresentaremos nes
te capitulo se aplicam na determinacao de uma clique maxima
de grafos circulares. 0 de Gavril, elaborado em 1973,e de com
plexidade O(n3) e o de Buckingham que,em 1980, aprimorando a
ideia do primeiro,obteve :um algoritmo O(n + m]ogzw) onde w &
a cardinalidade de clique maxima de G. Depois, abordaremos um
algoritmo O(nz),cuja finalidade & determinar nao apenaé uma
mas todas as cliques maximas de grafos circulares, apresenta
do por Rotem e Urrutia em 1981.

Finalmente, trataremos de expor os algoritmos de Bu
ckingham (1980) e Hsu (1985) destinados aos grafos circulares
valorados. As cliques maximas nestes grafos sao aquelas que,
ao inves de possuirem a major cardinalidade, congregam
0s vertices cujos pesos perfazem a maior soma.

Tendo como objetivo a uniformizacao da linguagem em
todos os algoritmos,o grafo circular G sera representado por
uma das sequencias circulares que o gera.

Uma clique maximal C = {v],vz, e vp} por induzir
um subgrafo completo de G corresponde a uma subsequéncia- com
pleta maximal S' de S da forma:

S' = fvys vy e Vp Yy Vp e vpl

Evidentemente, o problema de determinar uma clique wmaxi-
ma do grafo circular G e equivalente ao de encontrar uma ‘subse

quencia completa maxima S' de S.
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[11.2, CLiques MaximMAs EM GRAFOS CIRCULARES

[II1.2.1. ALcORITMO DE GAVRIL

0 algoritmo elaborado por GAVRIL e publicado em (15)
foi o primeiro a ser desenvolvido para esta classe de grafos.
Gavril observou que se S, € a subsequencia de S que
gera o subgrafo de G induzido pelo conjunto de vizinhbs do
vertice x e se x pertence a uma clique maxima C de G, entao.a
sequencia $£ correspondentea C & uma subsequencia completa ma-

xima de S da forma: [vq v, ... Vp Vp Vp eee ¥ A estrate

Pl' _
gia utilizada por ele para determinar uma clique maxima de G
consiste na obtencao das sequencias SX, para todo intervalo x
de S. ApOs encontrar as sequencias S, , em cada uma delas, ele
determina a subsequencia completa maxima S‘X que contém x, da
forma acima mencionada. E, finalmente, dentre estas, encontra
aquela que se constitui pelo maior numero de elementos.

Como exemplo,vamos considerar o grafo da figura (III.

2.1) que apresenta tambem o diagrama circular do qual o grafo

se deriva.

Figura III.2.1.
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odemos observar,a sequencia S=]12345136

resenta o citado grafo.

dentificamos as seguintes subsequencias:
451342 5]
1725 7]
513 4 5]
513646 5|
45134725 7]|
7 6 7]
7625 7|
quéncias acima distinguimos as subsequéncias
as que contéem x da forma |vq v, ... Vp vy Vg -
4 51 3 4 5
51 2 5
4513 4 5|
451 3 4 5]
4513 4 5|
4 6|
725 7|
, a de maior numero de elementos € a S', = |1

Portanto, C = {1,3,4,5}.

agora estudar a complexidade deste processo en
vril.

termina para cada vértice x, o subgrafo de G
onjunto dos vertices que compoe SX. Em seguida,

clique maxima de cada um destes subgrafos. Co
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mo cada um deles e um grafo de permutacao, Gavril emprega 0
algoritmo O(nz) de EVEN e colaboradores dado em (9). Esta ope
racao deve ser repetida uma vez para cada vertice do grafo
e,assim,a complexidade do algoritmo e O(n3). Trabalhando com
a sequencia circular S,ao inves de usar o grafo como Gavril,
podemos melhorar a complexidade deste processo. Falaremos so

bre isto na proxima secao.

I111.2.2, ALGORITMO DE BUCKINGHAM

BUCKINGHAM em (6) aprimorou o algoritmo de Gavril em
alguns pontos que detalharemos a seguir.

Seja C uma C]ique maxima de G. Estudando Sy s Para cada
X pertencente a C, podemos determinar amesma clique C, |C| ve
zes. Isto aconteceu no exemplo anterior. Determinamos
C = {1,3,4,5} ao estudarmos S;, S3, S, e S;. Buckingham conse
guiu evitar isto, retirando x de S tao logo SX fosse estudada.
Assim, ele inicia o processo com a sequencia original S e,a
seguir,identifica o intervalo cujo extremo direito ocupa a me
nor posicao em S. Seja x este intervalo, determina entao Sy
que denotaremos por S*X ja que a cada iteracdo a sequencia S
e alterada pela e&c]usao de um intervalo. Em seguida,.ele en-
contra uma clique maxima do grafo gerado por S*x e exclui X
de S. 0 processo & repetido ate que S fique vazia. Com este
procedimento Buckingham consegue que S*X seja formada apenas
pelos véertices adjacentes a x, de rotulos superiores ao dele. Is
to significa que os intervalos que a definem tem somente seus

extremos esquerdos entre os extremos de x. Assim, se

S=112345136476257| temos:
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S*; = [123451342H5]|
s*, = [2 657 25 7|

S*s = |3 4 53 4 5]

S*, = |4 5646 5]

S*z = |57 5 7]

S*c = 167 6 7]
S*, = |7 7]

Na determinacao da sequencia S'X,que corresponde a

uma clique maxima do grafo gerado por S Gavril procurava em

x°
Sx uma subsequencia crescente maxima da forma:

|v] Vo wu vp Vi Vo ... vpl. Buckingham observou que usando
S*X ao inves de S

x> 8 determinacao de S*; torna-se bem mais

facil ja que em S*, 0s extremos esquerdos dos intervalos es
tao em ordem crescente e,alem disso,ocupam as posicoes relati
vas as de sua primeira metade. Assim ele percebeu que nao pre
cisava se preocupar com a primeira metade de S*X. A disposi-
cao dos elementos em sua segunda metade e que define a clique
procurada. Buscou, entao, definir uma forma eficiente de com
preender o comportamento dos elementos na segunda metade de
S*X , sem que fosse necessario obte-la explicitamente.

Assim, tao logo seja conhecida a primeira metade de
S*X, que e denotada por F;, o algoritmo a substitui pela se
quencia End(F;). A i-@sima posicao de End(T:) contem o endere
¢o em S do extremo direito do intervalo que ocupa a mesma posi
cao em F:, ¥i. Cada uma das subsequencias crescentes de
End(T;) e constituida pelos enderecos dos elementos que defi-

nem uma clique no grafo gerado por Si. 0 algoritmo se propoe

a ijdentificar uma que seja maxima.
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A etapa de obtencao dos enderecos dos extremos direi
tos de cada intervalo & feita preliminarmente. Assim, quando
cada subsequencia F: for determinada, a substituicao dela por
End(%?) pode ser feita imediatamente.

A sequencia que estamos considerando como exemplo e
S=112345136476257| enafigura (III.2.2) encon
tramos a tabela de enderecos dos extremos direitos de seUs:Tg

tervalos.

End(x) |6 | 120 7 19|13 | 11| 14

Figura III.2.2

. . ¥
Agora, para cada intervalo x de S, determinamos ry e

End(P:). Aplicando um algoritmo para obter a subsequencia cres

- . - . +
cente maxima em cada uma das sequencias End(FX) temos:

= <1,2,3,4,55, End(r}) = <6,12,7,9,13>

- <6,7,9,13>
maXEnd(P;) <6

rf o= <3,4,5>5, End(T3) = <7,9,13>

3
€ "XEnd(ry) = <7,9,13>

FZ = <4,5,6>, End(T;) = <9,13,11>
e maXEnd(PZ) =:<9,13>

T = <6,7>, End(T7) = <11,14>
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ry = <2,5,7>, End(r,) = <12, 13, 14>
e maXEnd(P;) = <12,13,14>

Iy = <5,7>, End(rg) = <13,14>

e maXEnd(Fg) = <13,14>

r; = <7> , End(T}) = <14>

e maXEnd(F;) = <14>

A sequencia de cardinalidade maximaentre todas as max VX,

End(T:)
e evidentemente <6,7,9,13> cujos elementos sdo os - enderecos
dos extremos direitos dos intervalos do conjunto C = {1,3,4,5}
que e uma clique maxima de G.

Agora vamos estudar a complexidade do algoritmo. A de
terminacao das sequencias P: para éada i, tem complexidade de
O(n).

Antes deste pfocesso podemos determinar os enderecos
dos extremos direitos dos intervalos e assim,atraves de F:,
temos imediatamente End(ri). Para cada End(F:),devemos deter-

minar a subsequencia crescente maxima e o algoritmo wutilizado

tem complexidade de 0(d 1ogz(p+1)) onde d & o tamanho da sequen

cia End(F?) e p e o comprimento da sequencia crescente maxima
de End ()

Como o algoritmo e processado n vezes,entao a comple-

n

xidade total e limitada por O( % d; log, w) onde w e a cardi
i=1

nalidade da subsequencia crescente maxima. Como cada di e o

grau do vertice i no subgrafo de G induzido pelos vertices de
n

F:, % di =m, isto e o numero de arestas de G. Assim obtemos:
i=1

o(n + mlog, w).
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II1.2.3. ALcoriTMO DE RoTEM E URRUTIA

ROTEM e URRUTIA em (26) obtiveram um algoritmo mais
eficiente que os dois primeiros apresentados,para a determina
cao de uma clique maxima em grafos circulares,seguindo a mes
ma linha de raciocinio de Gavril e Buckingham. E, atraves da
insercao de poucos comandos, numa operagcao que nao compromete
a complexidade do algoritmo, eles passam a obter nao apenas
uma, mas todas as cliques maximas do grafo em questao.

Os autores observaram que no algoritmo de Buckingham,
apesar de ser um aprimoramento do de Gavril,ainda poderia ser
melhorado ja que ele trabalhava com algumas subsequencias de
S que nao eram maximais, isto €, que se incluiam em outras e,
portanto,0 estudo delas nao contribuiria para a obtencao de
uma nova clique.

Eles,entao, teriam que identificar as subsequencias
maximais de S e destas obter as que correspondem a uma clique
maxima dos subgrafos de G gerados por elas.

Verificaram que em (8), Even e Itai identificaram
subsequencias com estas caracteristicas quando inseriam inter-
valos artificiais em S em posicOes estrategicas, obtendo uma
nova sequencia, a SS, definida no Capitulo II. Os grafos gera
dos pelas sequencias S e SS tem o mesmo numero cromatico e,
nao considerando os vertices artificiais, eles possuem as mes
mas cliques maximais. Na secao II.4 fizemos uma descrigao com
pleta deste processo. Ele consiste na insercao do interva
lo artificial a,, 1= 1,2, ..., k em S, apos a i-esima sequen
cia maximal de extremos esquerdos. Assim,podemos distinguir

em SS, k subsequencias SSai, i=1,2, ..., k, constituidas pe



56 -

Tos intervalos de rotulos inferiores ad de ai,cujos extremos
esquerdos se localizam em posicoes anteriores a do extremo es
querdo de a; e cujos extremos direitos ocupam posigoes poste
riores a do extremo direito de as.

Se C = {vy,vy, ..o, vp} e uma clique maxima de G,evi
dentemente a sequencia |vq v, ... vV

Vi Vp +-. V| e uma sub

p P|
sequencia de SSaj para algum intervalo artificial aj de SS. A
justificativa para esta afirmacao resume-se na seguinte cons-
tatacao: como o extremo direito de v, ocupa em SS uma posicao
posterior a do extremo esquerdo de VP, havera entre eles um
intervalo artificial, digamos a5, que e inserido apos a sequen
cia maximal contigua de extremos esquerdos na qual vp se in
clui. E devido ao processo pelo qual SSaj e formada, ela tem

vy vy oo v Vy Vo, ... v | como uma de suas subsequencias.

p DI
Assim, ao inves de determinarem a subsequencia de S

gerada pelos elementos de F:,Vx, como Buckingham solicita, Ro

tem e Urrutia determinam apenas as de SSai, Va; artificial.

Para isto eles determinam P em SS, que nada mais e
que a sequencia dos extremos direitos dos intervalos que a
formam. O primeiro elemento de P, por construcao, corresponde
ao primeiro intervalo artificial de SS, o intervalo ay-

Seja a; o intervalo artificial mais recentemente en-
contrado. Todo elemento de P de rotulo inferior ao de a; e que
se localiza a sua direita pertence a SSai.

Aqueles que formarem a maior subsequencia crescente
de SSai constituem uma clique maxima do grafo gerado por esta
subsequencia. Quando um novo véertice maior que a; for encon-

trado este sera o mais recente intervalo artificial encontra

do e o mesmo processo deve ser repetido.
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Os autores ndo determinam as sequencias SSai,bem co
mo as suas subsequencias completas maximas separadamente para
cada a.. Eles fazem tudo simultaneamente e,com jsto,conseguem
diminuir a complexidade para O(nz).

Como exemplo,consideremos a sequencia S = |1 2 3 4 5
13647 6257|. LogoSS =]12345 aj a, 136 a, a5 4

7 a 6 25 7] e portanto P = <ay,1,3,a,,4,33,6,2,5,7> on

3 %3 a
de 5 < aj <6, 6<a,<7ea;>7.0elemento a; & o primed
ro intervalo artificial encontrado pelo algoritmo.

Em seguida, ele encontra o elemento 1, e como 1 < ay
ele o coloca no conjunto de filas relativas a a;, para que a
subsequencia crescente maxima seja determinada.
Assim, Q1 = 1.

0 proximo elemento e 0¢3,e 3 < ay. logo:

a
Q]1=]
a
Q21 - 3.

Em seguida,ele encontra a, que e maior que ay, por-
tanto a, e 0 segundo intervalo artificial.

0 outro elemento e 4.

Como 4 < a; e 4 < 2y ele sera inserido no conjunto de

filas dos dois elementos. Logo, temos:

a a

a
QZ] - 3
aq
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0 proximo elemento & a, e como a; > a, ele & o tercei
ro intervalo artificial.
Em seguida vem 6. Mas como 6 > ay ele nao entra no

conjunto de suas filas. Sendo 6 < a, e 6 < ag temos:

2 _ 43 _
Q'I - 4 Q'I - 6
a
022 = 6
Depois vem o 2, que e menor que a;, a, e ag. Logo:
a a a
2
0 =1 0,% = 4, 2 0,2 =6, 2
ay _ % _
0, =3, 2 0,° = 6
a
Q31 = 4

0 outro elemento @ 0 5, e ele devera ser inserido nas

filas de ay, aop € ag.

a a a
Q'l] =1 Q'|2=4si2 Q]3=6, 2
a a a
0, =3, 2 0,2 = 6, 5 0% = 5
L
Q1 = 4
3
a
Q4] = 5

Finalmente, o Ultimo elemento € o 7, e como 7 > ays
7> a, e 7 < ag ele devera ser inserido apenas no conjunto de

filas de ag.
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a3
Assim, Q1 = 6, 2
a
Q23 = 5
a3
Q" = 7
A configuracao final dos tres conjuntos de filas &e:
a a a
0 =1 0% = 4, 2 0,° = 6, 2
a a a
0, =3, 2 0,0 =6, 5 0,° = 5
a a,
Q51 = 4 Q3% = 7
a
1
Q4 =5

Como a; tem o maior conjunto de filas,SSay contem a
subsequencia contigua completa maxima formada pelo intervalos
de C = {1,3,4,5} que e a clique maxima encontrada.

0 algoritmo utilizado por Rotem e Urrutia,para deter
minar uma subsequencia crescente maxima de uma sequéncia dada,
e uma pequena alteracao do algoritmo tradicional. Nesta, toda
a sequencia,da qual se quer obter a subsequencia crescente ma
xima,e utilizada como entrada. Enquanto que,no usado peios au
tores,apenas um elemento da sequencia dada torna-se conhecido
em cada iteracao. Seja x o elemento de P que.esta sendo exami
nado pelo algoritmo. Se x e maior que ¢ ultimo intervalo arti
ficial encontrado, entao,ele passa a ser um deles. Caso contra
rio, ele podera pertencer a varias das subsequencias Ssa.,

i =1,2, ..., K. Tao logo x e identificado como elemento da

a .

subsequencia SSaj, ele @ inserido no conjunto de filas 0 J,

utilizado para obter a clique maxima do grafo gerado por SSaj.
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Utilizando ainda uma variavel auxiliar para armazenar
a fila que x passou a ocupar em QaJ, eles conseguem otimizar a
busca da posicao de x em Q J ], caso X € SSaj_]. Assim, reduzem
a complexidade do processo de 0(nlogn) para O0(n).

Existem exatamente n intervalos nao artificiais :e k
artificiais. Para cada intervalo nao artificial foram feitas
O(n) comparagcoes e para cada intervalo artificial apenas uma.
Assim a complexidade final e 0(n2+K) ou simplesmente O(nz) ja

que K e o 0(n).

[11.3. CLiquEs MAXIMAS EM GRAFOS CIRCULARES VALORADOS

I11.3.1., INTRODUCAO

Consideremos, agora, os grafos valorados nos quais a
cada vertice e associado um valor numerico denominado peso. 0s
algoritmos que vimos anteriormente tambem podem ser aplicados
a estes grafos, desde que os pesos dos vertices sejam diguais.
Caso contrario, uma clique valorada maxima possui a soma dos pe
sos dos vértices que a compOem maxima entre todas as demais. Sen
do assim,nao podemos aplicar os processos anteriores para iden
tificarra clique maxima em um grafo valorado porque eles pro

curam a de maior cardinalidade.
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[11.3.2, ALGORITMO DE BUCKINGHAM

BUCKINGHAM em (6) desenvolveu um algoritmo para deter
minar a subsequencia crescente valorada maxima da :sequencia
P;, de extremos direitos dos intervalos devsz, para cada inter
valo x de uma sequencia S da qual um grafo valorado se deriva.
Depois de todas se tornarem conhecidas ele identifica aquela
cuja soma dos pesos de seus vertices € maxima.

Inicialmente, o procedimento define uma variavel 2£(y)
associada a todo y da sequencia F: e atribui a ela o valor do
peso de y. 0 valor de £(y) a cada etapa do processamento vai
sendo atualizado,de modo que sempre armazene o peso da subse-
quencia crescente maxima encontrada que tem y como ultimo ele
mento.

Fazendo q igual a F:, o algoritmo chama o procedimen
to recursivo Proc(i), onde i e o primeiro elemento de q. 0 pro
cedimento Proc(i) percorre sequencialmente q da esquerda para

a direita e para cada j, tal que j forme uma subsequéncia cres

cente com i, Portanto, para i < j, ele faz
£(3) = max{£(j), £(i) + peso(J)).

Caso i > j, <i,j> ndo e uma sequencia crescente e o
procedimento Proc(j) e chamado recursivamente. No momento em
que todo elemento j de g tiver seu valor de £(j) atualizado,
i e excluido de q.

Consideremos como exemplo a sequencia S = |12 3 4 5
1 42 35| e seja 1 o peso dos vertices 1,2,3 e 5 e seja 3 o

peso do veéertice 4.
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q = <1,4,2,3,5>
£(1) = £(2) = £(3) = £(5) = 1 e L(4) = 3

£(4) = max{L£(4), £(1) + peso(4)} = 4
£(2) = max{L(2), £(1) + peso(2)} = 2
£(3) = max{£(3), £(1) + peso(3)} = 2
£(5) = max{£(5), £(1) + peso(5)} = 2

Retirando 1 de g, ela torna-se:

qg = <4,2,3,5>

Como 2 < 4,entao,estudaremos a subsequencia <2,3,5>

de q.
£(3) = max{£(3), £(2) + peso (3)} = 3
£(5) = max{£L(5), £(2) + peso (5)} = 3

Retirando 2 de g ela torna-se:
g = <4,3,5>

Como 3 < 4, devemos estudar a subsequencia <3,5> de
-
£(5) = max{£(5), £(3) + peso(5)} = 4

Retirando 3 de q, temos:

qg = <4,5>
£(5) = max{£(5), £(4) + peso (5)} =5

Retirando 4 de q, ela torna-se
q = <b>

e como £(5) tem o valor maximo,a sequencia que a originou & a
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procurada. Logo {1,4,5} € a clique valorada maxima de G.

Vamos determinar, agora, a complexidade do algoritmo.
Inicialmente,para identificar as sequencias S:, ¥i, a comple-
xidade e de O(n). Depois,para cada sequencia T: de extremos
direitos de S: ele determina os valores de £(3), %i € P:. Is
to e feito em O(]P?*). Em seguida,para cada j, tal que. i < j,
ele atualiza o valor de £(j); Massendo i< j, existe a ares
ta (i,j) no subgrafo G(F:) a complexidade deste processo e
O(grauG(F:) (i)). Quando i e excluido da sequencia, o proces-

so e repetido para o elemento i' que ocupa a primeira posicao

da sequencia. A complexidade final do processo &, portanto,

O(mG(F+))’ isto e, da ordem do numero de arestas de G(P:) e,
i
assim,para cada i temos: O(mG(F+) + |P§|). Mas,isto nos conduz
n i
a 0( 2 O(mG(F+) + |F:|) que e limitado por O(mA + m) ou
i

i=1
simplesmente O(mA),onde A &€ o grau maximo de G. O(mA) € a com

plexidade para determinar as cliques valoradas maximas de
D(F?), i A clique maxima € aquela de maior peso,logo, de
vemos acrescentar 0(n) naquela complexidade.

Finalmente,a complexidade resultante & O0(n + mA).

[1I1.3.3, ALGOorRITMO DE Hsu

Em (18) HSU apresenta um algoritmo O(n2 + mlog logn)
para determinar.uma clique valorada maxima.de grafos circula-
res.

Primeiramente,ele determina,para cada intervalo i de
S,a clique de maior peso do grafo gerado por S:. Depois, entre

elas,com 0(n) comparacoes ele determina a maxima.
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Inicialmente o algoritmo faz para cada i:

A(i)
A(d)

peso (i)

0, %jer;.“ej;éi.

Ao término do processamento,a wvariavel A(i) armazena
o peso da clique maxima de G(F:) que contem i.

Em seguida, para todo j ¢ F? - {i}, o algoritmo faz
A(j) = peso (J) + max{r(k)/k € F: n FE}.

Hsu percebeu que, se k1 < k2, 0 extremo direito de k]
ocupa em S uma posicao posterior ao de k2 e, alem disso,se
A(ky) < A(ky,), o valor de A (ky) nao sera nunca usado no calcu
lo dos A(Jj), para j > KZ' Assim, quando existem dois interva
los nas condicoes de k1 e k2 ele diz que k2 domina k].

Podemos, entao, acelerar o processamento eliminando
todos os intervalos dominados. E com os dominantes formar uma
sequéncia crescente,de modo que a escolha do A(k) maximos te
nha uma complexidade de 0(Togn). Aplicando um modo mais sofis
ticado para implementar as filas de prioridéde, baseando-se
na ideia de Van Emde Boas, .reduz-se a -complexidade para
0(Tog logn).

Para excluir os intervalos dominados ,a operacao an-
terior devera ser repetida O(gréu(i)) vezes. Logo,para cada i,
a complexidade do processo & O(grau(i) Tog log n) e a final e
O(n2 +m log logn) ja que O(nz) € a necessaria para formar as
listas de adjacencias dos vertices.

Como exemplo, vamos considerar a sequencia :S:«= |1 2
34514235/ |comos pesos: peso(1) = peso (2) = peso (3)

= peso(’b) = 1 e peso (4) = 3.
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ry = {1,2,3,4,5}. Seja X a sequencia dos A(i) dominantes.
A(T) = 1 e A(2) = A(3) = A(4) = A(5) = O.
A= <aa(1)>

A(2) = peso(2) + max{Aa(k), k < 2} =
= peso(2) + A(1) = 2
A= <a(1), A(2)>
A(3) = peso(3) + max{A(1), A(2)}
=1+2 =23

A= <A(1), A(2), A(3)>

>
_—
S
L —
1l

peso(4) + max{A (1)} ja que
+ - . o -

4 £ Ty NT, e 4 £T7NT,

A(4) =3 + 1 =4

como A(4) > x(2) e XA(4) > A(3)

4 domina 2 e 3. Logo

A= <a(1), A(4)>
A(5) = peso(5) + max{A(1), A (4)}
=1+ 4 =5
A= <A(1), A(4), A(5)>

E assim C(]) = {1,4,5} e esta sera a clique valorada maxima de

G.
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CapiTULO IV

ORIENTACAO COBERTA

IV.1. Concertos e NoTACAO

Seja G um grafo arbitrario e uma orientagdo acicli

vy DY

—

ca de G. Sejam v e w dois vertices de G,tais que v & um ances

[on}

-
tral proprio de w. Denotaremos por av,w 0 subdigrafo de G in
duzido pelos vertices simultameamente descendentes de v e an

cestrais de w.

Dizemos que (v,w) € E(E) e uma aresta de cobertura

+
se, e somente se, o subdigrafo Gv,w for transitivo.

Observando a figura (IV.1.1) podemos notar que todas

_'}‘ -
as arestas da orientacgao G] de G1 sao de cobertura. Para o
-> >
grafo G2 apresentamos duas orientacoes aciclicas 62 e G'Z. Na
-

orientacao G, a aresta (vq,Vv,) nao € de cobertura, ja que o
subdigrafo induzido pelos vertices :-que:"sao. simultaneamente
descendentes de v, e ancestrais de Vg nao e transitiVo. Para
isto,falta-The a aresta (v],v3). A orientacao 3'2, entretanto,
g totalmente constituida por arestas de cobertura. Uma orien-

tacao aciclica que possui esta caracteristica e denominada

orientacao coberta. Desta forma, os grafos G1 e G2 da figura

(IV.1.7) admitem orientacdo coberta.
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Figura IV.1.1.

Dentre as classes de grafos que admitem esta orienta-
cao, podemos citar a dos grafos de comparabilidade. Isto se de-
ve ao fato de eles :admitirem orientacao transitiva, na qual to
das as arestas sao de cobertura.

A figura (IV.1.2) ilustra orientacoes cobertas em (a)
e (c) e nao cobertas em (b) e (d). 0 grafo subjacente dos di-
grafos das partes (a) e (b) da referida figura e um grafo cir
cular, enquanto que o subjacente dos outros dois digrafos nao
o.e. Atraves destes exemplos observamos a existencia de grafos

circulares e nao circulares que admitem uma orientacdo coberta.



Na proxima segao, provaremos que admitir uma orienta
cao coberta & uma caracteristica da classe dos grafos circula

res.

(b]

(d)

Figura IV.1.2.

E os grafos que nao admitem tal orientacao?Eles exis
tem? 0 grafo da figura (IV.1.3(a)) responde afirmativamente
a esta pergunta. Trata-se de um dos grafos de MYCIELSKI, como
consta em (28). Na‘segao IV.3 apresentaremos a prova de que
ele nao admite orientacao coberta. Isto decorre do fato de
ele ser o menor grafo sem triangulo que ndo possui orientacao

aciclica alguma sem arestas implicitas. por-transitividade.
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Figura IV.1.3.

Apenas como uma ilustracao adicional,vamos procurar
atribuir orientacoes as arestas do grafo G da figura (IV.1.3(a))
com o objetivo de obter uma orientacdao coberta e veremos que
isto e impossivel. Como o citado grafo € conexo e nio possui
triangulos, todas as cliques tem cardinalidade 2. Logo, nao po
de ocorrer nenhuma aresta implicita por transitividade. Alem
disso, devemos ter o cuidado de obter uma orientacdao aciclica.

Podemos iniciar o processo de orientacao pelo <ciclo
<v1,v2,v3,v4,v5,v]>,obtendo as seguintes arestas: (v],vz),

(v2,v3), (v3,v4), (Vgovy) e (Vysvg). As arestas nao orienta-
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das do ciclo <v1,v2,v3,v7,v]> devem ser, entao, as seguintes:
(v];v7) e (v7,v3). (v2,v8) e (v8,v4) completam as orientacoes
do ciclo <v,,Vg,V ,Vg,Vo>. (Vg,Vp) @ (vg,v3) podem ser as ares
tas do ciclo <V3sVp,VgsVg,Vg> enquanto que (V]aV1o) e (V]ON4)
completam o ciclo SV sVgsVgsVygaVy>: (v6,v2) e (v6,v5) podem
ser as arestas do ciclo <SV1sVp VeV V> Ate o momento conse
guimos obter uma orientacao coberta para o subgrafo de G in-
duzido pelos vertices de V(G) - {v]1}, que pode ser vista na
figura (IV.1.3(b)).

Agora devemos orientar as arestas que tem o vértice
vﬂicomounrdeseus extremos. Como o ciclo VgsVpsVgsVyysVp? ja
tem as arestas (v6,v2) e (v2,v8) orientadas, devemos orientar
as restantes assim: (v6,v]]) e (v1],v8). Em <vesVy7sVgsVpaVe>
existem as arestas (v6,v5), (v9,v5) e (v6,v]]),1ogo, a outra
devera ser (vg»Vqyq). Enquanto que <VgsVg,VyysVgsVg> ja possui
as arestas (v7,v3), (v9,v3) e (vg,v]]),portanto,(v7,v]1) deve
ra ser a outra aresta. Finalmente, resta-nos orientar a ares-
ta que tem como extremos os vertices Vip © Vq1- Devemos obser
var que ela faz parte dos dois ciclos a seguir: (1) <VisVys
Vi1sV10:V1> © (2) VgsVgoVirsVygVg>- De acordo com o «ciclo
(1) ela devera ser (v10,v]]) e segundo o ciclo (2) ela devera
ser (v11,v]0) e,assim,chegamos a wuma contradicao, ilustrada
pela figura (IV.1.3(c)). Podemos recomecar o processo de ori-
entacao das arestas,ja que utilizamos apenas uma das possibi-
1idades, contudo esgotaremos todas elas e nao .conseguiremos
obter uma orientacao coberta para o grafo G.

Surge,agora,a questdo da importancia da introducgao
deste novo conceito. Afinal,em que os grafos que admitem orien

tacao coberta diferem dos demais? E na classe dos grafos que
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a admitem, qual a razao que nos faz preterir as orientacdes
nio cobertas em funcao destas? |

Buscaremos as respostas para estas questoes no pré
prio conceito de orientacao coberta. Lembramos que , para um
grafo G admitir uma orientacao coberta € necessario que exis
ta uma orientacao aciclica na qual todas as arestas sejam de
cobertura. E, uma aresta (v,w) e de cobertura se, .e- somente
se, 0. subdigrafo av,w de E induzido pelos vertices simultanea
mente descendentes de v e ancestrais de w for transitivo. Ora,

_).
isto significa que os vertices de cada caminho de va wem G

definem uma clique de G e que a clique {vyavys vuns vp} de G
+

constitui o caminho VisVps <o vp> em G. Alem disso, se (v,w)

for uma aresta de cobertura especial em E, ela definira uma

clique maximal de G. Esta equivalencia de conceitos aliada a
facilidade de obtermos uma orientacao coberta :para gnafos
circulares,nos impulsionou ao. estudo deste assunto. ‘0s: re

sultados obtidos se encontram distribuidos no restante deste

capitulo e no proximo.

V.2, ORIENTAgKo CoBERTA EM GRAFOS CIRCULARES

A figura (IV.1.2) contem em suas partes (a) e (b)
duas orientacoes aciclicas para o mesmo grafo circular, o ci
clo sem cordas de quatro vertices. Apenas a primeira delas &
uma orientacao coberta. Admitir uma orientacao .coberta e,como
ja dissemos,uma caracteristica dos grafos circulares e & so

bre este assunto que trataremos a seguir.

Consideremos um grafo circular G conhecido atraves
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de uma sequencia circular S que o representa. Durante o proces
so de formacao de S dado na secdo II.2, os vértices de G sao
rotulados e estes mesmos rotulos serdao utilizados na obtencao
de uma orientacgao E de G. Orientando cada aresta de G do'vérti
ce de menor para o de maijor rotulo encontramos g, que €& uma
orientacdo aciclica de G, a qual identificamos como obtida de
S.

Na figura (IV.2.1) ha um diagrama circular, cujas cor
das foram rotuladas para que a sequencia circular S fosse de
terminada. Ha tambem o grafo circular G gerado pelo diagrama,

+
e G que e uma orientacao aciclica de G obtida de S.

1 2

S=(123456124 6 35)

Figura IV.2.1.
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.+
A seguir,provaremos que esta orientacao aciclica G,

obtida de forma imediata a partir de S, e tambem uma orienta
cao coberta de G. Para isto, entretanto, torna-se necessario
apresentarmos algumas propriedades dos grafos circulares. A
primeira delas relaciona as posicoes dos extremos esquerdos e
direitos dos intervalos de S que correspondem aos vertices de

+
um caminho em G e resume-sSe no teorema a seguir.

TEOREMA IV.2.1 - Se v e w (v < w) sao vertices do grafo circu

+
lar G e elementos de um caminho orientado P de G,entao,os ex

tremos esquerdo e direito de v ocorrem, respectivamente, an

tes dos extremos esquerdo e direito de w em S.

PROVA

0 subcaminho de-

Yoqu))

denotam, respectivamente, as posigoes ocupadas pelos extremos

Seja P' = <v SUgs Upslps wnns U SW> K>T1,
P cujos extremos sao v e w. Lembrando que S_](E(u)) eSS

>
esquerdo e direito de u em S e que se a aresta (ui,ﬁg)e E(G),

1 1(E(u.)) < S_](D(ui)) <S§](D(uj)),;podemos escre-

entao,S
J

(E(ui)< s

ver:

-1

STHE(;)) < ST(E(u;,1)) < ST (D)) < ST (D(uy )

para todo i, 0 < i < K.
Logo, como Ug = vV e u, = w, para todo j, 1 < Jj < k,te

mos:

1 1

(a) sTHE()) < sTH(E( N < sTHEW)

1

(8) sT1(D(v)) < STH(D(uy)< ST (D).
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Consideremos,como exemplo,o grafo da figura (IV.2.71)
e deste vamos examinar o caminho P = <1,2,4,6>. A figura
(IV.2.2) contem a tabela das posicoes ocupadas pelos extremos
esquerdo e direito de cada intervalo de S que corresponde
aum vertice de G. Observando-a comprovamos que:

-1 1

Ay sTHEM) < STHEER)) < 5
1 1

(E(4)) < S "(E(6))

(B) STI(D(1)) <s7'(p(2)) < s (D(a)) <

STE)) {1{2] 34| 5] 6

STOW) {7811 ]9j12]|10

Figura IV.2.2.

A segunda propriedade,a qual nos referimos, & uma con
sequencia da primeira e nos a utilizaremos ndo sO para provar
o principal resultado desta secao (Teorema IV.2.2) como tam
bem para justificar o algoritmo que determina todas as cliques
maximais de grafos circulares que sera apresentado no pr6xjmo

capitulo.

COROLARIO IV.2.1 - Sejam v e w (v < w) dois vertices do grafo

circular G e elementos de um caminho orientado P.de E_ Se

- -
(v,w) € E(G),entao, (v,u) € E(G) para todo u (u # v), simulta-

neamente descendente de v e ancestral de w em P.



75

PROVA

Seja P' = <v = Ugs Uqs Ugs «vvs Uy = w> K> 1, o subcaminho

de P de extremos v e w. 0 Teorema (IV.2.1) garante que:

(A) STHEW)) < STHE@Y)) ... < STHEW)) e

(8) STT(D(v)) < SN (D(uy)) ... < ST (D(W)).

Alem disso, como (v,w) € E(a) temos: S_](E0/»< §J(E(w))<8_]ﬂﬂv))
< SJ(D(W)L Logo reunindo a ultima relacao com (A) e (B), con-

cluimos que:

-1 1

(C) STHEW)) < STH(E()) < ST (D)) < ST (D(u;))

onde u; € V(P') e 0 < i < K.
Ora, os vertices que pertencem a P' - {v,w} sao exatamente
aqueles vertices u que simultaneamente descendem de v e ante-

+
cedem w em P e,como (C) se verifica,(v,u) € E(G).

Para ilustrar o ultimo resultado,vamos observar o gra
fo G representado pela sequencia S da figura (IV.2.3). Em E
encontramos a aresta (2,7) e dois caminhos entre seus verti-
ces: Py = <2,3,4,6,7> e Py = <2,3,5,6,7>. Como podemos ob-

servar,alem da aresta (2,3) que pertence aos dois caminhos,

as arestas (2,4), (2,6) e (2,5) tambem pertencem a g.
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S=(1231456723548687)

Figura IV.2.3.

Agora, ja dispomos da teoria necessaria para provar

o que afirmamos no inicio desta secao.

TEOREMA IV.2.2 -~ A orientacao aciclica E,obtida a partir de S

e uma orientacao coberta do grafo circular G.

PROVA

Na orientacao aciclica E,podemos distinguir dois tipos de ares
tas : as que pertencem a reducao transitiva ET de € e as imp13
citas por transitividade.

Suponhamos, em primeiro lugar,que (v,w) seja uma aresta perten
cente a E(ET).

A aresta (v,w) e de cobertura, pois o digrafo Ev,w e transiti-
vo,ja que e constituido apenas pelos vertices v e wo e pela
aresta que eles definem.

Agora,vamos supor que (v,w) seja uma aresta implicita por tran
sitividade, Togo,existem outros caminhos de v a w em E de com
primento maior ou igual a 2. Sejam P], P2, ce Pr 0s caminhos

de v a w pertencentes a ET‘ Eles sao do tipo:
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P = <v = Ugs Ugs vvvs Uy = w>,sendo k > 1.
De acordo com o corolario (IV.2.1),as arestas (v,ui) com
+ —
0 < i < k, pertencem a E(G). Logo, o <conjunto de vertices
r
V' o= V(Pj) e um subconjunto de I'v dos vizinhos do vertice
J=1

v em G. Como o grafo G(I'v) &€ de Permutacgao e sendo G(V') um
subgrafo induzido dele, G(V') tambem & de Permutacao.

Mas Ev,w nada mais € que o digrafo obtido de G(V') apos orien
tarmos suas arestas do vertice de menor para o de maior rotu

. e - . - -—
lo. Logo,GV e transitivo e (v,w) e, portanto, uma aresta de
3

w
cobertura.

-5

Na figura (IV.2.4),encontramos o digrafo G2 7 >um sub

digrafo de E da figura (IV.2.3). Podemos constatar que ele &
transitivo, verificando que a existencia das arestas (ui,uj)

e (uj,uk) implica na existencia de (ui,uk).

Figura IV.2.4.
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IV.3, ORIENTACAO COBERTA EM UM GRAFO QUALQUER

Sabemos que nem todo grafo admite orientacao coberta
e que a classe de grafos que a admite nao congrega apenas o0sS
grafos circulares. Porem, se G e um grafo circular,podemos ob
ter, como vimos na secao anterior, em tempo linear,uma orien-
tacao coberta E para G. Esta facilidade, entretanto, ndo € en
contrada quando trabalhamos com um grafo qualquer. Mostrare-
mos,posteriormente,que o problema de verificar se . um: grafo
qualquer admite orientacao coberta e NP-completo. Antes, po
rem, sera necessario apresentarmos dois tipos de grafos e um
teorema que os relaciona.

Um grafo & denominado de anti-comparabilidade se ele

admite uma orientacdo aciclica na qual nenhuma das arestas e
implicita por transitividade. Baseando-nos nesta definicao,de
duzimos que todo grafo de anti-comparabilidade nao possui tri
angulos, ja que qualquer orientacao imposta a suas arestas con
duz a obtencdo de um ciclo ou de uma aresta implicita por tran-

sitividade.

Figura IV.3.1.
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Na figura (IV.3.1) encontramos uma orientacao acicli
ca e sem arestas implicitas por transitividade para dois gra
fos de anti-comparabilidade, sendo o primeiro um ' grafo nao
circular e o segundo circular. 0 terceiro grafo apresentado
nao € circular nem de anti-comparabilidade. Nao existe uma for
ma de orientarmos suas arestas sem obtermos um ciclo ou uma
aresta implicita por transitividade. Este mesmo grafo nos ser
viu de exemplo na secao IV.1 quando introduzimos o conceito
de orientacgao coberta.

Agora,vamos concentrar nossas atencoes nos grafos

que nao possuem triangulos e demonstrar o seguinte teorema:

TEOREMA IV.3.1 - Seja G um grafo sem triangulos. G:admite ori

entacao coberta se,e somente se,G € de anti-comparabilidade.

PROVA

— + -
Supondo que G admite orientacao coberta, seja G esta orienta-
.—)-

cao. Seja SVisVos wen V>, K > 2, um caminho qualquer em G.
N - - - hong .
A aresta (v1,vk) ¢ E(G), pois,caso contrario,como G e uma ori

entacao coberta, existiriam as arestas (v],vi) em E para todo
i, 1 < i < K. Isto, entretanto, contradiz o fato de G ser sem
triangulos. Logo,a e aciclica e ndo possui arestas implicitas
por transitividade, portanto,G e de anti-cohparabi]idade. Ago
ra,vamos supor o contrario, que G seja de anti-comparabilida-
de. Logo,ele admite uma orientacao aciclica e sem arestas im
plicitas por transitividade. Em E, para todo v ¢ V(E), todo
caminho de v a w, sendo w ¢ AT(v), & constituido apenas pela

-

e - ) . -
aresta (v,w). Isto implica que GV e transitivo e que G e

s W
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uma orientacao coberta.

0O teorema anterior nos garante que o problema de ve
rificar se um grafo sem triangulos admite orientagao coberta
e 0 que verifica se o mesmo grafo e de anti-comparabilidade
tem a mesma complexidade, ja que os dois conceitos sao equiva-
lentes.

A importancia desta constatacao se deve ao fato de
ter sido recentemente provado por J. NESETRIL e V. RODL (22),
que o problema de verificar se um grafo e de anti-comparabili
dade e NP-completo. Logb,o outro problema,que vem a seguir a

prensentado como Problema 2 tambem & NP-completo.

Sejam os problemas:

Problema 1

Dados: Um grafo G

Questao: G admite orientacao coberta?

Problema 2

Dados: Um grafo G sem triangulos.

Questao: G admite orientacdao coberta?

0 Problema 2 & uma restricao do Problema 1, ja que o
conjunto de dados deste contem o do Problema 2 e compartilham
da mesma questao. Baseando-nos nos fatos anteriormente citados,

podemos,entao,apresentar o seguinte resultado:
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TEOREMA IV.3.2 - 0 Problema 1 e NP-completo.

PROVA

0 primedro passo que devemos Seguir para obter esta prova re
sume-se em verificar se o Problema 1 pertence a classe NP. Is
to, porem, e imediato ja que, se dispomos de uma orientacao co
berta E de G, podemos fazer em tempo polinomial a constatacao

-

+ —
de que para toda (v;w) € E(G), GV w © transitivo. Finalmente,

como o Problema 2 @ NP-completo e tambem e uma restricao do

Problema 1, concluimos que o Problema 1 & NP-completo.
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CAPITULO V

CL1qUES MaxiMAls DE GRAFOS CIRCULARES

V.1, INTRODUCAO

No capitulo III,fizemos a exposicdo dos algoritmos en
contrados na literatura destinados a identificar cliques maxi
mas de grafos circulares. Apresentaremos agora ‘um algoritmo
que determina todas as cliques maximais dos grafos desta clas
se, fuhdamentado em propriedades decorrentes da capacidade de
les de admitir orientacao coberta. A complexidade do algoritmo
e O(n.m +n.a), onde n, m e o sao,respectivamente, o nﬁmefo de
vertices, o de arestas e o de cliques maximais do grafo.

TSUKIYAMA e colaboradores descrevem em (29) um algo
ritmo O(nma) para determinar todos os conjuntos independentes
maximais de um grafo qualquer. Como cada conjunto independente
maximal de um grafo G equivale a uma clique maximal de seu com
plemento G e vice-versa, o algoritmo deles pode ser aplicado
para a obtencao de todas as cliques maximais de um grafo arbi
trario. No entanto, o algoritmo que aqui desenvolveremos, espe
cificamente para os grafos circulares,e mais eficiente que o
geral. Existem outros algoritmos para enumeracao de cliques ma
ximais de classes especiais de grafos, tais como o de GAVRIL
em (16) para grafos cordais e intervalados. Entretanto, ate o mo -
mento nae: existe algoritmo especifico para es grafos circulares.

Ainda neste capitulo, obteremos atraves de um algorit

mo polinomial o numero de cliques maximais de um grafo circu
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lar dado e apresentaremos também o limite superior que este nu

mero pode atingir.

V.2. As ARESTAS DE COBERTURA MAXIMAL DE ¢ E AS CLIQUES

MAXIMAIS DE G,

Consideremos o grafo circular G da figura (V.2.1).,que

tambem exibe uma sequencia circular S representante de G,a ori

> >
entacao coberta G de G e sua reducao transitiva GT.

5=(12314562437576)

Figura V.2.1.



84

>
Por definicao, todas as arestas pertencentes a E(G)

sao de cobertura. Porem, podemos destacar algumas delas que
possuem uma propriedade que nao e comum a todas as demais. Es

tamos nos referindo as arestas de cobertura maximal e (v,w) @

assim denominada se, e somente se,nao existir (v', w') e E(E)
diferente de (v,w) tal que,simultaneamente,v’' seja ancestral
de v e w' descendente de w.

Em g da figura (V.2.1),identificamos como arestas de
cobertura maximal (1,3), (2,6) e (5,7) e em seu grafo subjacen
te G existem quatro cliques maximais: {1,2,3}, {2,3,5,6},
{2,4,5,6} e {5,7}.

Observando cada uma das arestas de cobertura maximal
de E notamos que 0s Vvértices que as definem sao extremos de um
ou mais caminhos em ET e que os vertices de cada um destes ca
minhos constituem uma clique maximal de G.

Esta constatacao, entretanto, nao e uma particularida
de do grafo circular da figura (V.2.1). O teorema que apresen
taremos em seguida comprova que esta € uma caracteristica dos
grafos que admitem orientacao coberta nos quais os circulares

se incluem.

TEOREMA V.2.1 - Seja G um grafo que admite uma orientagao co-

+ + -~ - . + L]
berta G e seja Gy a redugao transitiva de G. Existe uma corres-
pondencia biunivoca entre as cliques maximais de G e os conjun

tos de vertices dos caminhos de ET definidos pelos extremos

-
das arestas de cobertura maximal de G.
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PROVA

Primeiramente,vamos provar a implicacao direta. Seja C uma

clique maximal de G e seja v =Ug <Up < .. <up = wWoa or
.—)
denacao dos vertices de C segundo os seus rotulos em G. Como

entre cada par (“i’uj)’ 0 < i <Jj <k, de vertices de C existe
-

uma aresta em G, tal aresta tambem pertence a G ja que G e
seu grafo subjacente. 0 caminho P = < v = UgsUy -ovs Uy = W >

-
e um caminho de GT, pois caso contrario,existiria pelo menos

uma aresta (u u1+ﬁ pertence a P, 0< i < k, implicita por tran

-is
sitividade. Isto acarretaria a existencia de um vertice t em

>

V(G), U <t < usiy i contendo t.
-

Mas, como G &€ uma orientacao coberta de G, GV W e transitivo

> ]
e um caminho P' entre u, e u1+1

e o subgrafo dg G induzido pelos vertices de V(P) U V(P') se-
ria um grafo completo. Como V(P) = C e t e V(P') - V(P), C nao
seria uma clique maximal de G gontrariando, assim, a hipotese.
Alem disso, como v e w sao,respectivamente, o vertice de menor
e o de maior rotulo de C, a aresta (v',w') definida pelos ver
tices: v' ancentral de v e w' descendente de w, nao pertence a
E(a) - {(v,w)}, pois,se pertencesse,mais uma vez a condicao de

maximalidade de C seria atingida,ja que Gv' seria transiti

’.w ]
vo. Logo, (v,w) e uma aresta de cobertura maximal. Agora, vamos
provar a implicacao inversa. Seja (v,w) uma aresta de cobertu

&> i~ e — . . g .
ra maximal de G, entao como G e transitivo, o0s vertices de

V,W

-
cada caminho P em GT de v a w induzem um subgrafo completo de
G e, portanto, uma clique de G. Para mostrarmos que tal clique
e tambem maximal,vamos supor que nao o seja e cairemos numa con

tradicdo. Seja C uma clique maximal de G que contem,alem dos

elementos do caminho P = <v = Ugs Ugs +ovs Uy = w >,pelo ,menos,
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gl - g —~ . 03 - . ’
um vertice t. Como em GT nao existem arestas implicitas por

transitividade e t € adjacente a todos os vérticeSAde V(P) em G,
out<vout>w. A ocorrencia do primeiro caso implica na
existencia da aresta (t,w) em E e do segundo caso (v,t) em i
contrariando assim o fato de (v,w) ser uma aresta de cobertura

maximal.

V.3, ALcoriTMO PArRA DETERMINAR TopAas As CLIQUES MAXIMAIS

DE GRAFOS CIRCULARES

Como vimos na secao anterior, as cliques maximais de
um grafo G que admite orientacao coherta E correspondem aos
conjuntos de vertices de todos os caminhos na reducao transiti
va ET de E, Timitados pelos vertices v e w, que deéfinem- as
arestas (v,w) de cobertura maximal de E.

Sabemos que um grafo circular G admite orientacao co
berta e que a partir de uma sequencia circular S que o0 repre
senta podemos facilmente obter tal orientacao. Conhecemos tam
bem algoritmos que determinam a reducao transitiva de um digra
fo aciclico. Resta-nos, entao, estabelecer um processo para a
obtencao das arestas de cobertura maximal de uma orientagao co
berta para que possamos construir o algoritmo desejado.

=
TEOREMA V.3.1 - Seja G um grafo circular, G uma orientacao co

_ . - - + +
berta de G e (v,w) uma aresta de G. Se em G, A" (v) N A (w) = 9

e AT(v) N A (w) = P, entdo (v,w) & uma aresta de cobertura ma

ximal.
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PROVA

Se A+(v) n A+(w) = P implica que nao existe w' descendente pro
prio de v e w tal que (v,w') ¢ E(a). Caso A"(v) N A (w) = @ en
tao nao existe v' ancestral proprio de v e w tal que
(v',w) ¢ E(a). Como nao existem tais arestas o corolario IV.2.1
garante que a aresta (v',w') tambem nao pertence a E(g). Logo

(v,w) € de cobertura maximal.

Consideremos o grafo G da figura (V.2.1) e vamos veri
ficar quais das arestas (v,w) de E satisfazem as duas proprie-
dades: (A) AT(v) N AT (w) =@ e (B)A (v) MA (w)=0. Na fi
gura (V.3.1) podemos observar as listas de adjacencia A+(v) e

->

A" (v) para todo v € V(G).

1 2,3

2 3,4,5,6 1

3 5,6 1,2

4 5,6 2

5 6,7 2,4,3

6 - 2,4,3,5

Figura V.3.1.
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Estas listas de adjacencia podem ser determinadas
quando visitamos sequencialmente da esquerda para direita os
elementos de S. Utilizamos uma lista L, inicialmente vazia, pa
ra armazenar o elemento V no momento em que seuextremo esquerdo
e acessado. E quando seu extremo direito for alcancado ede deve
ra ser dela retirado. Antes, porem, de efetuarmos a retirada
de v de L devemos inserir cada w € L que se encontra a direita
de v em A+(v) e,simuitaneamente,inserir v em A (w). Para justi
ficar este procedimento vamos lembrar que (v,w) € wuma aresta
de G se, e somente se, S—l(E(v)) < S_](E(w)) < S_](D(v)) <
s™Vn(w)).

-

Examinando todas as arestas pertencentes a E(G) con-
clhuimos que apenas as arestas (1,3), (2,6) e (5,7) satisfazem,
simultaneamente,a (A) e a (B) e,portanto,como ja era esperado
elas sao as arestas de cobertura maximal de E_

A complexidade do processo que utilizamos para deter
minar as arestas de cobertura maximal de E e O(mn) pois, para
cada uma das m arestas (v,w) ¢ E(E),determinamos A+(v) n A+(w)
e A7(v) N A" (w). Como os elementos das listas At estdo ordena-
dos segundo as posigcoes de :seus extremos esquerdos em S e 0s
das listas A~ de acordo com as posigOes de seus extremos direi
tos, a complexidade para efetuarmos cada operacao € 0(n).

Agora ja podemos apresentar o algoritmo que determina
todas as cliques maximais de um grafo circular G.

Em seu passo inicial,o algoritmo constroi a partir da
sequencia S.,que esta repmésentando o grafo G, a orientacao co

> ->
berta G e sua reducao transitiva GT. Em seguida,ele determina

+
as arestas de cobertura maximal de G e,para cada. uma destas



arestas, digamos (v,w), o algoritmo insere no conjunto R(v),
inicialmente vazio, o vértice w. Assim,os Vveértices para o0s
quais o conjunto R(v) € nao vazio sao marcados e os demais des
marcados.

0 passo geral se constitui dos seguintes comandos:
se todos os véentices estiverem desmarcados; o algoritmo ter-
mina. Caso contrario, seja v um veéertice marcado e associado a
ele existe um digrafo ETV de ET induzido pelos vertices, si
multaneamente descendentes de v e ancestrais de w, ¥ w € R(v).
0 algoritmo, entao,determina todos os caminhos entre a fonte v
e 0os sumidouros w deste digrafo, desmarca o vertice v e repe-
te o passo geral.

A complexidade deste algoritmo € O(n.m+ n.o) e assim
obtida: No passo inicial o processo de maior complexidade e
aquele que determina as arestas de cobertura maximal e como ja
a determinamos sabemos que e de O(n.m). A determinacao - de [
tem complexidade de O0(n + m) e a da reducao transitiva ET de E
¢ de no maximo O(n.m), por ser identica a complexidade do pro-
cesso de obtencdo do fecho transitivo em digrados aciclicos,co
mo mostra AHO e colaboradores em (1). No passo geral, para en
contrar todas as cliques maximais de G, o algoritmo determina
todos os caminhos entre os vertices v e w, extremos das ares-

> - _ -

tas de cobertura maximal de G em GTV, que e um digrafo acicli
co e sem arestas implicitas por transitividade.

Portanto, isto pode ser realizado em O(n) por clique,

fazendo uma busca irrestrita em profundidade,de acordo com o

algoritmo a seguir:
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Dados: digrafo ETV
procedimento P(S)
colocar S na fila Q
para w € A+(S) efetuar
P(w)
Se A+(S) = f entao
listar os elementos da: fila Q
retirar S de Q
definir uma fila Q, vazia
P(v) (v & a raiz de ETV)
Vamos agora aplicar este algoritmo ao grafo G da figu
ra (V.2.1) para o qual ja determinamos uma orientacao coberta
G, a reducao transitiva Ef de g e as arestas de cobertura maxi
mal de E que sao: (1,3), (2,6) e (5,7). Bem, agora vamos deter
minar os conjuntos R(v), ¥ v ¢ V(g). Eles sao: R(1) = {3},
R(2) = {6}, R(5) = {7} e R(3) = R(4) = R(6)=R(7) = P.
o

N
0s digrafos Gr , para v e V(G) cujo R(v) # @, podem

ser observados na figura (V.3.2).

(2)
ONO

2 5

Figura V.3.2.
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Na. mesma figura podemos observar que os caminhos
das fontes aos sumidouros destes digrafos sao constituidos pe
los conjuntos de vertices: {1,2,3}, {2,3,5,6}, {2,4,5,6} e
{5,7}. Estes conjuntos sao, portanto, as cliques maximais do

grafo G como nos garante o teorema (V.2.1).

V.4, 0 NOmeEro DE CLIQuES Maximals DE GRAFOS CIRCULARES

Na secao anterior definimos o digrafo ETV como o0 sub
d@raﬂ)deaT, induzido pelos vertices simultaneamente descenden
tes de v e ancestrais de w, para todo w que define com v uma
aresta de cobertura maximal de E. Vimos tambem que o conjunto

.
de vertices de cada caminho maximal de G; e uma clique maxi
v

mal de G.

__).
Seja GT 0 subdigrafo obtido quando adicionamos
N v,t(v)
a GT um novo vertice t(v) e as arestas (w,t(v)) para todo w
v -
sumidouro de GT .
Y

+
e o sumidouro t(v) de G

Assim, o numero de caminhos entre a fonte v

I e igual ao numero de cliques
v,t(v)
maximais de G,que possui v como seu vertice de menor rotulo.

Apresentaremos ,a seguir,um algoritmo que determina es

-~

+
te valor para o subdigrafo G de G-.. Para determinarmos

Tv,t(v) T
o numero total de cliques maximais de G, devemos aplicar o re
ferido algoritmo uma vez para cada v, tal que, R(v) # § e em
seguida adicionar ‘DS'A resultados obtidos nas varias aplica-
¢oes. Julgamos conveniente a apresentacao deste algoritmo ja
que nao conhecemos resultado similar para grafos gerais.b

No passo inicial o algoritmo constrol o digrafo

__)‘
a partir de GT Em seqguida,ele define o(v):= 1 e

v,t(v) v

-
Gy
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o(w):= 0, para todo w € V(gT )y - {v}l e faz D = ET
v,t(v) v,t(v)®
un

No passo geral,se o digrafo D contiver apenas um i
co vertice, o algoritmo termina e em o(t(v)) esta registrado o
numero de caminhos maximais de aTv,t(v)' Caso contrario, seja
z um vertice do digrafo sem predecessores. Para cada z' da
lista de addacencia A+(Z) no digrafo, o algoritmo faz o(z'):=
a(z') + a(z ). Em seguida, o vertice z e removido de D e o pas
so geral e repetido.

0 teorema a seguir assegura que em o(t(v)) esta regis

-

trado o numero de caminhos de v a t(v) em G E, o nume

v,t(v).
ro de cliques maximais do grafo circular G e dado por:

o = ) alv)
¥V|R(v) # 0

TEOREMA V.4.1 - Ao termino do algoritmo acima para cada

+
z' e V(G ), 0 valor de a(z') € o numero de caminhos exis
v, t(v) -
e
tentes em g de v a z'.

v,t(v)

PROVA

Se o vertice z' @ adjacente a v,entdo,existe um Unico caminho
entre v e z' constituido pelos dois vertices e pela aresta
[
(voz'). 0 algoritmo faz em seu passo inicial: D = Gy > 10
v.t(v)
go a primeira vez que seu passo geral e executado,v e a u

nica
fonte de D. Sendo assim, ele € que sera: excluido de D e
¥z'oe A+(v) o algoritmo incrementa a(v), que & igual a 1, em
a(z'). Sendo inicialmente nulo o valor de o(z'), apos esta ope

racao ele torna-se 1. Como ndao existe em D outro vertice.que e
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predecessor de z', o valor de o(z') nao se altera mais durante
o processamento e registra exatamente o numero de caminhos en

+
tre v e z' em GT .
v,t(v)

Suponhamos,agora,que o passo geral esteja sendo processado pe
la k-ésima vez, K > 1, e que z', diferente de t(v), e a fonte
de D a ser dele excluida. Suponhamos tambem que- para todo
z e A(z'), o(z) armazena o niumero de caminhos entre v e z. Pa

+
ra alcancarmos z' a partir de z em. G dispomos de uma
Tv,t(v)

Unica opcao, através da aresta (z, z'), portanto,o numero de
caminhos de v a z' passando por z & exatamente o(z). Logo, 0

numero total de caminhos de v a z' & dado por

) o(2)
¥z eA (z')

No algoritmo o valor de a(z') e inicialmente nulo e para cada
vertice z € A" (') que & excluido de D, o valor de a(z) e incre
mentado ao de a(z'). Quando todos os vertices pertencentes a

A" (z') ja ndo se encontram mais em D, a(z') € exatamente

L oa(z)
¥z eh (z')

A complexidade do algoritmo e linear para cada v cujo
R(v) = @, mas,na determinacao dos conjuntos R(v), ¥ v € V(G) ,
empregamos um algoritmo O(n.m) como pode ser visto na segao an
terior. Logo € esta a complexidade do processo que determina o

numero de cliques maximais de um grafo circular.
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Como exemplo vamos considerar o grafo circular repre-

sentado pela sequencia S = |1234516783582476| e na figura
._).
(V.4.1) observamos a orientacao coberta G e sua redugao transi

. d
tiva GT'

b

O

Figura V.4.1.

As arestas de cobertura maximal de E sao (1,4),(1,5),
(2,6), (2,7), (3,6), (3,7) e (3,8). E: assim R(1) = {4,5},
{697}3 R(?’) = {63738} e R(q') = R(5) = R(6) = R (7) =
0.

R(2)

R(8)

1
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-> >
A figura (V.4.2) contem os digrafos Gr » Gy
1,t(1) 2,t(2)
- > - -
e GT obtidos atraves de GT R GT e GT ,» conforme men-
3,t(3) 1 2 3

cionamos no inicio desta secdo.

G
1th) Tz,t(z)
Figura V.4.2.
3
Tendo G como entrada, o algoritmo para determi
T3,1(3) -
nar o numero de caminhos de 3 a t(3) se comporta da seguinte
>
forma: No passo inicial temos:D = GT ,a(3) =T e a(d4) =
3,t(3) '
a(b5) = a(6) = a(7) = a(8) = a(t(3)) = 0. Na primeira execugao

do passo geral,o vertice sem predecessores e o 3 e NW3) = {4,5}
assim, temos: a(3) =1, a(4) = a(5) =1 e a(6) = a(7) = a(8) =
a(t(3)) = 0. 0 vertice 3 & excluido de D e a.’ figura .(V.4.3)
mostra o novo digrafo D que para evitar confusao nos o denota-

mos por D1.
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Figura V.4.3.

Agora temos duas fontes em D1. 0 vertice 4 e o verti-
ce 5. Excluindo o vertice 4 devemos adicionar oa(4) em a(6) e
a(7), pois A+(4) = {6,7} e obtemos o digrafo D, que possui .ape
nas o vertice 5 como fonte. Excluindo o vertice 5 de D,, obte
mos o digrafo D, da figura (V.4.3) e,agora temos: a(3) =a(4) =
a(b) = 1, a(6) = a(7) = 2, a(8) =1 e a(t(3)) = 0. Ao retirar-
mos 0 vertice 6 de Dy a(t(3)) passa a ser igual a 2 e obtemos

D,. Retirando 7 de D,, obtemos Dy e a(t(3)) = 4. 0 vertice 8 e

4-
a fonte de Dy, quando o excluimos obtemos Dg ilustrado na figu
ra (V.4.3) e a(t(3)) = 5.

Como o digrafo D6 possui apenas o vertice t(3), o 4l

goritmo termina e o valor de a(t(3)) que e igual a 5 indica o

>
numero de caminhos existentes em G de 3 a t(3).
T3,t(3

O0s valores de a(t(1)) = 3 e a(t(2)) = 2 obtidos de
forma analoga ao de o(t(3)) sao agora a ele adicionados, e, o
resultado da operagao, que e10, indica o numero de cliques ma

ximais do grafo G.
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V.5, LiMITE SuPERIOR PARA 0 NUMERO DE CLIQUES MAXIMAIS DE

GRAFOS CIRCULARES

Consideremos um grafo de permutacao conexo G. Como ele
tambem € circular, G admite uma orientacao coberta E. Seja F o
conjunto das fontes de E_

0 Teofema (V.2.1) quando aplicado ao grafo de permuta
cao G garante que ha uma identificacdao entre cada clique maxi-
mal de G com o conjunto de vertices de um caminho maximal de

-

GT para algum v € F. Assim, o numero de cliques maximais de G
v

e maximo se, e somente se,tambem € maximo o nUmero de caminhos

maximais em ET , para todo v ¢ F.

0 objgtivo desta secao e estabelecer o limite superior
para o numero de cliques maximais de grafos circulares. Prova-
remos que os grafos circulares que admitem tal limite -sao de
permutacao e para obtermos esta prova utilizamos um novo tipo
de digrafo cujo conceito & dado a seguir.

Um digrafo aciclico D e denominado em camadas quando

existe uma particao V] U V2lJ e UVk = V(D) de seu conjunto
de vertices V(D) com a propriedade de. que . cada aresta
(vow) € E(D) e tal que v ¢ Vi ewe V., ; para algum i < k. Ca
da parte V; da partigao e denominada nivel. A figura (V.5.1)

jlustra um digrafo em camadas de cinco niveis.
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Figura V.5.1.

Como toda aresta de um digrafo em camadas liga verti-
ces pertencentes a niveis adjacentes, concluimos que nele ndo
existe nenhuma aresta implicita por transitividade. Logo um di
grafo em camadas e necessariamente anti-transitivo.

Um digrafo em camadas completo € aquele que contem: uma

aresta entre cada par de vertices localizados em niveis adja-
centes. Podemos observar na figura (V.5.2) um exemplar deste

digrafo.

Figura V.5.2.
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0 teorema a seguir estabelece a configuracao da redu
¢ao transitiva de um digrafo transitivo cujo grafo de permuta-
cao subjacente admite o nimero maximo de cliques maximais pos-

sjveis.

TEOREMA V.5.1 - Seja G um grafo de permutacao, ¢ uma orienta-

+
cao coberta de G e GT sua reducao transitiva. Se G admite o nu
=
mero maximo de cliques maximais possiveis entao GT e um digra-

fo em camadas completo.

PROVA

Seja VO 0 conjunto das fontes de ET e para cada vertice
vV € V(ET) - Vg seja £(v) o comprimento do caminho maximo entre
0os vertices de V, e v.

Seja V; = {v e V(G)/&(v) = i}, i > 1, e assim Vo U VU
uv, = V(ET) € uma particao do conjunto V(G). Nao ha arestas
em ET entre dois vertices v e w localizadas em uma mesma parte
desta particao, pois,caso contrario,£&(v) # £(w) o que represen

>

ta uma contradicao. Vamos supor agora que GT nao seja um digra

fo em camadas completo. Entao teremos que estudar dois casos:

+ —
CASO 1 - GT e um digrafo em camadas mas nao e completo, como o

digrafo da figura (V.5.3(a)).

CASO 2 - ET nao e um digrafo em camadas, como o ‘da ~figura

(V.5.3(b)).
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O</IQL ~O——
~O0 -0
Vo Vi IV Vs

o1 |03 -
~O

/

0
\%

[ )]

Vo oV @V)z V3 Va

Figura V.5.3.

Estudemos pnimeiramente o Caso 1. Se ET e um digrafo em camadas
nao completo, entao existe pelo menos um par de vértices v e
w localizados em niveis adjacentes que nao definem uma aresta
em ET' Mas o grafo que tem ET + (v,w) como reducao transitiva
de uma de suas orientagoes cobertas tem mais cliques maximais
que G, tendo em vista que ele possui todos os caminhos entre
VO e VK que possui ET e mais aqueles que contem a aresta
(vow). Isto, entretanto, contradiz a hipotese. Logo os venrti
ces v e w com as referidas caracteristicas nao existem e se

.+
GT for um digrafo em camadas, ele e completo.
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g N
No Caso 2 se GT nao e um digrafo em camadas .entao,.-existe uma

=
aresta (v,w) € E(GT) tal que v ¢ Vi’ S Vj e j> 1+ 1, como

na figura (V.5.4).

O‘_' WW» - @ M%\
O——ww—-1=—0)—
Vo | x v; Vi Vj

Figura V.5.4.

Como w pertence a parte Vj, entdo ,0 caminho maximo entre 0s
elementos de Vo e ele tem comprimento £(w) = j. Logo , como
j >1i + 1 este caminho nao contem o vertice v da parte V. da
particao. No entanto, ele contém necessariamente um outro ver

tice da parte V., digamos v.e um vertice da parte V que de

i+]
+
notaremos por z. A aresta (v,Z) nao pertence a E(GT) pois, ca

so contrario, (v,w) seria uma aresta implicita por transitivi-

dade e nao pertenceria a ET'

Sem perder a generalidade,podemos supor que a parte Vi da qual
diverge a aresta (v,w) seja Tocalizada mais 3 direita possi-
vel dentre todas aquelas que possuem tal propriedade.Isto sig

nifica que i & no maximo K-2 e que a partir de Vi o digrafo

.-}
GT e em camadas e,como vimos no Caso 1, e completo

+1

0 grafo que tem como reducgao transitiva de uma de suas orien-
>

tacdes cobertas Gy - (v,w) + (v,z) s0 nao tera mais cliques

maximais que G se existir apenas um unico caminho entre z e w.
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Neste caso, o numero de cliques maximais dos dois grafos sera

e - .
0 mesmo. Mas como a partir de Vi GT e um digrafo em cama-

+1°

das completo entao cada uma das partes V ) s e ey Vj

+17 T i+2
contera um unico elemento. Como i < K - 2, existem pelo me

nos duas dessas partes. Mas podemos imaginar um outro digra

-
fo, o G? assim constituido:

(a) Suas partes de Vg e VirsEo identicas as partes de mesmo

nome em ET - (vow) + (v,z).

(b) Sua parte V. , contem todos os vertices das partes Vi @

+
Vj de GT - (vow) + (v,z).

(c) Suas partes a partir de V1.+2 sao iguais as partes a paﬁ'

+
tir de Vj+1 em GT - (vow) + (v,z).

(d) G*

T a partir de V1 e um digrafo em camadas completo.

Como o numero de elementos de V, no novo digrafo e,no mini-

i+1
mo 2, o numero de caminhos de V, a V, nele &,no minimo, o do
0 K ’

bro do de ET' Logo,0 grafo associado a E? possui o nﬁmeré de
cliques maximais superior ao de G, contradizendo a hipotese.

Concluimos, portanto, que em ET nao existe nenhuma aresta com
as caracteristicas de (v,w) que diverge de Vi ou de outra parte

> - ~ - s
de GT. Assim, todas as arestas de GT sao definidas por verti-

ces localizados em duas partes  adjacentes da particao
VOlJ V]U ... U Vi e isto nos garante que E} e um digrafo em
camadas.
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Associando este ultimo resultado ao do teorema (V.2.1)
e sendo VO,V1, s VK 0s conjuntos de vertices dos K + 1 nj
veis de ET’ concluimos que cada elemento do conjunto
Vo x Vq x ... x"VK e constituido pelos mesmos vertices que de

finem uma clique maximal de G. Desta forma,o nimero de cliques

=~

maximais de G e dado por o = m [V.|, onde |V1| denota a cardi
i=0 -

nalidade do conjunto Vi'

A Ultima conclusdo nos garante que ter como G um‘ di
grafo em camadas completo embora seja uma condicao necessaria
para que o gréfo G tenha um namero maximo de cliques maxi -
mais, nao e uma condicao suficiente. A cada grafo de permuta-
¢ao de n vertices esta associada uma particao de seu conjunto
de vertices que produz uma configuracao Stima para ET,isto e,
uma configuracao para a qual o € maximo. Sendo o valor de o,
o produto do numero de elementos de cada nivel de ET devemos,

pois, identificar aqueles que produzem o maior resultado pos-

sivel. 0 teorema a seguir define exatamente tais valores.

TEOREMA V.5.2 - Se G. e um grafo de permutacao de n vertices,

n > 1, que possui o numero maximo de cliques maximais,entao,a
particao VoU VqU ... UV = V(G) associada a configuracao

+
otima de G e tal que:

(a) |[Vs] =3, 0< 14 <K, sen=0 (mod. 3)
(b) |V1| =3, 0<i<K-T, e

Vgl = 2 se n=2 (mod. 3)
(c) Vil =3, 0<1<K-2,e

IVK_]I [Vl = 2 sen=1 (mod. 3)
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—— . +
(A figura (V.5.5) ilustra a configuracao otima de GT para ca

da tipo de grafo).

NP
oo
Ak

n -EO-<mod 'o>

P
AR

T
2;2 v froa 3

n=1 <m0d 3)

i
L
D3
O/
¥
X
A

Figura V.5.5.
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PROVA

Vamos supor que as cardinalidades das partes da particao nao

sejam as referidas pelo teorema. Entao teremos:

(1) Existira uma parte V, tal que |V1| = 17
_).
Nao, caso existisse,Gp nao seria a configuracao otima,

pois eliminando a parte V, e criando uma nova parte V'j
. - -
igual a Vj U Vi obteriamos um configuracao G}, para a qual

o a
' o= x Vi = x (|Vi] + 1
: —x Il e gl )
J J

que e maior que o.

Existira uma parte Vi tal que |V,

il > 52

Para esta pergunta, a resposta tambem e negativa, pois,
se tal parte existisse poderiamos substitui-la por duas

outras partes, a V., e V. tais que |V, | =3e |V, |=]|V,]|-3.
i iy i, i i

0
Como 3(p-3) > p se p > 5,

e maior que a es>sendo assim,GT nao seria a configuracao
otima.

- el [l - - - .
Entao,ate agora,ja esta provado que se GT e uma configura
cao otima para G entao a cardinalidade de <cada ".uma das
partes da particao a ela associada e 2,3 ou 4. Se substi-

tuirmos,caso existirem,as partes Vi da particao tais que

|V1| = 4, por duas outras de dois elementos cada uma, a
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nova particao produz o mesmo produto da primeijra. Logo,se
a primeira corresponde a uma configuracao otima,a segunda

também correspondera. Agora,surge uma nova questao:

Na nova particao existirao tres ou mais partes Vi’ tais que
(V.| = 27
i

Tambem responderemos esta questao com o nao, tendo em vis
ta que se tais partes existissem seria possivel substituir
cada terno delas por duas de cardinalidade 3 e assim como
3 x3>2x2x2 ovalor de a correpondente a nova par
ticao serila superior ao da anterior, contrariando as-

sim a hipotese.

Logo, podemos concluir que a particao correspondente a confi-

— . = - . - .
guracao otima de GT tem no maximo duas partes de cardinalida-

de

2, e todas as demais de cardinalidade 3. Assim ela podera

ter duas, uma ou nenhuma parte de cardinalidade 2 e como to-

das

as demais tem cardinalidade 3 entao o numero de partes de

cardinalidade igual a 2 depende do resto da divisao de n por

3.

Se tal resto for igual a zero, um ou dois teremos nenhuma,

duas ou uma parte de cardinalidade 2 conforme consta na tese.

COROLARIO V.5.2 - Se G & um grafo de permutagao comn > 1, en

tao

o = 4 4.3

o numero maximo o de cliques maximais de G e dado por:

3n/3 n =0 (mod. 3)

n=4)/3 1 =1 (mod. 3)

2.3(n=2)/3 o9 (nod. 3)
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A prova deste corolario segue facilmente do teorema
(V.5.2) tendo em vista que o valor de o & igual ao produto
das partes que constituem os niveis da configuragao otima de
6%. A f{gura (V.5.6) mostra os grafos de permutacao com

n =6,7,8 que possuem o numero maximo de cliques maximais.

Figura V.5.6.

Para finalizar,ainda nos resta responder uma Uultima
pergunta. Seriam os grafos de permutacao citados no cololario
(V.5.2) os que apresentam o numero maximo de cliques maximais

dentre os circulares?
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Respondendo esta questao vamos considerar que G seja
um grafo circular de n vertices, n > 1 e seja D um digrafo
obtido atraves da unidao dos subdigrafos Dv’ ¥Yv fonte de E,
induzidos pelos vertices de {v} U A(v).

Como o grafo subjacente a DV e de permutacao, a confi
guracao otima de DVT e um digrafo em camadas gomp]eto;

Seja Dr a uniao de todos os DV ,» ¥Yv fonte de G. E o

T
numero de cliques maximais de G sera dado por

.+
¥v fonte de G

onde «a, representa o numero maximo de cliques maximais do
grafo subjacente a Dv'

Podemos, entretanto, limitar o pelo numero |F| x a*,
onde |F| @ a cardinalidade do conjunto das fontes de § ea*o
numero maximo de cliques maximais que podemos encontrar num
grafo de n - |F| vértices. Isto, porem, significa que cada um
dos elementos de F esta ligado a todos os demais elementos de
V - F e desta forma o grafo circular G e de permutacgao.

A figura (V.5.7) jlustra os diagramas circulares dos

grafos circulares de n = 6,7,8 que possuem o numero maximo de

cliques maximais.
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X XA

Dg

Figura V.5.7.

Como podemos observar atraves da figura (V.5.6) o ni-
mero de cliques maximais dos grafos de n = 6,7,8 sao respecti

vamente o = 9,12,18.
Os grafos que possuem os numeros de cliques maximais

citados pelo corolario (V.5.2) foram obtidos em 1960 por Ray
moud Miller e David Muller. Entretanto, estes pesquisadores
nao publicaram sua descoberta e em 1965, Moon e Moser, confor
me consta em (24), os redescobriram independentemente. Por es

sa razao tais grafos sao conhecidos como de Moon-Moser.
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CONCLUSAO

Nos capitulos I e II fizemos a exposicao de alguns to
picos relativos a Teoria Geral de Grafos e aos Grafos Circula
res que julgamos essenciais para a compreensao dos assuntos
aqui abordados.

Una das primeiras opgoes que fizemos se refere a for
ma de representacao do Grafo Circular. Escolhemos a sequencia
circular devido a simplicidade da estrutura de dados na qual
ela pode ser implementada. 0 grafo que ela representa, se pre
ciso for, pode ser resgatado em O(n + m) como vimos no Capitu
To V. Alem disso, alguns dos algoritmos apresentados no Capitu
lo III e os que introduzimos nos Capitulos IV e V trabalham
com maior eficiencia quando o grafo & representado por uma se
quencia de numeros do que quando explicitamos seus vértices e
arestas.

A atencao que dispensamos aos grafos de permutacao se
justifica por eles serem um tipo especial dos circulares e,por
ser um grafo de permutacgao,os subgrafos gerados pelos vizinhos
de cada um dos vertices de um grafo circular. Tambeém, por ser
um grafo circular capaz de representar o processo de ordenacao
dos elementos de um conjunto N,segundo uma permutacao P,usando
um sistema de pilhas em paralelo. Todas estas particularidades
que envolvem um grafo circular, um grafo de permutacao ou sim
plesmente uma permutacao,sao utilizadas no desenvolvimento de
algoritmos que constam neste trabalho.

Outra opgao que fizemos foi a de expor os algoritmos

encontrados na literatura para a determinagao de cliques maxi
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mas em grafos circulares,ja que estudamos um processo de ob
tencao das cliques maximais para os mesmos grafos.

0 tipo de orientacao em grafos que identificamos, a
orientacao coberta,foi de fundamental importancia na e1abofg
cao do algoritmo para determinar as c]iques maximais de gra
fos circulares. Como o complemento de um grafo circular pode
nao ser circular como a figura C.1 {ilustra, o algoritmo para
determinar todas as cliques maximais nao pode ser usado para

determinar todos os seus conjuntos independentes maximais.

1 1
5 2 4 3
6 6
[ ]
4 G 3 2 G 5
(grafo circular)‘ (grafo nao circular)
Figura C«1

Mas, o complemento de um grafo circular G gerado pe
la sequencia circular S e a uniao de dois grafos G] e G2 cons
tituidos pelo mesmo conjunto V(G) de vertices e cujos conjun

tos de arestas sao assim definidos:

E(Gl) = {(u,v)/os intervalos correspondentes a u e v obedecem
a.pfopriedade de inclusao em S}
E(G,) = {(u,v)/os intervalos correspondentes a u e v obedecem

a propriedade de disjuncao em S}
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Orientando as arestas de G] e GZ do vertice de menor
para o de maior rotulo obtemos em cada caso uma orientacgao
transitiva.

A justificativa para. esta afirmacao-e a seguinte:

..+
Caso 1 - No digrafo G;. Sejam (u,v) e (v,w) duas arestas de
>

G]. Logo u < v e v <w e o intervalo correspondente

a u inclui o que corresponde a v e este inclui o cor
respondente a w. Logo o intervalo u inclui o interva
1o w e a aresta (u,w) ¢ E(G]). Mas sendo u <w; (u,w)

€ E(E1).

=

Caso 2 - No digrafo G,. Sejam (u,v) e (v,w) duas arestas de

-+

GZ'

Os intervalos correspondente a u e v sao disjuntos,e
0s correspondentes a v e w tambem sao disjuntos.

Como u < v e v < W, U ocorre em S antes de v e v an

=~

tes de w. Logo u ocorre antes de w e (u,w) € E(Gz).

- >

Sendo G1 e Gz transitivos, obviamente as orienta

coes impostas a G; e G, sao cobertas. Na uniao dos dois digra
fos, entretanto, isto pode nao ocorrer. Em 61 U 32 da figura

(C.2) a ausencia da aresta ( 2,5) justifica esta afirmacao.
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S=(123143542665)

®© & 6

Figura C.2
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Acreditamos, porem, que dando continuidade a este es
tudo podemos ainda fazer alguns progressos para a resolucao
deste problema.

Outra sugestao que podemos apresentar consiste na
identificacao de novas classes de grafos que admitem orienta
¢ao coberta. Isto lhes deve proporcionar,pelo menos, a resolu
cao do problema da determinacao de todas as cliques maximais
e o da clique maxima em tempo polinomial.

JOHNSON afirma em (19) que se encontra ainda em aber
to a determinacao das complexidades dos problemas : Isomorfis
mo de Grafos, Particao por Clique, Indice Cromatico e Conjun-
to Dominante particularmente para os grafos circulares. Obser
vamos que o primeiro problema citado permanece em aberto para

um grafo qualquer, enquanto que os demais sao NP-completos.
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