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Mo presente trabalho desenvolvemos um método heurfstico
para resalver o problema de Steinegr num grato direcionado.
Para isto, consideramos o problema de Steiner como  sendo  um
problema de arboresc®neia geradora e de Fluxo com custos Fixos.
Considerando LT definigfo particular de peso cle LimE
arborescéneia,  Formulamos o problems cono sendo um problema de
arborescéneia  geradora de peso minimo, ouda soluglo contdm  a
asolugio para o problema de Steiner.

O médtodo hewfstico, desenvolvido para resolver este
problema, foi implementado, em FORTRAN IV, en duns verstest na
primeira considera-se qualauer wrborescdneia geradora inicial e
na  segunda utiliza-se umik arborescdneia  geradora obtida a
partir da  soluglo dada pela hewrfstica de Richard T.  Wong,

#

tambdm implemetada. O método hewr fatico mostrouw-se senslivel
arboresclneia geradora inicial tanto no tempo empregado Como na
solugio obtida. 08 resultados obtidos Fforam considerados maito

bons, especialmente pelas perspect ivas Gpuae e i sl em de e

melhoarar ainda mais o desempenho do método.
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CONTRIBUTION TO SOLVE THE STEINER PROBLEM IN A DIRECTED GRAPH:

s HEURISTIC METHOD

Ouscar Ivdn Palma Pacheco

June, 1985

Chairmané Nelson Maculan Filho

Department i System Engineering and Computation

In this work we develop an heuwristic method to solve the
Steiner problem in & directed graph. To do this, the Steiner
problem is considered as a spanning arbmrﬁﬁménce Flow problem
with Fixed costes. Considering a proper definition of weight of
an  arborescence, the problem  is  Forsalated ws a minimal
spanning arborescence  problem  whose solution provides A
selution for the Steiner problem.

The heuwristic method, developed for solve this problem,
has been implemented, in FORTRAN IV, in two versionst the first
considers any initial spanning arborescence and the second uses
#  spanning  arborescence provided by the Wong's hewristic
method, also implemented. The heuwristic method i sensitive to
the initial spanning arborescence  as well in relation to
processing time as to the value of the aproximated soluation.
The results  were judged as goad, specialy considering  obther

possible inprovements of the method.
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CAPETULO I

INTRODUCAD

No  infocio de 4984 retornava ao Pais, depois de  passar
dois anos no Canadd, o Dr. Nelson Maculan Filho, quem fora o
meu primgiro orientador no Progeann de Doutorado em Engenharia
de Sistemas ¢ Computagiho na COPPE/UFR.. Foi nesse momento gue
surgiua  a possibilidade de, arientado  novamente por  &le,
desenvolver algum método  que permitisse  obler solugdes

aproadimadas para o Problema de Steiner, num grafo direcionado,

en tempo compubacional aceitdvel.
Assim, om Maio de 1984, comegavam os primeiros testes
para determinar a  melhor forma de atacar o problema. Mo

infcio, =a iddia era dar continuidade ao trabalho desenvolvido

por Clauws e Maculan DED,  no sentido de desenvolver uama  boa
implenentagio do mdétodo simplex orientado para resolver,
gepecificanente, o problema de Steinegr num grafo divecionado,
trabalho  J4& iniciado para grafos de pequeno ¢ médfu porte  por
frpin, Maculan e Nguyen L21, aproveitando ao  sdxine  as
caracter faticas da  Formulagio proposta por eleed haixa

. varidveis limitadas por

densidade, diagonal de submaberisz

varidveis (“variable upper bound™). Em seguida, tenbtou-se Fazer



uma analogia com o problema de transportes com transhordo,  com
algumas  adaptagdes na escolha dos arcos para sempre passwe  de
uma base o outra melhor.

Finalmente, chegou-se R conlusio de  gue  era mais
conveniente tentar descubrir arcos,  ou grupo de arcos, que, de
acordo com as estruturas de arcos das arboresclnoias geradoras,
que cont®n subarborescdneias de Steiner, pudessem nos levar &
obtengRo de uma swrborescloia geradora de peso  menor. Fei
segundo esta orientacio gue desenvolvemos o presente trabalho.

No Capitulo I3, como uma introdugfo ao Problems de
Steiner, apresenta-se @2 sun definiglo original, noe plano
ecuclidiano, @ by HIE posterior adaptagho &m grafos,
especialmente num  grafo direcionadoe ag gqual s refere este
trabalho. Neste caso, apresentam-se comentdrios a respeito da
Titeratura e istente, Com mais detalhes nos trabalhos
considerados de maior importdncia.

No Capitulo Iir DR R e W} degsenvolvinento &

Justifticativas do mdtodo proposto ¢ no Capiftulo IV apresenta
A experiéncin computacional, Cujos resultados o am
sat isfatdrios.

Mo Capitulo V, considerando os resultados obtidos na
puperiéncia  computacional, e imaginando novas estruturas  de
arcos nas arborescénoias geradoras, apresentamos as  conlusbes
aldm de indicar onde & conveniente concentrar as pesquisas para

melhorar ainda mais este mdtodo.



CAPITULO II

¢ PROBLEMA DE STEINER

#.4 - 0 PROBLEMA DE STEINER NO PLANO EUCLIDIANO

O problems de Steiner & am problema geomdtrico jd antigo
g Foi definido, originalmente, sobre o plano euclidiano, no
gqual  alguns pontos predeterminados deviam conectar-se mediante
Tinhas  Formando  uma drvore de  comprimento minimo, aendo
pernitida  a intersesdo de linhas em gualguer ponto do plano.
Nesta drvore, o comprimento de cada uma das linhas & igual év
distdncia  euclidiana  entre os pontos extremos delas, & o0
pontos  de  interseeio, wtilizados para obter uma  drvore  deg
comprimento minimo, sio chamados de Pontos de Steiner.

Para trés pontos quaisquer, o problema de Steiner estd
resalvidao, sendo necessdrio um ponto de Steiner na drvore casao,
ne tridngulo formado pelos trds pontos, todos os Jngulos sedam
menores que 120 graus.  Se um fngulo for maior ou igual que 129

graug, entio nenhum ponto de Steiner ¢ ubilizado L8



.2 - O PROBLEMA DE STEINER NUM GRAFO

Do plano euclidiano passanos para uam grafo no qual, no
Tugar de pontos, existem vdrtices e entre alguns pares de
virt jces M istem arcos  com  pesos  arbitrdrios e RO
corresponden  H distdncia suclidiana. Alguns dﬂﬁ‘VéVtiﬂﬁﬁ o
grafo, chamados vdrtices obrigatdrios, devemn ser conectados,
ut ilizande wroos do grato, para formar uma  drvore de  peso
minimo. e  For necessdrio, pode ubtilizwe tambdm alguns  dos

vidrt ices optativos como sendo os védrtices de Steiner.

Lawler D81 acha  gue  este problema & mais Fdeoil  de
resolver Jd& gque, em principio, poderia ser resolvido por
simples  enumegragio. Lawler apresentsa dois  algoritmos pars
resolver o problema de Steiner num grato nio direcionandoy o
primeiro, resolve o problema de drvore geradora de peso sninino
Para conjuntos de  vdrtices formados valmﬂ 1 vidrtices
obrigatdrios aldm de, no mdsimo, n-2 vértices optativos, para
tadas as  possiveis combinagdes de vértices de 8Bteinery o
segundo, devido a Dreyfus e Wagner Lél, utiliza uma relagio de
recursividade no sentido de, se obtivermos drvores de Steiner
At imas  para subconjuntos com L2, eeerp-i védrtices, podemos
construir drvores de Steiner 6timas para subconjuntos com p
vdrtices.

OQutros autores tém  Formulado wmodelos de  programagio
inteira, com varidveis wsero-um, e tentado a susn  resolucio
utilizando métodos “branch-and-bound”  ou  decomposigio de
Benders.

tneja D11l formala o problema como sendo um problema  de
recobrimento &y para  contornar o problema derivado do

crescimento expongncial do n dmero de restri & G ¥ desenvoalve um
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procedimento  para gerar  as restrigdes, mantendo as  demais
restricies em  Forma  impllcita. Tamb dm desenvalveu L
procedimento  heuwrfstico para acelerar & convergdnoia. Oa
resultados obtidos nflo foram muito alentadores.

Hakimi L71 define o problema de Steingr num  gratfo,
relacionando-a  com algung problemas de recobrimnento em  grafos
&, Finalmente, apresenta um algoritmo pars encontrar uma drvore
de  Steiner com uma  topologia dada, Paran resolver este
problema, com este algoritmo, seria necessdrio considerar todas
as  topologias possivels, o gue daria um  enorme  trabalho.
Makimi L£Z1, assim como Dreygfuas ¢ Wagner Lél, sugere o emprego

de programagio dinfmica.

it I

#.3 - 0 PROBLEMA DE STEINER NUM GRAFQ DIRECIONADO

O problema  gue, em Jitima instdncia, serd o objetivo
deste trabalho, & o problema de Steiner num grafo direcionado.
Este problema  considerado mais geral que o problema de
Steiner num  grafeo nfo direcionado, J&  gue um  grafo  nio
direcionadag, meol i ant & a0 substituwielo de cada arco nao
direcionado por dois arcos direcionados de igual peso, pode ser
transformado num grafo direcionado Died. MNeste oaso, devemnos
considerar mais um elementol a raiz do grafo.

Definiglod Raizx do grafo 6 & um védrtice, do prderio
arafo, gue alcanga todos os demais.

Para afeitos deste trabalho, VRIMOE  SUPOr que #
determinagho do védrtice raiz do grafto ¢ parte da formulagio do
problema.

Relacionado Com o problems de  Steiner  num grafo



)

direcionado, @i st em dois trabalhos, desenvolvidos
recentemente, que merecem ser destacados? os trabalhos de Claus

¢ Maculan L83 e de Wong Liod.

2.8.1 — DEFINICAO DO PROBLEMA

Seda  G=(N,AY um grafo direcionado conexo onde N & o

#

conjunto de vdrtices ¢ & & o conjunto de arcos. Cada arco

-

(i, em A tem associado um peso £Ci,J) nfo negativo. 4]
conjunto N de wvédrtices estd dividido em dois subconjuntos
disjuntos V ¢ 8, sendo V o conjunto de vdrtices obrigatdrios e
8 o conjunto de vértices optativos ou de Steiner. SGeja r em
o vdrtive raiz do grafo.

O problema de Steiner, sobre um  grafo direcionado,
consiste em determinar uma arborescbneia de peso minimo, com
raiz oem r, na gqual r alcance todos os vdrtices obrigatdrios,
padendo ubtilizar os vértices optativos que Forem necessdrios

come sendo os pontos de Steiner.

Badad - FORMULARAO DE CLAUS E MACULAN

farmin Claus & Nelson Maculan  [S1 0 propfem uma  nova
FormulacRo  para o problema de Steiner num grafo direcionado,
™ o g " ' g 3 o . e “ " 11 are 0 o o g ¥ VR S
vigando A sus resolugiao mediante umn versao prinal do wmdtodo
simple. Para into, apresentaram  wum modelo de  programagio
1inear inteira, onde consideram o problema de Steiner como
sendo um problems de Fluxo de custo mining, nog gqual a raix

envia  uman unidade de Fluxo s cada um  dos demais vértices



obrigatdrios &, por sun ves, cada vdrtice obrigatdrio demanda
exatamnente uma unidade. O Fluxo gue passa atravds de cada arco
¢ controladeo individualmente para cada vértice obrigatdrio, ou
seja, A cada wrco & associadia umn Qariﬁv&l de Fluxo para cada
vdrtice obrigatdrio. Por edemplo, & varidvel XiJk representa o
Fluxe que  passa pelo arco (i,J0) & que estd enderegado  ao
védrtice obrigatdrio k.

Nesta formglaglo, Claus e Maculmn definem, para  cada
védrtice obrigatdrio ko em U=~0rd, um conjunto de restriebes de
balango, do Fluxo origntado para o vdrtice k, em cada um  dos
vidrtices do grafo. No vdrtice r, o diferenga entre o fluxo que
sal & o Fluxo gque chega deve ser jgual a L. No védrtice k, esta
diferenga deve ser  dgual a -1, Nos demais  vértices, =@
diferenga deve ser zero.

Por outro lado, em cada arco, o peso & fixo, ou seja, se
o arco ¢ utilizado, o peso dele na arboresc®neia independe da
gquant idade de Fluxo gue passs atravds dele.  Por este motivo, o
modelo atiliza varidveis zero-um, o que inplica na necessidade
de empregar mdtodos gue considerem este tipo de varidveis.

Ao controlarem o Fluxo em cadd arco, individualmente para
cada vdrtice obrigatdrio, estio garantindo gque, por cada arco,
enm diresiio a cada vértice obrigatdrio, passe um Fluxo de, no
mdscimo,  uma unidade. Sendo assim, as varidveis zero-um, que
controlam o uso ou nio de cada arco,  servem para limitar o
valor  do fluxe que pode passar, por cada arco,  em diresdo a
cada  vdrtice. Ou seja, se o valor da varihwvel  zero-um,
aswociada a um determinado arco, tiver o valor zero, significa
que o wrco nRo pode ser utilizado e, portanto, todos os fluaxos
gque  passen  por aguele arco,  em direclo a gqualguer vértice

obrigatdrio, deverio ser =ero. Caso contrdrio, se tal varidvel



tiver o valor um, o arco pode ser atilizado para  transportae
Fluxe enderesado a qualguer vdrtice obrigatdrio e, como o Ffluxo
que passa por cads arco,  para cada vdrtice obrigatdrio, & de,
no mAxino,  uma unidade, podemos limitar o fluxo pelo valor da
var idvel mero-um.

Mas, o objetive deles nlo era resolver este problema
diretamente, que aldm de ter variﬁvéiﬁ zero-um, o que i/
dificulta a sun resolugio, o tamanho da matriz de coeficientes
cresce miito rapidamente, impmdind& a resolugio de  problemas
grandes ., Por exemplo, para  um problema com 1909 arcos ¢ 5N
vidrt ices, dos  gquais apenas 40 obrigatdrios, gue podemos
congiderar como sendo um problemn pegueno, seria necessdrio
ubidlisare  uma mabtriz com mals de um milhio de elementos, dos
quais aprodinadanente 3600 sho di#@r&ntmﬁ e #ero.

Para resolver este problema, optaram pelo relasamento do

p2%ES

modelo, subst ituindo todas  as  restrigdes referentes
varidveis zero-um  por restricdbes de nRo negatividade. om
isto, eles conseguiram utilizar um mdtodo simplex paderio para
resolver problemas peguenos ¢ obtiveram resultados alentadores.
Ap esar de 2 matriz de coeficientes nlo  ser totalmente
ur i modualar, o] problemas resolvidos sempre apresent aram
solucdes inteiras.

E ooclaro gue, nesta formulaclo, ainda & possivel explorar
a  estrutura do problema e desenvolver um mdtodo  simplesx
apropriade  que considere, por edemplo, @ haixa densidade  da
matriz de coeficientes ¢ restrigies dultipm “varidvel  Timitada
por outra varidvel” (variable upper bound) 091, para tratar das
remtricgeﬁ dos Ffluxes gque, originalmente, estavam limitados
pelo  valor das varidveis zero-um, e que agora estfo limitados

poar var idveis cont fnuas. Uma alternativa seria ubtilizar comno
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hase ) trabalho de Ruy Campello D41, GLe trata do
desenvolvimento ¢ implementacio de um programa Para programnaglao
lTinear de mddio porte, o qual estd orientado para resolver
problemas  com  matriz de coeficientes de baixa densidade, e
incorporar nele @ possibilidade de considerar var idveis

limitadas por outras varidveis.

2aB3.3 - METODO DUAL ABCENDENTE K HEURESTICA DE WONG

Richard T. Wong Li91 apresenta um  wmdtodo para  obter
Timites inferiores para o valor da solugio dtima do problema de
Steiner num  grafo direcionado e, @ partir das informasbes
geradas  por este mdtodo, determinwe, heuristicamente, uma
soluglo  aproximada para o problema. O mtodo Dual Ascendente
gera um grafo auxiliar 67 o qual serd foraado por Y
subconjunto dos arcos do grafo original.

Definiglol Corte de um vértice k qualguer & o conjunto de
arcos  oujos  membros (0 .J) satizfazem (4 (i,d) pertence ao
grafo originaly <2y (i,J) nio pertence ao grafo auiliaryg (3)
alecanga o védrtice k no grafo auxiliar ¢ i nfo alcanga o vértice
k no grafo auxiliar.

Basicamente, o Mdtodo Dual aAscendente pode ser  resumido

no algoritng descrito a seguir. (Yeja exenplo no Apéndice D.2)

ALGORITHO DUAL ASCENDENTE

Passo o Fazer 800,00 = G0, J) para todo arco (0,00 Formar
grafto auxiliar G7 = (N,AYY com AT = @, Fazer LI = Q.

Passo if $Selecionar, em 67, uma componente fortemente conexa,

gque  contenha algum vdriice obrigatdrio, & que nRo seja

[
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alecangada por nenhum vértice obrigatdrio nem pela raiz. Se tal

conponente nilo existe, fim, & o valor de LT & o limite inferior

para o valor da mmluqﬁm dtima do problems de Bteiner.

Passo 2% Selecionar um védrtice k, obrigatdrio, na componente.

Beda BOiw, jrwd) = min{8i,j21{i,J) pertence a0 corte de k3. Fager

LI o= LT o+ Glin, jwdy, Para cada arco (i, no corte de k, fazer

GCipjd = 8Cidd) — Hiw, jx),

Passo 3% Atualizar o grafo auxiliar incluindo o arco (i®, j®),

Retornar an passo 1. HBHHEE

O mdtodo dual ascendente nos dd oum limite inferior para o
valor da  soluelo dtima do problems de Steiner. Wong  tambdém
descreve a seguinte hewrfstica para encontrar  uma  suluglo
aproximada para o problema de Steiner.

(L) Utilimar o Método Dual Ascendente.

(&) ﬂpnmidmrar o grafo auxiliar 67 ao tdrmino do  Mdtoado Duanl
Ascendente o determinar o conjunto @ de todos os  vértices
alcangados pela raiz.

(3 Construir uma arborescéncia geradora de peso minimo com os
vidrt ices do  conjunto @, ¢ com todos os  arcos do grafo
ariginal entre vé?timwm do conjunto &, Para isto, utilizar
o prderio Método Dual Ascendente, o gual, neste oaso,
permite obter uma solugio dtima.

¢4) Finalmente, da arborescicia geradora, eliminar todas as
Ffolhas correspondentes o vedrtices optativos, € 0% arcos
incidentes = eles, atd que as Folhas sejam todas védrtices
obrigatdrios.

O procedimento  agui descrito permite determinar  uma

arboresclnecia  de Steiner gue ¢ uma solugio aprodimada para o

problema de Steiner num grafo direcionado. (Veja exenplo no

Apéndice DL
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CAPITULO III

UMA NOVA HEURTSTICA PARA O PROBLEMA DE STEINER

B.4 - INTRODUGHO

fAssin como o problema de Steiner pode ser foramulado comno
um  problema de Fluxo, onde os custos (pesos) sho Fisos, ele
tambdn  pode  ser observado como um problems  de arboresclneia
geradora  para um determinado cuﬁjuntm de vértices Fformado por
todos oz vdrtices obrigatdrios e, noraalmente, Prone L
subconjunto dos védrtices mptativmﬁur e foswe possivel
determinar o conjunto de védrtices da soluglo dtima do problema
de  Steiner, seria relativamente fdcil obter a  solugio dele
ut ilizando algum  algoritmo especifico pars contruiv LR
arborescbneia  geradora. 0 método proposto neste trabalho
basdia-se nestas duas orientagdest Fluxo com custos Fixos e
arborescéneia geradora.

Como o problema de Steiner num grato ndo direcionado &
NP-Hard, Wong D191 conclui gque o problema de Steiner num grafo
direcionado tambdm &  NP-Hard, motive pelo gual  achamos
conveniente desenvolver o mdtodo hewrstico descrito neste

capftulo.



3.2 - 0 PROBLEMA DE STEINER COMO UM PROBLEMA DE ARBORESCENCIA

GERADORA E FLUXO COM CUSTOS8 FIX0S

A solueBo Stima para o problema de  Steiner sErd,
invariavelmente, uma arborescdneia de peso minimo na gqual todas
as  Folhas correspondam a vértices obrigatdrios. Para efeitos
deste trabalho, ut i lizaremos R seguinte definigio de
arborescdneia de Steiner.

DefinigRol SBubarborescénoia e HBteiner, num  grafo
direcionado 6, & toda arborescénoin geradora T=(Nt,Aat)Y tal que
Nt o N, Ve Nt eat ¢f, cujas folhas sRo todas vdrtices
abrigatdrios.

Proposigio 4% Toda arborescénecia geradora Tg contdm  uma
dnica subarborescéncia de Steiner. HHHEHE

Observagio! Como @ raizx envia uma unidade de Fluxo para
cada vértice obrigatdrio, e como cada vértice obrigatdrio
absorve exatamente uma unidade de Fluxo, podemos concluir gque o
Fluso que passa atravds de am arco gualguer, numa arborescnoia
geradora  Tg, & igual ao ndmero de vdrtices obrigatdrios que
alcanga.

Definiglos Fli,j) representa o Fluxo gue passa atravds do
arco (iydda

Proposiclo 2% Numa arborgsscéncoia geradora Ty, todos os
arcos  da subarborescéncin de Steiner tém Fluxo positivo ¢ o0s
restantes, se bhouver, tem Flude zero. HEHHEE

Como temos gue encontrar uama arborescéneia de Steinegr de
‘p@ﬁm mininog, podenos  resolver o probliema  procurando  uma
arborescéncian  geradora  gque contenba uma  subarborescéneia de
Steiner de peso minimo. Como, por  outro  lado, nLma

arborescéncia geradora, somente os arcos da subarbore seéncia de



Steiner tem Fluxo positivo, podemos tentar resolver o problema
procurando uma arborescdncia geradora de peso mfnimo,  onde sfo
congiderados apenas o8 pesos dos arcos com Fluxo positivo.

Definiglor ¢ peso de uma arborescéneia geradora Ty
igual ao peso da subarborescénecia de Steiner contida nela, ou
wejn, & dgual H  soma dos pesos dos arcos  que  tém Fluxo
positivoa.

Eeta Jdltima definiglo baseia-se no fato de estarmos
RPENAG interessados nos arﬂﬁﬁ g alcangam virtices
obrigatdrios.

Asain, podemos Lentar resolver o problema de Steiner
procurando uma arboresc®neia geradora de peso minimo, de acordo
Con # definigio de peso dada anteriormente.

Proposicio 34 Considerando un grato direcionado 6, a
subarborgscéneia de Steiner contida numa arboresc@ncia geradora
de peso nining & uma soluelo Stima para o problema de Steiner.

Demonstraglot 8Seda r o vdrtice raiz do grato G. Seja Ts
uma  soluclo dtima para o problema de Steiner. EntBo Te & uma
arborescéncia de Hteiner e, portanto, contdm todos os vértices
obrigatdrios e, possivelmente, alguns vértices optativos. Como
oo oalecanga  todo vdrtice | oem N, s imnbem arcos em A que, s
acrescentados & arborescéneia de Steiner, permitem transformd-
Ta  numa arborescéncia geradora do grafo 6. Como  tambdm, ao
incluir  os arcos, sd slBo incorporados vdrtices optativos, o
peso da arborescéneia geradora € o mesmo que o da arborescénoia
de Steiner Te, Jd que os arcos incluidos sd arcangam vértices
optativos @, portanto, tém Fluxo zero. Ao incrementarmos a
arborescéncian  de  Steiner, da forms descrita anteriormente,
eatamos aobtendo uma arborescéncia  geradora  na qual 23

arboreschbneia de Steiner Tes & uma subarborescéneia. Por outro



lado, @& de uama arborescéncia geradora  retiramos todas  as
Folhas correspondentes a védrtices optativos, € os respectivos
arcos incidentes o eles, estaremos gerando uama arborescéncia de
Steiner om0 BEsSNe  peso  gque & arborescdncia geradora.
Portanto, a arboresclneia geradora de peso mining, ou seja, de
peasd igual ao da arboresclncia Te, contdm uma subasrboresclneia
de Steingr de peso minimo, 8 qual resolve o problema. HEEHE

Proposigio H] Numa  arborescdncia  geradora, o fluxo
associado a um arco incidente @ ﬁm védrtice x é igual Rk soma dos
Fluxos amﬁamiadéﬁ acs arcos iniciados no vdrtice s, e x for um
vidrtice optativo, ou & igual R mesma soma, acrescida de  ama
unidade, se o For um vértice obrigatdrio. 8####

Observando os  Fluxos dos  arcos, numa  arboresclncia
geradoara, verifica-se que existem caminhos de arcos de  igunl
Fluxo. Entfo, baseados neste fato, podemos Fragmentar  uma
arborescéncia geradora.

Definiglos Fragmento de uma arborescéncia geradora & todo
caminho de arcos de igual Fluxo, tal gque os arcos anteriores e
posteriores ao caminho tem fluxo diferente ao dele.

Desta  Fforma, F?ma clara a distribuicio dos arcos pelos
diversos fragmentos. No  gque diz respeito aos vdrtices,
ut ilizaremos & seguinte definigio.

Observagiod Um  védrtice gqualauer, numa arborescéncia
geradora, pertence a0 mesno Fragmento que o arco incidente =a
ele.

Eata observaclo descarta a possibilidade de um vdrtice,
Ao gual  chega um fluxo positiveo, pertencer @ mais de  um
Fragmento, como seria o caso dos vértices inicial ¢ final dos
fFragmentos.

Na figura (111.4) temos uma arborescéncia onde os valores
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Proposiglo %S¢ Todo arco de uma arborescéncia  geradora,

pelo qual esteda passando um Fluxe positiveo, pertence @ um

dnico Fragmento.

PDemonstraglos  Por

cmntrmdicﬁm, SUPONHAanOSE que um arco,



ié

pelo gqual passa uam Fluxo positivo, pertenga a8 dois fragmentos.
Entfo, os  fragmentos aos guais o arco pertence tem 0 mesmno
Fluxo. Seja (i,0) tal arco. EBExistem duas possibilidadess

a) existem dois arcos de igual Ffluxo, cada uam deles  incidente
ao védrtice i, o gual contradiz a detfinigiio de arborescénciang e
)y existem dois arcos, ambos com o mesmo Fluxo positivo do arco
Cigddy waindo do védrtice J, © que contradiz a definiglo de
Fluxo.

Portanto, um arco com fluxo positivo nlo pode pertencer,
simultaneamente, a mais de um Fragmento. HEHHEH

O arcos  com Fluxdo zero podem pertencer a mais  de  um
fragmento jd gue do sew vdriice Final podem nascer vArios arcos
de igual Fluxo z2ero.

Definiglo! Segmento de um védrtice v gualguer, numa
arborescéneia geradora, & o caminho, nfo vaxio, de arcos, que
comesan no infeio do Fragmento, ao gqual v pertence, ¢ termina no
vidrtice v

Na Figura (111,40, encontramos o8 seguintes segmentoss

do védrtice 44 nio tem,

do védrtice 2% 4 ~ 2,

do vértice 38 4 - 2 -~ 3,

do vértice 4% 3 ~ 4,

do vdrtice B8 § - 2 - 3 - 5§,
do védrtice &8 3 ~ 4 ~ &,

do védrtice 78 & -~ 4 ~ 7,

do vdrtice 88 % ~ 8,

do védrtice 98 5 -~ 9.

Definiglo: PP(v) & o védrtice inicial do segmento de v,
para todo v em N, v # r. Para @ raiz, PPOr) = ¢,

Definigior: OC8(v) & o peso acumulado desde o raiz r oatd o
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virtice v, independente da existéncia ou nio de Fluxo.

Desta forma, o peso 08Gr), acumulado atd a raiz, ¢ igual
a wero (C8r) = ).

Na figura (I11.4), os valores de PP ¢ C8, parsa cada um

dos vidrtices, sfo os seguintess

3

PROL) i, LHLY = 9,
PRO2Y = 4, OBy = @,

PRCE

#

iy CHBY = 16,
PRO4Y = 3, CHO4) = 43,

PPOS) w4, CHS) = 14,

3

PRCSY = 3, C8BLEHY = 14,
PPLZY = 3, CBLY)Y = 10,

PRy = G, C88) = 13,

A

PPI9Y = 5, CE(P)Y = 17,

Definigior O peso de  um caminho de arcos  H-y, Tuna
arborescéneia  geradora, igual h soma dos pesos  dos  Arcos
compreendidos entre os vdrtices » ¢ Y, e correspondsg ao val&r
da expressio

64y) - CHd .,

Proposigio &8 O peso do segeento de  um vdrtice

.

gqualguer, numa arb orescéneia geradora, ¢ i gund o osoma dos Pres e

&

-
o
~

dos arcos compreendidos entre os vértices PP @
corresponde ao valor da edpressio
CHOxY = CHOPP Y)Y, HHHHE
Por exemplo, de acordo com & Ffigura (II1.1), os pesos dos

segmentos dos védrtices sfo os seguintest

para o vdrtice L8 CHLY - CH4)Y = @ ~ @ = @,

para o vértice 28 CHEY - OH4)Y = § - @ = 3,

para o vértice 38 CHE)Y ~ CHALY = 10 -~ @ = 1@,

para o vértice 4% 084 ~ CHEAY = 42 - 10 = 2,



8

para o védrtice 98 CHEE)Y -~ CHOLY = 44 ~ @ = 44,
para o védrtice &4 C8A)Y — CHB)Y = 44 - 10 = 4,
PAaNR h vdrtice 78 CBZY - B8 = 4% - 40 = ¥,
para o vértice 88 CHEY — CHE) = 4% - 44 = 4, e
para o védrtice 98 08C9) - CHEE) = 47 - 14 = 3,
Proposicio 7# Be o vdrtice » for o J1timo védrtice de um
Fragmento  gqualguer, numa arborescéncia geradora, entfo o

Ffragmento PP OO~ coincide com o segnento do vdrtice . HHH4H

F.3 - DESCRICAO GERAL DO METODO

O mdtodo proposto neste trabalbo considera, em  todo
instante, =& existéncia de uma arborescéncia  geradora. Fata
arborescéncia  geradora  serd wmodificada  em  cada iteragiio,
vigsando @ obtengfo de outra arborescéneia geradora, de  menor
pesn,  se  possivel, ou de igual peso, se isto pode Faser com
e, & iteraghes posteriores, Bedn conseguida A
arborescéncia geradora de mwenor peso.

Em linhas gerais, o mdtodo pode ser resumido no algoritmo

descrito a seguir. (Veja exemnplo no Apdndice D.4)

ALGORITHMO GERaAL

Passo 4t Comegar com uma arborescéncia  geradora  qualguer.
Inicializar PP e 08,

Passo 2% ﬁﬁterﬁinar g arco, o lista de arcos, 9ue deva  ser
incorporade X arborescéncia geradora, em substituieio a outro
tanto, para  que possa  ser obtida uma outra  arborescénoia
geradora, de  peso  menor o igual gque o da  arborescéncia

geradora anterior, de  acordo com o critdrio mencionado



iy

anteriormente. Ge nlo existe, FIM, e a Jltima arborescéncia

oz

geradora contdm  uma  subarborescénoian de Steiner gque & uma
solugBo aproximada para o problema de Steiner num  grato
direcionado. Caso contrdrio, vd ao passo 3.
Passo 3&¢ Modificar a arborescéneia geradora ¢  retornar  ao
passo &2. HEHEH

Obter uma arborecéncia geradora inicial, & ser utilizada
neste mdtodo, nio  apresents dificuldades Jd&  que estamos
pensando  em gqualquer umsa Podemos considerar, inicialmente,
uma arboresclneia geradora obtida da forma mais rdpida possfvel
ou mediante uma outra hewr fstica (por exenplo, = hmurfﬁticm de
Wong . Nossa maior preocupacio serd detetsr arcos  que,
individualmente In I em  conjunto, contribuam  para abter
arborescéncias geradoras de menor peso.

Para determinar se um arco, ouw lista de arcos, pode ser
incluido numa arborescéncia geradora, em substituicio a outro
tanto, tentaremos verificar, antecipadanente, o efeito de tais

alteraghes numa arborescéncia.

B.4 - ATUALIZAGAO DE UMA ARBORESCENCIA GERADORA

A atualizaglo de uma arborescéncia geradora dar-se-~& toda
ver  gue for indicado o um o arco, ou lista de arcos, para
subest ituirem outros Jd existentes nelal Para que HE R
recutado o procedimento de substituielo de arcos, ¢ necessdrio
apenag  preparar ama lista contendo o8 arcos 3 serem  incluidos
na  arborescéncia, J€ que 0% arcos a serem  excluidos  ficam
automat icamente definidog. Mesno gue a lista contenha mais de

um Barco, as substuig Bes sho proceseadas uma de cada ver, sendo
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necessdrio que, apds cada substitui¢Bo, seja obtida uma outra
arborescéncia géradmra" Para isto, basta verificar gue o arco
®wooBer incluido nlo forme ciclo com os demais arcos da
arborescdneia.

Na Figura (TIX.2) podemos aprecisr edenplos de arocos =@

gserem incluidos numa arboresclneian, sendo validos os casos “a”

”

B 0 caso “¢” nBo & vdlido Jjd que o arco (3,.1) forma ciclo

&
coam o arcos (L,2) e (2,3).

Proposicio 8@ A inclusiio de um  arco  (i,j), AR
arborescéncia  geradora, forma ciclo se, na arborescéncia, o
vdrtice J alcanga o vdrtice §. ##HEH

0 fato de ndo serem aceitos arcos gue Fformam ciclo nfo
implica que tais arcos estejam inpedidos de substitauir outros
na arborescénoin Apenans significa que, se for conveniente
incluir um arco gue Forma ciclo, ele deverd viv acompanhado deo
correspondente  arco  que provoca o destruaieio do ciclo, sem
Formar outro, sendo este processado em primeiro lugar.

Como foi dito anteriormente, para cada arco ¢ viritice de
uma arborescéncia geradora, s isten algumas informacdes  que,
devido & substitujifio de arcos, deverio ser mtuﬁlimmdmﬁ"

Na figura (II0.3), a0 lado de cada arco, estd o valor do
fluso  (ndmero de vértices obrigatdrios gque aloangal). A
incluir o arco (7,40 deve ser excluido o dnico arco  que, n#a
arboresclneia, & incidente ao vdrtice 10, neste Caso, 0 arco
(9,19), e, devido @ isto, mnodificam—-se os Fluxos de alguns
arcos  J€ gque, com o desvio do Fluxo que passava pelo arco
(2,18)  para o arco (7,1¢), alteram-se os Fluxos dos aroos
anteriores a eles. Neste caso  em  particuwlar, apds @
subst ituicRo, os vértices obrigatdrios gque eram alcangados pelo

arco (9,40, ¢ tambdm pelos anteriores a ele, agorx sio



oy oo
el

alcangados  pelo arco (7,402, ¢ pelos seus anteriores. Isto
implica gue, o0 fluxo gue passava pelos arcos  (3.8),(8,9) @
(9,49, em _diregﬁm aons vértices obrigatdrios alcangados pelo
arco (9,40), agora passard pelos arcos (3,4, (4,3), (G,64),
{h,7) & (7,18). Como  hd  uma  alterago nos vértices

whrigatdrios gue alguns arcos alcangam, nesses arcos o Fluxo se

altera de acordo com a gquant idade de vdrtices obrigatdrios que
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o aroo (9,19 alcangava, € 0 arco (7,40) passa n alcangar  os
mesnos vérices gue o arco (9,49 alcangava.

Na  Figuwra (111.4) pode ser observada a arborescéncia
geradora obtida apds a substituicho do arco (9,10 pelo wroo
(7,48 Os valores de 08 ¢ PP, correspondentes aos vdrtices
posteriores aos védriices ¢ ¢ 410, tambdm serio modificados. Q

PE B0 da nova arborescénecia & i gual ao peso da arborescnecia
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antes de  gqualguer alteraglo, maig o peso dos arcos (&6,7) @
(7,48, & menos o peso do arco (9,490,

Em  geral, a atualizacio dos Fluxos deve ser feita nos
arcos  precedentes a0 arco a s incluido e ag arco @ ser
excluido, atd atingir & raiz da atualizagio.

DefiniglRos Geda (i) o arco n  ser incliuido numa
arborescéncia geradora gqualguer. Vdrtice raiz da atualizaglo
o vértice mais distante da raiz da arborescéneia que alcanga,
simdltangamente, o vértices | & Jj.

Por outro lado, o peso da nova arborsscéneia  geradora
BEFE igual a0 peso da arborescdncia anterior, mais o peso  do
arco gque foi incluido, menos o peso do arco exdcluido, mais os
pesos dos arcos gue passaram de Fluxo zero para Flaxo positivo,
& menos  os pesos dos arcos gque alteraram o fluxo de positivo
PPRIFR REr Q. Na Figura (111.4), os dnicos arcos gque alteraram o
Fluxo Foram (3,4, (4,8, (S5,46), (6,7), (3,8 ¢ (H,9). A
subst ituieio deu-se entre os arcos (7,10) ¢ (9,10). O vértice
3¢ considerado o vdrtice raiw da atualizagio, a partir do gual
podem ser atualizados o Fluxo e os valores de C8 & PP

Na  Ffigura (111,59 estiio representados os vdrtices | e Jj,
do  arco (i, a ser  incluido, e o védrtice &, raiz da
atualizacio.

Recuando, antes da substituicio, arco a arco, desde os
vidrtices | & Jj, o vdrtice a, raiz da atualizacho, ¢ o primeiro
védrtice que alcanga, simultaneamente, P8 . Em outras
palaviras, podemos afirmar  que, de todos os vdrtices gque
alcangam, simaltaneamente, e J, o védrtice a & o que tem o
maior valor de C8, o maior peso acumalado, e, portanto, € o que
estd mais distante da raiz da arborescéncia. Ao incluir o arco

Cipd) devemos, obrigatoriamente, excluir o arco {(k,.Jjd, o dnico



arco incidente ao vértice Jj.
Para atualizar os fluxos dos arcos, nfo  necessdrio
conhecer, antecipadamente, o vdrtice raiz da atualizaeo, J4
. . " 4
gque podemos  Fazer as alteragoes nos Fludos dos arceos, uam  de
cada vex, no sentido contrdrio ao do fluse, atd atingirmos o
vdrtice raiz da atualizagio. Existem dois caminhos @ serem

atual izadogt o primeirag, alcanga o arco a ser incluido, & ©
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segundo, O arco a ser excliaido. Recua-se, desde os vdrtices
iniciais destes  wrcos,  um arco de cada ver, considerando o
vértice gue estiver mais distante da origem {(maior valor de
C8y, atd que, nos dois caminhos o vdrtice considerado seja o
MBI o

Normalmente, apds a  atualizaglo dos  Fluxos, podemnos
subst ituir o arco a ser excluido ¢, entdo, atualizwr os valores
de C8 e PP para todos os védrtices alcangados pela raiz  da
atualizacio. Mas, a atualizacio dos Fluxos sd serd necessdria
gquando o Fluxo do arco a ser exoluaido Ffor  positivo.s Nio &
necessdrio  faxer a atualizagio dos valores de C8 & PP a partir
da raiz da atualizagio. Sendo Cizd) o arco incluido ¢ (k,j) o
arco excluido, & suficiente atualizar C8 a partir do vdrtice j,
mAPP a partir dos vdrtices @ e PP)Y (este Jltimo, obviamente,
antes da atualizaglod. Guando o Fluxo do arco  excluido  for
=ero, sd & preciso atualizar C8 e PP a partir do vértice Jj.

Proposigiio 9  Toda ves que o arco excluido de  uma
arborescéneia geradora tiver fluxo WEVO, ] PO ta
arborescéncia nfo serd alterado. HHHE

Como numa arboresclnecia, por definigio, todo védrtice tém
gatamente um arco incidente, exceto a raiz, podemos descrever
ela mediante os védrtices iniciais dos arcos incidentes a  cada
védrtice que nlo seja a raiz da arborescéncia

Definigios PREC(YY & um vdrtice u tal gue (u,v) & o dnico

arco incidente ao védrtice v na arborescéncia geradori.

ALGORITMO PARA ATUALIZAR UMA ARBORESCENCIA
Passo @8 Seja (i, o arco o ser incluido.  Seja PESO o peso da
arborescénoia geradora. Seda £ o= FPRECCHY ) o Fluxo do arco

A ser substituido. Farer pl o= PRECOIY o p@ o= |,



Passo 4% 8e £ » 9, entfo fazer
PESO = PESO + Glizd)y =~ COPRECOIY, ).
Passo 21 Substituir, na arborescdneia, o arco (PRECOIY .0 pelo

arco (1. fazendo PRECC =], Be £ = &, Fapan 2 = i & vd a0

PAasse 7.

Py
W

Passo BoHe OB(p1)  C8pRY, vd ao passo 4. e CHdpdy 2

CaepRYy, vid ao passo B. 8¢ C8pl) = CHpR), vd a0 passo b.
Passo 4% Se FIPREC(pR),pa) = @, entio Fager

PESO = PESO + CHp) ~ CHOPRECPEI) .

Atualizar o Fluxo do arco (PRECpE),p2), Ffazendo
FAOPREC(pR),,pa) = F{PREC(p2),pa) + £

Fazer p2 = PREC(pE) ¢ retornar @o passo 3.

Passo 54 atualizar o fluxe do arco (PREC(pLY,pi), Fazendo
FAPREC(pLY, pl) = FAPREC(pi),pl) ~ .

e, apod a atualizacho, FOPREC(piY,pi) = &, entRo fazer

PESO = PESO ~ CHpl) + CHPREC(PLI).

=
Juin

Fazer m PRECIPLY & retornar ao passo 3.
Passo 6% Se pil » p2,  retornar a0 passo 4. Casg contrdvio,
fFamer o= pi, onde pi, neste caso, & @ raizx da atualizaglo.

N

Passo 74 Atuslizar os valores de C8 ¢ PP a partir do vdrtice .

#HHEH

-

d.% - ESCOLHA DOS ARCOS

A atualizascio descrita anteriormente  deve ser  Feita
considerando uma lTista, contendo um ou mais arcos, escolbhida de
tal forma  que, apde as alteragdes necessdeias, WOV

<Bncia geradora sejn de peso inferior h anterior ow, se

arbrore

isto nio for possivel, seda de igual peso, desde que com isto
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melhorem as espectativas de, numa iterasho posterior, obter uma
arboresclneia geradora de pesso menor.

Considerando O PrOCESBH0 e atualizagio descrito
anteriormente, podemos determinar com antecedfncia o efeito que
um  arce, ou lista de wrcos, teria sobre o peso de uma
arborescéneia geradora quando efetivada a inclusio.

Ew outras palavieas, guandoe  um arco € incluido  numa
arboreschnein geradora,  en substituigio « outro, o fluxo pode
ser mantido em todos os arcos, s 0 arco o ser  excluaido  tem
Fluxo =ero, ou o fluxo de alguns arcos pode ser alterado, caso
o Fluxo do arco a ser excluido for positivo. Tato acontece
porque o Fluxo  do arco excluido da  arborescéneia  deve  ser
canalizado atravds de outros arcos ¢, desta Fforma, alimentar o

Fluse do arco incluido. Portanto, o Fluxo do arco excluido ndo

slentes.

& mals necessdrio e pode ser descontado dos arcos prec
Por outro lado, o arceo incluido passa a demandar o fluxo antes
demandado pelo arco excluido, o gual deve ser fornecido atravds
dos arcos precedentes a ele. Neste processo, se (i,J) & o arco
n oser incluido e k,J) & o correspondente  arco, com  Fluxo
positiveo, =@ ser excluido, o fluxo dos arcos do o segmento  do
vdrtice J passa o ser zero &, portanto, o peso da arborescénoia
¢ diminuido no valor correspondente R soma dos  pesos destes
arcos. Por ooutro lado, o peso serd aumentado pela ﬁmm% do peso
do  arco & ser incluido mais os pesos dos arcos do segmento  do
védrtice 1, se o Fluxo nestes arcos For z2ero. ITsto acontece
PO guE agates mrmm#, e tiverem Fluxo RE deverio
ohrigatoriamente transportar am Fluxo positivo para atender hs
necessidades do arco incluidao.

SO O P Es la arborescéneia sd sfo considerados  os
{;omo o da arborescéncia sd

arcos com Fluxo positivo, devemos verificar guando o Fluxo de
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um arco  passik de zero para positivo, o VICEVErSR, Para
determinar  corretamente o variagho no peso  da  arboresclnoia
geradora.  Como o Fluxo de um arco & menor ou igual que o Fluxo
dos  arcos  precedentes, somente  os arcos dos  segmentos  dos
vdrtices 1 & J podem alterar o peso da arborecéneia, Jd  gue
gomente  eles poadem  alternar o Fluxoe entre zero ¢ positivo.
Entéo, nesta fase, devemos identificar o vdrtice a partir do
gqual  os  arcos  podem ter o sew Fluxo alltersdo de  z2ero  para
positive ¢, tambdm, o vdriice o partir do gual os arcos podem
ter o seu Fluxo alterado de positivo para 28ro. Chamaremos
eates vdrtices de pi e pd, respectivamente, o, em principio,
poderian ser os provios vértiﬂwﬁ iniciaie dos segmentos de | @
gde Jo 0w seja, pio= PPOIY @ pj o= PPjY. Mas, hd uma excession
quando, no segmento do vdrtice J, Histe um arco incidente ao
vidrtice 1 ou ao vdrtice PPCIY,  como pode ser  observado na
Figura (I11.46). Neste casg, pi o= pj = k, onde k representa o
vlrtice i ouw o vértice PPCIY, agquele gque estiver no segmento de
Ju Guande o Fluxe do segmento de | & o Fluxe do segmento de
s#o ambos positivos, & impossivel gue PP esteda no segmento
de J, ¢ gquando sfo ambos iguais 8 zero, tanto faz considerar
uma ou outra definiglo para pi e pj. Teto deve ser considerado
na implementagio para evitar cdleuwlos desnecessdrios.

Proposieio i@ﬂ.ﬁwjm {i,d) o arco candidato a ser incluido
na  arborescéncia. O vidrtices pi & pJ, @ partir dos gquais o
Fluxe dos segmentos dos vdrtices | e J pode passar de sero pars
positivo, ou viceversa, sio

piom opj o= i,
e o vdrtice | perltence ao segmento do vdrtice Jj, ou
piow opj o= PRPCOE),

se o vértice PPOI)Y pertence ao segmento do vdriice Jj. ou
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pio= PPRPOEY @ pgj = PP,
em caso contrdrio. HHHHEE
Definiglos Considerando o arco (i,J)ie os vdrtices pi &
pd oacima, definimos o seguinte funglo
PO dY = (pi,pjla
Uma  ver definidos os  védrtives pi e pJj, Fica Fdcil
determinar o valor da alteracio no peso da arboresclncia.
Observagior o valor da alteragio no peso da arboresclneian

geradora, devido a inclusio do arco (i,J), estd dado pela

f* Il) { ‘i ¥

7
EH

L] LA 111.6
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seguninte expressiol
GLTER = OCi,j)y ~ CHJY + CHpjy + GG, (L1E-41)
onde
/!
V@, se o Fluxo do segmento de | for pogitivo, ou
GG o=
POSCIY - CBpid, caso contrdrio.
AN
@
(piepd) = pliyida
e acordo com  a quantidade de arcos conslderados nas
listas, podemos ter listas sinples ouw compostos. Mag listag
7,

simples, apenas um arco & considerado. Nos lTistas compostas,

mais de un.

Balind - LIBTA SIMPLES

A farma menos complicada de se melhorar o peso  de  uma
arboresclneia  geradora, ¢ atravds de am dnico arco. Mas,
melhorar nfo significa necessdriamente diminuir o peso  dela,
senfio  diminuir o peso oun mantd-lo se isto ajuda para  abrir
novas possibilidades de diminuir o peso posteriornente.

O peso de uma arborescéncia geradora nfo mudard se o arco
a  ser  excluido tiver Fluaxo zero. Eete serd o dnico caso
aceitdvel de nflo alteracio do peso de arborescdncia. No  caso
de  substituicio de arcos com fluxe positivo, s igirencs que o
peso da arborescéneia seja diminuido com a sun inclusio.

Para que um arco seja incluido numa  lista simples, o
necessdrio  que ele nRo Fforme ciclo com os  demais arcos da
arborescéncia  geradora, Jd  gue numa arborescéncia nfo  podem

sxiatir ciclos.
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GuBedai - 0 ARCO A SER SUBSTITUIDO TEM FLUXO ZERO

No  caso de estarmos testando um arco (0,7,  onde o arcao
(koJ)  gque deve ser excluido tem fluxo zero, o objetivo serd
apenas  tentar diminuivr o peso do segmento de J na espectativa
de, em iteraghes posteriores, compor um segmento gue substitua
um outro diminuindo o peso da arborescéncia geradora.

Proposicio 448 & inclusfo do arco (.02, em substituigio
ac wroo (kyJj)y de Fluxo zero, implicard num segmento de  peso
menor  para o vértice J se o valor de  ALTER, definido pela
gxpresesio (L1I-4), for negativo. BHEEY

Em outras palavieas, a0 determinar um segnento  de  peso
menor  para Jj, estanos Fazendo com gue w arboresc®noia de
Steiner, contida na arborescneia geradora, alcance o vértice J
ut ilizando um caminho de peso inferior. Teto permitird gue um
arco  alcangado pelo védrtice J diminua o valor da alteragio ao

sl incluido, embora tal valor seja positivo.

ALGORITHMO PARA SELECIONAR UM ARCO COM FLUXO ZERO

Passo @4 Comecar com a lista varia.

Passo L4 Procurar, no grafo, uam arco Ci.J) gue nflo esteja na
arborescéncia talgue FOPRECC) 0 = 6. e nlo existe, FIM, jd
que ndo & possivel contruir este tipo de lista.

Passo 2t Determinar  os vértices pi e pj, fazendo (pi,pjy =
plisida Caloular o valor de ALTER, definido pela expressio
(LEE=-4).  Se ALTER < @, incluir o arco (i,Jd) na lista ¢ FIM, J&
que @ lista, de uam arco sd, Foi construida. GCaso contrdrio,

retornar ag passo f. HEHEH
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Bufiadad ~ O ARCO A SER SUBSTITUIDO TEM FLUXO POSITIVO

Neste caso haverd, necessariamente, uma redistribuigio
dos fluxos e estaremos apenas interessados nos arcos que leven
afet ivamente a uma  diminuigBo no  peso  da arborescéneia
geradora.

Proposi¢iio 42¢ & inclusfio do arco (i,j), em substituigio
o arco (k,i) de peso positivo, implicard numa diminuwigio no
peso  da  arboresclncian geradora se o valor de ALTER, na

supressio (111-1), for negativo. HHEHE

ALGORITHMO PARA SELECIONAR UM ARCO COM FLUXO POSITIVO

Passo @t Comegwn com a lista vazia.

Passo 1¢ Procurar,. no grafo, um arco Ci,J) gque nflo esteda na
arborescéncia tal gue FOPRECGYJ) > 9. Se nlo existe, FIM, Jd
aque nRo & possivel contruir este tipo de lista.

Passo 2% Determinar  os vértices pi e pJ, fasendo (pi,pJ)
pliyida Caloeular o valor de HMLTER, (I1X-1). Se ALTER ¢ @,
incluir o arco (i,J0) na lista ¢ FIM, J&d gque a lista, de um arco

sd, Ffoi completada. Caso contrdrio, retornar ao passo 1. HHHEHE

Buadiad - LISTA COMPOSTA

O fato de um arco, individualmente, ndo diminuir o peso
de  uma arborescéneia geradora com a sua inclusfo, nfo implica
gue deva ser descartada, definitivamente, a possibilidade de
aproveitd-lo. Tato se deve a gque existem outras  Formas  de
diminuir o peso de una arborescéncin, atravds de listas de

A0
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Basicamente, existem tréds tipos de listas de arcos  que
poden  levar a  uma  reduclo no peso  de  umad arborescéncia
geradoral  arcos  cujos vértices iniciais pertencem a um  mesmno
segnento  de  Fluxo  z2ero, arcos  cujos vdrtice finais  téwm
segnentos iniciados num mémmm vdrtice aptativo, ¢ arcos onde um
deles Forma ciclo com os demais arcos da arborescéneia,  sendo

desfeito por outro arco da mesma lista.

B.5.2.4 ~ LISTA TIPO I ARCOS CUJ0S VERTICES INICIAIS

PERTENCEM A UM MESMO SEGMENTO DE FLUXO ZERO

Seja  Cied)Y o arco testado ¢ sejam pi & pd o vdrtices
plisjdy definidos anteriormente, a partir dos quais pode haver
LA alteragio no  fFlaxe  dos  segmentos de 10 e de |y
respect ivamente. Para iniciar a contruefio deste tipo de lista,
a partir do arco (i,J), deven dar-se as seguintes condigbest
e 0 Fluxe do  segmento do vdrtice | deve ser rero e o do

segnento do vdrtice J deve ser positivor e

[x 38 congiderando o arco (i), e o8 writices pi & pJj

correspondentes, deve acontecer que ALTER X @ ¢ ALTER - O ( @,
considerando o valor de ALTER definido pela expressio (IL1I-1).
Caso sejam satisfeitas as condigdes anteriores, podenos
pensar na seguinte situagio. Como (ALTER - CCY & negativo, se
nHho  existisse o incremento no peso devido ao segmento de i, o©
.
arco (i,d) conseguivia diminuir o peso  da arborescéncia
geradora. Entio, atravds de arcos, oujos vértices iniciais
satejam no segmento de i, devemos tentar neutralizar o peso

deste segmento.  Para isto, devemos anal isae todos O arcos Ccom

i como vdrrtice inicial tal gue, para cads uam deles, (ALTER -
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GGy seja negativo. a sona destes valores mais o peso  do
segmento de i For negativo, entfo & lista congsegue diminuir o
peso  da arborescéneia geradora. Caso contrdrio, devemos
verificar se & conveniente analisar, da wmesma Fforms anterior, o
vrtice = PRECCI). Para Gue seja conveniente analisar o
virtice x, & necessdrio que a soma dos valores (ALTER -~ GO,
dos arcos jd incluidos na lista, mais o peso do caminho M-,
Hwedw negmtiQm, Tato porque, se tal soma Ffor positiva, 0% arcos
JE testados  favoravelmente estariam prejudicando o teste dos
arcos  iniciados nos védrtices do segmento de | e ainda nilo
anal isados. Ge for conveniente, incluem-se na listsa todos os
AP CO% iniciados no vdrtice M, para o guais o valor de (ALTER
- GCY & negativo. Fate procedimento & repetido para cada  am
dos vértices precedentes a M, fazendo x = PRECGO, atd que
acontega una das seguintes situagdest

) a soma dos valores (ALTER - CCY, de todos arcos jd incluidos
na lista, mais o peso do segmento de i, & negativa, implicando
na aceitagio da listap

BY & soma dos valores (ALTER - CCY, de todos os arcos Jd

incluidos na lista, mais O peso do caminho x-i, &

positiva, ©
que nos leva a rejeitar a liﬁtag
¢y sendo necessdrio analisar mais um vértice, PRECGO,  tal
vdrtice nRo pertence  ao  segmento de i, o que implica na
rejeicho da lista. Mais especificamente, isto acontece guando
PRECCY o igual a PPCIY,  ou seja, gquande atingimos o védrtice
inicial do segmento de i, o qual, por definigRo, nflo pertence
ag segnento de i

Observando o exenplo da fig. (XI1.7), onde os valores ao
lado e cady alrco  representam o Fluxo @ 0 PEEO,

respect ivanente, € no gqual os vdrtices 4, 2, 5§, 10 ¢ 12 sfo
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abrigatdrios, vemos gue a inclusBo dos arcos (114,6) e (7,127,
individualmente, aumentam o peso da arborescéncia em 9 @ 2
unidades, respectivamente. Mas, og dois arcos juntos Consegueen
compensar 0 peso do segmnento do vdrtice 11, A contribuigiio do
arco  (16,6) & de 2 -~ % - 3 = -6 unidades ¢ a do arco (7,42) &
de 3~ 7 - & w40 unidades, farendo um total de ~1é6 unidades,
gquando o peso  do segmento do vdrtice 44 & de 4% unidades.
Fortantao, os dois arcos,  eém conjunto, permitem redukiryr o peso
da arboresc@ncia em uma unidade.

Todo arco testado fFavoravelmente serd, simplesmente,
acrescentado & lista de arcos, ouw seja, nenhum  arco  serd
subst ituido POy outro na  lista. f possibilidade de

subst itwicio serd tratads posteriormente entre as  sugestdes

para melhorar este mdtodo.

ta
>
H
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Fige TIL.7
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No cdleulo da contribuicfo de cada arco, para COMpEnsar o
pese  do segmento do vdrtice i, devemos ter especial  cuidado
para  evitar 9que estas contribuides, ou parte delas, sejam
congideradas mais de uma veR. Tasto poderia acontecer guando o
vifirt ice  final, do  arco  sendo  testado, estiver no  mesmo
Fragmento  que o vértice Final de alguns dos arcos jd incluidos -
i lista. Como gxiste & possibilidade de existir,
gimaltaneamente, mais de  um arco na lista, oujos vértices
Finals estejam no wmesmo Fragmento, devemos fdentificar aguele
o vifrtice fFinal estiver mais distante da raix da
arborescéncia Be o wvdrtice final, do arco sendo testado,
aleanga  tal vdrtice, ent@o nfio hd vantagem em  utilizar este
arco, Jd€  gue a sun  inclusfo nko melhoraria o valor da
alteragio. e, no entanto, o vértice Final ¢ alecangado por
aguele vdrtice, apenas a poredo do segmenta, do vértice Final
deste  arco, compreendida entre os dois vdriices, & 0  arco
encontrado na  lista, contreibuem pars compensar o peso  do
segmento do védrtice i.

Na  Figuwra (TIL.8), o arco (i,J) estd sendo testado ¢ o
arco (k1) Jd estd na lista. Guando o arco (k1) foi incluido
ma lista, a sun contribuigho foi

Gk 1) + C8BpLY - G,
onde o vdrtice pl & tal que
(ph,pl)y = p{k,1).
Agora, se Fosse incluido o arco (i,0), & contribuigio seria

COizd) + C8pdYy ~ CBLJY ~ Gy + L8401 ~ CBpl),

onde o vdrtice pj & tal que
(pirpd)d mo Py f)y
J 0 aue o caminho compreendido entre os vdrtices pl & 1 tinha

sido considerado anteriormente, ¢ O arco (K.1) passaria a  ter



Fluxo zero.

Como pJ e

Pl
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representam o mesno vdrtice ¥

A contribuigRo

devido H consideragio, na lista, do arco (i.J), seria

Clisdd) + CEOD
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Proposiclo 188 O valor da conbtribuiciio devido & inclusiio
do arco (i,J) &
GONT = GOl 0 + CB1Y ~ G8GY ~ Gk, 1), (LTE-2an)
g existe o arco (k,1) na lista, tal que os védritices J e 1
pertencem ao mesno Ffragmento, sendo 1 o vdriice alcangado mais
distante da raiz no interior do fragmento, ou
CONT = CCi,Jd) ~ CBGjY + C8pJ), (U RN
caso contrdrio. HHEEHE
Proposi¢Ro 445 A  inclusfio de um arco (i, J) na  lista
contribuird para compensar o peso de um segmento, no - gual o
virtice 1 estd contido, se o valor de  CONT, Cryi-2y, for
negat ivo. HHHEHE
Assim, um arco (i, sd serd incluido na lista se o valor
de CONT, (LI1-23, for negativo.
O procedimento uatilizado para determinar este tipo de

Tista & descrito a seguir.

ALGORITHMO PARA CONTRUIR UuMAa LISTaA TIPO I
Passo @3¢ Comegarr com a lista vagia.
Passo 1t Procurar am arco (0,0, que nflo forme ciclo, tal que o
Fluxo do segmento do vértice J seda positivo, & o do védrtice i
weja 2ero, ¢ tal que, considerando (pi,pd) = pdi,jl,
Gl ~ GBIy + CBLp.j)

seja negativo.  Incluir o arco (i) na lista ¢ faver

Uom GO0 ~ CHOGJY + CH(pd).
Fager, tambdm, 2 = i,
Passo 2¢ Seja T o valor total da variaglo devida & lista,

T oae U o GEBCEY - CHEPPCIYY,

e T ¢ @, FIM, J& gue & lista de arcos consegue diminuir o peso

da arborescénecian. Caso contrdrio, vd ao passo 3.
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Passo 34 Procurar um arco (2,47,

Fluxe do segmento do vwdritice y

RE*E13 3 fvel encontirar um oo Com %

W Caso  contrdeio,

PREEO

deste arco

1

@ 4 (13

G,y

ae existe o0 arco k.1, na lista

estd mais distante da raiz,

vdrtice 4y, ou, caso contrdrio,

& Gix,y) ey

aonde (px,pyd PUx,Y) .

Passo i o Be @ < @, incluir o

variagho total farzendo

Uowm 4 b

& retornar ao passo 2. Caso contre

Passo St Seja w o= PRECOY. He

segmento nlo tem mais vdritices ¢ a
o peso da arborescéncian geradora.

B¢ o valor

q.(\

n)

Vo (i)

forr negat ivo, retornar ao passo 3.

nio ¢ mais conveniente continuar e

l.}ni.‘ni‘-? 17

LISTA TIPO IX¢

SEGMENTOS INICIADOS NUM

Meste tipo de lista pretend

gquando um vértice optativeo & infci

pelo menos dois deles tendo

e

calcular

dentiro

SN AT R

ndo Forme cicla, tal que o

geja positivo. e nfo  For

tas caracteristicas, vd Ao

o valor da contribuigio

5

CHdy) -~ Gk, 1),

tal gque 1 & o védrtice que

¥

do mesmo Fragmento are [}

Y o G8py),

arco na lista, atualizar a

&y

Ario, retornar ao passo 3.

w o= PPLOEY,  FIM, J8& gque o

lTista ndlo conseguiug diminuir

AR e
Famer Wa

Caso contrdrio,

-8

GHlw)

Caso contrdrio, FIiM, Jjd gque

wpandindo esta 1lista. HBHHEE

ARCOH CLLIOS UIR1IP 5 FINALS TEM

MESMO VERTICE OPTATIVO

enos explorar o fato de gue,

o de vdrios fragmentos, oom

o positivo, se for possivel
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tornar  zero o Fluxo de um  segnento  em cada um destes
fragmentos, tambdm tornar-se-d mero o Ffluxo  do  fragmento
terminado no vértice inicial dos outros, ou parte dele.

Em  outras palavras, observando a figura (III"W), once
temos trds Fragmentos, k-1, 1= & 1-w, se conseguinos enconbterar
dois arcos, incidentes o védrtices de cada um dos Fragmentos l-g
@ 1w, por exenplo os arcos (i,s) & (J.t), estaremos tornando
zero o fluxo dos segmnentos dos vdrtices % ¢ t. Comno © vérticg

B

-
ey
£

optativo, o fluko do fragmento terminado nele ¢ igual
sama  dos Fluxos de todos os Fragmentos iniciados nele. Sendo
assin, o Fluxo do Ffragmento k-1 tambdm tornar-se-d zero.

Na construgiio desta lista, assim como na do anterior, s@o
desprezados todos os arcos gue Formam ciclo com os demais arcos
da arborescéncia. Aldm destes, tambdm sfo desprezados o arcos
gque formam ciclo com oubtros arcos da mesma Tista.

Proposiclo 4%t A lista Tipo 11, associada a um vértice
optativo 1, deverd atingir, sempre, um ndmero de arcos igual ao
mimero de Ffragmentos com Fluxe positivo iniciados no vértice 1,
para conseguir a liberagio do fragmento terminado no vdrtice 1,
o parte dele. HHHEB

Para cada um  dos Ffragmentos iniciados no vdrtice 1
deverd existir, na lista, exatamente um arco incidente a um de
seus vdrtices, o qual fornecerd o Fluxo que estd sendo  obtido
do vértice 1, liberando o segmento correspondente.

A possibilidade, mencionada anteriormente, de  Foraaye
ciclo com outros arcos da mesma  lista, 6 pode acontecer
gquando, ag  testar um arco  incidente ao vértice de  algum
fragmento iniciado no védrtice 1, tal arco se inicia num vdrtice
pertencente a um outro Fragmento tambdm iniciado no védrtice 1a

Qutro caso, possivel de acontecer, ¢ agquele em que o /rco
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testado se inicia num védrtice do fragmento terminado no vértice
1, ou se o segmento de sew védrtice inicial se inicia  num
védrtice desse Fragmento. Iétm deve ser considerado porgue,
neste caso, nem todo o Fragmento, terminado no vértice 1, serd
zerado ao tdrmino deste processo.

Um  exemplo, que  ilustra este Jltimo caso, pode ser
observado na Figuwra (I11.49), onde o fragmento k-1 nHo serd
totalmente merado, J4& gue o segmento kK-u permanecerd com Fluxo
positivo para alimentar o fFluxo do arco (i,s).

Tsto nos permite concluir gque, considerando os fragmentos
em  torno de um védrtice optativo, o fragmento precedente a ele
terd sen fluxo xerado a partir de um vértice determinado pelos
arcos  da lista. Toda ver gque um arco & incorporado & lista,
tal wvédrtice pode mudar &, neste caso, tambdém haverd  uma
alteracio no cdlculo do valor da contribuigio do arco incluido.
Assim, cada arco na lista tem associado um védrtice a partir do
qual o Fluxe do fragmento PPO1Y-1 pode ser zerado.

Também, como cada Ffragmento iniciado no vértice optativo
sd pode ter um arco incidente a um de seus vdrtices, todo arco,
testado  posteriormente, incidente w um wvédrtice do mesno
fragmento, sd poderd ser incluido na lista em asubstituiciio ao
outro, se isto for conveniente, depois de considerar todas as
variagtes devidas & possivel substituiglo.

O wrcos gue nRo sdo alcangados pelo Pragmento terminado
no védrtice 1, tém associados o vdrtice PPOLY, infecio do
Fragmento, como candidato a védrtice inicial do caminho a  ser
Herado  em tal  fragmento. 0 vdrtice, & partir do gual o
Fragmento PP{1Y-1 pode ser rerado, corresponde ao védrtice que
estd mais distante da raiz, dentre os vértices associados aos

arcos da lista.
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Os arcos, com védrtices inicial ¢ final em dois fragmentos
iniciados 1 RE B vértice 1, Brrio cons iderados
separadamente, Jd  gue existe 8 seguinte condiglo para  serem
b ilizadoss o vdrtice inicial destes arcos deve ser alcangado
pelo vdrtice Final de um dos arcos da lista, para garantivr  a
sequéncia  do Fluso ¢ manter zerado algum segmento do Fragmento
COMUM B0H dois vdrtices.

Entﬁu, numa primeira etapa, rejeitanos os arcos  entre
fragmentos gue tém o mﬁémm vedrtice inicial.

Congiderando uma lista de arcos,. que pode ser vazia, sejus
1 o védrtice optativeo onde se iniciam vdrios fragmentos de fluxo
positivo. Beda ko= PP o vdrtice inicial do  fragmento
precedente ao vértice 1. Beda pl o vértice, determinado pelos
arcos  da lista, @ partir do gual o Ffragmento k-1 &  zerado.
Finalmente, sejun (i,0) 0 arco a ser testado. Inmicialmente, a
variagio no peso da arborescéncia, associada ao vdrtice 1, &

GVWLL)Y = CBPP LYY » 8L,
o gual representa um valor negativo, ©  que corresponde R
liberagio de todo o Ffragmento terminado no vértice 1.

A primgira fonte de variagio, no peso da  arboresclneia,
gstd na possibilidade de gue exista um vdrtice x, no interior
do Fragmento k-1, gque alcance o védrtice i, ¢ que esteja mais
distante da raizx que o vértiaw 1l considerado atualmente.
Neste caso, @« variaglo & no sentido de aumentar o peso ¢ pode
ser representada por
B - LB(pl).,

Caso contrdrio,

O védrtice » pode ser o prdprio vdriice | on, se existe o

segnento x-i, de Fludo zero, pode ser o védrtice PRI
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Se o segmento do védrtice i tiver fluxo zero, o arco (i,j)
pode acrescentar, & variacho do peso, o valor
G2 o= CEOLY - CBPPCI)D,
s nho  existe nenbum awrco, na lista, cudo vértice inicial
pertenga /RO mEesmo Fragm&ntm que o vértice i, ou
Gao= CHRGY - CH00,
e existe um arco (,u),  na lista, tal gque seu vidrtice inicial
o & o gue estd mais distante da raiz no mesmo Fragmento que o
vedrtice i, & ¥ aloancga . Em gualguer oulro caso,
o= 9,

S nRo existe nenhum arco na lista, cuwjo vértice +Final
esteda no mesno Fragmento que o védrtice J, entio o arco  (i,J)
deve ser incluido na lista e a variaglio no peso, devida a este
arco, &

CT o= 1 + G2 + COi.d) ~ Q8 + C8L{1), (I3l -3.a2
e a variagho total, associada ao védrtice 1 e devida R Tista
toda, &
’ CUCL)Y = OUCT)Y + G,

e, no entanto, Eiste um arco (u,v) na  lista, oujo
vdrtice final v estd no mesmo Fragmento que o vdrtice Jj, entio,
B o decidida &  inclusido do BICO Cipddy haverd,
necessar ianente, uma substituieio. Neste caso, aldm  dos
valores CL ¢ C2, definidos anteriormente, exdistem oubtras fonles
de variaglo.

O arco a ser incluido gera uma variaglo no peso devido &
alteracio no fluxo do caminho compreendido entre os vértices J
@V, VEFIAGRO  que pode ser para mals ou para menos, € cujo
valor &

C3 = Cli,0) ~ RHGGY + Qv .

Ge o segmento do vdrtice u tiver fluxo wzera, entio,
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gquando o arco  (u,v) Ffoi incluido na lista, o peso desse

segmento, ou parte dele, poderia ter sido adigionado R

variagio total da lTista. Portanto, ao substituir o arcg, essa
variagio, ou parte dela, deverd ser diminuida, Para efeitos
deste cdloulo, devemos considerar uma lista auxiliar, formada
por todos os arcos da lista, mas com o arco (i.02 no lugar  do
arco {(u,v). O valor da porgio desta variagio devida ag arco a
ser substituido na lista &
G4 = CHOPP w2y -~ CHu) - Clu,v),
ge nRo existe  nenhum arco na  lista auxiliar cujo vértice
inicial pertenga ao mesmno Fragmento que o vértice u, ou
G4 = Cﬁ(x).w CHu)y - GClu,vy,
we existe um arco (x,y) na lista auxiliar tal gque o sen vértice
inicial » pertence ao mesno Fragmento gue o védrtice u, sendo x
o védrtice mais distante da raiz, no Fragmento de wu, onde se
inicia um arce da lista, tal gque o alcanga w. Em gualguer
outro Caso,
Ga = ~Clu,v).

Finalmente, se dentre os vértices associados aos arcos da
Tista auxiliar, o vdrtice ppl ¢ o que estd mais distante da
raie e,  ao mesmo tempo, o vdrtice ppl estd mais perto da raiz
que o vdrtice pl, entio haverd uma alteragio no vértice a
partir do gqual o frmgm&ntm k-1 & merado, causando a seguinte
variagRo, negativa, na variagio total associada ao vdrtice 1,

GO = Clippl) -~ C8pl1).
Ewm gqualguer outro Caso,
Gh o= g,

O valor total da variaglo, devida h substituigio do arco

(u,v) pelo arco (i.j), seria

CT o= 01 + G2 + C3 + C4 + G5, (LIT-3ah)
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¢ a substituigho sd serd efetivada se o valor de OCT  for
negat ivo.

ProposieRo 4é6% Um arco (i,j), tal que o segmento do
védrtice J se inicia no védrtice optative 1, serd inclaido nn
lista correspondente ao vértice 1 sed
a. na lista nlo existe nenhum outro arco incféentm A oum vértice
pertencente ao mesmo fragmento que o vdrtice Jp ou
Iy na lista exdiste outro arce incidente @ um védrtice
pertenscente ao mesmo Fragmento que o vértice J ¢ CT, definido

pela expressfio (T11-3), &

menor dque smero,  sendo o arco (i)
incluido em substituigho ao outro. HEEHE

B¢ o wvalor de €T, (III-3), Ffor negativo, Ffag-se =R
substituicio e atualiza-se o valor da variaclo total devida &
Tista fazendo

CUCLY = QUL 4+ 7. CLEy-4

Proposicio 474 Uma lista de arcos Tipo 11, associada a um
vifrtice optative 1, conseguird diminuir o peso  de Lina
arborescéncia geradora sel
#a. cada Fragmento de Flusxo positiveo iniciado no vértice 1 tiver
euatamente um arco incidente a um de seus vérticesy e
be @ variagio total VW)Y, definida por (1114, devida a tal
Tista, for negativa. HHHEH

Cada védrtice optativo 1, que for infcio de mais de  um
fragmento  com  Fluxo positivo, btem associado am valor CUI1),
CL1E-43.  EntRo, este procedimento ¢ efetuado para cada um dos
arcos  do  grato, que nio Fforme ciclo nem  esteja entre dois
fragmentos iniciados no mwﬁmu vidrtice optativo, atd  que
aconteen uma das alternativas seguintest
. nAo hd mais  arcos disponiveis, no grafo, para serem

testadosy ow
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by a alguma  lista, associada  a  um védrtice optativo, foi
congiderada conveniente & aceita para ser incluida k)
arborescéncia geradora.

e acontece a  alternativa b)), procede-se & atulizaglo da
arborescéneia geradora. No entanto, se acontece alternativa
@), ainda & possifvel diminuir a variagho associada a  alguns
vidrt ices optativos, considerando agora sd  os  arcos entre
Fragmentos iniciados num mesno vdrtice optativo.

Entdo, se nenhuma das listeas, associadas aos vdrtices
optat ivos, infeio dos fragmentos com  fluxo positivo, tiver
variagfo negativa, devemos testar os arcos compreendidos entre
dois  Fragmentos  irsflos  para tentar diminwier ainda mais  os
valores de algumas variagdes CV(1).

A primeira condigio, que deve ser satisfeita por eﬁtﬁm
arcos, diz respeito  aos seus vdrtices iniciais. Como  foi
mencionado anteriormente, para garantiv a sequéncia do fluxko e
manter zerado uam segmento em cada Fragmento iniciado em 1, &
necessdrio que o vértice final v, do arco (u,v)Y, na lista,
alcance o vértice inicial i, do arco (i,J) que estd sendo
testado.,

Por outro lado, isto pode levar & formagdo de um ciclo
com os demnais arcos da lista. Se isto acontecer, o arco deve
ser rejeitado.

Para  os arcos gue satisfazem estas condiedes, devemos
caleular  os valores de C2, C3, 4, SHoe OT,  Jd que 0L = @
sempre,  tal  como Foram definidos anteriormente, & efetuar =@
subst ituiclo do arco (u,v) pelo arco (i,J) se 0T for negativo.
Posteriormente, atualizar o valor de CVUCL) &, se for negativo,
aceitar & lista toda e atualizar a arboarescneia geradora.

Assin, o mndtodo para construir este tipo de lista pode



aer resumido no seguinte algoritmo.

ALGORITHMO PARA ﬁONSTRUIR UMa LISTA TIPO IX
Passo 8 Comeeganr com todas as listas, associadas a védrtices
aptativos, varias.
Passo 8 Procurar uam arco (0,02, ainda ndio testado, que nio
Forme  ciclo e tal gue o Fluxo do segmento do védrtice J  seda
positivo. 8e tal arco nfo existe, FIM.
Passo 2% SBeja 1 = PP, o vdrtice inicial do  segmento  do
vdrtice Jje He 1 For um vdrtice obrigatdrio, retornar ao passo
i caso  contrdrio, seda ko= PP o védrtice inicial  do
Fragmento precedente ao vdrtice 1. Tambdm, seja pl o vidrtice,
determinado  pelos arcos da lista associada ao vdrtice 1, =
partir do gual o fragmento k-1 & zerado. Be a lista esbtiver
vaszia, pl o= PPLDY e o valor inicial da variagho associada &
lista do vértice i é

Gy = G8pl) — C81).
Passo 3% Se existe o vdrtice o, no interior do fragmento k1,
tal gue x = i ou o = PP, & tal que CHOG0 > CBpLY, entio

Ch o= C80) ~ Chipld.

Case contrdrio,

Passo 4% Fazer
Ceo= CHOI) ~ QPP ,
g¢ nRo existe nenhum arco, na lista, cujo vértice inicial
estedn no mesno Fragmento gque o vdrtice 1, ou
Cao= B ~ 0BG,
e  existe um wrco, na lista, tal gue seuw vértice inicial x
gsteda no mesmo Fragmento gque o védrtice i, e tal que 08GO (

CHOIY. Em gualguer oubro Caso,
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R o= @,
Fazer, tambdm,
GT = CF + G2 + Cli, gy -~ CHBOJY + L8 .

Se nio existe nenhum arco na lista, owjo vértice final esteja
no mesno Fragmento gue o vdrtice Jj, entfio vd ao passo 8.
Passao 5! Seja (u,v), o arco na lista, cudo vértice Final v estd
no mesmno  Fragmento  gue o vértice J. Contruir uma lista
auxiliar contendo todos os arcos da lista associada ao vértice
1, mas com o arco (1,12 no lugar do arco {(d,v).
Passo &4 Fazer

C3 o= CCi,Jd) ~ 8 + CHivI.
Fawger, tambdm,

Ca = CEPP Y)Y ~ CHu) ~ Clu,v),

ge¢  nRo  exdiste nenhum  arco na lista auxiliar cuwjo vértice
inicial pertenga ao mesmo Fragmento gue o vértice i, ou

Ca = O8H04) ~ C8uy ~ Clu,v),
me  existe um arco na lista auxiliar tal gue 0 seu vidrtice
inicial » pertence ao mesno Fragmento gue o vdrtice i, sendo ¥
o vdrtice mais distante da raiz, no mesne Ffragmento de i, onde
e inicia um arco da lista, e tal gque CH{x { GBIy Em
gqualaguer outro CRBO,

G4 = -Glu,v)a
saloular, tambdm,
CH o= CBppl)y ~ CBpl),
ge @A lists auxiliar determina o vdrtice ppl como novo vértice
inicial do caminho, contido no Fragmento k-1, a ser zerado, tal
qum'ﬁﬁ(ppl) ¢ GE{pl).  Qaso mmntr&riw; fazer
LH = 9.

Passo 7% Calcular

CT o= G4 + G2+ C3 + 04 + G,
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e CT 2 @, retornar ao passo 1.
Passo 8% Incluir o arco (i,j) na lista, substituindo o arco
(u,v)  se  for o caso, ¢ atualizar o valor total da  variagio
devida & lTista associada ao vértice 1 fazendo
GUEL)Y = CULL)Y o+ CT.

Passo 98 Se existe algum Fragmento, iniciado no védrtice 1, que
ndo tenha nenhum arco na lista incidente n um de seus vdrtices,
retornar ao passo L. caso contrdrio, se CUCL)Y ¢ @, FIM, J& que
a lista associada a0 védrtice 1 permite diminuir o peso  da
arborescéncia geradora ¢, portanto, todos os seus arcos devem
ser incluidos nela. Caso contrdrio, retornar ao passo 1. HEHHHE

Ao tdrmino deste mdtodo, se nio for possivel formar uma
Tista que permita diminuir o peso da arborescéncia  geradora,
devemos repetir o mnesnos passos  anteriores, com  as  duas
seguintes alteragbest
a) no passe 1, procuraremos arcos (i,J0) gue nfo formem ciclo,
L os vdrtices infcial e Final pertengam 2] fragmentos
ditferentes, iniciados num mesme vdrtice optativo, € tal que

LW MESMO

~
s

edista na lista um arco incidente a um vértice
fragmento que o vértice i, ¢ tal que CHGO € CHCidy

BY no passo I3, o valor de Cf sempre serd zero.

Joliade3 - LISTA TIPO III% ARCOS COM CICLO COMPENSADO

Atd agora, na FformacRo dos dois tipos de listas descritas
anteriormente, o0 arcos que formam ciclos tem sido despresados
ﬂiﬁtmmmficmmmnten Aguil, pela primgirag ves, serio considerados
arcos  gue  Formam ciclo com os demais arcos da  arborescéncia

geradora. Un arco com esta caracterfstica marcard o infcio da



Formagio da lista.

Entiio, para‘ammmaar a construir esta lTista, precisamnos de
um  arco que forme ciclo com os demais arcos da arborescéneia.
Seja  (ic,Je) um arco gque, se  incluido na  arborescénoian,
Formaria cicle com o8 demais arcos dela., Nesta  versiio do
método, dentre os arcos que Formam ciclo, consideraremos apenns
o arcos  onde o segmento do o vdrtice Final o tem  Fluso
positivo.

Mo Figura (II1.34)  pode ser observado o arco (o, jc)
Fmrmmndm ciclo com arcos da arborescdneia.

O arco (ic,Jje), se incluido na arboresclneia, provocaria
uma var iacio no peso dela no valor

Ro= GClie,jod - 080Je) + CHBPPCjed) + C8CGic) ~ CBPPLic)),
s 0 segmento do vdrtice ic tiver fluxo zero, ou
R o= Llic,joy ~ 8O + CHPPLjayy,
caso contrdria.

Se o valor de R for negativo, o arco (ic,jo)y €  incluido
na lista, o que nos leva & Fformagio de um ciclo se nio tomamos
as  devidas providéncias. Como uma arborescineia nBo aceita a
exist@neia de ciclos, nossa primeira preocupacio serd no
sentido de  incluir na  Tista um outro arco que garanta =@
destruieio do ciclo. Para iss0, Jdevemnos procursr wm arco gque,
sem Formar outro ciclo nem manter o Jj& formado, seja incidente
a oumdos vdrtices do ciclo, que nflo o vértice jo. Seja ke # jo
um védrtice do ciclo. Para nio manter o ciclo j& formado  serd
guficiente desprezar o arcos iniciados em vértices do mesmo
Ciclo

Lim arco (i, ko), incidente ao védrtice ko no ciclo, altera
o peso da arborescéncia no valor

Ri = Cli,ka) « CBe)Y + CHOPPReY)Y,
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se PP(keY estd mais distante da rais gue Jjo, ou
Ri = i ke - C8deey + CHOJC),
caso  contrdrio. Por outro lado, se o segmento do vértice i
tiver fluxo zero, haverd tambdm uma variagio no valor
R = Q8O ~ CHPPCI) Y,
Caso contrdrio,
Rar = @,

Se o valor de B 4+ Ri nfo for negativo, redeita-se o arco
Cizked), e tdnta-se procuwrar outro. e o valor de R + R1 + R2
for negativo,entio a lista Fformada por estes dois arcos
aceita para ser incorporada d arborescéncia, tendo o cuidado de
inverter a ordem em gue estes dois arcos sfio  incluidos  para
evitar a efetiva formagio do ciclo. Caso contrdrio, devemos
tentar compensar o aumento d@ peso cam arcos  iniciados  em
vdrtices do segmento de i, se este segmento tiver fluxo  zero.
e o Fluxo do segmento do vdrtice | Ffor zero, Ppara compensar o
peso  do segmento do vdrtice | e dos efeitos no peso provocados
pelos dois primgiros arcos,. deverenos proceder da nesma forma
gque  na o costrueio da lista de arcos com vdrtices iniciais no
gsegmento de i,  tratado na Seclo (3.9%.2.4). 8¢ nho for posslivel
compensar O peso com o procedimento anterior, ainda poderemos
tentar @ compensaedo Com arcos que, iniciados em vértices do
caminho ko-ic, no ciclo, sem formar novos ciclos, consigam
diminuir o valor da variagho total atd tornd-la negativa. Ge,
contudo, nio for possivel, ainda, tmrnmr negat iva a  variado
devida a esta lista, podemos tentar formar outras listas, para
o mesno ciclo, selecionando outros arcos para destrui-lo.

Em oresumo, podemos atilizar o seguinte algoritmo.
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ALGORITMO PARA CONSTRUIR UMA LISTA TIPO III
Passo P Selecionar  um arco (ic.jc?, tal que o Fluxoe do
segnento do vértice Jo seja positivo, € que forme ciclo com os
demais arcos da arborescéncia.  Se tal arco nflo existe, FIM.
Passo 14 Fazer

Ros Clicde) ~ CGHOGJC) + CHEMPje))Y + C8Gic) ~ CHMPPLicyy,
e o segunento do védrtice ic tiver fluxo zero, ow

B o= OCic,jo) « C8OJe) + CHPPCIe)),
em caso contrdrio.
e R 2 9, retornar ao passo 9.
Pasgo 2% Inicializar a lista com o arco (ic,jod.
Passo 3% Escolher ﬁm arco (w,vi, com v # jo no caminho jo-ic,
tal gue u nflo esteja neste caminho, ¢ gue nlo forme ciclo. Se
tal arco nflo existe, retornar ao passo 9.
Passo 44 Caloular
Ri = Glu,v) ~ CHIVY + CHPP{v)I),
e CHPP(VIY 2 080jc), ou
Ri = Ciu,vd ~ CBOY + 08Je),
e LHIPPvIY 4 CHGIC) .
Caloular, tambdm,
RE = CHux)Y ~ CHPP L)Y,
w6 o segnento do vdrtice o tiver fluxe zero. Caso contrdrio,
Ba = @,

Passo 5S¢ He R + RL X @, retornar ao passo 3. Caso contrdrio,
incluir o arco (u,v) na lista.
Passo &% He R + Ri + R2 ¢ &, FIM, Jd gue a lista Fformads
permite diminuir o peso da  arborescéncia  geradora. Caso
contrdrio, devemos utilizar o mdtodo definido na Seglo 3.%.2.4,
a partir do passo 3, com

Vo= R+ RYE,
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Passo 74 Selecionar um arco (k,1), que ndo Forme nenhum tipo de
ciclo, tal gue o seu védrtice inicial k gsteja no caminho v-ic,
@& o Fluxe do segmento do vdrtice 1 seja positivo. He tal arco
nio existe, retornar ao passo J. caso contrdrio, caloular
B3 = Ck,12 ~ C8HO1LY + CHPP LYY,
e nio existe nenhun arco na lista cujo védrtice final esteda no
mesmo Fragnento que o vdrtice 1. Mo entanto, se existe 0 arco
(u,t) na lista, tal gue o vdriice ¢t estd no measmo Fragmento gue
o vdrtice 1 e, ainda, CH1) LG8, entlo retornar ao passo 3.
Caso contrdrio, recaloular
R = GOk, 1) - CBHOLY + CHLY -~ CBs,b).
Passo 81 He R3 ¢ &, incluir o arco (k.1 na lista ¢ fazer
Vo= Yo R3.

Passo 98 Se¢ V ¢ 0, FIM, J& gue & lista consegue diminuir o peso
da arborescéncia geradora. Caso contrdrio, retornar ag pPasso
7. HHHH#H

E bom destacar que, como o primeiro arco da lista  Fforma
ciclo com  os demais arcos da arborescéncia, € que 0 segundo
arco  destarz tal ciclo, & conveniente intercambiar a posigio
destes dois arcos. Desta Fforma, ao incluir o arco que deveria

formar o ciclo, tal ciclo nfo seria formado.

3.6 ~ ACICLICIDADE DA NOVA HEURISTICA

O mdtodo hewrVstico apresentado garante que o valor do

peso das arborescénciag geradas se aproxima do valor do peso da

solugio dtima em forma monotdnica nRo decrescente. 0 gque
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garante isto & o critdrio utilizado para determinar quando  um
arco  ou lista de arcos deve ser incluido numa  arborescénoia
geradori.

Tato implica que o peso de uma  arborescéncia  geradora
nunca aumenta. Mas, quando o peso dela nfo dininui, significa
gque @ subarborescéncia de Steiner contida nfo mudouw de  uma
arborescéneia  geradora para oubra. Nao entanto, guando  isto
acontece, o complemento desta subarborescéncia de  Steiner
diminui  de peso, mesmo  que  nfo contribua na FormagBo  da
subarboresclneia de Steiner. Tato nos leva a concluair gue, a0
considerarmos o peso  de todos os arcos  das  arborescéncias
geradoras, ¢ nflo sd os dasg subarborescineias de Steier, este
PEBO total  sempre  dimimai, sendo  impossivel  abter LB

arborescneia geradora obtida em iteragdes anteriores.
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CAPTTULO 1V

EXPERIENCEA COMPUTACTONAL

4.8 - IMPLEMENTAGRAO

O mdtodo hewrfstico, descrito no Capitulo anterior, foi
implementado  em  FORTRAN TV atilizando estruaturas de  dados
apropriadas para  armaeenar  grafos e arboresclncias. NG
armnzenamnento do grafo original, ubilizou-se una estrutura  de
dados na base de ponteiros, associando dois ponteiros a cada um
dos vérticest um deles aponta para o infcio da lista de
vdrtices adjacentes sucessores ¢ o oubtro para o infoio da lista
de vdirtices adjacentes anteCessores. Cada um dos vdrtices das
listas aponta para o prddine elemento da mesma lista, se
eintir. fe  listas de védrtices foram dispostas de tal  forma
gue num mesmo endereco estejam armazenados os vértices inicial
¢ Final de cada arco, Facilitando desta maneira a  associngdo
dos  pesos ros arocos,. aldm das Facilidades ingrentes ao uso de
ponteiros.

Para o armaeenanento da arborescéneian geradors, como cada

virtice sd pode ter um arco incidente, bastow  abtiliszsr  uma

dnica Tista contendo, para  cada vdrtice do grafo, i
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identificagRo do vdrtice inicial do arco incidente a ele,
evceto para 8 raiz gque, por definigio, nlo pode ter  arco
incidente numa arboresclnoia

Na implementaclo dos métodos para construir os diferentes
tipos de listas, para aproveitar certas afinidades entre  as
tistas Tipo I e Tipo 111, o teste dos arcos para a8 construgio
destas  listas Ffoi feito em conjunto, determinando a construgio
de uma on de outra lista, de acordo com o arco analisado.  Tsto
pordgue, devido ds caracteristicns do primeivo arco de cada uama
dasg  listas Tipo ¥ ow Tipo II1L, elas nunca poderiam  ser
construidas ﬁ}multanﬁamwntm" Somente e nAo  For possivel
construir nenhuma destas listas & que se tenta contruir a lista
Tipo I1.

O algoritmo inplementado para eéscolher o8 arcos gque devem
ser  incorporados  aouma arborescéncia geradora & o descrito  a

BEYUTI o

ALGORITHMO PARA ESCOLHER 05 ARCOS A SEREM INCLUIDOS

Passo  Escolher um arco para ser testado. Be tal arco ndo
existe, vd a0 passo Y. e tml.armm, por i sd, consegue
diminuir o peso da arborescéncia geradora ou diminuir o peso do
segnento de um vdrtice ao gual chega um Fluxe zero, entilo FIM,
JE gque tal wrco deve ser incluido na arborescénciag

Passo P oHBe este arco satisfax as condiedes necessdrias  para
iniciar a formaglo de uma lista Tipo I, vd ao passo 3.

Passo 2! SHe este arco satisfar as condigbes némmmﬁﬁriaﬁ prarm
iniciar a formaeglo de uma lista Tipo 111, vd ao passo 4. Casn
contrdrio, retornar ao passo Q.

Passo 3%  Tentar a construcio de uma lista Tipo 1. e Tor

possivel construir a lista Tipo I, FIM, Jf que a lista permite
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diminuir o peso da arbarescéneia geradora. Caso  contrdrio,
toarnar a lista varia ¢ relornar ao passo 0.

Passo 8 Tentar a contruelo de uma lista Tipo 115. e  for
possivel constrair a  listas Tipo 3L, FIM, Jﬁ gque a lista
permite diminuir o peso da  arborescéncia geradora. Caso
contrdrio, tornar a lTista vazia € retornar ao passo 0.

Passo St Tentar a construglo de uma lista Tipo I3, $Se for
possivel, FIM, Jjd gue = lista consegue diminuir o peso  da
arborescéncia geradora. Caso contrdrio, FIM, J€ gue nfo & mais
possivel diminuir o peso da arborescéneia geradora com  este
metodo. HHHEE

O procedimento descrito anteriormente ¢ utilizado apenas
PR a determinar & lista  de arcos @ ser incluida numa
mvhmv&mﬁénmim‘g@rmﬂmrm para diminuir @ seu PesO. Toda ver que
uma lista, de gqualguer tipo, for encontrada, apds a atualizaglo
da  arborescencia deverd ser reiniciado novamente o processo de
construgio de  listas, J& o gque as  alteragles feitas na
arborescénoia podemn FReer com  gue BRITCOH anteriormente
rejeitados passem a ser fteis d Fformagfo de alguma lista.

Para os testes ¢ comparacdbes Ffoi implementado, tambdém, o
método hewrfstico de Richard T. Wong, por ser um nétodo recente
¢ simples, aldm de ser rdpido ¢ eficiente.

Como o wmédtodo hewrfstico desenvolvido neste trabalho
e isa the uma arborescéncia g adora inicial, f o am
implenentadas thaas vershes, cada uma delas ut ilizando
procedimentos diferentes para  constrair  uama arborescéneia
geradora inicial, wvisando testar a sensibilidade do mdtodo em
relagio a ela.

Na primeira versiio, tentando utilizar, no infcio, uma

arborescénecia  geradora obtida de uma Fforma rdpida, atiliza-se
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um  método  que  poderin ser classificade como  de  busca  em
profundidade. Neste mdtodo, a partir da raiz, consideran-se os
arcos entre um védrtice Jd alcangado, ou a raiz, € um vértice
ainda  nio alcangado. Tato continua atd gque todos os vdritices
do  grafo tenham  sido alcangados, aobtendo, assim, LR
arborescéncia geradora. Neste caso, o védrtice raiz, o qual niko
pode  ter nenhum vdrtice incidente numa  arborescéncia, ¢
considerado, no infeio, com sendo o dnico vértice Jd alcangdo.

Considerando # necessidade e contar Com YT
arborescéneia geradora inicial, podemos tentar obtd-la mediante
outros mdtodos hear fsticos e, assin, verificar se o novo mdétodo
consegue melhorar o resultados., Foil por isto que decidimos
implementar @ segunda versio, onde a arborescéncia  geradora
inicial & obtida a partir da arborescéneian  de Steiner
resultante da utilizaeio da heuristica de Wong. Para completar
a  arborescéncia geradora reguerida, incluem-se, um a um, O
vedrt ices restantes, jJuntamente com um arco gualguer incidente a
eles que se inicie num vdrtice Jjd existente ou jd acrescentado
hoarboresclneia.

4 necessdrio destacar  que todas as implementagbes
ubt ilizaram 0 mesmo tipo de estrutura de dados & o mesmo  rigor
na qualidade da programnagio.

Para oz  testes, realizados num computador IBM - 4344,
Foram gerados, aleatoriamente, 140 problemas, sendo (609
problemas  com 100 vdrtices & %00 arcos, 10 problemas com 209
vidrtices € 1000 arcos, 19 problemas com 3900 vértices e 1500
BECOE, 19 problemas com 600 vdrtices e 39000 arcos &,
Finalmente, 10 problemas com 9900 vdritices ¢ 4500 arcos.

Na  geragio de ocada problema utilizou-se o seguinte

procedinentot
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fe construcio de uma arborescénecia geradora, com n védrtices, em
forma al@aﬁdrims

be determinagiio aleatdria dos vértices do grato @ serem
considerados como obrigatdriosy

C. determinagio aleatdria dos arcos restantesy ¢

d. geragdo aleatdria dos pesos no intervalo aniforme entre L e

l:-:i @ n

4.2 - RESULTADOS

No  apédndice A apresentamos os resultados  obtidos pela
primeira versfio da nova heurifstica. Nos Quadros ali incluidos,
estdo contidas as seguintes informagdest nmdmero do  problema,
mimero  de vértices obrigatdrios, o valor do peso da  solugdo
obtida ¢ o tempo de GCPU, em segundos, utilizado, sem considerar
0 tempo de entrada ¢ saida de dados.

No apéndice B podem ser observados os resultados obtidos
peln segunda versfo da nova heurfstica. Nos Auadros
apresentados, tambdm gatio incluidos os resuwltados tda
heuwr fatica de Wong. As informaees contidas nestes auadros sio
W aeguintess mimero do  problema, ndmero  de virt ices
obrigatdrios, Timites inferior e superior para o valor da
solucio dgtima do problema de Steiner obtido mediante =@
heuristica de Wong, tempo CPU, em segundos, utilizado pela
heurfstica de Wong, valor da solugio obtida mediante a  nova
heuristica, tempo CPU atilizado exclussivamente pela nova
heuristica, e temﬁm CRU total, incluido o tempo CPU utilizado
pelan heurifstica de Wong para gerar uma arborescénecia  geradora

"

inicial. No tempo OPU nfo estd incluido o tempo de leitura de
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dados nem o tempo empregado na imnpressio de relatdrios.

No  Apéndice C foram incluidos gquadros contendo o resumo
dos  resuliados,. no gue se refere ao valor da solugRo  obtida
para cada problema, ¢ o ndices da variagio havida nos
intervalos onde se encontra a solugio &t ina.

No caso da heurfestica de Wong, o limite inferior, obtido
mediante o mdtodo Dual Ascendente, & sempre menor on igual que
o valor da solugdo dtima D443, Tato guer dizer gue, em alguns
casos, este valor poderia representar uma soluelo nBo wvidvel.
Por outro lado, @ heurfstica de Wong nos permite obter uma
asolugio  aprodimada para o problema de Steiner, soluglo vidvel
gque, nos Guadros, aparece como limite superior, Jjd gue por ser
vidvel e aprodimada, representa um valor gue sempre serd maior
o dgual  gue o valaor da solugio dtima. No apéndice G, as
colunas  identificadas come limite superior referen-se #aos
valores s saluedbes aprodinadas  obtidas pelos mét odos
ut ilizados.

Aanal isando  os  resultados obtidos pela primeira  versio,
podemos wver que o valores obtidos, para @ soluglo dos
problemas, Foram melhores em 60 problemas € piores en, APENRs,
25 problemas, o que nos dd uma boa iddia da eficdecia deste
mdtodo em relaglo ao metodo de Wong. Mas, o tempo dg  CPU
ut ilizado & significat ivamente maior. ﬂm Apéndice O, para esta
primeira versio, aldm do  Timite superior obtido, TR
guspecificados mais dois Tndicest um de diminuwieBo ¢ outro de
aumento  do intervalo sugerido inicialmente pela heuristica de
Wong. Neste caso, como consideramnos qualguer arborescdnoia
geradora inicial, & possivel que a soluflo obtida seja pior que
a solugfo sugerida pela hewr fstica de Wong, e sendo assim, a0

considerarnos o mesmo limite inferior, podenos  obter  um
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intervalo pior gque o de Wong.

Para a segunda  versio  da heurfstica, cons iderando
inicialmente a soluclio obtida mediante o ndtodo de Wong, a nova
heuwrfstica redur significativamente o tempo de CPU requerido.
Ao considerar o mdtodo hifbrido, representado por esta segunda
verado, podemos ver que a dimingiglo do tempo de CPU utilizado,
em relagRo A primeira versfo, continua sendo significat iva a um
nivel mais  baixo. Como foi utilizada a3 solugho dada pelo
mdtodo de  Wong para  determinar  a  arborescéneia  geradora
inicial, & interessante medir 2 sficiéncia do met odo
verificando s obteneglo de solugdes nelhores ¢ o graun de reduglo
do intervalo onde se encontra a soluglo dtima. Do total de 149
problemas, @ nova hewr fetica melhorouw a solugRo da heur fetica
de  Wong em 72 problemas. Eoimportante destacar que, dos 68
problemas restantes, com certess absoluta, o ndtodo de Wong
tinha atingido # solugio &dtima em 49 problemas, sendo,
portanto, impossivel obter solugdes melbores. Assin, sd restam
19 problemas para o guais edistiria a possibilidade de se
obter uma solugio melhor gque a nova heuwr fstica nfo  obteve.
Tambdm ¢ possivel gue, em alguns destes 19 problemas, =@
heurfstica de  Wong tenbha alcangado a solugio Stima, sem  ser
evidente comno nos outros 49 problemas. Para efeitos destas
comparacoes, Foran  consideradas dtimas  as  solugdes cujos
valores coincidem com o limite inferior fornecido pelo mdtodo
de Wong. Tambdm, & conveniente destacar que, com certezXa, em
&9 problemas a nova heuwrfstica atingiu a soluefo dtima, contra
49 problemas pela heuristica de Wong, sendo gue  destes 49
problenas, aqueles nos gquais todos 08 vdrtices w30
obrigatdrios, num total de £4 problemas, @a hew fatica de Wong

sempre  atinge a solugBo At imw. Pros problemas restantes, nos
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quais existe @ possibilidade de a heurifstica de Wong nflo
atingir a solugio dtima, a nova hew fstica resolven em  Fforma
Atima 4% problemas, contra 34 da hew fstica de Wong.

Nesta  segunda versio, no gue diz respeito ao  intervalo
onde se encontra a solugio dtima, podemos observar no apéndice
¢ as percentagens de diminuigio dos intervalos. Como  estamos
considerando o prdprio limite superior, obtido pela heuristica
e Wonyg ., como  ponto de partida na atilizagfo da  nova
hewr fstica, o intervalo a ser obtido nfo pode piorar. Por este
motivo, no Apéndice €, no que dizg respeito o esta versio, nio
existe o fndice de aumento do int@rva}m, simplesnente  porque
ele nio pode aumentar. Considerando todos os  problemas de
teste, para os intervalos sugeridos pela heuwrfstica de  Wong,
conseguin-se  uma diminuigio mddia de 38,5964, fomo exdistem
vadrios problemas para o quais a hewr fstica de  Wong dd um
intervalo de comprimento =ero, O Seja, nos quais coincidem o
lTimites inferior e superior, o gue nos dd a certesa de  termos
uma  solugRo Atima, nRo seria necessdrio ubtilizar a nova
heur fatica nestes problemas. Assin, considerando apenas 08
problemas para  os  gquais @ hewrfstica de Wong  fornece um
intervalo de comprimento positivo, ou seja, onde ¢ posslivel
abter um  outreo  intervalo redazxido, foi  conseguida LAmE
diminuielo mddia de 47,24%. Como a nova heurPstica gera sempre
uma solugio vidvel, o valor asseciade & elas pode  ser
considerado um limite superior para o intervalo onde se
encontra o valor da solucho &t ima. EntBo, como sd podemos
modificar o limite superior, mantendo como limite inferior
aquele Ffornecido pela hewrfstica de Wong, concluinosg gue O grau
de aprodimagio da  soluglo obtida & ainda melhor do  gue  os

indic mostrados acima.
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CAPITULO V

SONCLUSOES E RECOMENDAGDES

Pelos resultados  dos  testes, expostos no  Capftulo
anterior, podenos concluir oLLe i) método heur fatico,
desenvolvido neste trabaltho, atingiu plenamente o objetivo, o
aqual  era o de desenvolver um mdtodo que permitisse obter boas
soluedes para o problema de Steiner em tempo vazodvel. E claro
gque esta primeira conclusfio nfo & definitiva, no sentido de que
o que acabamos de chamar de tempo razodvel pode ser melhorado
ainda mais, Jjuntamente com as malugﬁﬁﬁ ger A ag .

Depois  de ter desenvolvido este wmdtodo, depois  de
analisados 08 seus resuliados, parece interessante recomendar
algumas alteracdes que podem melhorar o ndtodo tanto na soluglo
come ne tempo de CPU utilizado.

A primgira alteraglo sugerida & para redefinir o wdtodo
ut ilizado para gerar listas Tipo I, Jjd que o procedinento
ut ilizado atualmente nfo explora a possibilidade de gue existam
vidirios  Fragmentos, com  Fluxo zero,  com um segmento comum @
todos eles, Por exemplo, na Figura (V.4),  para o arco (i,4)
consideramos o segmento do védrtice i, ki, cujo peso deve ser

compensado por outros arcos iniciados em vdrtices clo P A P
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gsegmento ki, & nio consideranos os arcos iniciados en védrtices
do caminho w-v gque, eem alguns casos, poderiam contribuair para
compensar o peso do segmnento k-i.  Tambdém poderiamos considerar
0 possibilidade de substituir arcos numa lista se  isto
contribui para diminuir ainda mais 0 peso de uma  arborescéncia
geradora. Tato poderia acontecer quando dois arcos iniciados
em vdrtices, igunis ou nflo, pertencentes @ um mesmo Fragmento
o incidentes a vdritices pertencentes, tambdm, @ um  mesno
Fragmento tal gue o vdrtice Final do arco JjJd existente na lista
¢ alcangado pelo vdrtice final do arco que esstd sendo testado.
Atualmente, tal arcoe  seria  sumariamnente rejeitado HEm
considerar s possibilidade de este substituair o anterior.

Por outro lado, como a costrugBo de uma lista Tipo I estd
diretamente relacionada @« um arco iniciado num  Fragmento  de
Fluxo zera, pode acontecer gque um mesmo teste, com resultado
desfavordvel, seda procesado miltiplas veres.

Farece bastante olaro gue poderianos melhorar o tempo
computacional e, en alguns casos, a solugio obtida se, ao invds
de constrair as listas Tipo © ewm torng de cada  arco  iniciado
num Fragmento de Fluxo zero, oplamos por constrair estas listas
em  torno de arcos, na arborescdncia,  gue representem 00 arco
inicial de um fragmento de Fluxo zero, ¢ tentar aproveitar tais
fragmentos.

fTato nos levaria & necessidade de  Fazer algumag
alteraglhes na contrugio das listas Tipo 131 &, por outro lado,
permitiria a consideragio de ciclos nas listas Tipo 1, desde
aque, em  conjunte com os demais arcos da lista, tais ciclos
sejam destruidos.

Nam Vistas Tipo I¥, poderiamos ir mais longe & fazer

alguns testes, de aparente custo compulacional  baixo, para
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verifticar = liberagRo, conveniente ou nfo, de um  fFragmento
terminado num vdrtice aptativo, Jd gue poderis iabir,  em

alaguns  Casos, LIME interdependéncia entre duas, ou mais,
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estruturas deste tipo, de tal Forma que em conjunto consigam
diminuir o peso de uma  arboresc@ncia  geradora. Isto pode
acontecer quando existe um Fragmento cujos vértices inicial @

final correspondem a védrtices optativos. No exemplo da Figura
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(V.2y, onde os vdrtices uw e v sio mptativgm, podenos liberar o
uso  do  Fragmento  keu  mediante a substituigfio do  Fluxe  em
%egm&n%mﬁ dos Fragmentos u-v & u-w, ou, indiretamente, mediante
wosubstituicio do Fluxo em segmentos dos Fragmentos v-x, vy €
LWy Tato se deve o gque a substituicio do Ffluxo em  segmentos
dos Fragmentos vex ¢ vey iaplica na liberagio do fragmento u-v,

J8 gue o Fluxo deste Fragmento Foi substituido.
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APENDICE A

QUADROS CONTENDO 08 RESULTADOS OBTIDOS, NA RESOLUCAO DOS

PROBLEMAS DE TESTE, PELA VERSAHO INDIVIDUAL DA NOVA HEURISTICA



Fgv

Prob Vert. Solu~ Tempo
Mo. obr. gRo oy

i 19 214 1,169
= 19 L7 L. 774
3 19 254 1)
4 19 166 i8¢
] 19 199 1,640
& 19 143 1y 159
7 19 236 i;ﬂ&@
L] i9 145 5, @30
g 19 a3 1,744

5@ 10 206 1,400

L4 H 269 Leedd
182 w2 PEEG P 1,831
i3 2o 274 2,7 b
54 paa s PRH P i, &3
L% ] K .78
16 29 298 1,749
4 2 392 a8y
18 29 344, 1,990
19 i w2 A% ARG 36
ped’ 20 a2 1,008

.............................................................................................

Tabela A.d.~ Problemas com 100 védrtices ¢ 500 arcos.
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1,229
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Prob Vert. Solu-  Tempo
No. obr. ¢fo cru

&1 70 HE 1,094
el 70 Zue 1,676
63 79 a1y 1,483
HA 79 737 1,208
6 79 Lo 1,681
G 79 i 150
&7 79 i 1,296
&8 79 B 1,714
&9' 79 74 .44

7@ Fa’ 694 1, 393

71 1 K kY i.,403
72 B B4 1,073
73 80 Pl 1290
74 80 74y i, 289
75 8o Pi7 1,649
7 b 8o Lou | R 6 P
rod 1 Yoz oy 364
78 17 g2 L,404
Ve 8 873 1,340
410 8o 97 1,410

e Sesn anan anes 9450 40P0 480H 0008 Seve dvn ardy SE0e eeu BUNS HNS WAL S2ve SRRSO

Tabela A4 (Continuagio)
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Prob Vert. Solu~ Tempo
No. obr. giio CPU

&4 99 B3I 1,645
g 99 gEY L0480
- 83 9@ P14 1,686
R 99 P50 1,010
@l 90 a3 LeRae
8é 99 Pl 1,349
87 90 878 Le.a243
8¢ 29 Q3 4, HHE
agy 90 Yl 1,248

k4 K4 841 1,460

Y1 100 1009 1,243
Y2 190 14103 HAPRE 1t
Y3 100 894 Lrddis
4 190 1065 L4166
98 109 P 1444
Y6 100 1068 L4245
97 100 11414 1,126
98 100 Bov i,330
99 190 P16 1,354
ie® 100 896 1. Hay

Tabela f.4 (Continuagio)



8o

Prab Vert. Solu- Tempo
No. obr. gRo (RN

i 20 403 3,834
P 49 746 Uiy mad
3 6o 994 4,428
4 89 4103 407
doL0e  1348 PR
& 1EQ 4337 A, 647
7 149 1703 3,77
8 140 17034 4,044
9 4180 1856 3,990
10 200 1834 4,290

Tabela AJ2.~ Problemas com 200 vdrtices ¢ 1900 arcos.

Probh Vert. Solu-  Tempo
Na. obr. ¢Ro P

i 39 vield 7yULR
P &0 Y86 8,749
3 YO 1464 8,401
4 L20  162e 14,6387
wooiue 1914 i4,854
6180 2idd 1e, 063
710 2467 P, 946
8 240 2465 8,692
§ RO R748 10,364
190 30¢ 2866 72306

Tabela A.3.~ Problemas com 360 vdrtices e 1%00 arcos,



a4

Prob Vert. Solu- Tempo
No. obr. 8o CPu

i 60 LUL3 29,938
#2120 2eiR 35, 350
3 180 Z2ode 49,948
4 249 3287 48,988
i .QQQ 3758 49,689
& BEO ALG 37,888
7 29 44647 34,904
& 489 Uiay 49, 36
G40 H4R4 B4, Bbed
19 699 HHay 33, 099

Tabela A.48.~ Problemas com 690 védrtices ¢ 3900 arcos.

-

Prob Vert. Solu- Temnpo
No. obr. #Ro Cru

R -

i 99 18464 A4, 637
2 180 3084 7,245
G W70 4108 78,022
4 36O 4908 71,434
] Hwe o uGvia Y, 980
& HB40 4166 81,9469
7630 4900 84, 642
8§ 720 7741 91,037
Y @10 8geiR 7, 607
10 900 8633 68, 075

Tabela A.5.~ Problemas com 990 védrtices e 4%00 arcos.
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APENDICE B

QUADROS CONTENDO 0S8 RESULTADOS OBTIDOS, NA RESOLUCRO DOS

PROBLEMAS DE TESTE, PELA VERGAO HIBRIDA DA NOVA HEURISTICA
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Temnpo

&, B34
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@, 404

&, 400

0,441

Q. Q77
&, 62
D, 376
@, 443
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9,586
@, 628
9,494
&, A0
@, 482
VIV IVE
9,531
@, 449
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APENDICE ©

ENDICES DE VARIAGAO DE INTERVALOS

Fatica de Wong, numa primeira etapa, gers um valor

A heur
que representa um limite inferior para o valor da soluglo dtima
do problema de Bteiner. Posteriormente, permite obter uama
solugio aprodimada cujo valor, gue pode ser  considerado uam
Limite superior, Jjunto com o limite inferior define um
intervalo no  qual  se encontra o valor da solugio Stima  do
problema de Steiner. Ao ubtilizar a nova hew Tetica, nas duas
versbes, temos novas solugdes aproxdimadas cujos valores podem
ger considerados cono 1imitéﬁ superiores,  oada oum dos guais,
Junto com o limite inferior gerado pela hewr fetica de Wong, nos
dd  novos  intervalos para 2 solugBo dtima do problema  de
Gteiner.

Mos gquadros gerados ) seguir,  temos, para cada problems,
os limites inferior ¢ superior obtidos pela hewr festica de Wong,
o  limites ﬁuwmriﬁrmﬁ obtidos pelas duns versdHes da  nova
heur fetica, e as percentuagens de diminuwigRo ou de aumento dos
NOVOS intervalos em relagio ao  intervalo fornecido pela

hewr fat ica de Wong.
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A0

Time 7% dimi~
GUPp . nuigRo

Time % dimi~ % muge
Gup. nuwigio mento

Prob. Time 1im.
Mo inf. sup.

HE) F 34 34 @,00 0,00 384 O, 09
ael 344 S 359 B3,83 e 346 Hhb, b7
23 337 348 3 81,88 e F39 gi, 8
w4 S Wl G449 78,00 e ey 74,00
2 430 433 433 9,00 Q,00 433 0,00
w2 374 380 364 PGP e B4 9,09
w7 AG57 A&7 BGY e 230,00 463 44,00
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=Y R ) Hié G6, HF uié b, b7

17 43 A0 Blid e F59, 00 AU &, 00
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HEURISTICA DE WONG | I OBEGUNDA VERSHAO

Timae 7% dimi~
sUp . nuigho

Frob. Tim. Tima H Timae 2 dimi~ 4 au-
NG . inf. sup. H sup. nwigic mento

HEE T -
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Tabela C.4. (Continuagio)
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HEURISTICA DE WONG PRIMETIRA VERSHO SEGUNDA VERSHD
Frob . Tim. lim. H Tims % dimi~ 4 wg- i Time % dimi=
Met o inf. sup. | sup. nuiglo mento P osup. nuigio
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HEURESTICA DE WONG | PRIMEIRA VERSAD POSEGUNDA VERSAD
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APENDICE D

EXEMPLOD

D.i ~ DESCRIGAO DO PROBLEMA

Consideremos o grafo G da Figuwra D4, onde os valoe
Junto a cada arco representam o peso associado a eles. Pede
resolver o problema de Steiner, no grafo direcionado
considerando os seguintes vdrtices obrigatdrioss 4, 4, 95, 7,

e 1i.

Daiz = METODO DUAL ASCENDENTE

Utilizando o mdtodo Dual dscendente, devido a Richard
Wong, podemos determinar um limité inferior para o valor
solugio atima do problema definido anteriormente.

Nos quadros gue serfio mostrados a seguir, em cada uma
iteractes, no corregspondente ao grato 67, a coluna identific
como margem  representa o valor SC0i%, 0% associado ao @

s ¥

Cin, j®) escolhido para ser incluido no grafo auaxiliar G .
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INICIALIZAGAD

Passo @31 Consideremos, inicialmente, no grafo original, o valor
O Y I E(iyJ)raﬁﬁmmimdm a cada arco. Considerenos tanbdn o
grato auxiliar 67 com todos og vdrtices do 9“&#0 original  mas

sem nenhum arco. Mo in, temos & seguinte composic Ao de arcos

nos grafos G e G

R T

Breo G0,

B GO SCi,.00

G50 4
B b 3 IR R &
G- 8 e G114 b
LR 4 19114 i
1942 1
Ve 8 i R B i

b 8 i

G om me mm m m - = . o -~ — - - e me wn w— e me o

Inicialmente, LI = @,
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ITERAGCAD L.

Passo 43 Escolhemos uma componente  fortemente coneda que
contenha  pelo menos  um vdrtice mhriﬁmtdrim ¢ que nRo  seja
alcangada por nenhum outro vdrtice obrigatdrio, por exemplo, a
componente formada sd pelo védrtice 4.

Passo 28 0 vértice obrigatdrio & k = 4, O corte do védrtice 4
estd Formado pelo Jdnico arco (4,4). Entio S0ix.jx) = §44,4)
e Fazer 54,4 = @ ¢ LY = @ &+ § = §,

Passo 3% Os gratos 67 ¢ O atualizados Ficams

o
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5545 aren mET 1aeR 600N aaea ere £R0S £a0s 6118 1008 $ARY CEEA 004 1300 b0t ersa eane 430 sioe 4ane enen Eren anen wers t0n e 405 avte 4beY St deve Bire 00sh weNe Seae auts Sube 1Re MaE

By oo M g em Areo S0, aroo G000

b G o
7 8 3
50 3
g 9 g
810 4
3 b 3 4 d &
G 8 & el ]
fe b 4 L9114 1
19-i2 i

G 8 i Li-i2 i

W meen MM muee W meam el e W mem SN meme WSS e M e R e W e Wt e S e MR e M
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ITERACHO 2.

Passo 4i: Escolhemos uma  componente fortemente
contenha pelo menos  um vwrtice obrigatdrio ¢  gque
alocangada por nenhum outro vdrtice obrigatdrio, por
componente formada sd pelo védrtice 9.

Passo 23 0 vdrtice obrigatdrio & k = &, O corte do
egstd Formado pelo dnico arco (3,5). Erbdo SCix, jr)
3. Fazer 83,8 = @ ¢ LI = § + 3 = 4,

Al

Passo 32 Os grafos 67 ¢ 0 atualizados Ficams
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ITTERAGARO 3,

Pasgso 4% Escolhemos uma componente  Forfemente  conexs gque
contenha pelo menos  um vértice obrigatdrio ¢ gue nfo  sejn
alocangada por nenhbum outro vértice obrigatdrio, por exemplo, a
componegnte Formada sd pelo vdrtice 5.

Passo 22 O védrtice obrigatdrio & k = 5, O corte do vértice &
eeatd Fformnado pelo dnico arco (4,3). Entio SCie, j) = §(4,38) =
we Fazger 01,3 = & ¢ LY = 4 + 2 = &,

s ¥ 29

Passo 3¢ 0s grafos 6 m)h atualizados Ficams

Fay ]
Lo

81,00

€000 wren eren wore

RGO 84,00

819 4
814 &
B3 8 e Gt bW
L) 4 L@-44 A
1942 i

i4-42 1
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ITERACHKO 4.
Passa

contenha pelo

alcangada por nenhum outro védrtice obrigatdrio,

componente formada

Passo 22 O vértice

gutd Tormado pelos

G277y, GLH,7Y 1

LI = & + # &

Passo 38 04 grafos

G

oo M

it Eacolhemos

METOE

LY S 5

MR componente fortemente LONEMa e

um vdrtice obrigatdrio & gue nRo seja

por exenplo, &

ad pelo vdrtice 7.

obrigatdrio & k 7 O corte do virtice 7

(2, 7Y & (5.7, Entlo S0i%,j®) min €

(2,7 = 2. Farer H502,7) § e BH,7) = 3 @

e O atualizados Ficams

Eesd
ERES

RGO BCiy g

- 2 k3

B 9 2

859 4
& 3 A Y &
i EC # G dd b
G b 4 1914 i
L1912 1
Vi 8 i Li-42 i

G 8 =l

G me - e e o - - —— - o
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ITERARAO 5.

Passo 13 Escolhemos uama  componente  fortemente conexsn  gque
contenha  pelo menos  um vértice obrigatdrio ¢ que n#io  seja
aleangada por nenhum outro vdriice obrigatdrio, por exemplo, @
conponente Fformada sd pelo vdrtice 7.

Passo 25 0 védrtice obrigatdrio ¢ k = 7, O corte do vdetice 7V
estd Formado pelos arcos (4,2) ¢ (B,7).  Entdo SCi%.j®) = win {
SC1,.2), BLE,7Y o= BOL,2) = 4. Fawger 04,2 = @ ¢ 5,7 = 2 e
i o= 8 + 4 = 9,

Passo 3t Os grafos G7 ¢ G atualizados Ficams
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196

Passo 12 Escolhemos uma  componente fortemente

contenha pelo menos um vérbtice abrigatdrio & que

aleangada por nenhum oubro vdrtice obrigatdrio,

componente Formada
Passo 28 O védrtice
estd FTormado pelos
(6,9, BB, 1 om
LI = 9 @ 3 om §4,

Passo 38 0w grafos

G’

@ oo margem

sd pelo vwdritice 9.

COnEHa

nAo

e

s da

poy exenplo,

obrigatdrio & k = ¢, O corte do vértice

arcos (6,9 & (8,9, Entfo SCix.jw)

GOB,9)Y = 2. Fazer $(8,9) = 0 ¢ §(6,9)

G & 6 atualizados Ficams
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=
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ITERAGAO 7.

Passo 1% Escolhemos uma componente fortemente conexs que
contenha  pelo menos um vdrtice obrigatdrio ¢ gue nflo seja
aleangada por nenhum outro vértice obrigatdrio, por exemplo, a
componente #mrmmd# s pelo védrtice 9.
Passa 2 O védrtice obrigatdrio & k = 9, O corte do védrtice 9
cstd Fformado pelos arcos (3,8, (H,8), (46,8), (6,9), & (7,8).
Entfio SCiv.j%) = min { 53,8, S5,8), 8(6,8), (6,9, B/, ) 3
HbH,9) = . Oun valores B5i,0), corrgspondentes aos arcos do
corte, nio se alteram. Fager LT = 44 + 9 = 41,

Passo 3= Os grafos 67 ¢ O atualizados Ficam?
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ITTERACAO 8.

Passo 1f Escolbemos uama  componente fortemente coneda gque
contenha  pelo  menos  um vértice obrigatdrio e gque nlo seja
alecangada por nenhum ontro vdrtice obrigatdrio, por exemplo, a
componente Formada sd pelo vdrtice 9.

Passo 2: O vdrtice obrigatdrio & k = ¢, O corte do vdrtice 9
estd Formado pelos arcos (3,8, (3.6, (4,63, (G,8), ¢ (7,8).
Entlo SCivajx) = min { SC3,8), S8,6), 84,60, S5, 8), S(7,8) 3
w GOH,8Y = 0. Faser BO3,8) = 4, 803,686 = 2, 8{4,6) = &, S{5,8)
= o e B(F,8) = 2 ¢ LT = 84 + 4 = §2,

W ¥

Passo 3% Os grafos 67 ¢ O atualizados ficams
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TTERACAO 9.

Passo 18 Escolbemos uama  componente  fortemente conexs  que
contenha  pelo menos um vértice obrigatdrio ¢ gue nlo seja
aloangada por nenhum outro vdrtice obrigatdeio, por exemplo, a
componente Formada sd pelo vdrtice $4.

Passo 22 0 vdrtice obrigatdrio & k = 44. O corte do védrtice 44
gstd  Formado pelos arcos (H,44), (9,44 e (4@,44). Entio
GCin, jw) = min € 848,440, 89,44, G144 3 = H04@,44) = .
Fager S48,44) = %9, 8(9,44) = 4 ¢ 840,44 = & ¢ LI = 42 + § =
13.

Passo 3 Os grafos 67 & 6 atualizados Ficams
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fo 4 i g @ L/ b 9 @
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719 3
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G- 9 ﬂ B b " @44 ﬁ
o @ 9 3 @ 1 b4 4
G 8 i f b 3 L34 Q0

i@-12 i

g0 o U



ITERARHO 10,

Passo 18 Escolhemos uma  componente fortemente conexsa  que
contenha  pelo menos  um vdrtice obrigatdrio & aue nlo seda
alocangada por nenhum outro vdrtice obrigatdrio, por exenplo, a
compongnte Formada sd pelo vdriice 14

Passo 22 O vértice obrigatdrio & k = 44, O corte do vdrtice 44
eatd Fformado pelos arcos (7,100, (8,40), (8,44 & (9,44). Entio
Glin.ju)y = min { (7,10, $2,4¢), 68,44y, H9,14) 2
G(7,40) = 3., Faxger 87,10 = @, G(8,49) = 1, 88,44 = 2 e
G940 = 4L e LT = 183 4+ 3 = 1é.

Passo 38 Os grafos 67 ¢ 6 atualizados Ficams

-
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Foe

S

o Mar gem ArCo SCi,d3 P GCi,d)

b 9 o

g 9 P G b & 8414 &

b Y @ R ] i Y14 i
Ve 8 4. G & 3 Lo-14 7]
L1@-32 i
Fi0 3 A & ? Li-i2 i

G- 8 P

B e mm e - - - - —— e e

................................................................



ITERAGAO 414.
Passo 1 Escolhemos uma componente fortemente conexa  que
contenha pelo menos um v&rtice obrigatdrio & gue nilo seja

ne

alecangada  por nenbum oubtro vdrtice obrigatdrio. Como nao
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existe renhums componente Fortemente conexa Com tais
caracter fsticas, FIM. O valor gque limita inferiormente o valor
da soluglo dtima corresponde d soma das margens de cada um  dos
arcos  do o grafo auxiliar 67 & representado pelo .valmr de LT
@ sneste caso, & igual a 16.

\ ¥

O grato 67, construido durante & utilizeacio do mndtodo Dual

Apacendente, pode ser observado na Piguara (D.2).

D.3 - HEURTSTICA DE WONG

Fara determinar o limite superior do intervalo, podemnos
utilizar a hew fstica de Wong., a qual, baseadsa no ndtodo Dual

Ascendente, permite encontrar uma solugio vidvel.

(4 UWUtilizar o wmdtodo Dual  Ascendente. (Consideremos o

resultado abtido no apéndice 0.2

(2) Considerando o grafo auxiliar 67, obtido no dpéndice C,
determinar o conjunto @ de todos os viertices aloangados pela
raiz (vdrtice )8
G o= {4, 2, 3, 4, S, 7, 8, 9, 10, 11 .

O vértices 6 e 12 nho sBo alcangados pela raiz.
(3 Construir uma arboresclncia geradora de peso mfnineo com  os
védrtices de @, considerando todos os arcos do grafo original &
entre vértices do conjunto @, utilizando o prdprio ndtodo Dual
fAscendente.

Assin, o grafo G2 a ser considerado & o representado  na
Figura (D.3) @, agora, todos os seus védrtices sio considerados

obrigatdrios.
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INICIALIZA0H0
Passo @3 (Consideremnos, inicialmente, no grafo G2, o valor
BCi,d) = Cli,Jd) associado a cada arco. Congideremos tambdm o

(-s I

grafo  auxiliar 37 com todos os vdrtices do gratfo G2 mas  sen
nenbum arco. Aasin, temos s seguinte composicho de arcos nos

grafos GBR e G4

57 (33
RGO WA gEm Arco 801,000 Areo SCi,.0)

L P

B350 4

4.4 &

Hedd b

1944 i

B o S o e s - - o - e e S w3

Inicialmente, LI = @.

ITTERAGHRO 4.

Passo 42 Escolhemos uma componente fortemente conexa  que
contenha pelo mnenos  um védrtice obrigatdrio & gue nfllo seja
aloangada por nenhum outro vértice obrigatdrio, por exemplo, =a
componente formada sd pelo vdrtice 2.

Passo 25 O vértice obrigatdrio & k = 2. O corte do vdrtice 2
estd Fformado pelo dnico arco (4,2). Epbiio SCin, jx)y = H(4,2) =

i a Faser $04,2) = @ ¢ LI = @ 4 4 = 4.,
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Passo 35 O¢ grafos 67 e G2 atualizados Ficam:

3 GG
Arco mar gemn oo G¢i,d2

...............................................................

819

RSN

TRl

1@-14

e m e e e W e W m M - . — - - " ——- - W - e

LITERALAO 2.

Passo 4= Escolhemos uma  componente fortemente
contenha pelo menos  um vdrtice obrigatdrio ¢ que
aleangada por nenhum outro vdrtice obrigatdrio, por

componente formada sd pelo vériice 3.

CONnEMa

B Co BOi,4)

L e

nio  seja

suemp Lo,

Passo 2% 0 vdrtice obrigatdrio & k = 3, O corte do vwértice

estd Formado pelo dnico arco (4,.3). Entdo SCix.jx)

e Famer 845,33 = @ ¢ LT = § + 2 = 3,

wo 0L, 3

w0

3
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Passo 32 Os grafos G ¢ 62 atusnlizados ficams

{3z
X
i
S
d
L 2 i i & @ VSR
g 3 s foe 3 @ I 4
4
L 4 i Po8-19
@ 7 & R 55
K R 3 A S
3 8 2 Po4o-id
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ITTERAGAO 3.

colhemos uma  componente fortemente

Passo 4%
vontenha pelo menos um vdrtice obrigatdrio ¢ que
aleangada por nenhum outro vdrtice obrigatdrio, por

omponente Formada sd pelo vdrtice 4.

CONEHR

e

nlo sejn

sreempr 1oy,

Passo 2 0 vidrtice obrigatdrio & & = 4, O corte do vdriice

watd Formado pelo dnico arco (4,4). Entéo HCi%.jn)

i. Fazer S05,4) = § ¢ LI = 3 4+ 4 = 4,

GCi.4)

23

!

an
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Passo 32 Os grafos 67 ¢ G2 atuslizados Ficamd

-
B

a7

b

PR o nmargam QAo 8

F19
810

814

R

e
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LTERACAO 4.

Passog 12 EBEscolhemos uma componente fortemente
contenha pelo menos  um vdrtice obrigatdrio ¢ que
aleangada por nenbum outro vdrtice obrigatdrio, por
componente Formada sd pelo védrtice .

Passo 2= 0 védrtice obrigatdrio & k = 9, O corte do
estd Formadoe pelo dnico arco (3,9 . Entdo SCix, j®)

HBe  Fawer 8,5 = @ e LI = 4 + 3 = 7,

COnEHa e

nHo  seja

gxenplo,

vidrt ice

O30

@
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Passo 32 Os grafos 67 ¢ G2 atualizados Ficam:?
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10-114 1

ot UV UV VO U U UV S &

ETERAGHO 5.

Passo 12 Escolhemos uma  componente  fortemente  coneda gue
contenha  pelo menos  um vdrtice obrigatdrio & que nfo  seja
alecangada por nenhum outro vdrtice obrigatdrio, por exemplo, a
componente Formada sd pelo védrtice 7.

Passo 28 O vdrtice obrigatdrio & k = 7, O corte do védrtice 7
eetd formado pelos arcos (2,70 & (5,7, Entlo SCin.j®) = min {
GCR.7), BOE7Y 3o B(RFY = B Faxer S8(2,7) = @, 8(5,7) = 3 g

(O A A
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Passo 32 0s grafos 67 & 62 atualizados Ficams
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LTERACGAO 6.

PFasso 4is Eﬁcmlhwmqﬁ umia componente  fortemente Cconexn que
contenha pelo mnenos  um védrtice obrigatdrio ¢ gque nlo seja
alecangada por nenbum outro védrtice obrigatdrio, por exemplo, a
componente Fformada sd pelo védrtice 8.

Passo 25 O védrtice obrigatdrio ¢ k = 8, O corte do vértice 8
gatd Fformado pelos arcos (3,8), (5,8 & (7,8). Entflo SCie,jx)

min € 543,82, HAG, 8y, BLZ,8) 3 o= BEB8) = 4., Fazer S(3,8)

by GCELE) = @, B(7,8) = 2 ¢ LY = 9 ¢+ & = 10,
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Passo 3: 0Os grafos 67 ¢ 62 atualizados Ficamd

iz
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G189 4

844 &
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TTERACHKG 7.

Passo 43 Escolhemos uma componente fortemente conexs  que
contenha pelo menos  um vértice obrigatdrio ¢ gque nlo  seja
aleangada por nenhum outro vértice obrigatdrio, por edemplo, =&
componente formada sd pelo védrtice 9.

Passo 23 O védrtice obrigatdrio & k = 9, O corte do védrtice 9
estd Formado sd pelo arco (8,9). Entio SCie,jr) = S(H,9) = &,

Faser S8,9) = @ ¢ LT = 40 + 2 = {2,



Passo 3f O grafos 6 ¢ G2 atualizados Ficams

{3
RGO WCO G{i .00 areon 01,002

i 2 i g R & 710 3
e Q@ 9
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B o oo o e . - - — - - -

ITERAGCAD 8.

Passo 42 Eescolbhemos uama  componente fortemente  conesda  que
contenha  pelo menos  um vértice obrigatdrio ¢ que nlo seja
alcangada por nenhum outro védrtice obrigatdrio, por exemplo, a
componente Fformada sd pelo vdrtice 10.

Passo 22 O vdrtice obrigatdrio & k = 40. 0 corte do vdrtice 19
ﬁﬁtﬁifmrmmdm pelos arcos (7,49) & (8,10, Entdo SCix.j%) = min
C 8(7,10), 848,49 3 = 87, 40) = 3. Farer (7,10 = @, G(8,1d)

Loe LE = 42 4 3 = 15,
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Passo 3% Os grafos 67 & 682 atualizados Ficamd
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LTERALAO 9.

Passo 12 Escolhemos uma  componente fortemente coneda gue
contenha pelo menos um vdrtice obrigatdrio ¢ gue nlRo  seja
alecangada por nenhum outro vdrtice obrigatdrio, por exemplo, @
componente Formada sd pelo vdrtice 11,

Passo 22 O vdrtice obrigatdrio & k = 44. O corte do vdrtice 44
geatd  formado pelos arcos (iE}yii)r (9,43 & (i@,14). Entio
Gliw, gy = min £ S¢8,44), 69,14y, S0, 14 ¥ = 1O, 14y = 1.
Famer S8,440) = &, G914 = &, 841,44 = & ¢ LI = 1§ + 1§

16
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Passo 32 0Os grafos 67 ¢ 62 atualizados Ficams
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TTERAGAO 410.

Passo 43 colhemos  uma componente  fortemente Conexa  que
contenha  pelo menos um vdrtice obrigatdrio ¢ gue n#o seja
alecangada  por  nenhum outro vértice obrigatdrio. Comg  nio
s inte, FIM. 0 walor de LI corresponde ao valor da  soluglo
aprodimada ¢ pode ser abilizado como limite superior. O grafto
G”, gerado durante esta segunda utilizacio do mdtodo Dual
Ascendente, contdm a arborescdneia associada ao peso LI, Neste

caso  particular, o grato 67 & tal arborescéncia, e pode  ser

observado na Figura (D.4).
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Dad - NOUA HEURTSTICA

Passo 1% arborescéneia geradoras inicial.

~
¥ e —
-~

........................

i/ PEGO = 19

Fig. D% ~ frborescneia inicial.



Led

Foata arborescéngia inicial tem um

subarboresc®ncia de Steiner igual a 1%. (P

8

K4

19

14

18

vdrtice

o8 PP A COs Fiu

) i ¢ h, ) 3
f § Ry 7 3
2 5 ¢ 7, B 2
4 § ¢ 8, 9 2
5 i ¢ 9,04 §
5 3 Cid, i) o
S ¢ 8,10) @
4 7 ¢ iy B i
8 7 ¢ 3, 5 i
19 £ ¢ 3, & @
a9 ¢4, 4) §

14 14

PESO = 49

Passo 22 Procurar uam arco oun lista de arco.

Passo 2.0:
testado, que
Pagsso 22.8:
testado, que
Passno 2.0:
testado, que

oo (R,8)H

Escolher um arco iniciado no
ndo esteja na arborescénoia
Facolher um arco iniciado no
nAo esteja na arborescénoiaa
Fscolher um arco iniciado no
nAao esteda na arborescéneia

O awrco @ ser  substituido,

positive. Pela expressfo (111,40 temos

ALTER = Q03,8 ~ O + G + C6 = 2

frevui associado

enn total

O

INTICTO

vt ioe

4

Nio ediste.

vdrtice R

Nito existe.

vdrt ice

(7,83,

&+ 3

*#
[?

3

tem

87 a)

j-ﬂ

Pradra

PArs

Ppara

&

G

HEF

pitod

Fluxo



O arco (2.8 permite melhorar o peso da arborescéncia.
Passo 9% Atualizar a arboresclneia geradora.
Fntra o arco (3,8 ¢ sai o arco (7.8, A nova arboresc@ncia

Fica aseind

vdrtice S PP Ao Fluo

i1 @ i ¢ 4, &) 1
s A i {2y 7) 1
3 P i { 3. &) P
4 i i ¢ 8, ) i
¥ i 3 { 9,41 1
& | Y 3 (a4, 48 @
7 3 i ¢ 8,10 ]
@ 4 3 {4, 3 3
& & 3 ¢ 3, ) i
10 L8 £ ¢ 3, &) 7]

14 id K4 { 4, 4 i

PEGO = 148

Pasgo 22 Procurar uam arco oun lista de arco.  INICIO = 3.
Passo 2.08 Fscolher um arco iniciado no vwdrtice 3 para  ser
testadao, gue nlo esteja na arborescénecia. No existe.
Passo 2.0 Escolbher um arco iniciado no vértice 4 para  ser
testado, gue nlo esteja na arborescéncin.
farco (4,438

ALTER = C{4,8) « C8HAY + OCBIY + Q0 = 4§ ~ § ¢ & 4+ @ = L,

O arco (4,6 nYao & bow e ALTER -~ QO = 4 » @,



L2

NBo tem outro arco iniciado no vértice 4.
Passo 2.908  Escolher um arco infciado no vdrtice 5
testado, gue ndo estein na arborescénoia.
Arco (G, 70

SLTER = Q8,7 « CGOFY + Q8L + G = H - 3 + ¢ +
O arco (5,7) ndo & bom e ALTER - QG = 2 3 9.
froo (S8

ALTER = C(H,8) - G888 + CHI)Y +« Q0 = 4 - 4 + 2 +
ITncluier o arco (5,8) enm substituwicio do arcoe (3.8).

Passo 32 Atualizar & arborescdneia geradora.

PR i

e

Entra o arco (8,8 & sal o0 arrco (3,8). A nova  arborescéncia

ficn assimd

wifrtice o PP Aroos Flumo

4139 9208 0010 enis 0308 eees ceve Surs seve musn mars MR S1EE H1Ce bebe ¥haP suee BEER SHIE B4G 048 B0NS Brre wieh wrss sies wese hue pub

3 & i ¢ %, & P
4 i i 8, 9 b
4] b i ( 9,401 1
& ¥ a3 (L8480 &
7 3 i ( 8,14 @
£ & o ( 4, B 3
K4 8 i ¢ 3, W 3
10 19 & ( 3, &) @
A4 13 y ( 1, 4 i
12 14 1

....................................................................................................................................................................

PESO = 47



Passo 28 Pro

Passo 2.0:

testado, que

Arco (5,74

AL TER G

QO arco (5,.7)

NiRo tem outr

Passo 2Z.0:

testado, gue

firco (&, 80

AL TER G

O arco (6,8

farco (H,9)4

ALTER G

Mas, comno Al

t,-t

vidrtice 6
I

Pasgsp 2.3.18

Passo

Passo 2.3.34

189

curar um aroe oun Tista de arco.

Focolbher uam arco

nfo estejs na sarborescénoia.,

(5,7 GOy + CBEY + Q0 = §

4

n“ao & bom Al TER Ce o= 2

@

ooarco iniciado no vdrtice 5.

Fscolher um arco iniciado

ndo esteds na arborescéncia.

(oD

L) + G + GO

e
.

nio & bom & ALTER GG 4 - 3

(6,9 - Q8P + CEOS + GO = 2

TER 1 M = 4 @, &

ol o il podenos

O arco (6,9 & incluido na lisbas

LIGTH = { (&4,9) 3

GCih,9) L8P + CHOS) = 2 - 8 &
i ({3 [
Tow Yo CHE) = CHE) = =4 + 5 - 2

PFrocurar am arca (2,4,

INTCTO

iniciado no vdrtice %

no vértice

Lo

'\:-:j ”"

Pragra

&

para

”y

oo

do segmento

P

> @

gque nfo Fforme ciclo,

gque o Fluxo do segmento do vdrtice v sejn positivo.

frco  (&H,801
pertence ao
Q CCaH,8) +
Passo 2.3.4¢

Passo 2.3.3:%

exinte 0 arco (6,9 na lista tal

segmento do vdrtice 9 e, portanto,

CHEPY -~ CHE) L. 9 o 8

d > 9.
Mael )

NRo tem mais arco PRE®

"o
o

que Q vt ice

&

ha

o 2

e

ser

do

iniciar a formacgRo de uma lista Tipo

tal

8
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Passo 2.3.58 w = 3, GComo w = PPOSY, n¥o ¢ posslvel continuar
com a formagRo desta Tista.
Passo 2.9 Escolbher um arco iniciado no vdrtice 7 para ser
testado, gue nflo esteja na arborescéncia.
farco (7,84
ALTER = {7, 8 ~ Q8 + CHESYy + GO = 3 ~ & + % + 9 = 2,
O arco (7,8 nflo & bom & ALTER -~ CC = 2 > 9.
Aarco (7,i9) (o Fluxo do segmento do vdrtice 10 & zerodt
ALTER = COZ,49) - GCOL0Y + C88Y + CC = 3 «~ 40 + & + @ = 4,
Incluiv o arco (7,40 em substituicio do arco (8,41¢).
Passn 3% Atualizar a arborescdneis geradora.
Entra o arco (7,19) ¢ sai o arco (8,10). A nova arborescéncia

Fica assimt

vidrtice o8 P nreos £l

2 § 4 (2, 7 g
5 By ¢ 5, ) 2
4 ] ¢ 8, 9 2
':.a W ¢ 9, 14) 1
& 5o (14 ,42) o
7 3 g (7,400 @
& 6 u ¢ hy @ 3
9 g o ¢ B, 5 5

50 6 v ¢ 3, &) 0

L4 i3 4 ( 1, 4 i

PESGO = 47
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Passo 2% Procursee um arco ou lista de arco. INICIG = 7,
Passe 2.0 Escolbher um arco iniciade no vdrtice 7 para  ser
testado, gue nlo esteda na arborescéncia.
Moo (F,H)8
ALTER = COZ 8 ~ GO + CHEY 4+ 00 = 3 - & + & + ¢ = 2,
QO mrumliyyﬂ) n"ao & bom g ALTER -~ CC = 2 » 8.
NEo tem outro arco iniciado no vdrtice 7.
Passo 2.0 Escolher um arco iniciado no vdritice 8 para  ser
testado, gue nfio esteda na arborescénoia.
frco (8,104
ALTER = C{8,4¢) ~ CHOLYY + CBF) + 00 = 4 « & + 3F + @ = 4,
O arco (8,410) ndo & bowm ¢ ALTER ~ CC = 4 > 9.
frco (8,440
ALTER = C8,41) ~ CHLLY + C8YY + CC = & - 43 + 8 + ¢ = 4,
0 arco (8,14) nflo & bom e ALTER - CC = 4 > 0.
Passo 2.02 Facolher um arco iniciadeo no vértice 9 para  ser
testado, gue ndo estedJa na arborescéneia.  NRo existe.
Passo 2.0% Escolher um arco iniciado no vdrtice 10 para ser
testado, gque nio esteda na arborescénoia.  Nio existe.
Arco (1é,414:
ALTER = (4@,414) —~ Q844 + 089 + GO = & - 43 + 8 + F = 4§,
Incluir o arco (19,14 em substituigho do arco (9,14).
Passo 35 Atualizar a arborescncia geradora.
Entra o arco (1@,44) ¢ sai o arco (9,14). A nova arborescénoia

fica assimd
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PESO = 16
Passo 2.9 Todos os testes feitos a partir de agora, na
tentativa de melhorar o peso da arborescéneia, nflo permitiriio
determinar  novos  arcos  oun listas Tipos T ouw LT para serem
incluidos.
Passo 2.9% Tentar determinar ama lista Tipa 11. Nio existe
nenhum védrtice optative que seja inicio de algum Fragmento de
Fluso positivo. FIM.
HHEHHHUHHHE

A solugio aprodimada para o problema de Steiner, que

neste caso coincide com o soluelo dtima, pode ser observada na

Figura (D.4),



