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Mo presente trabalho desenvolvemos um método heurfstico
para resalver o problema de Steinegr num grato direcionado.
Para isto, consideramos o problema de Steiner como  sendo  um
problema de arboresc®neia geradora e de Fluxo com custos Fixos.
Considerando LT definigfo particular de peso cle LimE
arborescéneia,  Formulamos o problems cono sendo um problema de
arborescéneia  geradora de peso minimo, ouda soluglo contdm  a
asolugio para o problema de Steiner.

O médtodo hewfstico, desenvolvido para resolver este
problema, foi implementado, em FORTRAN IV, en duns verstest na
primeira considera-se qualauer wrborescdneia geradora inicial e
na  segunda utiliza-se umik arborescdneia  geradora obtida a
partir da  soluglo dada pela hewrfstica de Richard T.  Wong,

#

tambdm implemetada. O método hewr fatico mostrouw-se senslivel
arboresclneia geradora inicial tanto no tempo empregado Como na
solugio obtida. 08 resultados obtidos Fforam considerados maito

bons, especialmente pelas perspect ivas Gpuae e i sl em de e

melhoarar ainda mais o desempenho do método.
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CONTRIBUTION TO SOLVE THE STEINER PROBLEM IN A DIRECTED GRAPH:

s HEURISTIC METHOD

Ouscar Ivdn Palma Pacheco

June, 1985

Chairmané Nelson Maculan Filho

Department i System Engineering and Computation

In this work we develop an heuwristic method to solve the
Steiner problem in & directed graph. To do this, the Steiner
problem is considered as a spanning arbmrﬁﬁménce Flow problem
with Fixed costes. Considering a proper definition of weight of
an  arborescence, the problem  is  Forsalated ws a minimal
spanning arborescence  problem  whose solution provides A
selution for the Steiner problem.

The heuwristic method, developed for solve this problem,
has been implemented, in FORTRAN IV, in two versionst the first
considers any initial spanning arborescence and the second uses
#  spanning  arborescence provided by the Wong's hewristic
method, also implemented. The heuwristic method i sensitive to
the initial spanning arborescence  as well in relation to
processing time as to the value of the aproximated soluation.
The results  were judged as goad, specialy considering  obther

possible inprovements of the method.
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CAPETULO I

INTRODUCAD

No  infocio de 4984 retornava ao Pais, depois de  passar
dois anos no Canadd, o Dr. Nelson Maculan Filho, quem fora o
meu primgiro orientador no Progeann de Doutorado em Engenharia
de Sistemas ¢ Computagiho na COPPE/UFR.. Foi nesse momento gue
surgiua  a possibilidade de, arientado  novamente por  &le,
desenvolver algum método  que permitisse  obler solugdes

aproadimadas para o Problema de Steiner, num grafo direcionado,

en tempo compubacional aceitdvel.
Assim, om Maio de 1984, comegavam os primeiros testes
para determinar a  melhor forma de atacar o problema. Mo

infcio, =a iddia era dar continuidade ao trabalho desenvolvido

por Clauws e Maculan DED,  no sentido de desenvolver uama  boa
implenentagio do mdétodo simplex orientado para resolver,
gepecificanente, o problema de Steinegr num grafo divecionado,
trabalho  J4& iniciado para grafos de pequeno ¢ médfu porte  por
frpin, Maculan e Nguyen L21, aproveitando ao  sdxine  as
caracter faticas da  Formulagio proposta por eleed haixa

. varidveis limitadas por

densidade, diagonal de submaberisz

varidveis (“variable upper bound™). Em seguida, tenbtou-se Fazer



uma analogia com o problema de transportes com transhordo,  com
algumas  adaptagdes na escolha dos arcos para sempre passwe  de
uma base o outra melhor.

Finalmente, chegou-se R conlusio de  gue  era mais
conveniente tentar descubrir arcos,  ou grupo de arcos, que, de
acordo com as estruturas de arcos das arboresclnoias geradoras,
que cont®n subarborescdneias de Steiner, pudessem nos levar &
obtengRo de uma swrborescloia geradora de peso  menor. Fei
segundo esta orientacio gue desenvolvemos o presente trabalho.

No Capitulo I3, como uma introdugfo ao Problems de
Steiner, apresenta-se @2 sun definiglo original, noe plano
ecuclidiano, @ by HIE posterior adaptagho &m grafos,
especialmente num  grafo direcionadoe ag gqual s refere este
trabalho. Neste caso, apresentam-se comentdrios a respeito da
Titeratura e istente, Com mais detalhes nos trabalhos
considerados de maior importdncia.

No Capitulo Iir DR R e W} degsenvolvinento &

Justifticativas do mdtodo proposto ¢ no Capiftulo IV apresenta
A experiéncin computacional, Cujos resultados o am
sat isfatdrios.

Mo Capitulo V, considerando os resultados obtidos na
puperiéncia  computacional, e imaginando novas estruturas  de
arcos nas arborescénoias geradoras, apresentamos as  conlusbes
aldm de indicar onde & conveniente concentrar as pesquisas para

melhorar ainda mais este mdtodo.



CAPITULO II

¢ PROBLEMA DE STEINER

#.4 - 0 PROBLEMA DE STEINER NO PLANO EUCLIDIANO

O problems de Steiner & am problema geomdtrico jd antigo
g Foi definido, originalmente, sobre o plano euclidiano, no
gqual  alguns pontos predeterminados deviam conectar-se mediante
Tinhas  Formando  uma drvore de  comprimento minimo, aendo
pernitida  a intersesdo de linhas em gualguer ponto do plano.
Nesta drvore, o comprimento de cada uma das linhas & igual év
distdncia  euclidiana  entre os pontos extremos delas, & o0
pontos  de  interseeio, wtilizados para obter uma  drvore  deg
comprimento minimo, sio chamados de Pontos de Steiner.

Para trés pontos quaisquer, o problema de Steiner estd
resalvidao, sendo necessdrio um ponto de Steiner na drvore casao,
ne tridngulo formado pelos trds pontos, todos os Jngulos sedam
menores que 120 graus.  Se um fngulo for maior ou igual que 129

graug, entio nenhum ponto de Steiner ¢ ubilizado L8



.2 - O PROBLEMA DE STEINER NUM GRAFO

Do plano euclidiano passanos para uam grafo no qual, no
Tugar de pontos, existem vdrtices e entre alguns pares de
virt jces M istem arcos  com  pesos  arbitrdrios e RO
corresponden  H distdncia suclidiana. Alguns dﬂﬁ‘VéVtiﬂﬁﬁ o
grafo, chamados vdrtices obrigatdrios, devemn ser conectados,
ut ilizande wroos do grato, para formar uma  drvore de  peso
minimo. e  For necessdrio, pode ubtilizwe tambdm alguns  dos

vidrt ices optativos como sendo os védrtices de Steiner.

Lawler D81 acha  gue  este problema & mais Fdeoil  de
resolver Jd& gque, em principio, poderia ser resolvido por
simples  enumegragio. Lawler apresentsa dois  algoritmos pars
resolver o problema de Steiner num grato nio direcionandoy o
primeiro, resolve o problema de drvore geradora de peso sninino
Para conjuntos de  vdrtices formados valmﬂ 1 vidrtices
obrigatdrios aldm de, no mdsimo, n-2 vértices optativos, para
tadas as  possiveis combinagdes de vértices de 8Bteinery o
segundo, devido a Dreyfus e Wagner Lél, utiliza uma relagio de
recursividade no sentido de, se obtivermos drvores de Steiner
At imas  para subconjuntos com L2, eeerp-i védrtices, podemos
construir drvores de Steiner 6timas para subconjuntos com p
vdrtices.

OQutros autores tém  Formulado wmodelos de  programagio
inteira, com varidveis wsero-um, e tentado a susn  resolucio
utilizando métodos “branch-and-bound”  ou  decomposigio de
Benders.

tneja D11l formala o problema como sendo um problema  de
recobrimento &y para  contornar o problema derivado do

crescimento expongncial do n dmero de restri & G ¥ desenvoalve um
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procedimento  para gerar  as restrigdes, mantendo as  demais
restricies em  Forma  impllcita. Tamb dm desenvalveu L
procedimento  heuwrfstico para acelerar & convergdnoia. Oa
resultados obtidos nflo foram muito alentadores.

Hakimi L71 define o problema de Steingr num  gratfo,
relacionando-a  com algung problemas de recobrimnento em  grafos
&, Finalmente, apresenta um algoritmo pars encontrar uma drvore
de  Steiner com uma  topologia dada, Paran resolver este
problema, com este algoritmo, seria necessdrio considerar todas
as  topologias possivels, o gue daria um  enorme  trabalho.
Makimi L£Z1, assim como Dreygfuas ¢ Wagner Lél, sugere o emprego

de programagio dinfmica.

it I

#.3 - 0 PROBLEMA DE STEINER NUM GRAFQ DIRECIONADO

O problema  gue, em Jitima instdncia, serd o objetivo
deste trabalho, & o problema de Steiner num grafo direcionado.
Este problema  considerado mais geral que o problema de
Steiner num  grafeo nfo direcionado, J&  gue um  grafo  nio
direcionadag, meol i ant & a0 substituwielo de cada arco nao
direcionado por dois arcos direcionados de igual peso, pode ser
transformado num grafo direcionado Died. MNeste oaso, devemnos
considerar mais um elementol a raiz do grafo.

Definiglod Raizx do grafo 6 & um védrtice, do prderio
arafo, gue alcanga todos os demais.

Para afeitos deste trabalho, VRIMOE  SUPOr que #
determinagho do védrtice raiz do grafto ¢ parte da formulagio do
problema.

Relacionado Com o problems de  Steiner  num grafo



)

direcionado, @i st em dois trabalhos, desenvolvidos
recentemente, que merecem ser destacados? os trabalhos de Claus

¢ Maculan L83 e de Wong Liod.

2.8.1 — DEFINICAO DO PROBLEMA

Seda  G=(N,AY um grafo direcionado conexo onde N & o

#

conjunto de vdrtices ¢ & & o conjunto de arcos. Cada arco

-

(i, em A tem associado um peso £Ci,J) nfo negativo. 4]
conjunto N de wvédrtices estd dividido em dois subconjuntos
disjuntos V ¢ 8, sendo V o conjunto de vdrtices obrigatdrios e
8 o conjunto de vértices optativos ou de Steiner. SGeja r em
o vdrtive raiz do grafo.

O problema de Steiner, sobre um  grafo direcionado,
consiste em determinar uma arborescbneia de peso minimo, com
raiz oem r, na gqual r alcance todos os vdrtices obrigatdrios,
padendo ubtilizar os vértices optativos que Forem necessdrios

come sendo os pontos de Steiner.

Badad - FORMULARAO DE CLAUS E MACULAN

farmin Claus & Nelson Maculan  [S1 0 propfem uma  nova
FormulacRo  para o problema de Steiner num grafo direcionado,
™ o g " ' g 3 o . e “ " 11 are 0 o o g ¥ VR S
vigando A sus resolugiao mediante umn versao prinal do wmdtodo
simple. Para into, apresentaram  wum modelo de  programagio
1inear inteira, onde consideram o problema de Steiner como
sendo um problems de Fluxo de custo mining, nog gqual a raix

envia  uman unidade de Fluxo s cada um  dos demais vértices



obrigatdrios &, por sun ves, cada vdrtice obrigatdrio demanda
exatamnente uma unidade. O Fluxo gue passa atravds de cada arco
¢ controladeo individualmente para cada vértice obrigatdrio, ou
seja, A cada wrco & associadia umn Qariﬁv&l de Fluxo para cada
vdrtice obrigatdrio. Por edemplo, & varidvel XiJk representa o
Fluxe que  passa pelo arco (i,J0) & que estd enderegado  ao
védrtice obrigatdrio k.

Nesta formglaglo, Claus e Maculmn definem, para  cada
védrtice obrigatdrio ko em U=~0rd, um conjunto de restriebes de
balango, do Fluxo origntado para o vdrtice k, em cada um  dos
vidrtices do grafo. No vdrtice r, o diferenga entre o fluxo que
sal & o Fluxo gque chega deve ser jgual a L. No védrtice k, esta
diferenga deve ser  dgual a -1, Nos demais  vértices, =@
diferenga deve ser zero.

Por outro lado, em cada arco, o peso & fixo, ou seja, se
o arco ¢ utilizado, o peso dele na arboresc®neia independe da
gquant idade de Fluxo gue passs atravds dele.  Por este motivo, o
modelo atiliza varidveis zero-um, o que inplica na necessidade
de empregar mdtodos gue considerem este tipo de varidveis.

Ao controlarem o Fluxo em cadd arco, individualmente para
cada vdrtice obrigatdrio, estio garantindo gque, por cada arco,
enm diresiio a cada vértice obrigatdrio, passe um Fluxo de, no
mdscimo,  uma unidade. Sendo assim, as varidveis zero-um, que
controlam o uso ou nio de cada arco,  servem para limitar o
valor  do fluxe que pode passar, por cada arco,  em diresdo a
cada  vdrtice. Ou seja, se o valor da varihwvel  zero-um,
aswociada a um determinado arco, tiver o valor zero, significa
que o wrco nRo pode ser utilizado e, portanto, todos os fluaxos
gque  passen  por aguele arco,  em direclo a gqualguer vértice

obrigatdrio, deverio ser =ero. Caso contrdrio, se tal varidvel



tiver o valor um, o arco pode ser atilizado para  transportae
Fluxe enderesado a qualguer vdrtice obrigatdrio e, como o Ffluxo
que passa por cads arco,  para cada vdrtice obrigatdrio, & de,
no mAxino,  uma unidade, podemos limitar o fluxo pelo valor da
var idvel mero-um.

Mas, o objetive deles nlo era resolver este problema
diretamente, que aldm de ter variﬁvéiﬁ zero-um, o que i/
dificulta a sun resolugio, o tamanho da matriz de coeficientes
cresce miito rapidamente, impmdind& a resolugio de  problemas
grandes ., Por exemplo, para  um problema com 1909 arcos ¢ 5N
vidrt ices, dos  gquais apenas 40 obrigatdrios, gue podemos
congiderar como sendo um problemn pegueno, seria necessdrio
ubidlisare  uma mabtriz com mals de um milhio de elementos, dos
quais aprodinadanente 3600 sho di#@r&ntmﬁ e #ero.

Para resolver este problema, optaram pelo relasamento do

p2%ES

modelo, subst ituindo todas  as  restrigdes referentes
varidveis zero-um  por restricdbes de nRo negatividade. om
isto, eles conseguiram utilizar um mdtodo simplex paderio para
resolver problemas peguenos ¢ obtiveram resultados alentadores.
Ap esar de 2 matriz de coeficientes nlo  ser totalmente
ur i modualar, o] problemas resolvidos sempre apresent aram
solucdes inteiras.

E ooclaro gue, nesta formulaclo, ainda & possivel explorar
a  estrutura do problema e desenvolver um mdtodo  simplesx
apropriade  que considere, por edemplo, @ haixa densidade  da
matriz de coeficientes ¢ restrigies dultipm “varidvel  Timitada
por outra varidvel” (variable upper bound) 091, para tratar das
remtricgeﬁ dos Ffluxes gque, originalmente, estavam limitados
pelo  valor das varidveis zero-um, e que agora estfo limitados

poar var idveis cont fnuas. Uma alternativa seria ubtilizar comno
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hase ) trabalho de Ruy Campello D41, GLe trata do
desenvolvimento ¢ implementacio de um programa Para programnaglao
lTinear de mddio porte, o qual estd orientado para resolver
problemas  com  matriz de coeficientes de baixa densidade, e
incorporar nele @ possibilidade de considerar var idveis

limitadas por outras varidveis.

2aB3.3 - METODO DUAL ABCENDENTE K HEURESTICA DE WONG

Richard T. Wong Li91 apresenta um  wmdtodo para  obter
Timites inferiores para o valor da solugio dtima do problema de
Steiner num  grafo direcionado e, @ partir das informasbes
geradas  por este mdtodo, determinwe, heuristicamente, uma
soluglo  aproximada para o problema. O mtodo Dual Ascendente
gera um grafo auxiliar 67 o qual serd foraado por Y
subconjunto dos arcos do grafo original.

Definiglol Corte de um vértice k qualguer & o conjunto de
arcos  oujos  membros (0 .J) satizfazem (4 (i,d) pertence ao
grafo originaly <2y (i,J) nio pertence ao grafo auiliaryg (3)
alecanga o védrtice k no grafo auxiliar ¢ i nfo alcanga o vértice
k no grafo auxiliar.

Basicamente, o Mdtodo Dual aAscendente pode ser  resumido

no algoritng descrito a seguir. (Yeja exenplo no Apéndice D.2)

ALGORITHO DUAL ASCENDENTE

Passo o Fazer 800,00 = G0, J) para todo arco (0,00 Formar
grafto auxiliar G7 = (N,AYY com AT = @, Fazer LI = Q.

Passo if $Selecionar, em 67, uma componente fortemente conexa,

gque  contenha algum vdriice obrigatdrio, & que nRo seja

[
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alecangada por nenhum vértice obrigatdrio nem pela raiz. Se tal

conponente nilo existe, fim, & o valor de LT & o limite inferior

para o valor da mmluqﬁm dtima do problems de Bteiner.

Passo 2% Selecionar um védrtice k, obrigatdrio, na componente.

Beda BOiw, jrwd) = min{8i,j21{i,J) pertence a0 corte de k3. Fager

LI o= LT o+ Glin, jwdy, Para cada arco (i, no corte de k, fazer

GCipjd = 8Cidd) — Hiw, jx),

Passo 3% Atualizar o grafo auxiliar incluindo o arco (i®, j®),

Retornar an passo 1. HBHHEE

O mdtodo dual ascendente nos dd oum limite inferior para o
valor da  soluelo dtima do problems de Steiner. Wong  tambdém
descreve a seguinte hewrfstica para encontrar  uma  suluglo
aproximada para o problema de Steiner.

(L) Utilimar o Método Dual Ascendente.

(&) ﬂpnmidmrar o grafo auxiliar 67 ao tdrmino do  Mdtoado Duanl
Ascendente o determinar o conjunto @ de todos os  vértices
alcangados pela raiz.

(3 Construir uma arborescéncia geradora de peso minimo com os
vidrt ices do  conjunto @, ¢ com todos os  arcos do grafo
ariginal entre vé?timwm do conjunto &, Para isto, utilizar
o prderio Método Dual Ascendente, o gual, neste oaso,
permite obter uma solugio dtima.

¢4) Finalmente, da arborescicia geradora, eliminar todas as
Ffolhas correspondentes o vedrtices optativos, € 0% arcos
incidentes = eles, atd que as Folhas sejam todas védrtices
obrigatdrios.

O procedimento  agui descrito permite determinar  uma

arboresclnecia  de Steiner gue ¢ uma solugio aprodimada para o

problema de Steiner num grafo direcionado. (Veja exenplo no

Apéndice DL
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CAPITULO III

UMA NOVA HEURTSTICA PARA O PROBLEMA DE STEINER

B.4 - INTRODUGHO

fAssin como o problema de Steiner pode ser foramulado comno
um  problema de Fluxo, onde os custos (pesos) sho Fisos, ele
tambdn  pode  ser observado como um problems  de arboresclneia
geradora  para um determinado cuﬁjuntm de vértices Fformado por
todos oz vdrtices obrigatdrios e, noraalmente, Prone L
subconjunto dos védrtices mptativmﬁur e foswe possivel
determinar o conjunto de védrtices da soluglo dtima do problema
de  Steiner, seria relativamente fdcil obter a  solugio dele
ut ilizando algum  algoritmo especifico pars contruiv LR
arborescbneia  geradora. 0 método proposto neste trabalho
basdia-se nestas duas orientagdest Fluxo com custos Fixos e
arborescéneia geradora.

Como o problema de Steiner num grato ndo direcionado &
NP-Hard, Wong D191 conclui gque o problema de Steiner num grafo
direcionado tambdm &  NP-Hard, motive pelo gual  achamos
conveniente desenvolver o mdtodo hewrstico descrito neste

capftulo.



3.2 - 0 PROBLEMA DE STEINER COMO UM PROBLEMA DE ARBORESCENCIA

GERADORA E FLUXO COM CUSTOS8 FIX0S

A solueBo Stima para o problema de  Steiner sErd,
invariavelmente, uma arborescdneia de peso minimo na gqual todas
as  Folhas correspondam a vértices obrigatdrios. Para efeitos
deste trabalho, ut i lizaremos R seguinte definigio de
arborescdneia de Steiner.

DefinigRol SBubarborescénoia e HBteiner, num  grafo
direcionado 6, & toda arborescénoin geradora T=(Nt,Aat)Y tal que
Nt o N, Ve Nt eat ¢f, cujas folhas sRo todas vdrtices
abrigatdrios.

Proposigio 4% Toda arborescénecia geradora Tg contdm  uma
dnica subarborescéncia de Steiner. HHHEHE

Observagio! Como @ raizx envia uma unidade de Fluxo para
cada vértice obrigatdrio, e como cada vértice obrigatdrio
absorve exatamente uma unidade de Fluxo, podemos concluir gque o
Fluso que passa atravds de am arco gualguer, numa arborescnoia
geradora  Tg, & igual ao ndmero de vdrtices obrigatdrios que
alcanga.

Definiglos Fli,j) representa o Fluxo gue passa atravds do
arco (iydda

Proposiclo 2% Numa arborgsscéncoia geradora Ty, todos os
arcos  da subarborescéncin de Steiner tém Fluxo positivo ¢ o0s
restantes, se bhouver, tem Flude zero. HEHHEE

Como temos gue encontrar uama arborescéneia de Steinegr de
‘p@ﬁm mininog, podenos  resolver o probliema  procurando  uma
arborescéncian  geradora  gque contenba uma  subarborescéneia de
Steiner de peso minimo. Como, por  outro  lado, nLma

arborescéncia geradora, somente os arcos da subarbore seéncia de



Steiner tem Fluxo positivo, podemos tentar resolver o problema
procurando uma arborescdncia geradora de peso mfnimo,  onde sfo
congiderados apenas o8 pesos dos arcos com Fluxo positivo.

Definiglor ¢ peso de uma arborescéneia geradora Ty
igual ao peso da subarborescénecia de Steiner contida nela, ou
wejn, & dgual H  soma dos pesos dos arcos  que  tém Fluxo
positivoa.

Eeta Jdltima definiglo baseia-se no fato de estarmos
RPENAG interessados nos arﬂﬁﬁ g alcangam virtices
obrigatdrios.

Asain, podemos Lentar resolver o problema de Steiner
procurando uma arboresc®neia geradora de peso minimo, de acordo
Con # definigio de peso dada anteriormente.

Proposicio 34 Considerando un grato direcionado 6, a
subarborgscéneia de Steiner contida numa arboresc@ncia geradora
de peso nining & uma soluelo Stima para o problema de Steiner.

Demonstraglot 8Seda r o vdrtice raiz do grato G. Seja Ts
uma  soluclo dtima para o problema de Steiner. EntBo Te & uma
arborescéncia de Hteiner e, portanto, contdm todos os vértices
obrigatdrios e, possivelmente, alguns vértices optativos. Como
oo oalecanga  todo vdrtice | oem N, s imnbem arcos em A que, s
acrescentados & arborescéneia de Steiner, permitem transformd-
Ta  numa arborescéncia geradora do grafo 6. Como  tambdm, ao
incluir  os arcos, sd slBo incorporados vdrtices optativos, o
peso da arborescéneia geradora € o mesmo que o da arborescénoia
de Steiner Te, Jd que os arcos incluidos sd arcangam vértices
optativos @, portanto, tém Fluxo zero. Ao incrementarmos a
arborescéncian  de  Steiner, da forms descrita anteriormente,
eatamos aobtendo uma arborescéncia  geradora  na qual 23

arboreschbneia de Steiner Tes & uma subarborescéneia. Por outro



lado, @& de uama arborescéncia geradora  retiramos todas  as
Folhas correspondentes a védrtices optativos, € os respectivos
arcos incidentes o eles, estaremos gerando uama arborescéncia de
Steiner om0 BEsSNe  peso  gque & arborescdncia geradora.
Portanto, a arboresclneia geradora de peso mining, ou seja, de
peasd igual ao da arboresclncia Te, contdm uma subasrboresclneia
de Steingr de peso minimo, 8 qual resolve o problema. HEEHE

Proposigio H] Numa  arborescdncia  geradora, o fluxo
associado a um arco incidente @ ﬁm védrtice x é igual Rk soma dos
Fluxos amﬁamiadéﬁ acs arcos iniciados no vdrtice s, e x for um
vidrtice optativo, ou & igual R mesma soma, acrescida de  ama
unidade, se o For um vértice obrigatdrio. 8####

Observando os  Fluxos dos  arcos, numa  arboresclncia
geradoara, verifica-se que existem caminhos de arcos de  igunl
Fluxo. Entfo, baseados neste fato, podemos Fragmentar  uma
arborescéncia geradora.

Definiglos Fragmento de uma arborescéncia geradora & todo
caminho de arcos de igual Fluxo, tal gque os arcos anteriores e
posteriores ao caminho tem fluxo diferente ao dele.

Desta  Fforma, F?ma clara a distribuicio dos arcos pelos
diversos fragmentos. No  gque diz respeito aos vdrtices,
ut ilizaremos & seguinte definigio.

Observagiod Um  védrtice gqualauer, numa arborescéncia
geradora, pertence a0 mesno Fragmento que o arco incidente =a
ele.

Eata observaclo descarta a possibilidade de um vdrtice,
Ao gual  chega um fluxo positiveo, pertencer @ mais de  um
Fragmento, como seria o caso dos vértices inicial ¢ final dos
fFragmentos.

Na figura (111.4) temos uma arborescéncia onde os valores
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Proposiglo %S¢ Todo arco de uma arborescéncia  geradora,

pelo qual esteda passando um Fluxe positiveo, pertence @ um

dnico Fragmento.

PDemonstraglos  Por

cmntrmdicﬁm, SUPONHAanOSE que um arco,



ié

pelo gqual passa uam Fluxo positivo, pertenga a8 dois fragmentos.
Entfo, os  fragmentos aos guais o arco pertence tem 0 mesmno
Fluxo. Seja (i,0) tal arco. EBExistem duas possibilidadess

a) existem dois arcos de igual Ffluxo, cada uam deles  incidente
ao védrtice i, o gual contradiz a detfinigiio de arborescénciang e
)y existem dois arcos, ambos com o mesmo Fluxo positivo do arco
Cigddy waindo do védrtice J, © que contradiz a definiglo de
Fluxo.

Portanto, um arco com fluxo positivo nlo pode pertencer,
simultaneamente, a mais de um Fragmento. HEHHEH

O arcos  com Fluxdo zero podem pertencer a mais  de  um
fragmento jd gue do sew vdriice Final podem nascer vArios arcos
de igual Fluxo z2ero.

Definiglo! Segmento de um védrtice v gualguer, numa
arborescéneia geradora, & o caminho, nfo vaxio, de arcos, que
comesan no infeio do Fragmento, ao gqual v pertence, ¢ termina no
vidrtice v

Na Figura (111,40, encontramos o8 seguintes segmentoss

do védrtice 44 nio tem,

do védrtice 2% 4 ~ 2,

do vértice 38 4 - 2 -~ 3,

do vértice 4% 3 ~ 4,

do vdrtice B8 § - 2 - 3 - 5§,
do védrtice &8 3 ~ 4 ~ &,

do védrtice 78 & -~ 4 ~ 7,

do vdrtice 88 % ~ 8,

do védrtice 98 5 -~ 9.

Definiglo: PP(v) & o védrtice inicial do segmento de v,
para todo v em N, v # r. Para @ raiz, PPOr) = ¢,

Definigior: OC8(v) & o peso acumulado desde o raiz r oatd o
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virtice v, independente da existéncia ou nio de Fluxo.

Desta forma, o peso 08Gr), acumulado atd a raiz, ¢ igual
a wero (C8r) = ).

Na figura (I11.4), os valores de PP ¢ C8, parsa cada um

dos vidrtices, sfo os seguintess

3

PROL) i, LHLY = 9,
PRO2Y = 4, OBy = @,

PRCE

#

iy CHBY = 16,
PRO4Y = 3, CHO4) = 43,

PPOS) w4, CHS) = 14,

3

PRCSY = 3, C8BLEHY = 14,
PPLZY = 3, CBLY)Y = 10,

PRy = G, C88) = 13,

A

PPI9Y = 5, CE(P)Y = 17,

Definigior O peso de  um caminho de arcos  H-y, Tuna
arborescéneia  geradora, igual h soma dos pesos  dos  Arcos
compreendidos entre os vdrtices » ¢ Y, e correspondsg ao val&r
da expressio

64y) - CHd .,

Proposigio &8 O peso do segeento de  um vdrtice

.

gqualguer, numa arb orescéneia geradora, ¢ i gund o osoma dos Pres e

&

-
o
~

dos arcos compreendidos entre os vértices PP @
corresponde ao valor da edpressio
CHOxY = CHOPP Y)Y, HHHHE
Por exemplo, de acordo com & Ffigura (II1.1), os pesos dos

segmentos dos védrtices sfo os seguintest

para o vdrtice L8 CHLY - CH4)Y = @ ~ @ = @,

para o vértice 28 CHEY - OH4)Y = § - @ = 3,

para o vértice 38 CHE)Y ~ CHALY = 10 -~ @ = 1@,

para o vértice 4% 084 ~ CHEAY = 42 - 10 = 2,



8

para o védrtice 98 CHEE)Y -~ CHOLY = 44 ~ @ = 44,
para o védrtice &4 C8A)Y — CHB)Y = 44 - 10 = 4,
PAaNR h vdrtice 78 CBZY - B8 = 4% - 40 = ¥,
para o vértice 88 CHEY — CHE) = 4% - 44 = 4, e
para o védrtice 98 08C9) - CHEE) = 47 - 14 = 3,
Proposicio 7# Be o vdrtice » for o J1timo védrtice de um
Fragmento  gqualguer, numa arborescéncia geradora, entfo o

Ffragmento PP OO~ coincide com o segnento do vdrtice . HHH4H

F.3 - DESCRICAO GERAL DO METODO

O mdtodo proposto neste trabalbo considera, em  todo
instante, =& existéncia de uma arborescéncia  geradora. Fata
arborescéncia  geradora  serd wmodificada  em  cada iteragiio,
vigsando @ obtengfo de outra arborescéneia geradora, de  menor
pesn,  se  possivel, ou de igual peso, se isto pode Faser com
e, & iteraghes posteriores, Bedn conseguida A
arborescéncia geradora de mwenor peso.

Em linhas gerais, o mdtodo pode ser resumido no algoritmo

descrito a seguir. (Veja exemnplo no Apdndice D.4)

ALGORITHMO GERaAL

Passo 4t Comegar com uma arborescéncia  geradora  qualguer.
Inicializar PP e 08,

Passo 2% ﬁﬁterﬁinar g arco, o lista de arcos, 9ue deva  ser
incorporade X arborescéncia geradora, em substituieio a outro
tanto, para  que possa  ser obtida uma outra  arborescénoia
geradora, de  peso  menor o igual gque o da  arborescéncia

geradora anterior, de  acordo com o critdrio mencionado
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segundo, O arco a ser excliaido. Recua-se, desde os vdrtices
iniciais destes  wrcos,  um arco de cada ver, considerando o
vértice gue estiver mais distante da origem {(maior valor de
C8y, atd que, nos dois caminhos o vdrtice considerado seja o
MBI o

Normalmente, apds a  atualizaglo dos  Fluxos, podemnos
subst ituir o arco a ser excluido ¢, entdo, atualizwr os valores
de C8 e PP para todos os védrtices alcangados pela raiz  da
atualizacio. Mas, a atualizacio dos Fluxos sd serd necessdria
gquando o Fluxo do arco a ser exoluaido Ffor  positivo.s Nio &
necessdrio  faxer a atualizagio dos valores de C8 & PP a partir
da raiz da atualizagio. Sendo Cizd) o arco incluido ¢ (k,j) o
arco excluido, & suficiente atualizar C8 a partir do vdrtice j,
mAPP a partir dos vdrtices @ e PP)Y (este Jltimo, obviamente,
antes da atualizaglod. Guando o Fluxo do arco  excluido  for
=ero, sd & preciso atualizar C8 e PP a partir do vértice Jj.

Proposigiio 9  Toda ves que o arco excluido de  uma
arborescéneia geradora tiver fluxo WEVO, ] PO ta
arborescéncia nfo serd alterado. HHHE

Como numa arboresclnecia, por definigio, todo védrtice tém
gatamente um arco incidente, exceto a raiz, podemos descrever
ela mediante os védrtices iniciais dos arcos incidentes a  cada
védrtice que nlo seja a raiz da arborescéncia

Definigios PREC(YY & um vdrtice u tal gue (u,v) & o dnico

arco incidente ao védrtice v na arborescéncia geradori.

ALGORITMO PARA ATUALIZAR UMA ARBORESCENCIA
Passo @8 Seja (i, o arco o ser incluido.  Seja PESO o peso da
arborescénoia geradora. Seda £ o= FPRECCHY ) o Fluxo do arco

A ser substituido. Farer pl o= PRECOIY o p@ o= |,
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testado se inicia num védrtice do fragmento terminado no vértice
1, ou se o segmento de sew védrtice inicial se inicia  num
védrtice desse Fragmento. Iétm deve ser considerado porgue,
neste caso, nem todo o Fragmento, terminado no vértice 1, serd
zerado ao tdrmino deste processo.

Um  exemplo, que  ilustra este Jltimo caso, pode ser
observado na Figuwra (I11.49), onde o fragmento k-1 nHo serd
totalmente merado, J4& gue o segmento kK-u permanecerd com Fluxo
positivo para alimentar o fFluxo do arco (i,s).

Tsto nos permite concluir gque, considerando os fragmentos
em  torno de um védrtice optativo, o fragmento precedente a ele
terd sen fluxo xerado a partir de um vértice determinado pelos
arcos  da lista. Toda ver gque um arco & incorporado & lista,
tal wvédrtice pode mudar &, neste caso, tambdém haverd  uma
alteracio no cdlculo do valor da contribuigio do arco incluido.
Assim, cada arco na lista tem associado um védrtice a partir do
qual o Fluxe do fragmento PPO1Y-1 pode ser zerado.

Também, como cada Ffragmento iniciado no vértice optativo
sd pode ter um arco incidente a um de seus vdrtices, todo arco,
testado  posteriormente, incidente w um wvédrtice do mesno
fragmento, sd poderd ser incluido na lista em asubstituiciio ao
outro, se isto for conveniente, depois de considerar todas as
variagtes devidas & possivel substituiglo.

O wrcos gue nRo sdo alcangados pelo Pragmento terminado
no védrtice 1, tém associados o vdrtice PPOLY, infecio do
Fragmento, como candidato a védrtice inicial do caminho a  ser
Herado  em tal  fragmento. 0 vdrtice, & partir do gual o
Fragmento PP{1Y-1 pode ser rerado, corresponde ao védrtice que
estd mais distante da raiz, dentre os vértices associados aos

arcos da lista.
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by a alguma  lista, associada  a  um védrtice optativo, foi
congiderada conveniente & aceita para ser incluida k)
arborescéncia geradora.

e acontece a  alternativa b)), procede-se & atulizaglo da
arborescéneia geradora. No entanto, se acontece alternativa
@), ainda & possifvel diminuir a variagho associada a  alguns
vidrt ices optativos, considerando agora sd  os  arcos entre
Fragmentos iniciados num mesno vdrtice optativo.

Entdo, se nenhuma das listeas, associadas aos vdrtices
optat ivos, infeio dos fragmentos com  fluxo positivo, tiver
variagfo negativa, devemos testar os arcos compreendidos entre
dois  Fragmentos  irsflos  para tentar diminwier ainda mais  os
valores de algumas variagdes CV(1).

A primeira condigio, que deve ser satisfeita por eﬁtﬁm
arcos, diz respeito  aos seus vdrtices iniciais. Como  foi
mencionado anteriormente, para garantiv a sequéncia do fluxko e
manter zerado uam segmento em cada Fragmento iniciado em 1, &
necessdrio que o vértice final v, do arco (u,v)Y, na lista,
alcance o vértice inicial i, do arco (i,J) que estd sendo
testado.,

Por outro lado, isto pode levar & formagdo de um ciclo
com os demnais arcos da lista. Se isto acontecer, o arco deve
ser rejeitado.

Para  os arcos gue satisfazem estas condiedes, devemos
caleular  os valores de C2, C3, 4, SHoe OT,  Jd que 0L = @
sempre,  tal  como Foram definidos anteriormente, & efetuar =@
subst ituiclo do arco (u,v) pelo arco (i,J) se 0T for negativo.
Posteriormente, atualizar o valor de CVUCL) &, se for negativo,
aceitar & lista toda e atualizar a arboarescneia geradora.

Assin, o mndtodo para construir este tipo de lista pode









W

e CT 2 @, retornar ao passo 1.
Passo 8% Incluir o arco (i,j) na lista, substituindo o arco
(u,v)  se  for o caso, ¢ atualizar o valor total da  variagio
devida & lTista associada ao vértice 1 fazendo
GUEL)Y = CULL)Y o+ CT.

Passo 98 Se existe algum Fragmento, iniciado no védrtice 1, que
ndo tenha nenhum arco na lista incidente n um de seus vdrtices,
retornar ao passo L. caso contrdrio, se CUCL)Y ¢ @, FIM, J& que
a lista associada a0 védrtice 1 permite diminuir o peso  da
arborescéncia geradora ¢, portanto, todos os seus arcos devem
ser incluidos nela. Caso contrdrio, retornar ao passo 1. HEHHHE

Ao tdrmino deste mdtodo, se nio for possivel formar uma
Tista que permita diminuir o peso da arborescéncia  geradora,
devemos repetir o mnesnos passos  anteriores, com  as  duas
seguintes alteragbest
a) no passe 1, procuraremos arcos (i,J0) gue nfo formem ciclo,
L os vdrtices infcial e Final pertengam 2] fragmentos
ditferentes, iniciados num mesme vdrtice optativo, € tal que

LW MESMO

~
s

edista na lista um arco incidente a um vértice
fragmento que o vértice i, ¢ tal que CHGO € CHCidy

BY no passo I3, o valor de Cf sempre serd zero.

Joliade3 - LISTA TIPO III% ARCOS COM CICLO COMPENSADO

Atd agora, na FformacRo dos dois tipos de listas descritas
anteriormente, o0 arcos que formam ciclos tem sido despresados
ﬂiﬁtmmmficmmmnten Aguil, pela primgirag ves, serio considerados
arcos  gue  Formam ciclo com os demais arcos da  arborescéncia

geradora. Un arco com esta caracterfstica marcard o infcio da



Formagio da lista.

Entiio, para‘ammmaar a construir esta lTista, precisamnos de
um  arco que forme ciclo com os demais arcos da arborescéneia.
Seja  (ic,Je) um arco gque, se  incluido na  arborescénoian,
Formaria cicle com o8 demais arcos dela., Nesta  versiio do
método, dentre os arcos que Formam ciclo, consideraremos apenns
o arcos  onde o segmento do o vdrtice Final o tem  Fluso
positivo.

Mo Figura (II1.34)  pode ser observado o arco (o, jc)
Fmrmmndm ciclo com arcos da arborescdneia.

O arco (ic,Jje), se incluido na arboresclneia, provocaria
uma var iacio no peso dela no valor

Ro= GClie,jod - 080Je) + CHBPPCjed) + C8CGic) ~ CBPPLic)),
s 0 segmento do vdrtice ic tiver fluxo zero, ou
R o= Llic,joy ~ 8O + CHPPLjayy,
caso contrdria.

Se o valor de R for negativo, o arco (ic,jo)y €  incluido
na lista, o que nos leva & Fformagio de um ciclo se nio tomamos
as  devidas providéncias. Como uma arborescineia nBo aceita a
exist@neia de ciclos, nossa primeira preocupacio serd no
sentido de  incluir na  Tista um outro arco que garanta =@
destruieio do ciclo. Para iss0, Jdevemnos procursr wm arco gque,
sem Formar outro ciclo nem manter o Jj& formado, seja incidente
a oumdos vdrtices do ciclo, que nflo o vértice jo. Seja ke # jo
um védrtice do ciclo. Para nio manter o ciclo j& formado  serd
guficiente desprezar o arcos iniciados em vértices do mesmo
Ciclo

Lim arco (i, ko), incidente ao védrtice ko no ciclo, altera
o peso da arborescéncia no valor

Ri = Cli,ka) « CBe)Y + CHOPPReY)Y,
























A

diminuir o peso da arbarescéneia geradora. Caso  contrdrio,
toarnar a lista varia ¢ relornar ao passo 0.

Passo 8 Tentar a contruelo de uma lista Tipo 115. e  for
possivel constrair a  listas Tipo 3L, FIM, Jﬁ gque a lista
permite diminuir o peso da  arborescéncia geradora. Caso
contrdrio, tornar a lTista vazia € retornar ao passo 0.

Passo St Tentar a construglo de uma lista Tipo I3, $Se for
possivel, FIM, Jjd gue = lista consegue diminuir o peso  da
arborescéncia geradora. Caso contrdrio, FIM, J€ gue nfo & mais
possivel diminuir o peso da arborescéneia geradora com  este
metodo. HHHEE

O procedimento descrito anteriormente ¢ utilizado apenas
PR a determinar & lista  de arcos @ ser incluida numa
mvhmv&mﬁénmim‘g@rmﬂmrm para diminuir @ seu PesO. Toda ver que
uma lista, de gqualguer tipo, for encontrada, apds a atualizaglo
da  arborescencia deverd ser reiniciado novamente o processo de
construgio de  listas, J& o gque as  alteragles feitas na
arborescénoia podemn FReer com  gue BRITCOH anteriormente
rejeitados passem a ser fteis d Fformagfo de alguma lista.

Para os testes ¢ comparacdbes Ffoi implementado, tambdém, o
método hewrfstico de Richard T. Wong, por ser um nétodo recente
¢ simples, aldm de ser rdpido ¢ eficiente.

Como o wmédtodo hewrfstico desenvolvido neste trabalho
e isa the uma arborescéncia g adora inicial, f o am
implenentadas thaas vershes, cada uma delas ut ilizando
procedimentos diferentes para  constrair  uama arborescéneia
geradora inicial, wvisando testar a sensibilidade do mdtodo em
relagio a ela.

Na primeira versiio, tentando utilizar, no infcio, uma

arborescénecia  geradora obtida de uma Fforma rdpida, atiliza-se
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Prab Vert. Solu- Tempo
No. obr. gRo (RN

i 20 403 3,834
P 49 746 Uiy mad
3 6o 994 4,428
4 89 4103 407
doL0e  1348 PR
& 1EQ 4337 A, 647
7 149 1703 3,77
8 140 17034 4,044
9 4180 1856 3,990
10 200 1834 4,290

Tabela AJ2.~ Problemas com 200 vdrtices ¢ 1900 arcos.

Probh Vert. Solu-  Tempo
Na. obr. ¢Ro P

i 39 vield 7yULR
P &0 Y86 8,749
3 YO 1464 8,401
4 L20  162e 14,6387
wooiue 1914 i4,854
6180 2idd 1e, 063
710 2467 P, 946
8 240 2465 8,692
§ RO R748 10,364
190 30¢ 2866 72306

Tabela A.3.~ Problemas com 360 vdrtices e 1%00 arcos,
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1o

ITERACHO 2.

Passo 4i: Escolhemos uma  componente fortemente
contenha pelo menos  um vwrtice obrigatdrio ¢  gque
alocangada por nenhum outro vdrtice obrigatdrio, por
componente formada sd pelo védrtice 9.

Passo 23 0 vdrtice obrigatdrio & k = &, O corte do
egstd Formado pelo dnico arco (3,5). Erbdo SCix, jr)
3. Fazer 83,8 = @ ¢ LI = § + 3 = 4,

Al

Passo 32 Os grafos 67 ¢ 0 atualizados Ficams
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Passo 28 Pro

Passo 2.0:

testado, que

Arco (5,74

AL TER G

QO arco (5,.7)

NiRo tem outr

Passo 2Z.0:

testado, gue

firco (&, 80

AL TER G

O arco (6,8

farco (H,9)4

ALTER G

Mas, comno Al

t,-t

vidrtice 6
I

Pasgsp 2.3.18

Passo

Passo 2.3.34

189

curar um aroe oun Tista de arco.

Focolbher uam arco

nfo estejs na sarborescénoia.,

(5,7 GOy + CBEY + Q0 = §

4

n“ao & bom Al TER Ce o= 2

@

ooarco iniciado no vdrtice 5.

Fscolher um arco iniciado

ndo esteds na arborescéncia.

(oD

L) + G + GO

e
.

nio & bom & ALTER GG 4 - 3

(6,9 - Q8P + CEOS + GO = 2

TER 1 M = 4 @, &

ol o il podenos

O arco (6,9 & incluido na lisbas

LIGTH = { (&4,9) 3

GCih,9) L8P + CHOS) = 2 - 8 &
i ({3 [
Tow Yo CHE) = CHE) = =4 + 5 - 2

PFrocurar am arca (2,4,

INTCTO

iniciado no vdrtice %

no vértice

Lo

'\:-:j ”"

Pragra

&

para

”y

oo

do segmento

P

> @

gque nfo Fforme ciclo,

gque o Fluxo do segmento do vdrtice v sejn positivo.

frco  (&H,801
pertence ao
Q CCaH,8) +
Passo 2.3.4¢

Passo 2.3.3:%

exinte 0 arco (6,9 na lista tal

segmento do vdrtice 9 e, portanto,

CHEPY -~ CHE) L. 9 o 8

d > 9.
Mael )

NRo tem mais arco PRE®

"o
o

que Q vt ice

&

ha

o 2

e

ser

do

iniciar a formacgRo de uma lista Tipo

tal

8












