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RESUMO

Neste trabalho apresentamos alguns tipos de matri
zes totalmente unimodulares. Para tal introduzimos algumas na
vas definicBes como a generalizacdo da matriz permutacéo, ma
triz zero-espaco, matriz nuclear e relacionamos com a teoria de
hipergrafos.

Tratamos dos hipergrafos H com §(H)=2, da seccia
nabilidade, de hipergrafos nucleares e caracterizamos problemas
de matching maximal em hipergrafos. Baseando- nos nessas nogoes
obtivemasnovos resultados de hipergrafos unimodulares

Finalmente propomos dois métodos: O método do
matching exponencial e o método dos vetores zero-espago unifor
mes, para a obtencdo de um hipergrafo maximal unimodular a par

tir de um hipergrafo arbitrario.
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Some totally unimodular matrices are presented.
In order to accornplish this we introduce some new definitions
such as the generalized permutation matrix, zero-c¢pace matrix,

nuclear matrix and we relate these concepts to the hypergraph

theory.

The hypergraphs H with §(H)=2, the gcectional and
the nuclear hypergraphs are also presented, We also treat
problems of rnaximal matching in hypergraphs. Based on these

concepts, we were able to obtain new results of unimodular
hypergraphs.

As a final result, we present two methods: the
exponential matching method and the uniform zero-space..vectors
methods, in order to obtain an unimodular rnaximal hypergraph

from an arbitrary hgpergraph,.
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CAPTITULO I

INTRODUCAD

Os trabalhos de Berge |3 , Camion !7|, Commoner
|®|, Chandrasekaran|'®|, de werra |22|, Ghouila-Houri |*®|, Hel
ler |*®|, Hoffman e Kruskal |2°|, Padberg |2*|, Tamir |27] e

Truemper ‘zai mostraram a unimodularidade da (0,1)-matriz A, na

busca de uma solucédo inteira para problema de programacéo 1i
near inteira. Analogamente trataram do hipergrafo uninodular,

LB e 12

Os autores Hoffman e Kruskal mostraram que a ma

triz inteira mxn A € totalmente unimodular se, e somente se,seu

politopo associado P(A,b) (b € um m—vetor inteiro.)possue vértices

de componentes inteiras. Na década de 70, Berge |L‘[ entendeu
a teoria de matrizes totalmente unimodulares para matrizes ba
lanceadas. Desta maneira as matrizes totalmente unimodulares

ficam contidas nas matrizes balanceadas. Analogamente, todo h.i
pergrafo unirnodular & balanceado. lll e |3|

No presente trabalho tratamos de alguns tipos de
matrizes totalmente unimodulares.

Apresentamos novos resultados sobre hipergrafos H
com S(H)=2.

Caracterizamos o matching maximal que nos foi
Util para obtermos dois novos teoremas sobre hipergrafos unima
dulares, que julgamos muito importantes no presente trabalho.

Usando o0s resultados anteriores, apresentamos dois
métodos para a obtencdo de um hipergrafo maximal unirnodular, a

partir de um hipergrafo dado. Estes métodos proporcionam par



2.
ticionamentos adequados na matriz de incidéncia, um resultado
que julgamos relevante e que ndo encontramos na literatura espe
cializada.

No Capitulo I, apresentamos definigdes, notacdes
e resultados conhecidos que serdao necessarios para o desenvol
vimento deste trabalho.

No Capitulo II, colocamos algumas defini¢cdes que
nos possibilitaram obter alguns tipos de matrizes totalmente 1
nimodulares.

Introduzimos o0 conceito de vetor zero-espago, que
e um (0,1)-vetor h-zeros e t-espacos, onde as h primeiras com
ponentes sdo zeros e (h+1)-ésima componente é diferente de zero
e t indica o nimero maximo de zeros que ha entre duas componen
tes consecutivas diferentes de zero. Em outras palavras, um ve
tor zero-espagco € UM vetor que tem suas primeiras componentes
iguais a zero e menos espalhadas,

Desta maneira, conseguimos nos munir de uma pro
priedade adequada entre as componentes de um (0,1)-vetor.

Estudamos sobre as matrizes particionaveis e k=<
nucleares. Com respeito a estas matrizes, apresentamos alguns
resultados importantes que obtivemos e que nos permitem dizer
se uma matriz k-nuclear @ ou nao totalmente unimodular.

No Capitulo IV, baseando-nos nos conceitos vVis
tos no Capitulo III, identificamos os vetores-linha da matriz
de incidéncia e as arestas do hipergrafo associado. I sto nos
foi fundamentalmente valioso, abrindo-nos perspectivas de trata
mento tedérico e encaminhamento pratico das questdes relaciona
das.

Obtivemos novos resultados sobre hipergrafos H
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com S§(H)=2. A partir destes conseguimos provar que toda (0,1)-
matriz t-espaco uniforme & totalmente unimodular.

Estabelecemos uma condicdo que deve ser satisfel
ta por grafo representativo para que o hipergrafo respectivo
seja unimodular.

Bm nosso trabalho, a nocdo de hipergrafo k-nucle
ar e colocada como correspondente a matriz de incidéncia k-nwu
clear. Com respeito a estes hipergrafos apresentamos alguns re
sultados importantes que obtivemos e que nos permitem dizer se
um hipergrafo k-nuclear € ou n&o unimodular.

Obtivemos uma nova caracteriza¢cdo do matching ma
ximal. A partir deste resultado conseguimos dois teoremas so
bre hipergrafos unimodulares.

No Capitulo V, baseando-nos nos resultados dos Ca
pitulos III e IV e introduzindo a nogdo de matching exponencial,
propomos dois métodos para a obtencdo de um hipergrafo maximal
unimodular a partir de um hipergrafo dado, ou uma matriz par
cial totalmente unimodular da matriz de incidéncia associada ao
hipergrafo. Estes métodos sao:

i) O método de matching exponencial e

ii) O método dos vetores zero-espago uniformes.

Além de descrevermos estes métodos apresentamos
seus fluxogramas com o proposito de facilitar seus entendimen
tos. Apresentamos também alguns exemplos que ilustram o uso

destes métodos.
No Capitulo VI, apresentamos o0s resultados obtdi

dos neste trabalho e algumas possiveis extensées.
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CAPITULD II

NOTACOES, DEFINICOES E RESULTADOS CONHECIDOS

II.1 - INTRODUCAO

As definicdes e resultados conhecidos sobre pro

blema de otimizagac, teoria de grafos e hipergrafos podem ser

, lzzlj lzsl e

|21
’ .

encontrados em |2|, Ial, IGJ: |1411 |18

lzsl_

II.? - PROBLEMA DE OTIMIZACAD

Um problema de otimizacao sobre um espac¢o Euclide

ano de dimensdo finita tem a seguinte estrutura,

vib) = inf f(X) [PDI]
s.a
g, (X)zb,, i =1,2,...,m
i i :

XeP& R

onde as funcdes f e 9; sao fungdes reais arbitrarias e P & um
sub-conjunto arbitrario doIRn
Se todas as func¢des f, g7 i=1,2,...,m,foram 'Il.L

neares, isto €:

£(X)=<C,Xx>, g, (x)=<A x>, (Ce rR™) Ag=la, say s -epey)

e P e o conjunto de solugbes para a colecgdo finita de desigualda

des da forma,

A
-
>
A\
W
o
-
=)
]
-—_
-
N
-
-
3

X
(\'4
[ow]
-
[N
il
—
.
N
~
-
3
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ou AX>b e X>0, (A € a matriz de ordem mxn que tem por vetores

-linha A;=(a; .a, . a; )., i = {1,2,...,m} entdo [PO] toma a

seguinte estrutura.

Z = min <C,Xx> [PPL]

Esta ¢ a estrutura de um problema de programacéo

linear IPPL . A fungdo <C,X> ou CX é denominada funcdo objetivo
e A & chamada matriz restricdo. Qualquer X tal que verifica
AX>b e X>0 & chamado uma solugdo viavel de [PPL]. 0 conjunto de
solucdo viaveis de [PPL] & chamado poliedro associado a [PPL].
No [PPLJ acrescentando a condigdo de ndo-negativi

dade X>0, a exigéncia de que X seja inteiro, obtemos un caso de

problema de programacédo linear inteira [PLI], |**|., |2%] e|?%],

isto &,
Z = min CX [PLI]
S«a.
AX>b
X >0 e inteiro
Considerando no [PLI], o vetor ¢ unitario (todas
as componentes de ¢ séo 1S) e a matriz A de elementos inteiros

-ndo- negativos a sem qualquer coluna nula, obtemos un caso de PR

um problema de recobrimento, |®|, |!'*|, isto &,
Z = min CX [PR]
S8,
n
AX2b, xe{0,1} .

No presente trabalho nos refererimos a matriz res

trigdo de [PR].



Um ponto extremo (ou vértice3 de um poliedro P e
um elemento x de P o qual nao pode ser escrito como Ay+(1-A)z .
onde Ae(0,1) e vy, Z*x.

0 problema de programacido linear [PPL] & chamado
limitado se existe uma constante k n&o-negativa tal que ?lxil <k

i
para cada soluc¢ado viavel x.

Seja S qualquer conjunto de vetores. Uma combina
cao linearconvexa de elemento de S é qualquer vetor y tal que
y = iEI }\iyi, onde | & um conjunto de indices, Ai>o para i € 1,
iE hi. =1 e yies para iel.

Definimos o fechoconvexo de S, denotado por
conv.S8), como conjunto de todas as combinacdes lineares conve

xas dos elementos de S.
Uma solucdo viavel do [PPI1 € qualquer n-vetor in
teiro x o qual & viavel para [PPL].

Quando o poliedro P

P = P(A,b) = {Xe R"/AX » b, X » 0}

€ limitado, entdo o conjunto de solugoes viaveis de [PLI] é findi

to e definimos o poliedro associado com o problema de programa
cao linear inteira, como fecho convexo de suas solugbes viaveis,
ou seja

P(A,b) = conv.({x E Z"/AX2b, x»0})

Em alguns casos este poliedro coincide com P(A,b).
Se a matriz restrigcdo A de [PPLI]for totalmente undiL

modular, entdo e conhecido que,

P(A,b)=conv({ Xe 2"/AXzb,x.20}), |2°] e |22]



iI1.3 - PARTICIDNAMENTO DA MATRIZ RESTRICAD

Se A admite o particionamento em linha, isto e,
D . ~ ,
A = [E3, com E totalmente unimodular, entdo temos o seguinte
problema de Lagrange, l12|;

zg (W) =min{(@x;u[Dx_qu}

xef{o, 13"

Sendo E totalmente unimodular, entdo este proble
ma torna-se Um problema de programacédo linear relaxado:

ZD(u] = min{CX 4 u[DXébq]

No que se refere a determinagdo do vetor multipldi
cador {, observamos que, em geral, nao & possivel garantir o en
contra de um u para o qual ocorra

ZD(u] = 7

Contudo, a igualdade ocorre para certos proble
mas particulares.
E evidente que a melhor escolha de useria a solu

gdo 6tima obtida resolvendo-se o problema dual.

ZDzmax.ZD(uJ = max. m1n[cx+u(Dx—b1]]

a Y4 Exsb, . [D]
Dgxg1
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Entre as técnicas usadas para a resolucao de [D]

aparecem:
1. 0 método de subgradiente,
2. Varias versdes do método simplex implementado,
usando a técnica de geragao de colunas, e
3. 0 metodo de ajustamento dos multiplicadores
No caso de particionamento de A na forma (B,NJ,

|26

, com B matriz totalmente unimodular, supondo que B & de or-

dem m e ndo singular, entdo o [PLI] pode ser colocado na seguin-

te forma:
-1 -1
in. B - -
min. CgB "b -~ (CgB "N - C X, [1]
-1 -1
s.a XH = B b - B NXN
XBZO e inteiro
X. 20 e inteiro

-1 . .
Sendo CBB um termo constante e que ndo influi no

problema de minimizagao; dizer que XB € inteiro & equivalente a

escrever

XBZ0(méd.1) ou B'leNEB“lb(mod.ll [2]

Portanto, [1] € equivalente ao problema

1

max. (CgB" "N-C IXN [3]
8 p7inx = B7'b (méd.1)
Xy 2 0 e inteiro
-1 -1
= . >
XB B b B NXN o
Observa-se que, se X, satisfaz [2], isto implica

N

na integridade de XB que verifica [1] e reciprocamente. Logo, PO

demos ter a solugdo de [1] pela resolugdo de [3].
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Admitindo-se B da solucdo dual viavel, ista €,

- -1 - .
abandonando a nao-negatividade de X_ observando que B NXN e equi

B

n
- . e -1

. X . . - .
valente a j(=:1 OLJ 1(3) onde aJ e a j-esima coluna da B "N e Xj(J)

€ a j-ésima (1<€j<n) varidvel ndo-béasica e denotando B 'h pelo

vetor coluna ao, entédo [3] € equivalente ao seguinte problema de

nominado problema de grupo:

n
c PG
max. j(=:1 CjXJ(j] [ ]
n
s.a jgl aj XJ(j] =0 {(mod. 1)
XJ(j] 3 0 e inteiro, j = 1,2,..4:5nN

onde EJ>,U e cada vetor-coluna o,(3j=1,2,...,n) verifica 0<d4.<e

J J

[Oﬂde et = (1:3-:--!;1])-

Entre os algoritmos existentes para a resolugdo do
problema de grupo aparecem os algoritmos de programacdo din8mica

e o algoritmo de enumeragao de Shapiro.

IT.4 - TEORIA DE GRAFOS E HIPERGRAFOS

Un grafo G € um par (Y,U) onde os elementos do con

junto Y = {yl,yz,...,yn} sao chamados vértices e os elementos de

UsY¥YxY sdo denominados arcos.
Un arco que tem por pontos extremos o0s vértices X
e y, se denota (x,y) ou u=(x,y}.

Se existe (x,x) entdo o arco se denomina lago.

Un grafo G & simples se nao possui lagos e no maximo
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um arco ligando doi's vertices quaisquer.

Un grafo G=(Y,U) &€ completo se mG[x,ylal,(mG(x.y]

denota o nimero de arcos que ligam x e y)para todo x, y € Y tal
que X # Y.

Os vértices x e y sao adjacentes se existe um arco
gue tem como pontos extremos x e V.

Uma cadeia de comprimento g > 0, & uma sequéncia

u = (ul,u2

,...,uql de arcos de grafos G (Y,U), tal que para ca

da arco ui=[x,y] da sequéncia existem arcos uj e uk distintos na

sequéncia da forma

uj = (b,x) e U, = (y,z).

0 nimero de arcos que aparecem na cadeia € o com
primento da cadeia.

Uma cadeia &€ elementar se ndo encontrar o mesmo
vértice duas vezes. Uma cadeia € simples se ndo usa 0o mesmo arco
duas vezes.

Un ciclo € uma cadeia onde um arco nao aparece duas
vezes e 0s Vértices extremos da sequéncia sdo o mesmo vértice.

Un grafo G=(Y,U) € bipartido se existe uma partigédo
(Yl,YZJ de Y tal que os vértices que compdem cada conjunto nao
sdo adjacentes.

Umn grafo G & bipartido se e somente se G ndo pos

sui ciclos de comprimento impar.

Un sub-conjunto C de Y no grafo simples G=(Y,U) e

um clique se cada par de vértice distintos for adjacentes em C.

Un hipergrafo H é um par (X, E 1, onde X & um con
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junto arbitrario e E €& uma familia de partes de X tal gue

UE = X
Ee £

A cada hipergrafo H=[{X1,x2,...,xn},(El,Ez,...,Em]]

corresponde o hipergrafo dual H*=({el,e ,...em},(xl,x caX D)

2 2°°"

onde os vértices el,ez,...,em de H*, correspondem respectivamen-

te as arestas E., .E

1 2""’Em de H e as arestas Xl,X

*
2:---;Xn de H

sreasX_de H, as

correspondem respectivamente aos veértices Xy 0%, n S

sim definidos

X. = {e./i<m, x,eE.} para j = 1,2,....n
J 1 J 1

Definimos o rank de W (W€X) cemo

_ max
rank (W) = Ee ¢ Iwng| .

Se W=X, entdo o rank de W & chamado o rank de H,

isto é,:

rank{(X) = rank(H) = max |E]|
EE E

Dado o hipergrafo H=(X, E ) e os subcanjuntos AeX e

F¢g, entdo os hipergrafos:

T
1

[A,gA], onde ¢ Az (EnA/EcE , ENA#Z ¢) e

i

1

(X_, F), onde X_ = U F sao denominados, res
F F FE F -
pectivamente for subhipergrafo gerado por A e hipergrafo parcial

gerado pela subfamilia F de €&

Uma cadeia no hipergrafo H=(X,¥f) & uma sequéncia
Cq=(xl,El,x2.---, xq,Eq,xq+lJ tal que:
1) X aX,seens X sao vértices distintos de H.
1°°°2 g
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ii) El,Ez,...,Eq sao as arestas distintas de H.

il X0 X eE, para k=1,2,...,q.

k+1

(L

Se g>1 e X =X, CCl € um ciclo e o inteiro q

g.1 71
impar ou par, entao Cq ¢ um ciclo impar ou par.

Um subconjunto nao vazio M de arestas do hipergra
fo H=(X,&) & um matching se para todo par (E,F) de MxM, E=F,
implica que EffF=¢.

0 matching M e maximal ,se M ndo for conjunto pro
prio de outro matching.

Consideremos o hipergrafo H=(X,&) de arestas dis
tintas e M um matching. Denotemos L=G~M={F1,F2,...,Fq}.

Uma sequéncia alternada relativa ao matching M,
€ a seqUéncia

denotada por OM

OMP=(F1,E1,...,FP,EPJ de arestas distintas e tais
que:
i) Fie L
il EieM—{El,Ez,...,E } e E.AC U F =0
jsi

iidi) Fi;qeL’{Fl’Fz""’Fi} e

F.- NC U F)=d e
i+ i<i J

F.- ﬂ( U F,.)l=9¢
i+ i< J

LA . P - - . ~ .
Uma sequUéncia O e maximal se ndo houver mais a

M

. P . .
restas que possam ser adicionadas a GM sem violar as proprieda
des iil - iiil.

. P . . .
A sequéncia alternada © e de comprimento impar

M

ou par se o inteiro positivo p for fImpar ou par.
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Um matching M do hipergrafo H € maximal se e somen
te se ndo existir uma sequéncia alternada maximal relativa a M
de comprimento impar

Um subconjunto n&do vazio W de X (H=(X, &) ¢ esta
vel de H se, ndo contém nenhuma aresta E com |E|>1.

Uma q-colaboracao de H &€ uma particdo de X en q con
juntos estaveis;

S.,9

1 2;-:-:Sq

tal que cada Si' i=1,2,...,9 somente corresponde a uma cdr.
Se H possuir uma gq-coloragdo entdo H é g-coloréavel.
0 nuimero cromaéatico, denotado por x(H), de H &€ o me
nor inteiro positivo q tal que H € g-coloravel.

Uma g-coloracéo [Sl,S Sq] do hipergrafo H =

PRPE
2

= (x, BE), &= (Ei/ieI = {1,2,...,m}) & equitativa se para cada

iel e para cada j;k€g se verifica
leyns | - legns, ] <1

Um hipergrafo H=(X,E€) €& unimodular se para cada
Se¢ X, 0 subhipergrafo HS admitir uma bicoloragao equitativa.

Um hipergrafo H=(X, £€) & dito balanceado se cada
C ciclo Impar possuir uma aresta E tal que contenha pelo menos
trés vértices de Cq.

Uma (0,1)-matriz A se diz balanceada se A for a ma
triz de incidéncia de um hipergrafo balanceado, ou agquivalente
mente, se A nao contiver nenhuma submatriz guadrada de ordem im

par tal que a soma dos elementos da linha(coluna)seja igual a dois.
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Um hipergrafo unimodular- ¢ balanceado.

Se um hipergrafo H ndo possui ciclos impares, en
tdo0 H € unimodular.

Um hipergrafo H é unimodular se, e somente se,sua
matriz de incidéncia for totalmente unimodular.

Um hipergrafo H=(X,G) possui matriz de incidéncia
totalmente unimodular se, e somente se, cada subhipergrafo HS’
SE€X, possuir uma bicoloragao [AD,All tal que:

el [ 1El

—5— < IEﬂAll S 5

para cada aresta E de HS,

II.5 - NOTACDES

Adotaremos as seguintes notagées no presente tra

balho
a Conjunto de numeros inteiros
72" Conjunto de niumeros inteiros ndo negativos
R Conjunto de numeros reais
R" 0 espaco Euclideano n-dirnensional
XEA X & elemento ou membro de A
AEB A e un subconjunto do conjunto B
AcB A & um subconjunto proprio do conjunto B
AUB Unido dos conjuntos A e B
ARB Interse¢cdo dos conjuntos A e B
AXB Produto cartesiano dos conjuntos A e B
o) Conjunto vazio

|a| Cardinalidade da conjunto A
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[AI,AQ,...,AmJ Familia de matrizes parciais-linha
(Al,Az,...,AnI Familia de matrizes parciais-coluna
det CAl Determinante da matriz A
ALM) Matriz complementar da submatriz cortada (ou par

ciall M da matriz A

M Submatriz complementar da submatriz cortada (ou
parciall M de A

(M1 Matriz gerada pela submatriz cortada [ou parciall
vertical M, isto é, a matriz parcial-linha gue
tem o mesmo nimero de linhas que M

{Pw Matriz permutacdo generalizada sobre W

NCA) Nicleo da matriz A

Xy 0 vetor y domina vetor X

viil 0 vetor ve R" sem sua i-ésima componente x,

Ix Existe um elemento x

[r}([r]] Menor inteiro >r (Maior inteiro < r)

G=(Y, U) Grafo G com conjunto de vértices Y e arestas U

H=(X,§) Hipergrafo H com conjunto de vértices X e arestas &

P:Y + X Mapearnento, isto &, aplicacdo ponto a conjunto

IXI:n[H) O numero de vértices do hipergrafo H

|§|=m(HJ 0 nimero de arestas do hipergrafo H

6H[S] Grau do conjunto S(SeX) no hipergrafo H=(X, g |

GS Conjunto Grau de S.

Eht ou ECh;t) 0 (0,1)-vetor E h-zercs e t- espapo

IEhtI Norma do vetor h-zero e t-espaco ou cardinalidade
da aresta Eht do. hipergrafo H.

&-(E,), . : x

i“"iedJ Conjunto de arestas de H obtido pela remocéo da

familia [Ei]iEJ de arestas
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CAPITULO TIT

MATRIZES TOTALMENTE UNIMODULARES

III.1 - INTRODUGAQ.

Neste capitulo apresentamos alguns resultados sa
bre tipos de matrizes totalmente unimodulares. Para conseguir es
tes resultados, introduzimos no¢des de matriz parcial, matriz
permutacdo generalizada, que &8 uma extensdo da definicdo classi
ca da matriz permutacdo, vetor zero-espaco e estendemos esta na
gac para matriz zero-espaco. A idéia de vetor zero-espago nos per
mitira a escolha de um vetor entre outros, de maneira que o vetor
escolhido apresente uma estrutura especifica entre suas componen
tes, diferentemente dos outros vetores.

Desenvolvemos o particionamento de uma matriz.GCh

temos condi¢cbdes para que as matrizes p dominada e K-nuclear sejam

totalmente unimodulares.

ITII.2 - MATRIZ PARCIAL.

Definigao III.2.1:

Seja A=(aij) uma matriz de ordem mxn.

Uma submatriz P=(pijl de A é chamada parcial cor
tada (ou parcial-linha ou parcial-coluna) se P for de ordem rxs
(OU rXn OoU mXs) para os inteiros r, s E Z+ tais que 1<r<m e

1<s<n.



Ilustracao.

entao a submatriz:

e, u,.=
Ed 1J

Seja

1 para todo

31

21

31

41

22

33

22
32

B2

13
23
33

u3

U=[uij] a matriz universal

i=1,2,...,m e para todo j=1,2,...,n.

L7

Consideremos a matriz

de ordem

812 F13 f 1y F1s

820 23 Fau Fas

B35 f33 T35 935

82 aAus 8yy @ ys

23 . _ _

e parcial cortada horizontal

33

23 9 24 25

33 @ gy 845 e parcial-linha
53 9 uy Gus

1n
2u| .

e parcial-coluna
3u
Yy

mxn, isto

Uma matriz A &€ universalizada an linha (ou en colu

na) se A tem uma matriz parcialktlinha (ou parcial-colunalunivecr
sal.

Definicdo III1.2.2:

Um matriz inteira quadrada ndo singular € unimo
dular se seu determinante vale 1 ou -1.

Ilustracdo. - A matriz
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€ unimodular, pois det(A)=-1

Definicdo III.2.3:

Uma matriz inteira € totalmente unimodular se ca
da sub-matriz quadrada nac singular fox unimodular.
Apresentamos uma caracterizacdo da matriz total

mente unimodular, que ja existe na literatura, no seguinte

Lema III1.2.1: Uma matriz inteira ¢ totalmente unimodw

| ar se e somente se cada submatriz qua
drada possui determinante zero ou *1.

A matriz A=[Aij] de ordem mxn onde aij:O ou +1

para todo i=1,2,...,m e j=1,2,...,n, & chamada (0,*1)-matriz, |2°|]

Lema III.2.2: Toda matriz totalmente unimodular é uma

(0,%1) matriz.
Dem.

Seja A:(aij) uma matriz totalmente unimo

dular.
Suponhamos que exista umn elemento ay o de A tal
que seja difecente de zero e de *1, entdo a submatriz quadrada

(ordem 1) nado-singular |a, | nde é unimodular, o que contradiz

ts
ao lema II.2.1.
Portanto, todo elemento de A & zero ou *1.

A reciproca do lema III.2.2 ndo ¢ verdadeira, o

que ilustra a matriz

10 1
B = D 1 "’I
17 -1 O

gque € uma (O,+]-matriz, no entanto seu determinante vale -2.
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Proposigédo III.2.1 - Seja A uma (0,1)-matriz de

ordem mxn.

Toda submatriz parcial-linha de A & totalmente =
unimodular se, for de ordem hxn para 1<hg2.

Dem.

Consideremos M uma matriz parcial-linha de ordem

hxn, 1<h<2 de A e provemos que M & totalmente unimodular.

Suponhamos que M possuia uma submatriz quadrada
nao singular B de ordem 2, cujo determinante seja diferente de
*1, isto &,

a. . a

ij is
B = a a

t] ts

de onde seu determinante vem a ser a expressao

-

a,.a a,.a, .
ij ts tj 1is
Mas, & impossivel que seu valor seja diferente de

+1, pois os elementos a, -2, ,a _ € a sS40 apenas zero ou um.
ij dis tj ts

Proposicdo ITI.2.2 - Toda (0,1)-matriz w=(wij] de

ordem 3xn € totalmente unimodular se existe 108{1,2,3} tal que
Wi j=1 para todo j=1,2,...,n
Dem.

Seja B uma submatriz quadrada de W de ordem 3.
Sem perda da generalidades, suponhamos que a prdi
. : . S . .
meira linha de W seja formada pelos ementos 1, visto que isto

implicaria apenas numa mudanca do sinal, no determinante de B.

Assim, o det B vem a ser.
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1 1 1
W13 Yik WlS
e Ytk Mis

de omde, usando as propriedades de determinantes,podemcs escra

ver.
1 1 1
Wlk wlS WlS Wij WlJ Wlk
W W, W )
ij ik is| =
W W T lw W Tolw W K
t t
Wes o Wik Yes tk s ts t] t]

Sabe-se que cada determinante parcela, tem valor
zero ou *1; portanto, para provarnos que det(B)=0 ou *1, nos

bastara demonstrar que ndo ocorre nenhum dos casos considerados

abaixo:

Caso 1: Cada determinante parcela 1 ou -1.

Basta considerarmos o caso em que cada determinan
te parcela vale 1, pois outra hipo6tese se reduz a esta con

sideragao, apenas pela permutacdo de linhas ou colunas;

Caso 2: Dois dos trés determinantes parcela tém
valor 1 ou -1.

Analogamente, basta-nos considerar que o0s dois
primeiros determinantes parcelas valem 1 e o Ultimo determinan
te tem valor zero, visto que isto implicaria apenas na posicao
dos determinantes parcela.

Caso 1: Suponhamos gque temos

ik "is is "ij ij "ik
+ k ta ts tj tj tk

de onde temos que:



ik is
W1—,k Wtq
w W,
is ij
w
Wts t i
e
W, W,
is ik
w W
tJ tk

dai usando [2]

Wik

de onde temos que

W, \
ik “is

Wik Yts

is ij

ts t]

1

1

1

com [1] resulta que w

1

1

0

implica que [wi
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implica que [Wik=wt5=1J e (wtk oU Wis e zero
(11
implica que [wi8=wtj=1l e (thcw Wﬂie zero) (2]

implica que (wik=wtk=1] e [Wtkcw Wi, e zero)[3]

tk=0 e por [31 tem-se que

=1 o que e absurdo. Portanto, nao ocorre o caso 1.

Agora provemos que também ndo ocorre o caso 2

Suponhamos que ocorra o caso 2, isto 6:
W, W, . W, . W,
is ij ij ik
= = 1 e = 0
W
Weg Yy Wes o Mgk

zero) [4]

(O}

K=th=’IJ e (wtk ou W,

zero) [5]

[OVRY

implica que [wis=wtj=1]e w%g<w Wij

implica as seguinte matrizes



[6]

(67 (6t ettty etV 6V 16V1y

1

N
-
aQ
o
JEN

0| , pois implicam gue det(BJ)=0

JEN
=
-
o
o
]
o

1
7

| (I
[5] implica Wtj=’l contradizendo [6 ] ou [6 ] ou [SIV] ou [BVIT

IT
[4] implica w, =1 contradizendo [6 1 ou [6 1.

Concluimos assim a demonstracao de nossa proposi

cao

Observamos na proposicdo III.Z2.2 que em vez de
considerarmos Wi°j=1 para todo j=1,2,...,n podemos ter conside
rado W.j:O para todo j=1,2,...,Nn; entdo teremos formulado uma

proposicdo III.2.2° tornando-se sua prova Obvia, embora ndo te
nha importadncia para os problemas de programacédo inteira.

Também observamos que a reciproca da proposicao IL
2.2 nao e verdadeira conforme o exemplo abaixo.

Seja a matriz

17 0 0O
0 1 1
7 1 0

gue &€ uma matriz onde nenhuma de suas linhas & formada apenas
5 - .
de 17 e no entanto ela e totalmente unimodular.

Proposicdo IITI.2.3 - Uma matriz 3x3 tal que seu

traco principal e seu traco secundario sejam ambos iguais a 3

ou ambos iguais a zero, tera seu determinante igual a zero ou £1
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Dem.

Seja a matriz B de ordem 3, isto €.

a, a,. a.
is "ij it

B = |%s %3y nt
ks Tkj Tkt
. +a . +Ha ~ .
Se ais "hj "kt = 3 = aks+ahj+ait’ entdo o det(B} = (akj - aij)«
(ahs - ahtl de onde det(B) = zero ou *1.

. . :D: a =
Agora. se a, S+ahj+akt a, +a,_,+a entdo det(B) 0

ts TRyt

ITI.3 - MATRIZ PERMUTACAO GENERALIZADA

Nesta secdo generalizamos a matriz permutacao cléi
sica, e na proposicao que se segue, damos uma condi¢cdo para que
uma matriz permutagao generalizada seja totalmente unimodular ;
para tal lembramos a nocdo classica da matriz permutacéao.

Defini¢cdo IIT.3.1 - Uma matriz A=(aij] de ordem n

€ chamada matriz permutacéo se

n n
= 1 para j=1,2,...,Nn e X a.. =1 para i=1,2,...,n

= 1
Lema III.3.1 - Toda matriz permutacdo & uma(0,11-.
matriz e € totalmente unimodular.
A demonstracdo decorre da defini¢cdo da matriz per
mutacdo. A unimodularidade e imediata.

Observamos que a reciproca do lema III.3.1 nao ¢

verdadeira.

Definigao III.3.2 - Sejam M uma matriz quadrada

nao nula de ordem s e 0 a matriz nula de ordem s. Uma matriz

denotada por fF’M=(PijJ de ordem n(nz2s) onde os elementos(blocos )
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n
p. .e{0,M} para todo j,i=1,2,...,n e tais que X P.,.=M para to
1] n i=1 1]
do j=1,2,...n e z Pij=M para todo i=1,2,...,n € chamada ma
j=1
triz permutacdo generalizada sobre M. A matriz quadrada M e
chamada elemento:-bloco de fPM.
Proposicdo ITII.3.1 - Uma matriz permutacéao gene

ralizada € totalmente unimodular se o elemento bloco & totalmen
te unimodular.

Dem.

Seja PW uma matriz permutagcdo generalizada sobre
W, onde W € totalmente unimodular.

Consideremos B=[pij3 uma submatriz quadrada de
ordem r, r>s (onde s & a ordem de W) de FW.

Provemos por indugac sobre r que determinante de
B &€ zero ou *1,.

Suponhamos que B contenha uma submatriz Wy de W, de
onde B possui pelo menos uma coluna ou uma linha zero, por con

seguinte det(Bl)=zero.

Agora suponham que B contém W e uma submatriz W_l

de ordem t de W numa outra posicdo, isto €,
W 0
B = 1
0 W

Aplicando o determinante de Laplace generalizada,

sendo sua expansdo pelos t primeiras colunas, resulta

det(B) = det(wil det (W)

M as, det(wll e det(W) valem zero ou *1, portanto,
det(B)=zerc ou =*1%,.
Suponhamos que as submatrizes quadrada de ordem

menor que r de P tem determinante zero ou *1. Provemos que

w)
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o0 valor de determinte de uma matriz quadrada de ordem r de P
também vale zero ou #*1.
Consideremos B de ordem r; entdo B possui pelo me

nos uma submatriz W1 de ordem t de W, dai sua expansdo pelas t

colunas de B é:
det (B} = idet[\/\/)l)det[&]]

onde £ & uma submatriz quadrada de IPW de ordem menor que r e pe
la inducao det(Q)=0 ou *1.
Portanto, det(BJ)=0 ou #*1.

Concluimos assim a demonstracdo de nossa proposi

cao.

Corolario III.3.1 - Se D:diagiwl,wZ,...,Wq) e uma matriz bloco
diagonal, onde WK para cada k=1,2,....q, e uma (0,71l-matriz uni
versalizada em linha de ordem 3xn. Entdo D & totalmente unime
dular.

A demonstracdo & imediata.
A seguinte proposicdo trata das matrizes equiva
lentes totalmente unimodulares.

Proposicdo III.3.2 - Denotemos pelas colunas P11,

Pz,...,Pn a matriz permutacdo generalizada P onde a matriz W

WJ

€ uma [0, 1)- matriz de ordem 3 universalizada emn linha e a matriz u

niversal U denotada pelas colunas U1,Uz,..-,U5 de ordem nxs. En
tdo A denotada pelas colunas a_,a ,...,a_,a R | onde ca

1 2 n n+1 nN+s —
da coluna aj:Pj ou ajzuj para todo j=1,2,...,0,n+1,...,Nn+s € uma

matriz totalmente unimodular.

Dem.
A matriz A & equivalente a | IPW,U_], que e uma ma

triz totalmente unimodular e ela- € obtida a partir de A pelas
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operagcdes elementares do tipo mudancas de linhas ou colunas.Por

tanto, A & totalmente unimodular.

Observamos que se as matrizes A e B forem totalmen

te unimodulares, entdo a matriz da forma

A

B
ndo & necessariamente totalmente unimodular. 0 que ilustaamos
a seguir.

Consideremos as matrizes
1
A = = B

W

onde % = (1,1,...,1) de Ixn e W & uma (0,1)-matriz de ordem 2xn

sdo matrizes totalmente unimodulares; no entanto a: matriz

(!
A I
B i 1
W

¢ nao totalmente unimodular, pois a submatriz quadrada D extrai

A
da de K isto e,
g 1 1
D = 7 1 0
17 0 1
tem determinante -2, Mesmo assim na sec¢do III.4 tratamos auan

do uma matriz da forma [g] & totalmente unimodular
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ITI.4 - MATRIZ p-DOMINADA

Nesta segao apresentamos matrizes da forma

e,
m >

R "'}

i)
o
[+

cial ou totalmente unimodulares
Definigao III.4.41 - Sejam x=(x1,xz,...,xn) e y =
=(y1,y2,.,.,ynl vetores do |R
Se x,;#0 implica x,=y, para todo i=1,2,...,n,entao
dizemos que x- € dominado por y ou y € uma dominante de x e denn

tamos por x«Ly.

. . , n -
Se dois vetores arbitradrios x,y E R, verificam:
X°’<y ou yxx_.v

entdo dizemos que os vetores x e y sao dependentes.

Definicdo III.4.2 - Uma matriz A de ordem mxn e
chamada dominada se seus vetores-linha sdo dependentes dois a
dois.

Se existem p vetores-linha, 1<pgm, de A que sdo

dependentes dois a dois, entdo dizemos que a matriz A & p - domi
nada.

Proposicdo III.4.1 - (Teorema de Heller, IZ9I].

Toda (0,1)-matriz A de ordem mxn, p-dominada

(1<pg<m) possui matriz parcial de ordem pxn totalmente unimodular

Proposicdo III.4.2 - Denotemos pelas linhas D1,

Dz,...,DP a matriz dominada D de ordem pxn e a matriz universal

U denotada pelas linhas U1,U2,!..,Uq de ordem gxn. Entdo a ma

triz A denotada pelas linhas ay,az2,...,a_,a ,n..da onde
P’ p+1 p+qg

cada linha ai:Di ou ai=Ui para todo i=1,2,...,p,p+1,+..,p+g; €

totalmente unimodular.

A demonstracdo segue do fato que a matriz A e e
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quivalente a matriz da forma [B] e esta ¢ de facil sverificacao

a

gue &€ uma matriz totalmente unimodular.

Definigao III.4.3.- Uma familia [Al,Az,...Am] de

matrizes parciais-linha é dominada se para todo i#je{1,2,...,m},
A, e Aj sdo dominados. isto &, todo . xeA, (x & un vetdr - linha

de A1] e yEAj (y vetor-linha de Aj] verificam: x&y oU y«&x.

Proposicdo 1I1IT.4.3 - Se uma {(0,1)-matriz A de o

dem 3Xxn € bi-dominada, entdo A € totalmente unimodular.

A demonstracdo € imediata

ITI.5 - MATRIZES ZERO-ESPACO

Nesta segao introduzimos nocdes de vetores zero-
espaco, de maneira a facilitar a escolha de um vetor entre ou
trosconsiderados. Estendemos para matrizes zero-espaco e obte
mos condi¢cdes para que uma (0,1)}-matriz seja totalmente unimo
dular.

Consideremos, o vetor

n
X = 1 LI | x s X L]
(x ;X2; ,X X > » X )ER

-1 i’ i+1

O vetor complementar da i-esima componente Xi’ (g

notado por X[il, & um vetor associado a X, obtido removendo X;

de X, isto e,

X[il = (xl,xé,x » X,

i-1

Ilustracdo - Seja X=(-3,0,4,-7,0)¢ R>, entdo o ve

ter complementar da componente -7 associado a X e

X[41 = (-3,0,4,0)
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Definicdo III.5.1 - Seja v ER , h,t E Z .

Dizemos que v & um vetor h-zeros e t-espaco, se h
zeros anteceder a sua primeira componente, se o numero maximo de
zeros existentes entre duas componentes consecutivas diferentes
de zero for t, e se a norma de seu vetor complementar associado
v{h+1l) for diferente de zero. Neste caso denotamos por vht ou
vih.t).

. + n -

Se existem h,teZ , tal que v EIR e um vetor h-ze
ros e t-espaco, entéo Vht € simplesmente dito, v vetor zero-espa
GO

Ilustracbes:

12
11 o vetor v=(0,0,0,-5,0,1,0,0,0,0,9,0) ERR , € um vetor 3-zeros

e 4-espago, portanto, escrevemos V ou v(3;4)
34

21 O vetor w=(0,1,0,0,-4,0,0,9,0,0,-1,0) E RY2, &8 um vetor 1-zero

e 2-espagos, w oou w(l;2)

Contra-exemplo

o vetor x=(0,0,0,-7,0,0,0,0,0,0,0,0) E R'? nzo &
um vetor zero-espag¢o, pois o vetor complementar associado X|h+l|=.

=X|4| ndo tem norma diferente de zero.

Definigao III.5.2 = Um vetor zero-espago € um

Vht

t-espago uniforme se o nimero de zeros que ha entre duas componen
tes consecutivas diferente de zero for sempre t.
Na ilustracdo acima o vetor W & um vetor 2-espaco

uniforme.

Sejam v w E IRn vetores zero-espaco
: hd “ke ’ pae
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€ mais confortavel que w se

Dizemos ue v
a ke

hd

h<k e dhe. isto &, o vetor Vi possui menos componentes zero an
tes de sua primeira componente diferente de zero e suas outras

componentes se encontram menos espalhadas em comparacdo com as

de WK . (veja, identificacdo da matriz com hipergrafo 1V.2.3
e

Um conjunto de vetores V,_ ,e-espa¢o uniforme, cons

he _

titue uma familia de vetores confortaveis.

Consideremos un (0,1)-vetor v=(V1,V2,---,VnJ do

n . - ~ .

espaco R, isto e, todas as componentes v, sdo zeros ou mais
ou menos un para todo i=1,2,...,n.

. +
Seja (0,1)-vetor v e r E 7 .
Dizemos que v tem norma r se V possui r componen

tes diferentes de zero, isto e,

™M 3

IVIEHVII=' Vi=I‘
i=1

Agora estendemos a nocdo de vetores zero-espagco pa
ra matrizes quaisquer, entretanto consideremos as (0,1)-matrizes,
pois estamos interessados nas matrizes desta estrutura.

Definicgao III.5.3 - Uma (0,1)-matriz A € chamada

matriz zero-espago se cada vetor-linha de A for um vetor O-espago.

Uma matriz A zero-espaco, & chamada t-espacgo undi
forme, teZ', se cada vetor-linha de A for um vetor t- espago uni
forme.

Ilustracoes:

1) A matriz

1 1
A= |1 0
0 1 1

¢ uma matriz zero-espago
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2) A matriz

€ uma matriz 2-espaco uniforme

31 A matriz

o o ©¢ 1 1 1 0 0O

11 49 0 0.0 0 O

h, L4

& uma matriz O-espaco uniforme

Contra-exemplo - A matriz

19 0 0 4 1 O ’IW
g 1 1 0 0 1 ©O

6 0 0 19 0 0 O

11 0 0 1 1 1

~ Ve

ndo- € uma matriz zero-espago

I1ITI.6 - MATRIZ k-NUCLEAR

Nesta secdo desenvolvemos o particionamento hordi
zontal ou vertical de uma (0,1)-matriz e tratamos das ma
trizes que possuem submatriz cortada ou matriz
parcial-coluna universal, as quais chamamos matrizes nucleares.

Obtemos condigtes para que as matrizes munidas

destas propriedades sejam totalmente unimodulares.



.32,

Definicao III.B6.1 - Uma (0,11-matriz A de ordem

mxn € q-particionavel horizontalmente (g E 2", gz»2} se existe

uma familia [A.i/Ai matriz parcial-linha de ordem m_xn, i .=
g
1,2,...,91 ndo dominada e que C m, =m.
i=1 .
Se existe uma familia (A3/AY matriz parcial- colw
t

na de ordem mxn 4, j=1,2,...,t) ndo dominada e que X nj=n, en
j=1

1

tdo dizemos que A é t-particionavel verticalmente.

Ilustracoes:

13 !Seja a matriz

o 1 1 0 1 1
A2

1o 1T 1 1
entao (A;,A,) constituem uma bi-particdao horizontal de A.

2} Seja a matriz As A,

—— —

entdo (A*,A?) constituem uma biparticao vertical de A.

Contra-exemplo - A matriz

ndo possui particionamento horizontal nem vertical.
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Definigao III.6.2 - Um (0,1)-matriz A & particia

navel, se existem inteiros q, t E Z‘+[t,q>/2) tal que A seja q-
particionavel horizontal e t-particionavel verticalmente.
Uma (D,ﬂ)—matriz A € nao-particionavel se para to

do g, t E 2% (t,q32) A nda for g-particionavel horizontal nem t-

particionavel verticalmente. O que ilustra o contra-exemplo a
cima.

Lema III.6.1 - A matriz A- e particionavel se, : e

somente seAt for particionavel. (A

matriz transpostaz-de A). A demonstracdo e imediata.

Definicdo III.6.3 - Consideremos a (0,1)-matriz A
e seja M uma submatriz cortada (parcial-linha ou parcial coluna)
de A.

Chamamos matriz complementar de M, denotada . por

A(M), a matriz obtida de A, zerando-se todos os elementos de M.

Submatriz complementar da submatriz cortada (par

cial-linha ou parcial-coluna) de M; denotada por M® & outra SUE
matriz cortada (parcial-linha ou parcial-colunal de A, de ele
rnento pertecentes a todas as colunas (linhas) de M mas né&o es
tdo en M, isto 6,

a.. E M se, e somente se a. . ¢ Mm°®

] ]
Se M € uma submatriz cortada vertical de A, entédo

a matriz parcial-linha que tem o mesmo numero de linhas que M
€ chamada matriz parcial gerada por M, denotamos por [M].

Ilustracdo - Seja a matriz

a a a a a
11 12 13 14 15
a --a - a - @a : a -
21 22 23 24 25

A = a - a a a a
31 32 33 34 35

‘a - a a a . a
By ) 43 4y L5

se a submatriz cortada vertical for.
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asy a
13 14
M = a a
23 24
a a
.33 . 3y
entéo:
a a 0 0 a
11 12 15
o1 Fan 0 0 85 c
A[M) = ’ ) M = [ab,g aqu]
a a 0 0 a
31 32 35
a - a a a a
Tyl y2 4 3 43 4 5
e a matriz parcial-linha gerada por M e
- a a a
al; alg 13 1y 15
= |a a a a_ - a
(rl 21 22 23 24 25
a a a a a_ |
BER 32 33 3y 35J

Definicdo III.6.4 - Uma (0,1)-matriz A possui nd

cleo se existir uma submatriz cortada vertical universal M tal

que M (existindo) € uma submatriz cortada nula de A, e os shlb

matrizes parciais [M] e [MCI (existindo) tém seus vetores - Ii

nha disjuntos dois a dois, isto &, se X5 for uma componente dife
rente de zero de algum vetor-linha de [M]l, entéo X; ndo e compo
nente de nenhum vetor-linha de [M°| e reciprocamente.

Os vetores-coluna de A, onde suas componentes séo
0os elementos de M e MC sdo chamados vetores- nucleares de A, e
ao conjunto de vetoces-coluna de A, denotamos por N(A), o que
vem a ser o ndcleo de A.

Se A possui k nucleos, entdo dizemos que A € k=

nuclear:
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|H

ustragoes: As seguintes matrizes

sdo nucleares, A e B possuem un nucleo e C possui dois nucleos ,
isto &, C & bi-nuclear.
Observamos na defini¢cdo de nucleo se M for uma subh

. . . . ~ C ~ .
matriz parcial-vertical universal, entao M ndo existe; neste ca

so de fato M constitui ntcleo de A e &€ unico (Vide a prop. IIT.
65.2)

Proposigdo IIT.6.1. - Toda matriz p-dominada A pos
sui ndcleo se as submatrizes parciais- linha M (a matriz que tem como
vetores-linha aos p vetores-linha dependentes de A) e Ve possul
rem seus vetores-linha disjuntos dois a dois.

Dem.
Seja D a submatriz cortada de M, formada pelos

vetores-coluna de norma p. A existéncia de D, &€ garantida pois M
& dominada. Portanto, D é universal e D & nula.

Por outro lado, as matrizes [D] e [D°] possuem
seus vetores-linha disjuntos dois a dois, Logo pela definigao
de nucleo, a matriz A tem nucleo.

Proposicdo III.6.2. - Seja (0,1)-matriz A e M uma

submatriz parcial-coluna.
Se M for universalizada em coluna, entdao A possui

nicleo e & Unico.
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Dem,

A existéncia de nlcleo segue-se da definicao.

Agora suponhamos que existem N; e N, dois nucleos
de A, entdo as matrizes [N;] e [N,] tém seus vetores-linha dis
juntos dois a dois, o que € absurdo, pois M e universalizada, isa

to &, M tem pelo menos un vetor-coluna de norma igual ao ndmero

de vetores-linha de A.
Teorema III.6.1 - Uma (0,1)-matriz A nuclear € to
talmente unimodular se os vetores-linha complementares dos veta

res nucleares de A forem ortogonais dois a dois.

A demonstracdo segue-se de fato que A é i:equivalen

te a matriz (P,U) onde P e uma matriz permutacido e U ¢ univer
sal, isto e, & uma aplicacdo direta da prop. II1.3.2.

Corolario III.6,1 - Uma (0,1)-matriz k-nuclear e
totalmente unimodular se os vetores-linha complementares dos k-

nucleos forem ortogonais dois a dois.
A demonstracdo segue-se pela inducao e aplicacao
do teorema III.6.1..

Teorema II1.6,2 - Se uma (0,71)-matriz A k-nuclear

tem seus vetores complementares dos vetores nucleares dependen
tes dois a dois, entdo A e totalmente unimodular.

Para k=1, a demonstracdo segue-se do fato que A &
equivalente a matriz totalmente unimodular (D,U) (onde D & ma
triz dependentes e U universal).

Para k>1, faz-se por inducéo.
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CAPITULO IV

HIPERGRAFO UNIMODULAR

IV. 1 - INTRODUGAD

Neste capitulo abordamos os seguintes tépicos:

Na segao IV.2 descrevemos uma identificacdo en
tre matriz zero-espaco e hipergrafo. Desta maneira, quando falact
mos da matriz de incidéncia do hipergrafo sem laco significa re

ferirmos a matriz padrdo equivalente.

Na secdo IV.3, tratamos dos hipergrafos p-domi-
nado, h-quase uniforme e guase-ciclicos. Estabelecemos condigoes

para que sejam unimodulares.

Nas secdes IV.4 e IV.5, obtemos alguns resulta

dos sobre hipergrafos H com & (H) 2, e uma condicdo de unimodu-

laridade de un hipergrafo através de seu grafo representativo.

Na secdao IV.6, desenvolvemos seccionabilidade de
hipergrafos e, finalmente, nas secdes IV.7 e IV.8, introduzimos
nocdes de hipergrafos k-nucleares e matching h-uniforme. Basean

do-nos nestas teorias e defini¢cbes obtemos novos resultados.

IV. 2 - IDENTIFICACAO DA MATRIZ ZERO-ESPACO COM HIPERGRAFO.

Tratamos a seguir de uma identificagao da matriz

zero-espaco com hipergrafo.
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Definicdo IV. 2.1. - Uma matriz zero-espaco M de

ordem mxn & matriz padrédo se:

i} O0s vetores-1linha vV, = V; (Hqs;tq),1=1,2,...,mde M forem conforta

i

veis, isto é,hl<hz<...<h. ou |V1!§|V2|5---5|Vm

.
¥

ii) por qualquer permutacdo de linhas ou colunas, os vetores- |i

nha de M forem de espaco invariante.

IlustragcBes - As seguintes matrizes tém forma pa

drao

(100 1]vy0:2), |vyle2 7110 00) witos0), Jugl=2
1100 Vy(0;0), |Vy]=2 11100} W,(0;0), [W,[=3
0 110]|Vga(1;0), [vg[=2 e 11110} Wy(0;0), |wW3|="'4
(0001 1] v,(2;0), |vg]=2 1111 1) wel0;0), [w,[=5
As seguintes matrizes ndo tém forma padréao
- - 9 . -
1100]x,00;0), [X]=2 11000]) v 00;0), [Y,[=2
0110 X,01;0);5 [X,]=2 11110 Yy(0;0), [y |= 4
001 1| X,0(2;0), [Xg]=2 e |11 100]| vy(0:0), [Yy[= 3
(100 1] X,00:2), [X,[=2 (11111} v,00:0), [Ygq]= 5.
Seja D uma matriz zero-espagco, por qualquer per

mutagao de linhas ou colunas en D ela se transforma na matriz pa
drao D’ e por isso define-se a equivalencia e denota- se por

D = D'. Sobreentende-se que D e D' sao da mesma ordem.

Denotemos com A o conjunto de matrizes zero-espago

de qualquer ordem.
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Para uma matriz padrdo arbitraria D de A definamos
a classe denotada por D, como o conjunto de todas as matrizes =

equivalentes a D, isto é:

B=1{Me A /M D}

D, entdo P nao se

Se P for submatriz de M, onde M
ra necessariamente uma submatriz de D no sentido usual. Contudo,

por abuso, nos referimos como submatriz de D.

Consequentemente, para matriz de incidéncia A de um
hipergrafo sem lacos H, haverpa uma matriz padrdo equivalente. A

esta matriz padrdao chamamos matriz de identificacdo de H.

Ilustracdo - Seja o hipergrafo
E4 EB
N TN
; A matriz de incidéncia
H: ’ x2 -x4 7E2
] Xg Xy Xg X,
] E1 0
‘ b e lEl E 0 1 0 1
| 2 = A
T E3 0o o 1 1
; 0 0O
E4 1 1
X1 Xo X, Xg X xz Xy Xg Xg Xp X4 Xg
E
11 0 0 1 E1 1 0 0 1 El 1 0 0 1
0
E, o 1 1 @ E4 1 1 0 0 ,E4 1 0 0 )
= = = = D matriz padrao
E, 0 O 1 1 E_,O0O 0 1 1 E. 0@ 1 1 O
3 3 2
E4 1 1 0 0O E2 0 1 1 © E3 6 o0 1 1

D é a matriz de identificagao de H

Entretanto o hipergrafo H obtido a partir de uma ma

triz padao D terd a mesma D como sua matriz de incidéncia, pois,pela
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definicdo da matriz de incidéncia, os indices dos vértices do hdi
pergrafo aparecerdo enumeradas na ordem crescente das colunas da
matriz, e os indices das arestas do hipergrafo aparecerao enumera
das na ordem decrescente (de cima para baixo) as linhas da matriz.
Em outras palavras. Seja D uma matriz padrdo de ordem mxn.

Para cada i=1,2,...,m o0 vetor-linha Di h-zeros e t-
espacos de D definamos a aresta Ei' cujo primeiro vértice tenha
por indice h+l e os outros vértices tenham en sequéncia iIndices
que correspondam as posi¢cOes das componentes diferentes de zero,
sendo que os Vvértices consecutivos mais distantes tem indices =

gue diferem em (t+1)-unidades.

Daqui em diante nos referimos matriz de incidéncia

como sindnimo da matriz padrdo equivalente.

Ilustragao - Seja D a matriz padréo

v \
1 001 n = - =
Ql (1,0,0,1) E1 (xl,x4)
1100 D.=(1,1,0,0) - E.=(x_,x.)
D= entdo 2 Z 172
0110 = =
D3 (0,1,1,0) -+ E3 (XZ’XSJ
L 00 1 1, = =
D4 (0,0,1,1) - E4 [x3,x4]
isto é:
X1 X, Xg X, hipergrafo F=(X,FJ), X={xl,x2,x3,x4}
,E 1 D D 1 = 3 ’ 2
1 F={E,.E,,E;.E,] ‘
E2 E4
E2 1 1 0 0

€ a matriz

incidéncia do F:
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1V.3. HIPERGRAFO p-DOMINADO.

Consideremos o hipergrafo H=(X,&).

Dizemos que as arestas E e F de H sao dependentes

se a aresta E domina F ou Fdomina E, isto &, FEE ou EGCF.

Definigcao IV.3.1 - Se existem p arestas de um hiper
grafo H que sdo dependentes duas a duas, entdo H € chamado hi
pergrafo p-dominado.

Proposicdo IV.3.1 - Se H=(X,£) € um hipergrafo domi

nado, entdo para qualquer S c¥§, Hq € também dominado.

A demonstracdo & imediata.

Definigaoc IV.3.2. - Un hipergrafo H & chamado h-qua
se uniforme (hi—:Z+I se para cada aresta de cardinalidade menor =

que h existe uma aresta dominante de cardinalidade h em H.

Ilustracao:

Fig. IV.3.1
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Definigdo IV.3.3 - Um hipergrafo H=(X,&) & conexo

se X ndo pode ser expresso como a unido de dois subconjuntos nao
vazios disjuntos X1 e Xz2tal que para toda aresta E de H se tenha
E€X1 ou EE€ X

Um hipergrafo parcial F=(X,F) maximal (isto e, se
3 I'ce G tal que Fel' entdo TI'=F) € uma componente ge . Hse F

for um hipergrafo conexo.

Proposicdo IV.3.2 - Um hipergrafo H=(X,&) com
lal = 3 & unimodular se H for h-quase uniforme.
Dem.

Da hipo6tese resulta que H e bi-dominado, dafi sua
matriz associada & bi-dominada e pela prop. III.4.3, & totalmen

te unimodular e pela prop. 2 (Cap. 20, |3|] resulta que H & uni

modular.
Eq ”
Tlustracoes:
1) Hs 43 H
FIG.IV.3.2
H:
5 . . )
) E. . C{DEz .. E, 5) H:
FIG.IV.3.3
6)H
E
3) H: A 3
FIG.IV.3.4 FIG:IV.3.7

Observamos que a prop. 186 (P,47,[11] fica como um

caso particular da prop. IV.3.2.
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Definigédo IV.3.4 - Seja H=(X,&), &G=(E ,E ,,.,,EmJ
/ A .

‘+'
e pez’, |&|-2sps|a].
H e guase-ciclico se existem p arestas tais
que verificam as seguinte propriedades:
. s _ i1,
i) IEJ}E1+1I/P e |Eg\E1| zero para todo i=1
2,...,p~1, onde r € um inteiro ndo-negativo e

ii) EJ]Ej=¢ para todo i#je{1,2,...,p} com Ii-j|>2

Ilustracdes:

Ei
H: I[ E, H
1) 2)
(@
Es
FIG.IV.3. 8 FIG.IV.3.8

3) T

E5 > . E7

.
v

£l ~] -\ -
FIG.IV.3.10

IV.4 - HIPERGRAFOS H COM §(H)=2

Consideremos o hipergrafo H=(X,&§) e SgX.
0O conjunto grau de 3, denotado por GS e definido

por

§S={E€§/XEE para xeS}

Se S={x} ent&do ao invés.de denotar por GS' denota
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mos por &x’ a famflia de arestas de H que contem vértice x,|?|

A cardinalidade de GS, & chamada grau de S, is

10RY

to

Definamos os graus menor e maior do hipergrafo H

denotados respectivamente por &(H) e S(H) como:

S(H) = min GH[XJ e S(H) = max SH(x]
xeX XEX
Ilustracdes: Seja o hipergrafo
EE
E1 entéo:
E2
H:
m E[H]=6H(x1)=6H(X3]=2
FIG.V.4.1 S(H)=8,(x,)=3
Se §(H)=8(H)=8, entdo o hipergrafo H é chamado

§-regular.

Ilustracgao: SejE o hipergrafo
2
X1 X9 Ea
_ E1
H:
X',L, E|+ *3
FIG.IV.4.Z

H & 2-regular ou bi-regular.
Observamos que um sub-hipergrafo ou hipergrafo

parcial de um hipergrafo d-regular naoc € necessariamente 6-regu

lar.

Teorema IV.4.1: Seja H=(X.G) um hipergrafo tal

que S(H)=2.

Se H possui um ciclo de comprimento p, entdo sua
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matriz de incidéncia tem uma submatriz quadrada de ordem p, on
de 0s p-1 vetores-linha sdo O-espa¢o uniformes e un vetor-linha
é (p-~2)-espago uniforme,

Dem.

Seja CP um ciclo. Sem perda de generalidades con

sideremos que CP seja formado pelos p primeiras arestas e verti

ces de H, isto e:
C = (x1,E1,X2,E2,...,X E SX_LE Lx1),
p S s P-1 p-1""p* p’"*
Onde todas as arestas Ei e x,; para i=1,...,p séo
isti . E l=1,+:.5p-1.
distintos e XF Xi+1 E E, para i=1, P

Construimos a matriz B:(bij]tomando por colunas

e por linhas as ares

os vértices Xi correspondentes do ciclo CP

tas correspondentes do ciclo tal que

1, se x, & E,
1 J

b.. =
1d 0, se x, ii: E.
1 J
para todo i,j=1,2,...,p, isto e.
X X X . X X
1 2 3 « 5 p—1 p
E1 1 1 8] 0 8]
E2 0 1 1 0 0
E3 0 0 4 0 0
E 0 0 6] 1 1
p-1
E 1 0 0 . 8] 1
P

E evidente que a matriz B tem seus p-1 primeiros

vetores-linha O-espacos uniformes e o Ultimo vetor-linha é un



.46.

vetor (p-2)-espaco uniforme e, além disso, @ uma sub-matriz qua

-

drada de ordem p da matriz de incidéncia de H. A matriz B e
chamada matriz ciclo, |16|_
Ilustracdo - Seja o hipergrafo

FIG.IV.4.3

cuja matriz de incidéncia é dada por

X1 X2 X3 Xy X5 Xeg X7 Xg Xg X3io X11

E, 1.1 0 0 0 0 0o 1 1 o0 O
E, 1.9 1 1 0 0 0 0 0 0 ©O
EL c o o 1 1 1 0 0 0 0 O
E, o o o o 1 1 1 0 0o 0o O
E. c6 0o o o o o 1 1 1 1 0
Eg 0 0 o oo o 0 0o 0o 1 1

Entdao a sub-matriz quadrada correspondente ao ci

clo.
CS = (X_9JEJ_JX?_JEZJX}}JE_SJXfSJEl}:x7JESJXBJ
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e a matriz

Xg X2 Xy Xg X7

El 1 1 0 0 0O
E2 0 1 1 0 0
E3 0 60 1 1 o©
E4 0 0 0 1 1
E5 1 0 0 0 1

Corolario IV.4.1: Sob as hipoteses do teorema IV.4.1.

Se o ciclo CP for impar, entdo a sub-matriz quadrada
associada tem determinante | 2.
A demonstracdo & imediata, [ver |2]| ou |!*])

Corolarioc IV.4.2 - Sob as hipoteses do teorema IV.4.1,

Se o hipergrafo H possuir k ciclos impares entdo qualquer sub-ma
triz quadrada extraida da matriz de incidéncia de H tera determi
nante igual a 0 ou I2R. onde 0<gZ£gk.

Dem.

Seja A a matriz de incidéncia do hipergrafo H, entéo
pelo teorema IV.4.1, A possui £ submatrizes quadradas, todas de
ordem impar e a norma de cada vetor-coluna tem valor menor ou =
igual. a 2.

Consideremos B uma submatriz quadrada de A.

Se B possuir um ciclo C , g impar, entdo usando as

permutacfes de linhas ou colunas, a matriz i3 vem a ser,

onde C & a matriz ciclo de ordem q, M matriz ndo necessariamente

nula e O submatriz quadrada, entéo
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det(B)=det(Cldet (D)= *¥2',1 ou o©
Agora suponhamos que posSsui Ci’ i=1,2,...,4; 4 ci

cios impares entdao B pode ser expressa na seguinte forma, usando

operacdes elementares de linhas e colunas, isto &,

C;, 0 ... 0O 0
0 Co o 0 0
B:
0 0 Cp 0]
. 0 0 ... O D
dai det(B]=det(C1]det[C2]... det(CP]det[D]
=(+2)(x2)...(%2)det(D)
=i2£.1 ou 0.
Lema IV.4.1 - Se a (0,1)-matriz A ndo possui subma

trizes quadradas ciclos de ordem impar, entdo A é totalmente uni
modular.
A demonstracdo & imediata.

Teorema IV.4.2 - Se uma (0,1)-matriz A for t-espaco

uniforme, teZ+, entdo A & totalmente unimodular.

Dem.

Suponhamos que A nédo seja totalmente unimodular, en
tao A possui uma submatriz quadrada ciclo B de ordem g impar.

Sendo B uma matriz quadrada ciclo, entdo pelo teore
ma IV.4.1, B possui um vetor-linha (g-2)-espago uniforme,isto i m
plica que A tem um vetor-linha que ndo & t-espaco uniforme e que

contradiz a hipotese, portanto, A & totalmente unimodular.

Assim concluimos a demonstracdo de nosso teocrema.
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V.5 - GRAFO REPRESENTATIVO

Consideremos o hipergrafo H=(X,§&) com |§|=m(H]=m.
Definamos o grafo representativo Ial de H, denota
do por L(H}, como o grafo simples L(H)=(Y,U) de ordem m para o
qual existe um mapeamento biunfvoco Y de § em Y tal que as ima

gens de dois elementos Ei e Ej, 1#j de & sdo os extremos de

algum arco em L({(H) se, e somente se, Ej. e Ej sdo adjacentes em

H.

Proposicdo IV.5.1 - Se H e um hipergrafo dominado,

entdo L(H)- & um grafo completo.
Dem.
Suponhamos que L(H) ndo seja completo, entdo exis

tem dois vértices ei e ej que ndo sdo ligados por algum arco em

L(H).

Pela definicdo de L(H), os vértices eg © ej sdo
imagens por um mapeamento biunfvoco existente de duas arestas
Ej. e Ej’ i#j, nao adjacentes em H. De onde E_ e Ej ndo sao de

i =
pendentes, isto €, n&do verificam nenhuma das propriedades:
E.EE. ou E. & E,
i J J i
contradizendo que H néao € denominado. Portanto, L(H) & um gra

fo completo e concluimos assim a demonstracdo de nossa proposi

cao.

Observamos que a reciproca da proposicéao acima
ndo € verdadeira, isto e, o grafo representativo de um hipergra
fo @ completo sem que o hipergrafo correspondente seja domina

do, o0 que ilustra o seguinte exemplo.
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Seja o hipergrafo H ndo dominado.

H: L(H):

- 8

FIG.IV.5.1 FIG.IV.5.2

w

Proposicdo 1V.5.2;: Se L(H) & uma cadeia simples
e elementar, entdo o hipergrafo H é quase-ciclico.
Dem.

Sendo L(H) uma cadeia, entdo & uma sequéncia de

arcos, isto é, L(H)=(u ,u ,...,u.3.
1 2 P

Sejam e, e e, ,,0s extremos inicial e final res
pectivamente do arco u;, para i=1,2,...,p-1, entdo existem ares
tas Ei e Ei'q, que sdo adjacentes para i=1,2,...,p-1 em H.

+

Por outro lado, nédo existe arco de extremos et e
e, para todo t e s tal que |t—s|>2, pois L(H) é simples e ele
mentar; consequentemente, as arestas Et e ES para todo t e S

tal que |t-s|»2 ndo sdo adjacentes

Seja r = minIEinEjI

i = 1,2,...,p-1

entédo rsIEJ]Ei;ql para i=1,2,...,p-1 e |E10Ej|=¢ para todo 1 e

j tal que Ii_jlzz. Assim o hipergrafo H & quase-cfclico.
Tenrema IV.5.1 - Se o grafo conexo L(H) for bipar

tido, entdo H & unimodular
Dem.

Como L(H) €& bipartido, entdo admite uma bicolora
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cao equitativa (84,82),

Desde que L(H)- € conexo, entdo podemos colorir de

branco e azul tal que dois vértices adjacentes tenham diferen
tes cores, isto e, sejam e; e ey dois vértices adjacentes em
L(H), entdo implicam que as arestas correspondentes Ei e Ej em
H, ndo tenham todos os seus vértices da mesma cor, de onde a

bicoloragao (s,,8,) implica a bicoloragao (X;,X,) de H que e e

quitativa.

IV.6 - HIPERGRAFOS SECCIONAVEIS

Consideremos o hipergrafo H=(X,§).

Dizemos que o0s vértices X, € Xj

3 de H sdo dependen

i j .
tes se, e somente se, seus vetores-coluna A' e AJ associados fo

rem dependentes «» isto &, AT< AY ou AJd e’

Dois subconjuntos Sl e 82 ndo vazios de X sao de

pendentes se, e somente se, cada xeS; e ye3S, forem dependentes.

2

Definicdo IV,6.1 - Seja o hipergrafo H=(X,§},qezZ",

q»2

Dizemos que H é g-seccionavel verticalmente se e
Xistir uma g-particéao (81,82,...,SqJ de X; tal que Si e Sj nao
sejam dependentes para i#j=1,2,...,q, entdao escrevemos

H = Hsla HSZS . @HS
q

onde o sub-hipergrafo HS. € gerado por Si para 1=1,2,...,q9-.

H e t-seoc;onével horizontalmente se § admitir uma
t-partigao (Fi,F2,..,,F_), entao escrevemos

t

- ®F_ Q...0F
Ho= Fp B Fp 0 F,
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onde o hipergrafo parcial FF ¢ gerado por Fj para j=1,2,...,t.

d
Definicdo IV.6.2 - Um hipergrafo H & seccionavel

se H for secciondvel vertical e horizontalmente.

Os hipergrafos que seccionam H, sdo chamados h.i
pergrafos seccionais.

Se em um hipergrafo H seccionavel vertical ou ha
rizontalmente cada hipergrafo seccional for unimodular entao di
zemos que H é totalmente seccionavel.

Observamos que, se um hipergrafo H & : totalmente
seccionavel, entdo H &€ ndo necessariamente unimodular e recfprg
camente.

E o que ilustramos a seguir.

Consideremos o hipergrafo H ndo unimodular. No entanto,

FIG.IV.6.2

FIGIV.6.3

seus hipergrafos seccionais Fi1,F2 sdo unimodulares.

Agora consideremos o seguinte hipergrafo unimodular.

FIG IV.6.4

H ndo é seccionéavel, isto é ndo e totalmente seccionéavel.

Definigéao IV.6,3 - Um hipergrafo H=(X,§) nao €

seccionavelse H nao ser seccionavel vertical, nem horizontalmente.

Proposicao IV.6.1 - Se o hipergrafo H=(X,&) & uni

modular a E¢ &§ . entdo o hipergrafo F=(X, § U{E}) & totalmente

secciondavel mas ndo € necessariamente unimodular.
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A demonstracaoc € imediata, pois o hipergrafo H1
gerado por {E} & unimodular e ({E},§) é uma partigédo de G&GU{E},

portanto, F € totalmente seccionavel.

Ilustragao: Consideremos o hipergrafo
ol E
H=(X,& | Ez e aresta
FIGLTV.6.5

FIG.IV.B6.6

entdo o hipergrafo F=(X,§U{E}) é
Eax

Eo

X

AN

E

FIG.IV.B.7

.6 totalmente secciondvel mas ndo & unimodular.

Corolario IV.6.1 - Um hipergrafo H=(X,§) p-domina

do & totalmente seccionavel se |§|=p;2.

A demonstracdo e imediata, basta considerar os hi
pergrafos F, e F, gerados por {El....,EP} e G-{E1,...,ED} res
pectivamente. E sdo unimodulares

Teorema IV.B6.1 - Se o hipergrafo H=(X,§) ndo pos

sui ciclo de cumprimento maior ou igual a 3, entdo H é seccio
navel horizontalmente, onde un dos hipergrafos seccionéaveis é
unimodular,

Dem.

|17

Sabe-se pelo lema , que H possui um wverti
ce x de grau un ou existem duas arestas E e F tal que ECF.

Se T e a aresta tal que Tsx, entdo T néo é domiqg
da nem. €é dominante de nenhuma outra aresta de H.

Consideremos os hipergrafos parciais H1 e H2 ge

rados por {T} e g—{T} respectivamente, € evidente que H1 e uni
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modular e ({T}, §{T}) € uma particdo de6 ; portanto, H & seccia
navel horizontalmente,

Agora, se existem arestas E e F de H tal que ECF,
entdo consideremos os hipergrafos Hl e H2 gerados por {E,F} e
6- respectivament mente.

E evidente que H, & unimodular e ({E,F},&{F}) ¢
uma particdo de §.

Logo H & seccionavel horizontalmente com um dos

hipergrafos seccionais unimodular.

Corolario IV.6.2: Se em um hipergrafo existem p

vértices distintos X1 e Xy com grau 1, entdo H e (p+1)-seccio
navel horizontalmente.

Dem.

Demonstremos por indugao sobre o numero de veérti
ces de Grau 1.

Se p=1, & evidente pelo teorema I1V.6.1.

Suponhamos que o corolario.-seja valido para 0s
hipergrafos que tém p vértices de grau 1, demonstremos para Os
hipergrafos que tém p+1 vértices de grau 1.

Seja o0 hipergrafo H que tem p+1 vértices distin
tos de grau 1.

Se x ¢ un vértice de H tal que SH[x]=1, entéo e
Xxiste uma aresta E de H tal que contem x.

Consideremos os conjuntos F={E} e T=6-F os quais

constituem uma particao deg§.

Portanto,

onde T e U sao os hipergrafos gerados por F e I respectivamente.

0O hipergrafo seccional U contem p vértices de grau
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1, entdo pela hipotese de indugdo, resulta

U = F:L@Fz@ '!.@FP@FD+1,

Logo, fazendo FD=T, temos
+17

H = F_BF,8F,8,..8F BF -
0 ' PP

isto e, H.é (p+2)-secciocnavel horizontalmente.

Teorema 1V.6.2: Um hipergrafo H e seccionavel ho

rizontalmente se, e somente se, sua matriz de incidéncia A for
particionavel-linha.
Dem.

Suponhamos que H & seccionavel horizontalmente e

demonstremos que A & particionavel-linha.
Suponhamos que A ndo admite nenhuma particdo - I4i
nha, entdo para qualquer um dos dois vetores-linha Ai e Aj,iij,

de A, temos A.«A, ou A .&£A_,
1 J 3 1

Pela identificagdo das arestas correspondentes E,

e E, de H sdo dominadas, isto e, E.E ou E.SE sendo E e E,
J i j J i’ i J
elementos arbitrarios de §; entdo ndo existe nenhuma particéao
de g, isto e, H nao e seccionavel, o que € uma contradigcdo. Lo
go, A admite uma particionabilidade-linha.
Agora suponhamos que A possui uma particdo-linha,
seja
A1
A =
AZ
Benotamos com &1, 0 conjunto de arestas associa
das univocamente aos vetores-linha de A, e analogamente o con
junto §, aos vetores-linha de A,.

Como ndo existe nenhum elemento de A1 tal que se
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ja dominado ou dominante de algum elemento de A, entéao (G,l,
‘%7) constitue uma particdo de &, consequentemente H é seccio
navel horizontalmente,

Corolario IV.6.2 - Se H & secciondavel verticalmen

te, entdo sua matriz de incidéncia € particionavel-colunae re
ciprocamente.

A demonstracdo & analogo ao teorema 1V.6.2.

Corolario IV.6.3 - Um hipergrafo H € g - secciona
horizontalmente se, e somente se, sua matriz de incidéncia for
gq- particionavel-linha.

Basta aplicar a indugado e o teorema |IV.6.2.

Teorema IV.6.3: Um hipergrafo H & seccionavel se,

e somente se H* for seccionéavel.

Dem,

H & seccionavel se, e somente se, A [matriz de in
P - - . . t t
cidencia) for particionavel; isto €, se e somente se, A (A
triz transposta de A) for particionavel, isto &, se, e somente

se, seu.. o hipergrafo associado H* for seccionavel.

Corolario I1V.6.4 - Todo hipergrafo possui um hi

pergrafo parcial unimodular com numero de arestas 32.

A demonstracdo & imediata.

Proporcaon 1V.6.2: Se o hipergrafo H for balanceado,
entdo H possui um hipergrafo parcial unimodular de arestas 23..

Basta tomar de todos os ciclos impares o de menor
comprimento. Suponhamos que I seja o ciclo de menor comprimento,
entao T possui um vértice x tal que GH[XJZS.

Agora formemos o conjunto F tomando as arestas
E., Ej de I' que pertencem a &X e a aresta E de G-T'.
1

E evidente que F gera um hipergrafo parcial unimo

dular de numero de arestas igual a 3.
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IV.7 - HIPERGRAFO K-NUCLEAR

Consideremos o hipergrafo H=(X,&) e mapeamento 6H
de X em Z'. definido por

xeX 8 (x) = |&

S |

onde GX € o conjunto grau do vértice x de H

Definicado IV.7.1: O nucleo de H, denotado por

N(H), € o cubconjunto de X, definido por

N(H)={xeX/¥ye Gx, GH[y)SIGXI e SH(y)<|§X| sempre gque
ayeax}

Quando xeN(H), aaresta E que contem x, & chamada arestaou. vetor
nuclear e o vértice x € elemento nuclear.
Se um hipergrafo H possui k nucleos, dizemos que

H e k-nuclear.

Ilustracoes

1)

H:
X %a X Xy Kg Xg X Xg Xe Xy Xpy X1z X1z Xiw
Eﬂ 1 0 0 1 1 1 1 0 0 O 0 1 0 0
E2 1 1 0 0 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0
E3 0 1 1 0 1 1 1 0 1 0 0 0 0 1
E4 o 0o 1 0 1 1 1 1 1 1 0 1 0 0

0 nicleo N(H)={x ,x ,x7}, os vVértices nucleares x ,x e x7ae as
576 5" 6

arestas nucleaces, E ,E ,E e E .
1 2 3 4
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21 0 hipergrafo H com duas componentes

Hs
Eo
E, , X10 X17
Fr’ o .
. X
X3 /(//; kh
Xg
X1g ‘ %6 Es
FIG.IV.7.2
X X X X X X X X X X %X x X X X X

X
1 2 3 L 5 6 7 8 9 0. 1 12 13 15 16 17

E1 g 0o 49 0 0 © 1 @ 0 0 0O 0O 0O 0O O ©o O
E2 O 0 0 1 0O 0 1 170 1 0 0 0 0O 0 O 1
E3 0 0 06 1 0 1 1 790 0 O © 0O 0 0 0 o©
E4 1 720 0 0O O O O0C O O 1 0 0 0 0 0 O
E5 1 720 0 1 0O 0O O0C 1 0 0O 49 0O 1 0 0 O
EB 1 7.0 0 170 0O 0O 1 0 0 0 1 0 1 0 0
E7 T 120 0 1 0 0 0 0 0 0 1 7.0 0 1 0O

Os ndcleos {x ,x } e {x ,x 1.
7" " g 1772

3) O hipergrafo H com uma componente nuclear Ee

FIG.IV.7.3
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E1 0 0 1 190 0 0 0O 0 1 @0
E2 0 0 1 7.0 0 0 0 1 0 0O
E3 0O 0 1 19 0 0 0 0 0 0 1
E4 O 0 0 0 1 70 0 0 0 ©
E5 o 0 0 0 0 1 790 0 0 O
EB 0 ¢ 0 0 0 0 1 17 0 0 O

4) H e

FIG,IV.7.4

E1 o 0 1 1 19 0 0 0 1 1 0O
E2 o 0o 1 10 6 0 0 0O 0 1
E3 0 0 1 1 0 1 1 79 0 0 O
E4 1 * 0.0 0O 0O 1 0 0 0 O

O hipergrafo H da fig. IV.7.4 ndo possui nucleo.
Se todss as k componentes de un hipergrafo H forem
nucleares, ent@ao H & dito k-nuclear completo.
Os exemplos 1 e 2 ilustram hipergrafos 1-nuclear
e bi-nuclear completos respectivamente e o exemplo 3 ilustra um

hipergrafo 1-nuclear.
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L/jeJ ., J € 7))
1ﬂ=(EJJ 1 1

de H e chamado un clique se qualquer subconjunto de I nao for
mar un matching de H.

Observamos que se N(H) & um nuacleo de H, entdo os
conjuntos graus Gx coincidem para todo xeN(H),isto e, . se. v,

zeN(H), z#y entéo az=ay.

Teorema IV.7.1: Seja H=(X,&) um hipergrafo e T

um subconjunto nao vazio de X.

T &€ o nticleo de H se para todo VSGT implica
<<
que & S & ;
Dem.
Para todo ye%t. teT, temos que GH(y]=|aY|S|§ti,dai
GH(yleatl. Portanto, temos 6H(y)<|§t| para qualquer ye§

sempre que GYcat. Logo T & um nicleo de H.

Coroldarin IM.7.1: Se o hipergrafo H=(X,&)for nucle

ar, entdo existe un vértice x tal que para todo ye&x tem-se
GYE& . Além disso, & gera uma componente conexa de H.
X X
A demonstracdo segue da definicdo de nucleo e do

Teorema |V.7.1.

Proposigao IV.7.1: Se N & um nlcleo de H, entéo &N

e um clique de H.
A demonstracdo segue do fato de que todas as ares
tas (vetores) nucleares sdo adjacentes

Teorema IV.7.2: Se um hipergrafo H=(X,&) possui

um vértice x tal que i&xl=|§l, entdo H possui un Unico ndcleo.
Dem.

De § & &e | & |=|E| segue-se que 6.=6.
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Consideremos o conjunto S :E FE o qual é diferente
€

de vazio, pois, xeS., vem a ser nlcleoc de H.
Se existe outro nilcleo N, entdo existe uma aresta nu

clear F de N tal que F ndo é aresta nuclear de S.

Agora, sendo F uma aresta de E e E=FX, entao F e
uma aresta de EX, isto implica que xeF, o que e absurdo; pois
supomos que F ndo & aresta nuclear de S. Portanto, H possui um

Unico nicleo.

Coroléario IV.7.2: Se um hipergrafo H=(X,&) possui um

vértice x tal que IEX|=|E], entdo H é conexo.

A demonstracdo & imediata.

Observamos que se um hipergrafo possui um ndcleo,en
tdo o hipergrafo ndo & necessariamente conexo (Vide ilust.3 ac.)

Teorema IV.7.3: Se um hipergafo H & k-nuclear, entéo

H € seccionavel horizontalmente.

Dem.
Sejam Ni’ i=1,2,...,k, 0s k nucleos de H e considere
mos osconjuntos graus EX , 1i=1,2,...,k para xiENi, i=1,2,...,k.

i
Se (¢ ). _, I={1,2,...,k} particionam E, entdo H é
R iel
k-seccionavel horizontalmente, pois os k hipergrafos seccionais

de H serdao exatamente os hipergrafos gerados por EX , para i =
[
=1,211--1K-
Se [EX ]iel ndo constituir uma particdo de £, entéo,
i

consideremos a particao

[[Ex.)iel’ £ - (gx,JiEI)'
i i

Assim, cada elemento da particdao gera hipergrafo seccional de H
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Portanto, H admite secciaonabilidade horizontal o
que prova o teorema.

Um conjunto transversal d& hipergrafo H=(X,&],
um conjunto T<X tal que

TT}E¢¢ para cada Ee§, 11

Se |TD|=mihﬂﬂ/T transversal de H}, entéo|T0|£ﬂH]é

0o nUmero transversal de H.

Lema IM.7.2; Se Hfor k-nuclear completo entdo o
nimero transversal de H é k.
A demonstracdo & imediata.

Teorema IV.7.4; Um hipergrafo H é nuclear se, e

somente se, sua matriz de incidéncia A for nuclear.

Dem,

Suponhamos que H=(X,&§) possui nlcleo, entdo pelo
corolédrio IV.7,1, existe um vértice x tal que GX gera uma com
ponente conexa de H; portanto (&X,G—GXJ € uma particdo de & e
pela identificagao, isto induz uma partigdo-linha IAfA 2) de A

- ) X
Tambem existe um vetor-coluna A" de Al. correspondente ao ver

tice X com IAX[ =n? de linhas de Al. digamos .|AX| =T,
Seja M a matriz cortada de A que tem por veto
1 2
res-coluna todos os vetores-~coluna de Al com norma r. E evi

dente que MS & uma submatriz nula de A.

Por outro lado, as matrizes [M] e [MG] sao exata
mente A1 e Az, respectivamente. Logo, A possui nucleo e os e
lementos de M e M° constituem as componentes dos vetores niL
cleares de A.

Agora, suponhamos que A possui nlicleo, entdo exis

. . . C ,
te uma submatriz cortada vertical universal M e M submatriz

nula. Dai as matrizes parciais [M] e [MC] particionam A, e pe
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la identificacdo esta induz uma particdo (F,I') de § e gs vertd
ces correspondentes as colunas de M pertencem a F. Se S & o
conjunto de todos estes vértices, e sabendo que
FS=FX para qualquer xegS, FX gera um hipergrafo
que & uma componente (conexa)de H. Portanto, H possui nucleo.

Corolario IV.7.3: Um hipergrafo H & k-nuclear se,

e somente se, sua matriz de incidéncia A for k-nuclear.
A demonstracdo € imediata

Corolario IV.7.4: Um hipergrafo H nuclear € unimo

dular se, e somente se, sua matriz de incidéncia A for tetalmen

te unimodular.

A demonstracdo- e imediata.

Teorema IV,7.5: Um hipergrafo H conexo com nudcleo

N & unimodular se for GH(x]=’I para todo XxeX-N

Dem.

Pela hipotese, segue-se que a matriz de incidén
cia de H verifica as hipoteses de teorema I1II1.6.1 e pelo corola
rio IV.7.4, resulta que H & unimodular.

Coroldrio IV.7.5: Sejam N,,ieI={1,2,....k},08 &

nacleos do hipergrafo H=(X,§&).
Se H € k-seccionavel horizontalmente e for GH(x]='l

para todo x€X-UNi: entdo H & unimodular.

iel
Basta aplicar a inducao e o teorema IV.7.5.

TV.8 - MATCHING_h-UNIFORME

Defini¢cdo IV.8.4: Um hipergrafo H € un matching h

-uniforme se todos os matchings maximais de H possuirem cardina

lidade h.
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Ilustracdes:

1) Seja o hipergrafo

Ea

Ds matchings de H sao:

FIG.IV.8.1

M ={E ,E }, m=1{E ,E } eMm =1{E ,E } e todos eles
1 1 3 2 1 L 3 2 L

tém dois elementos e o hipergrafo H @ um matching 2-uniforme.

21 Seja o hipergrafo H de tres componentes,

FIG.IV:8.2
H & un matching 3-uniforme .

Lema IV.8.1: Se um hipergrafo H & k-nuclear (k>2),

entdao H possui pelo menos um matching de cardinalidade k.
A demonstracdo &€ imediata.

Definicdo I1V.8.2: Dado un hipergrafo H = (X,El,

E ,...,EmJ, se existe un hipergrafo H=(Y,g] cujos vértices sédo
) .

0s matchings maximais de H e cujas arestas Ei sdo dadas por
Ei={["] matching de H tal que Man,} para i-1.2...... m,

entdo H € chamado hipergrafo matching.

Observamos que nem sempre existe H para um hiper

grafo H, a ndo ser que seja vazio; por exemplo, se H possuir um

Onico nlcleo, entdo H é vazio.
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Ilustracéo; Seja o hipergrafo

FIG. IV.8.3

entdo os matchings de H sao:

M-={E ,E} , M =41{E ,E} e M ={E ,E }.
i 1 3 - 2 1 4 3 2 4

Logo o hipergrafo matching H é:

FIG. IV.8.4

Lema IV.8.2: Se H & k-nuclear, k»2, entdo H e de

k
ordem II Ia I, onde ax € 0 conjunto grau do elemento nucleo X,

i=1 i i
para cada i=1,2,...,k.

A demonstracdo segue do fato que os conjuntos graus

&G , 1=1,2,...,k sdo disjuntos dois a dois em H pela definicéo

X
1 —

do vértice de H.

Teorema IV.8.1: Um matching M do hipergrafo H & ma

ximal se, e somente se. GF(M]=|M|H.
Dem.

Consideremos o hipergrafo

H=(X,&); &=(E /ieI={1,2,...,m}) e o hipergrafo- ma

tching

H=(X,&); Y:H’It/l"lt matching de H, teT={1,2,...,pl}l}e
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seja ¥ um mapeamento de & em g definido por qﬂElJ=Ei, onde
Ei:{M 'matching de H tal que MaEi}, iel,
0 mapeamento Yy &€ uma bijecgao.
# ; . ~
Suponhamos que para Ei Ej seja ¢LEiJ-¢(EJ] entdo

Ei:Ej isto implica que

{m matching/MaEi} = {N matching/Nan} de onde te

mos que
er - fln - v~ (e
MeE . NEE .
1 J
0 que contradiz a Ei¢Ej. Logo, deve ser w(Ei)¢W(Ej] para todo
Z iz5.
Ei Ej’ i#]
Agora, dada ¢#E1 de g) entdo existe um tmatching
M¢¢, de H. Dai M contém pelo menos duas arestas Eg e E; de H

tal que Ei(1Ej=¢.
Consideremos {Ej} = &1% . Logo, pela definicdo de
€
Y , temos que Y(E,)=E,. J
J J
Suponhamos que M seja um matching maximal de H e
provemos que a cardinalidade de M € igual a cardinalidade do
conjunto grau § em H.

M
Seja M={E_,E_,...E _}, 1<a€m entdo sua Imagam por
i

Y de M € um subconjunto de arestas em H, isto 6,

= = {E ,E ,...,E
Yim) W({El,Ez, Eq}J {_1 , q}

Sendo Y uma bijetora, entédo

IMlH = l W{M]|ﬁ - 1 2 ) q

Agora como MEEi para todo 1=1,2,...,9, entéo

I{El,ﬁz,...,Eq}l - |EM|E = 6H[M]' Portanto,
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s—(mi = ||,

Agora. suponhamos que Sﬁ(Mth.l’ M & un * :vertice

de H e prdvemos que M & un matching maximal de H.

. ~ .. o -1
Seja §M={E1,E2,....EP} entdo pela bijecdo y ~.te

mos que w"q({El,Ez,...,EP}) = {E_+...E P}=l"l, e resulta M um

matching maximal de H.

Concluimos assim a demonstragcdo de nosso teorema.

Ilustracao:

Consideremos o hipergrafo

H = &=(E ,E ,E ,E ,E ,E )’
1" 727737 5T e
FIG.IV.8.5
0 hipergrafo matching H=(X,§), onde os elementos
de X sio os matchings maximais de H, isto &,
H :

FIG.IV.8.6
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M - {E ,E ,E ,E }
1 1 3 5 6
M - {E ,E ,E }
2 2 u 6
M, = 1E ,E ,E }
3 3 L 6
M = E ,E ,E }
4 { 2 5 6

~

e as arestas de H sao

g, = {(M/MsE:} = {m }
E, = {M/MsEp} = {Mm ,M }
2 2 b
E, = {M/MsE } = {m ,m }
3 3 103
E, = {m/msg } = {Mm ,m}
4 N 2 3
Eg = {M/msE } = {m ,m}
5 1
E. = {m/mse } = {Mm ,Mm,m .M}
6 6 1 2 3 4
Agora o0s conjunto grau %Mi’ i=1,2,3,4 em H séo
& = {E ,E ,E ,E }
M1 1 3° 5 6
& - {E ,E,E }
M2 2 4 6
& - {E ,E ,E }
Ms 3 & 6
& = {E ,E ,E}
My 2 5 6
- = = - =3= 3 .= > r
Logo, SN ) =4 IMllH e 85M,) |Mj|H j=2,3,4
Teorema IV.8.2: Se um hipergrafo H possui un mat
ching maximal de cardinalidade maior ou igual a m(H)-1, entao

H e unimodular.

Dem.

+

1P onde pezZ ,

Suponhamos que H possui um ciclo
p>3 e impar. Entéo FD contem pelo menos trés arestas de H que
se interseptam duas a duas, Sejam estas arestas Ei'Ej e Et'

Construamos um matching M, tomando todas as ares
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tas disjuntas duas a duas entre os m(H)-3 arestas restantes e

mais uma aresta qualquer entre as E;. E; e E.u entdo o match

j

ing M tem cardinalidade
{m(H)}~-3)+1 = m({H)-2 elementos.

0 que contradiz a hipodtese. Portanto, H e unimo
dular. Assim concluimos a demonstragcdo de nosso teorema.

Ilustracdes:

1) Seja o hipergrafo |G|=m[HJ=3 e card.matching
H: max.=2
FIG.IV.8.7
21 Seja o hipergrafo |6 |=m(H)=4 e card.matching
Ez
H: c UL max=3
P ;
[T
Ey
FIG.IV,8.,8
31 Seja o hipergrafo |al=m(H]=5
E
H:
card.matching max=4
E1
FIG.IV.8.9
41 Seja o hipergnafo |a|=m[H]=B
H:

card,matching max=5

FIG.IV.8.10
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5) Seja o hipergrafo |G|=m(HJ=7
H: BM e (e
. VAR " card. rnatching max=86
\ 12 ) EL"
1T {*\ i /
E7JlE6l I Es

FIG.IV.8.11

6) Seja o hipergrafo 'lal:m(H):S

E, Es nFs
H:~EﬂL’@ ﬂﬂﬂm @ card, rnatching max=7
mmEs m[E E§ E

6 8
FIG.IV.8.12

7) Seja o hipergrafo |G|=m(HJ='ID
E- Es Ey Es

H: WWWW@EB card. rnatching max=10
E
°PPP .

ElO Eg Eg
FIG.IV.8.13
Teorema IV.8.3: Se em un hipergrafo H existem dois

matchings I"li e P’I2 tais que geram os hipergrafos seccionais H,?

e H, respectivamente, entdo H e unimodular.

A demonstracdo segue-se pela aplicacdo direta do

teorema IV.5.1.

Ilustracdes:

11 0 hipergrafo 21 O hipergrafo

] F ﬁ:.l 2
H: Ey B, Ey H: T3C 3fF3
' C F Fy
— 1 FZ( T -
C Fa >, V)
Fs
FIG.IV.8.14 FIG.I1V.8.15
"transporte”,- € unirnodular, . & unimodular.
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Corolario IV,8.1: Se em um hipergrafa H=(X,&) e

xiste uma aresta I' tal que &-{I'} gera un hipergrafo, o qual

verifica as hipoteses do teorema IV.8.3, entdo H e unimodular

ou H possui un hipergrafo parcial unirnodular com |G|—1 arestas
Dem.

Seja F o hipergrafo gerado por & -{I'}, entdo F =

Se I' intersecta os elementos de Fl sem intersectar
nenhum elemento de F,, ou inversamente, entdo pelo teorema IV.
8.3, H & unimodular.

Agora I intersecta elemento de F1 e F2 e 0s ele
mentos intersectados por I', ndo sao adjacentes, também H & undi
modular. Mas, se existem entre elementos intersectados por
I', de F1 e F2 gue sdo adjacentes, entdo H n&o e unirnodular, o

seu hipergrafo parcial F serda unimodular.

Ilustracdo: Vide o exemplo V.5.5 no Capitulo V.
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CAPITULO V

METODOS PARA OBTENCAO DE UM HIPERGRAFO MAXIMAL UNIMODULAR

V.41 - INTROBUCAQ

Neste capitulo descrevemos dois métodos denomina
dos, respectivamente, o método do matching exponencial e o meta
do dos vetores zero-espa¢co uniforme para extrair um hipergra
fo parcial maximal unimodular de un hipergrafo dado. Estes me
todos sao obtidos a partir dos resultados obtidos nos capitulos
IIT e IV,

Lembramos que no capitulo III foi definido o ve
tor zero-espago e dai a matriz zero-espago; e no capitulo Y

foi associado de uma maneira biunfivoca a uma (0,1)-matriz de or

dem mxn, zero-espago, UM par de conjuntos onde o primeiro conjunto tem ¢ardi

nalidade n e o segundo conjunto que & uma familia de m partes
ndo vazias do primeiro. Este par de conjuntos € denominado um
hipergrafo de ordem n e reciprocamente, para cada hipergrafo

H=(X, §) de ordem n e |a|=m[HJ=m existe univocamente uma (0,1)-

matriz de ordem nxm, onde m e N sdo o numero de arestas e ver
tices, respectivamente do hipergrafo. Em outras palavras, se a
(0,17)-matriz A & uma matriz zero-espaco, o hipergrafo associa

do & um hipergrafo sem lacos e reciprocamente.

Na secdo V.2 colocamos algumas defini¢cbes e nota
coes que serdo usadas na descricdo de nossos métodos.

Na secédo V.3 descrevemos detalhadamente o método
do matching exponencial e dos vetores zero-espagos uniformes,

para a construcdo de um hipergrafo parcial unimodular.
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Na secdo V.4 apresentamos as fluxo-gramas que pe—
mitirdo um melhor entendimento dos métodos. E, finalmente, na

secdo V.5, apresentamos exemplos que ilustram estes métodos.

V.2 - NOTAGOES E DEFINICOES

Denotamos un hipergrafo H como um par de conjuntos,
isto é, H=(X,§), onde X={x,/ieI={1,2,...,n}} e § = (E4/E =0,
jed={1,2,...,m}); |x|=n(HI=n e |§]|=m(H)=m.

Assumamos daqui em diante, a menos de outra indic_a_1
cao, que o hipergrafo H em consideracdo € umn hipergrafo simples,
isto e, todas as arestas sdo distintas.

Defini¢gdo V.2.1 - Um matching M do hipergrafo H &

denominado exponencial se M for maximal e |M|=max{|Nl/N € matching
maximal de H}.

Para nao encontrarmos problemas de notacéo, faca
mos a seguinte convencgéao:

Quando nos referimos & cardinalidade da aresta E
do hipergrafo H=(X,§) estamos nos referindo a norma do vetor - Li
nha E(s;d), s-zeros e d-espacos correspondente na matriz de iﬂ
cidencia associada ao hipergrafo considerado, isto §, estamos
nos referindo de uma maneira indistinta aos membros da familia
§ como aresta ou vetor. Daf poderemos 'colocar os elementos de
E(s;d) entre paréntesis ou chaves, por exemplo E(s;d):[xs,x X,

7 11

X ] ou E(S;d)={x s X 5 X » X
19 3 7 11 19

Definicdo V.2.2: Seja E(s;d) un vetor s-zeros e

d- espacos da familia 6.
A norma ou cardinalidade de E{s;d), denotado por
E(s;d)| & definido por

lE[S;d)I = p
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onde p é um inteiro ndo negativo, que indica o nimero total de
vértices que integram o conjunto E(s;d) equivalente ao nUmero to
tal de 1° gue aparecem como componentes do vetor E(s;d]).

Dentre todos os vetores E(z;d),. z-zeros, d-espaco, escolhe

mos o vetor E(s;d) como sendo o que tem o menor numero de zeros
antes de sua primeira componente diferente de zero (s-zeros), is

to €, o inteiro ndo negativo s, isto é.

s = min {z/E(z,d)e§ ]

0 £z < n-1

Definicao V.2,3: Dois membros de &, sdo uniformes

se eles sao do mesmo espacgo uniforme.
Exemplo 41: Os vetores

E[S}d] (0;01110;0101110101011JD)DJDJ/I) e

E(z;d)

¢1,0,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0)

2-zeros e O-zero, respectivamente, sao 3-espagos uni
formes » logo sao uniformes.

Se 0s vetores

El(zi;d], E, (z,;d), «.., EP[ZP;d)

constituem um conjunto d-espa¢o uniforme, entdo os inteiro ndao-

negativo z:s i=1,2,...,p, verificam as desigualdades

0z €2 +40 L2
1 2 p

Se E(z;d) e E(s;e) sao os membros de &, que tem o
menor e o maior nimero de elementos, respectivamente, entéo es

crevemos:

ECz;d)| = min|ECu, c)e|ECsse) | = max|ECt;b)|
E(uscle§ E(t;bled
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Se temos Ejlz.;dal, E,=(z,;d,),...,E (z_;d )
iT0x @727 7 g 9 g

g-vetores que tem a mesma norma, entdo podemos tomar o vetor

E, (z,5d ) com z, = min {z,/E (zj;d 1}

37 J

1€j<qg

Exemplo: Sejam E;=(x ,x ,x ), E ,=(x ,x ,x )
3 7 8 2 5 6

E,=(x ,x ,x ), Esx=(x ,x ,x )
37 n 9 78 9

0os vetores de norma 3, entdao o vetor com

z, = min {z,/E.(z ;d )}
3=1,2,3,4 J 73773
E. = (x ,x ,x )

|-zero e 3-espago. Claro que nédo é uniforme

V.3 - DESCRIQAU DOS METODOS

Nesta secdo descrevemos detalhadamente a busca do
hipergrafo parcial maximal unimodular pelo teste da cardinalida

de do matching exponencial e vetores zero-espacos uniformes.

V.3.1 - METODO DO MATCHING EXPONENCIAL

Usando 0 algaritmo da busca do matching maximal
do H=(X,§), determine todos os matchings maximais e tome o ma

tching exponencial M.

Verifique se
[M]% mCH) -1

No caso afirmativo pare, pois o hipergrafo H & unimodular. No

outro caso, aplique o método dos vetores zero-espag¢o uniformes.



.76,

V.3.2 - METODO DOS VETORES ZERD-ESPACO UNIFORME

Considere os elementos E(z;e), z-zeraos e e -- espa

co de § e determine:

g, (z(k)se) = min  |ECs;a)],
El(s,d)e§
z(k) = min {s/E,(s;d)]

J=1,2, ¢4,

k EJK = {1,2,...,q}, 1€g€m e o subconjunto S de X,

S = {xeX/S (x) = r, 3¢r = max §,(yl}
H H
yeX
No caso em que o conjunto S nao exista, tome como S, a . :aresta

E(z;e) com
z = min {s/E(s;d)eg}.

Consideremos dois casos relativamente a cardinalidade ou a nor

ma do elemento EK(z[kJ;e] de § ,

se |E (z(K)se)|< max [E(s;d)
Els;d)le§

, entdao realize a fase 1

ou

Se IEK(z[k);e] =  max |E[5;d)l , realize a fase 2.
E(s;d)e§
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FASE 1

K = K U{g+1}, onde g+! é o indice da aresta ECI+1 tal que

€yl = max el

Eek

Faca k=0
Passo 0. - Inicia com k = k+1, a aresta

E, (z_(K);e), z (k) = min {s/E.(s,d)}

K1 1 J

1<j<g

Se E

klizltk],e) € e-espaco uniforme, entao forme o conjunto

AK = {Ekl(zl(k);eJ, EKZ(ZZ[KJ;B],

Ekp[zp(kJ; e)} [1]

cujos membros EK (zP[k];e] sao todos 0s possiveis e-espacos UNL
P

formes e verifigue se existe algum Eh [wr(h);d) com h# k, d#e ,

™

que seja d-espaco uniforme e tal que

E. NE = ¢ para todo Ek E Ak D]
r i i

No caso afirmativo forme o conjunto

k k h

B, = {E, (w_(h);d),...., E_ (w (h);d)} [2]
r T g d
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cujos membros Eh (w (h);d) sao todos os possiveis d-espacgos uni

q
formes que verifiguem a condicéao [*] acima e va para o passo 1.

Caso contrario, va para o passo 2.

Passo 1.-Verifique se

No caso afirmativo pare, pois o hipergrafo em conside

racdo &€ unimodular. Caso contrario, va para o passo 2.

Passo 2. - Considere E = E, (z_ (k);e) e verifique se existe
—_— kl kl 1

E tal que E

‘ K'fN EK = .

i i 1

Caso exista forme o conjunto

c. = {E, ,
k Kl

cujos membros sao todos os possiveis vetores disjuntos dois a

By seees B [3]
Z m

dois e verifigue se existe algum Eh tal que
J

E. NCUE) #¢ eE_ ¢¢C
hj EeC, hy K

No caso afirmativo forme o conjunto

p, = {e_ ,E_ ,...,E_ },.ME_ ¢ C_ j=1,2,...,n [4]
k h1 h2 hn hj K

cujos membros sao disjunto dois-a dois e va para o passo 3. Caso

contrario va para o passo 4.

Passo 3.- Verifigue se

e u ol -le]

k
No caso afirmativo, pare, pois o hipergrafo dado & uni

modular. Caso contrario va para o passo 4.
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Passo 4. - Considere EK :Ek [zI[K];e] e verifique se existe Eki,
1 1
i#k que satisfaca uma das seguintes caondigtes

a) E,_ &€ E

k’l ki
bl E ﬂ E = 5
K K.
1 i
# # S
c) Ek.ﬂ E, 0 e e, DE
i 1
d) ]E f}E |$|E onde IE I = Min rE|
ki o Ky Kj Ee§
Caso exista, va para o passo 5. Caso contrario,va
para o passo 6.
Passo 5. - Verifique se existe MgunlEk , J#k, j#i tal que satis
J

faca uma das condi¢cdes abaixo.

b¥) £, ﬂEk = ﬂE
c ) EK ﬂEK = ﬂE #
J

Caso exista repita os testes deste passo da seguin

te f6rma : Tome EK , L2k, t#i, t#j tal que satisfaga uma das se
t

guinte condicfes.

“ g o~ <
a ) B SRS B SR
j €
g4 ﬂ ~ _ _
b ") Ek EK =S, E, ﬂEk_ =S e E ﬂEK‘ = S
‘ t i t j
o't ﬂ[E UEL -0 e E, Ne =s
li K. IS k.
i t J



.80.
e VA para o passo 6,

Passo 6. - Forme O conjunto
1—‘ =‘{EA)E Jl!!)E } [5]

e va para o passo 7,

Passo 7. - Verifique se

No caso afirmativo pare, pois o hipergrafo dado €

unimodular. Caso controario va. para o passo 8.

Passo 8. - Se k<g, faga k=k+1 e veja se o vetor inicial Ek €
1

B-espaco uniforme ou d-espago uniforme. SE for repita

0 passo 8. Senao, faca k=k-1 e volte para o passo 0; se k=g va
para o passo 9. Caso contrario, va para o passo 10.
Passo 9. - Faca k=g+l, (€ a g-esima iteragao) o indice do vetor inicial EK
onde |E I = max |E| e volte ao passo 2.

K Ec&
Passo 10. - Considere todos 0s conjuntos

formados em [11-[21, [31-[4] e [5] e escolha entre estes o que

tem maior ndmero de elementos , isto e.

|8, | = mx {|®.|/8.=A UB ou B,=C_UD  ou 8, =TI}
J J J 3] J NN

| ;

J=1,2,...9,9+

0 conjunto Bk gera um hipergrafo maximal unimodul ar.
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FASE 2

Neste caso o hipergrafo H = (X,£) & h-uniforme, o
conjunto

s = {xex/8§ ,(x) = r; 3g¢r = max &, (y)}

H H
yeXx

Faca k = 0.
Iteragao k
Passo 11.- Inicie com k = k+1, a aresta

E (zlth;e), onde z, (k)= min{s/E(s;d)ef} e
1

e = min{d/E(s,d)e&}, isto &, E, (z,(z (K);e) € a ares

] 1
ta mais confortavel entre todas as arestas de £.

Se EK [zl(k);e] & e-espaco uniforme, entdo forme o
1

conjunto

= . . ey 3 :.B~
o {E lizl(k),e), EKZ(ZZ(KJ,B) Ekr;zr(k) e)} {6]

cujos elementos Ek sao todos os possiveis e-espacos uniformes e

r

gue verifique se existe algum Eh [sr(h];dl com h# k, d#e que se

r
ja d-espaco uniforme e tal que

Ehrtsr[h];d]/\Eki(zi(k];e]=¢ para todo Ekj(zj(k);el

k [++]

de o

No caso afirmativo, forme o conjunto

B = {Eh (s, (h);d), E (s, (h)sd)eso,Ep

(St[h];d]} [7]
1 2 t

cujos elementos Eh [st(h];d) saoc todos os possiveis d-espacos
t
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uniformes e que verifiquem a condigdo [**] acima e forme o ¢on

junto akUBk e va para o passo 12. Caso contrario, va para o passo 13

Passo 12. - Verifique se
IaKUBKI‘= IGI
Caso seja verdadeira pare, pois o hipergrafo considerado e uni
modular. Caso contrario, va para o passo 13.
Passo 13. - Considere EkﬂzEkr[z1(kJ;e) e verifique se existe
E tal que E r]E =¢. Caso exista forme o conjun
K. K. k —
i i 1
to
B,.=1{E_ LE ,...,E 1} [8]
k k,| k2 : Ky
cujos membros sdo todos o0s possiveis vetores disjuntos dois a
dois e verifique se existe algum Eh tal que
J
e [l cuey=4d e e, ¢ 8
h. h k
J EEBK ]

Caso exista forme o conjunto

[91]
VE. 4 8, j=l,...,T
h .
cujos membros sao todos 0s possiveis vetores. disjuntos dois a dois

e forme o conjunto B Upk e va para o passo14. Caso contrario, va

k

para o passo 15.

Passo 14. - Verifique se

No caso afirmativo pare, pois o hipergrafo & UNL
modular.

Caso contrario, va para o passo 15.
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Passo 15. - Considere Ek :EK (zq(KJ;e) e tome EK um elemento ar
1 1 5
bitrdrio de &, s#k e verifique se existe algum EK-’
I
z#s, z#k que satisfaga uma das seguintes condigoes:
E E =
e) K r] K ¢
z S
) E E = S E =S
) K r] K e 5 r]Ek
z 1 z s
Caso exista, va para o passo 16. No outro caso VA
para o passo 17.
Passo 16. - Verifigue se existe algum E » Uz, U¥#s, u#k que sa

K

u
tisfaga uma das seguintes condi¢gcGes abaixo.

'y e [lee, ve, ) -4
u S z

A EKU(]EK1=S, EKUfWEK5=S e Ekuf}EKZ=s

Caso exista, repita este passo da seguinte forma:

Tome Ek-’ X#u, X%z, Xx#%¥s, X#K que satisfacgca uma das
X

seguintes condi¢cdes:

i1 '
e ') E, f}(Ek UE, UE ) = 0

X s z u
AR
£ ) EK f}Ek =3, EK (}EK =3,
X 1 X s
Ek f}EK._S, EK [WEK =9
X 7 X 1
e forme o0 conjunto
o = {E LB LE LE LE 1} [101]
1 s z u X
e logo verifique se
ol = 1ol

No caso afirmativo pare, pois o hipergrafo dado
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&€ unimodular.

Caso contrario, va para o passo 17.

Passo 17. -~ Verifique se
K.o=m

No caso afirmativo va para o passo 18. Caso con

trario, faca k=k+1 e veja se o vetor inicial Ek € e-espaco uni
1
forme ou d-espaco uniforme. Se for, repita este passo. Senéo,
faca k=k-1 e volte para o passo 11,
Passo 18. - Considere todos conjuntos, obtido nas Kk iteragoes
u 8, U

o U B B Up e 0
formados em [B6]-~[71, [8]1-[9] e [10], e escolha entre estes o)
que tem o maior nimero de elementos, isto e,

b, | max {|¢.|/¥.=a.UB ou¥,=8,Up ou y.=0.}
k i N SR et g 3

J=1,2,...,Kk J J J J

0 conjunto wk gera um hipergrafo H=[X,1Pk] que € maximal unimodu-

lar.

V.4 - FLUXOGRAMAS DOS METODOS DO MATCHING EXPONENCIAL E DOS VETO

RES ZERO-ESPACO UNIFORME

Apresentamos tres fluxogramas;

O primeiro fluxograma mostra o funcionamento do
método para se buscar o hipergrafo maximal unimodular pelo teste
da cardinalidade do matching exponencial.

0O segundo fluxograma mostra a decisdo que dave
ser realizada para a aplicacdo das fases 1 e 2 do método dos ve

tores zero-espaco uniforme.
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O terceiro fluxograma descreve a fase 1 deste

todo.

todo.

V.4.1 - PRIMEIRO FLUXOGRAMA

SIM

Matching

Exponencial

‘ NAQ

Finalmente o quarto fluxograma descreve a fase 2 deste

Aplique o método
dos vetores
zero-espago

uniforme
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.4.2 - SEGUNDO FLUXOGRAMA

APLIQUE

FASE 1

dos vetores

ZBT0-e8Spago

uniforme

E, (z:e)= minlE[u,c)l
E(u,cle

e
Eh(s;d]= maxIE(t,b)l
E(t,bleg

SIM -
¢==———————<I;K(Z;BJ|<|Eh[s;

' NAQ
)

APLIQUE

FASE 2
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V.4.3 - TERCEIRO FLUXOGRAMA (Fase 1 do método dos vetores zero-espago unifor

nmes

vetores

zero-espaco.-

k= k+1
inicie c/o ve
tor
E (ZA(K] ;e) <:>
Forme conj. Slm EK (z, [K] e) \Nao con5|dere
le_gspago Ek (z, (k) ;e)
uniforme E tal que

E f7 E, =¢

Forme conj.

Ck
3E
Sim ki
i satisfazendo a) o
Forme conjl. b) ou c) ou d)
: 3 ) E, tal que
NE G . Sim i

reallze o

' N& o r]( U E) #{
5
‘ DQSYJ l hy E€C,

_ - : Forme conj
IAKUBK|'46|?NGD Forme conj. D, NE o

Sim k

A

Faca K:q%1 ing
cie com vetor
E,(z (k),t}, f

Faca
- < p [k=K+1

Ex |
t#e, t#d l
l "k 51
A 5 : im
E (z(K)st) e realize o e e—esgago unifor <::>
; passo 10 me ou d-espago u-
Nao\ t-espago unifor niforme

me p L -J{ Né 0

.0 0 [T ()

Sim
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V.4.4 - QUARTO FLUXOGRAMA (Fase 2 do método dos vetores zero- es

pacos uniformes)

vetores
zero- espago

uniforme

kek+1
inicie c/vetor

Ekl(zlik],e)

. _ E (2.(K):e) considere
Forme conj. Sim [ By ! e =E, (z1(k),e) )
4 . 1 ki1 Sim
Kk e e-espago uni
— tal que
forme 5
l‘ Nee =4
u

W

i
/ , A ~ Forme conj.
/3 Ehl(s,[hJ;d] Sim. lNao [ g

h#k , d# s
' K. © Tome E, ,s5#%K K
d-espago uniforme ) ks
T ' Sim B-Ek ,z%s, 27k
satfsfazendo e)
- Forme conj. Realize ou f)
Nao -
Passo 16 Nao
BK ' 1
v ' Forme conj Forme conj J

Sim

Realize

Passo 18

Kok -1 Nao| e-espaco uniforme |Sim <:>
ou
d-espago uniforme

©)
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.5 - EXEMPLOS QUE ILUSTRAM 0S METQDOS

EXEMPLO V.5.1 - O hipergrafo H=(X,&)

13 o
Xy

FIG.V.5.1,
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incidéncia

A matriz

87 LT 9% S¢ h¢ €% T¢ Tc¢ 0% 6T 8T LT 9T ST 4T €T TT TIT
X X X X X X X X X X X X X X X X X

oL
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Na: obtencdo do hipergrafo maximal unimodular, apli

camas o meétodo de matching exponencial e sendo o matching exponen

tial

M o= {E,,E L EquEp By LBy JEqsEipl
e como |M]=m(H)—1=1OH1=9, entdo o hipergrafo e unimodular.

EXEMPLO V.5.2.

O hipergrafo H=(X,§)

N

Es

FEG.V.5.72
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incidéncia

A matriz

92

X

§2 hZ €T 27 1T

X

o

X

g

X

1]

X

X

0

0

0

0

0

0

02 6T 8T LT 9T ST #T €T 21 TT 0T

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

6
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NOos temos

E = min |E
|E, | mir |E]
R B o A e T o Y T o R O

e sendolk = { 2, 3, 4, 5, 6, 7,.8, 9, 10,-11, 12,..., g=13}

—

e K =K U {g+1} = K u{1}

onde g+1 & o indice do E . tal que IEKI = max |E|
Ecé

Passo 0. - k=0 =+ k=k+1, E, =(z,d) = {x ,x ,x ,x } = E
Kk, 17 2 3 u
€ o-zero e zero-espaco- e uniforme,
formemos o conjunto.
AK = {E E E .;E ;E ,E JE E JE pE ;E }
2 3 u 5 6 7 8 9 10 12 713
e nao existe Eh tal que seja d-espaco uniformecom d#0
J
Passo 1. - Verificamos
AU B = (A ] = 122 8]
Passo 4. - Considere Ek :Ek (z:e) e verifica-se o item b) reali
1 1 o
zando o passo 5, conseguimos o conjunto
T, = {E ,E ,E_}
17 6 7
Verificamos o passo 7.
- 3#
7 | = 3=l&]
Passo 8. - Para todo ke !K, os vetores iniciais Ek sdo e - espago
uniforme, entdo tomamos como k o Iindice da aresta tal
que |Ek| = max |E , isto é, k=g+l1 & a g-eésima iteracao.

Ec§
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Com k=g+1, realizamos o passo 2, formando o conjunto

dE_ =E tal que E_ ﬂ[ U E Jid] e E13ql, C .- formamos o conjun

hj L3 j EeC,
to
B, = {e ,e ,eE ,E ,E ,E }
13 11 10 8 5 3
Verificamos
C.UD = 11 # l&[

Como nédo se verifica a igualdade, vamos para o passo 4.

Passo 4. - Considerando Ek :Ek (z:e) verifica-se o item d)
1 1
=E ’ = i
3E =E . le, |- minfE|
i =7 i Eeg

Formamos o conjunto

Verificamos que |1"K] # [8,| .

Sendo k>g, entdo realizamos o passo 10.

Passo 10. - Sendo Elk:AkUBk,- € 0 conjunto obtido na k-ésima itera
cao.

Portanto, o hipergrafo maximal unimodular obtido ¢

Ho= (X,8,])
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EXEMPLO V.5.3

5.

FIG.



.96.

incidéncia

A matriz de

€€

X

0

2¢ T¢
X

X

0

0

g

0

8

g

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

g

0€ 6¢ 8¢ LT 9¢ S¢ Hte €T ¢ T¢ 0¢ 6T 8T LT 9T ST #T €T ¢T TIT 0T

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

6

Zl

2%

Ok
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H= (X,8), & = {E;/1=1,2,.,.,12}

m
u
3
S
3
m
©
m
il
3
jui)
x
m

K = Ik U{g+1} = {5, g+1 = 7}

Passo 0. - k=0, k=k+1 = EK :E5 € 4-espaco uniforme
/]

Formamos o conjunto

Passo 1. - IAKI<|§|

Passo 2. - Considere E =E_, E =E
kg5 kg 4 tal que E4ﬂEq=¢

Formamos o conjunto

e, =E, tal que E Ncuey =9
K

1 1 EeC
Formamos o conjunto

o =D =1{E E }
5 K 71
Passo 3. - leUDk| = 10 |§|
Passo 4. - Considere EK1:E5.

Verifica ¢), mas nao podemos admitir o dJj,

Ly
m
n
m

EkiﬂEk1=E7ﬂE5¢¢ e E7ﬂE5¢S

Passo 6, Formamos o0 conjunto

v

QD

(7]

(7]

o

a1
1

entado.



Passo

Passo

Passo

Passo.

Passo

Passo

Passo

Passo

Passo

Passo

Passo

Passo

10.

.98.

k=g=vamos para o passo 9

k= =7 + E
g+1 =

k=q * k=g+1, o vetor inicial

EK = E7. 2-zeros e 4-espagos ndo e uniforme.

KI 7 Ki

Considere E, =E_ e qdE, =E tal gue E (WE =
1 Ki k1

Forme o conjunto

C, = {E7,E1|
lc | = |&]
Considere E, =E_ e verifica-se o item d) pois
K,I 7
=E _, E.| = min|E]| , E.||E.I<]|E
i 5 I 5| E€§| I l 5(1 7l\l 7|
i E. =E, tal que EK.[]EK_=¢’
J J ]
3 Ekt=E3 tal que Est[EkiUEkil - 0.
Forme o conjunto.
r - {E ,E ,E ,E ,E ,E ,E ,E ,E ,E ,LE }
g+1 7 5 4 3 2 1 9 8 6 10 12
T =[]
k>qg

4

[4]

Considere todos os conjuntos obtidos em [1]., [2],[3]

e C41



.99.

IBK' =  max {|8.1/8.=A., C.UD, ou T.}
FRSPAUTIL I AR R R j
= II' , dai

7

Logo o hipergrafo parcial maximal

H=(X,T7J e unimodular.

EXEMPLO V. 5. 4.

Es
-
El" X1

FIG.V.5.4,
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0 hipergrafo H=(X,&) de ordem |X|=n(H)=34 e |&|=m(H)=19. e
|E71= max IE] e os vetores que tém menor numero de elementos is
to- &, -

e | - |E13|=|E14|=]E15|=|E17]=|48| = 2, entdo
K = {1=1, 2213, 3=14, 4=15, 5=17, 6=18} e sendo
K =K U {g+1} =1k U{7}, portanto k percorre sobre JK

Aplicando a fase 1

Para as k que tomam valores sobre K, , temos conjuntos de menor
elemento, com k=g+1, voltando para o passo 0O ou melhor para o]

passo 2, conseguimos 0 conjunto

c,uo, = {€E ,E ,E ,E ,E ,E ,E ,E, ,E ,E ,E ,E ,E ,E ,E }
1 2 3 3 7 9

K77k 100 11 13 14 15 16’ 17 18" 19
onde
c = {e ,E ,E ,E ,E L,E LE L,E  } e
k 7 1 2 17 18 14 15 10
p, = {E ,E ,E ,E ,E L,E LE }
Kk 3 ¥ 19 16 13 11 9

O que geram o hipergrafo parcial H1=[X,CkUDk] maximal unimodular,

que podemos obter do hipergrafo dado H.
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EXEMPLO V.5.5.

Ezcw\gz\i\ >26 X710 X1 )

Ea( / Xal\ XX\ X11 X15

)
(L TN Ty e
> =

Es Es E 7 Es

FIG.V.5.,5

0 hipergrafo H=(X,&) &€ 4-uniforme, aplicando fase 2.

k = 0

Passo 11. - Ek =E5=('l,’l,’l,'l,D,U,D,D,O,O,D,O) e O-zero e 0 .- espa
/I

uniforme. Formemos o conjunto
a = {E ,E ,E ,E } (11

3 Eh [S,dJ=E~1=(1)010101110101011JDJDJD)_/‘JOJDJD]
1

é€ O-zero e 3-espaco uniforme.

Formemos o conjunto.

B8 #%{E ,E ,E ,E } [21
k 17 2 3 - m
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Passo 12.

a, U skl # el
Passo 13. Considere E5 = Ek1 Ek1(z,e) e 3Ek = E8 tal que
AL - 4
E.NE. = )

Vemos que ﬂEh = E9 tal que Ehj/‘(EEBE ] # ¢ » entdo formamos o

conjunto

P = {Eh4 = Eg, Eq} [3]
3
Passo 14.- Como IDkUpkl # |¢] e vamos para o
Passo 15.- Considere Ek = E5 e tome como elemento arbitrario
1
E = i i =
K E9 e verificamos que 3Ek El tal que
s z
E E =0,
1 (\ k ¢
z ]
e formamos o conjunto
o, = {E ,E ,E ifi
K £ 1} e verificamos que [4]
Iukl # |&€|, e vamos para o
Passo 19.- k<m facamos k = k+1, e vemos que o vetor inicial Ek

€ O-espaco uniforme ou 3-espaco uniforme. A excessao

para k=9

k=8 > Eg nao e t-espaco uniforme,onde t=0 ou 3
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Passo 13. - Considere EK =E9 existe Ek.=E1 tal que

1 i
E,IﬂEK/I =0

Forme o conjunto

B = {Es’El} [5]

JE, -=E, tal que E,[]C U E) = {
h."C4 4 _
J EEUK

Formemos o conjunto

pK - {E JE LE } T[61]
4 3 2
(pode haver-se formado também p = {E  E ,E ,E })
k 8 7 6 5
Passo 14. -
Passo 15. - Considere E =E tome E =E d)
k k .
1 s 1
= E
e 3 Ek 4
z
Passo 16. - 17
o .= 1{E ,E ,E } [71]
Kk 3 2
Passo 18 . - Verifique- se
lo | # |&]
Passo 19. - k=m
Passo 20. - Consideremos 0s conjuntos
akUBK, BkUpk e ok

obtidos em [1]—{2ﬁ; [3] e [4] na primeira iteracao e [51-[61,I[7].



na Ultima iteragao.

Portanto, G, =0, UB ={E ,E ,E .E % E JE E }.

EXEMPLO V.5.6,

X23

FIG,V.5.,86,
0 hipergrafo H=(X, &), & 6-uniforme e o conjunto

S = {xeX/S,(x)=r; 3sr= max o, (y)} = {x ,x ,x 1}
H yEX H 3

Aplicamos a fase 2 do metodo dos vetores zero-espaco uniformes.
K = {1,2,8,4,5,6,7,8,9},

k=0, k=k+1 = E, . =E_={x ,x ,x ,x ,x ,x 1}
ky 1 1708 -7 100 17 19

€ um O-zero e B-espacgo que nao e uniforme.
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Passo 13. -7 E, =Eg tal que EK;(]E1 =0
1 1

0O conjunto

3 E_ = E_. tal que EBfW( UuEedl =g
1 EEBk

= {e }
DK 8
Passo 14. -
B U - &7 ns
Ul 8] 7 nao
Passo 15. - Considere EK :El e tomemos o vetor arbitrario Ek =Eq
i s
e verifica a condigdo f) e realizamos o passo 16, e
temos o conjunto:
e} = {E,E .E ,E ,E .E ,E } e verificamos que nao
k 1 2 4 5 7 8 9
5 |o = 1§
& |o | = |&]
Passo 17. - k=1 < m=9
Como para k+1, os vetores initiais Ek , Nao e-espaco uniformes
1
nem d-espac¢o uniformes, entdo para k-1, chegamos que k=m. Por

tanto, o conjunto obtido nestas k iteracoes, € conjunto

obtido na primeira das k iteragoes. Portanto, o hipergrafo ma

ximal unimodular €

H = [x,ckJ
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CAPITULD VI

CONCLUSOES E EXTENSOES

Neste trabalho estudaram- se:

i) alguns tipos de matrizes totalmente unimodulares,
iil as (0,1)-matrizes zero-espacgo;
liil o particionamento das (0,l)-matrizes e os hipergrafos sec
cionaveis,
ivl as condi¢cdes para que uma (0,1)-matriz k-nuclear seja total -
mente unimodular e os hipergrafos k-nucleares;
v] os hipergrafos H com S(H)=2 e
vil a caracterizacdo do matching maximal usando-se este resulta
do para obtermos teoremas sobre hipergrafos unimodulares.
Esta teoria nos possibilitou a proposta de dois meta
dos para a obtencdo de um hipergrafo unimodular ou uma matriz =
parcial totalmente unimodular a partir de un hipergrafo ou de uma
matriz:
a) Metodo do matching exponencial e
bl método dos vetores zero-espaco uniforme.
Apresentamos os fluxogramas e exemplos para o melhor
entendimento dos dois métodos.
Nos estudos posteriores deverdo ser elaborados outros
algoritmos para a obtencdo de um hipergrafo parcial unimodular.
0Os métodos descritos podem ser estendidas ou modifica
das futuramente, para a obtencdo de um hipergrafo balanceado a

partir de um hipergrafo dado.















