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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessários

para a obtenção do grau de Doutor em Ciências (D.Sc.)

SOLUÇÃO DE SISTEMAS LINEARES DE GRANDE PORTE COM

MÚLTIPLOS LADOS DIREITOS

Valéria Saldanha Motta

Janeiro/2010

Orientadores: Nelson Maculan Filho

Luiz Mariano Paes de Carvalho Filho

Programa: Engenharia de Sistemas e Computação

Sistemas lineares de grande porte aparecem como resultado da modelagem de

vários problemas nas engenharias. A busca de métodos para resolução destes siste-

mas é muito abordada pela Ciência da Computação.

Nosso objetivo foi o de desenvolver e implentar um código para resolver sistemas

lineares de múltiplos lados direitos, tal código corresponde ao método do Gradiente

Bi-Conjugado Estabilizado em Bloco (Bl-BiCGStab) com precondicionadores.

Para atingir a nossa meta estudamos dez métodos, baseados ou no método de Arnoldi

para se gerar bases ortonormais, ou no método da Bi-Ortogonalização de Lanczos. O

foco deste estudo foi o de utilizar projeções, ortogonais ou oblíquas, sobre subespaços

de Krylov apropriados. Como resultado deste estudo obtivemos nove proposições.

Fizemos a implementação do método do Bl-BiCGStab com precondicionadores,

usando o programa MATLAB. Assim, concluímos que o método proposto se apre-

senta como uma opção para resolução de sistemas lineares de grande porte com

múltiplos lados direitos.
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Doctor of Science (D.Sc.)

SOLUTION OF LARGE LINEAR SYSTEMS WITH MULTIPLE HIGHT-HAND

SIDES

Valéria Saldanha Motta

January/2010

Advisors: Nelson Maculan Filho

Luiz Mariano Paes de Carvalho Filho

Department: Systems Engineering and Computer Science

Large linear systems appear as a result of modelling several problems in engineer-

ing. The search for methods to solve these systems is much discussed in Computer

Science.

Our goal was to develop and implement a code to solve linear systems of equations

with multiple right-hand sides, this code corresponds to the Block Bi-Conjugate

Gradient Stabilized (Bl-BiCGStab) with preconditioner method.

To achieve our goal we studied ten methods, based or on Arnoldi’s method to gen-

erate orthonormal basis and or on Bi-Orthogonalization of Lanczos method. The

focus of this study was to use orthogonal or oblique projections over suitable Krylov

subspaces. As a result of this study we obtained nine propositions.

We implemented the Bl-BiCGStab with preconditioner method using the MATLAB

program. Thus, we concluded that the proposed method offers as an option for

solving large linear systems with multiple right-hand sides.
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Capítulo 1

Introdução

Sistemas lineares de grande porte aparecem como resultado da modelagem de vários

problemas nas engenharias. A busca de métodos para resolução destes sistemas é

muito abordada pela Ciência da Computação.

Consideremos um sistema linear,

AX = B, (1.1)

onde A é uma matriz real de ordem n, não-simétrica, X e B matrizes reais de ordem

n× s, com s << n.

Uma maneira de resolver (1.1) seria solucionar s sistemas lineares, usando, por

exemplo, uma decomposição LU da matriz A. O custo computacional seria o da

decomposição de A, O(n3), o que poderia ser problemático do ponto de vista numé-

rico, dependendo do valor de n.

Nosso objetivo é o estudo da resolução de sistemas lineares com múltiplos lados

direitos. Para tal, iremos estudar alguns métodos de resolução de sistemas, dando

maior enfoque ao método do Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado em Bloco (Bl-

BiCGStab) [7]. Faremos a implementação de tal método usando o programa MA-

TLAB. Temos como diferencial o acréscimo de precondicionadores.

O enfoque teórico escolhido foi o de determinar quais os espaços de Krylov envolvi-

dos, que tipo de projeção é usada, ortogonal ou oblíqua, e obter a fórmula matricial

dos operadores de projeção nos diversos métodos iterativos abordados. Chamaremos

de teorema os resultados clássicos da literatura e de proposição o que apresentaremos

e demonstraremos neste trabalho. Neste contexto, foram desenvolvidas 19 proposi-

ções.
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No Capítulo 2, faremos a análise e síntese de trabalhos publicados. Os trabalhos

foram selecionados, considerando sua relevância e data de publicação, priorizando

os mais recentes.

Nos Capítulos 3 e 4, vamos apresentar a parte teórica, definições e teoremas de

Álgebra Linear, que serão importantes para o estudo de diversos métodos iterativos

abordados. No capítulo 4, teremos como resultado a Proposição 4.1.

No Capítulo 5, apresentaremos o Algoritmo da Bi-Ortogonalização de Lanczos [13],

Algoritmo 5.1, e, a partir dele, vamos obter as Proposições 5.1 e 5.2. O método

da Bi-Ortogonalização de Lanczos [13] será abordado, usando-se o enfoque de pro-

jeções. A partir daí, vamos obter a Proposição 5.3, que explicita o operador de

projeção usado por este método.

No Capítulo 6, apresentaremos o Algoritmo de Arnoldi [14] e teremos como resul-

tado a Proposição 6.1, que mostra o operador de projeção ortogonal do método de

Arnoldi [14].

No Capítulo 7, será abordado o método do Resíduo Mínimo Generalizado (GM-

RES) [15]. Antes, porém, vamos apresentar métodos precursores do GMRES [15].

São eles: o método do Resíduo Conjugado Generalizado (GCR) [16] e o método da

Ortogonalização Completa (FOM) [14]. Serão apresentadas as Proposições 7.1 a 7.6,

que estão relacionadas aos métodos estudados neste capítulo.

No Capítulo 8, vamos apresentar o método do Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado

[17]. Antes, porém, apresentaremos os métodos Gradiente Bi-Conjugado [18] e do

Gradiente Conjugado Quadrado [19]. Como resultado, teremos as Proposições 8.1

a 8.5.

No Capítulo 9, o método a ser apresentado é o do Gradiente Bi-Conjugado Esta-

bilizado em Bloco (Bl-BiCGStab) [7]. Faremos, previamente, o estudo do método

do Gradiente Bi-Conjugado em bloco (Bl-BiCG) [20]. Como resultados decorrentes

deste estudo serão apresentadas as Proposições 9.1 a 9.5.

No Capítulo 10, faremos a implementação do código do Bl-BiCGStab [7] com pre-

condicionadores, desenvolvido em MATLAB. Também faremos a implementação do

Bl-GMRES [21], acrescentando precondicionadores. Teremos quinze tabelas de da-

dos, onde analisaremos a performance do Bl-BiCGStab [7] com precondicionadores.

Vamos compará-lo com um método em bloco, o Bl-GMRES [21] com precondiciona-
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dores. Mostraremos que o Bl-BiCGStab [7] com precondicionadores é mais eficiente

que o Bl-GMRES [21] com precondicionadores. Vamos também comparar o Bl-

BiCGStab [7] com precondicionadores com o GMRES [15] e com o BiCGStab [17]

aplicados s vezes. Como resultado obteremos performances equivalentes.
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Capítulo 2

Estado da Arte

2.1 Introdução

Neste capítulo, vamos expor uma visão geral sobre alguns métodos para resolução

de sistemas lineares com múltiplos lados direitos. Vamos considerar a equação (1.1),

com as mesmas hipóteses da Introdução desta tese.

Usaremos o produto interno de Frobenius, (X,Y )F = tr(XTY ) e, consequentemente,

a norma gerada por este produto interno, ‖X‖F = [tr(XTX)]1/2. A solução inicial

será dada por uma matriz de ordem n×s, X0 ; o resíduo inicial será R0 = B−AX0.

Na seção (2.2), faremos a análise de alguns artigos relevantes. Nesta, ao se menci-

onar sistema linear em bloco, devemos nos reportar à equação (1.1), munidos das

hipóteses aqui apresentadas.

Na seção (2.3), será apresentada uma síntese dos artigos abordados. Vamos agrupar

alguns conceitos segundo vários critérios, para que possamos obter uma visão geral

dos métodos desenvolvidos que se correlacionam com esta tese.

2.2 Análise de artigos selecionados

Apresentaremos a análise de alguns artigos selecionados. Tais artigos foram escolhi-

dos levando-se em conta a relevância a partir do número de citações e importância

para o desenvolvimento desta tese, outro fator de escolha foi o tempo de publicação,

escolhemos os mais recentes.

Se forem mencionados sistemas lineares em bloco, estamos nos referindo à equação
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(1.1), munida das hipóteses apresentadas na introdução deste capítulo.

2.2.1 An Iterative Method for Nonsymmetric Systems with

Multiple Right-Hand Sides [1]

Seja o sistema linear (1.1), sob as mesmas hipóteses que estão na introdução deste

capítulo.

O artigo [1], em suas primeiras seções, descreveu os métodos em bloco existentes

para se resolver sistemas lineares, destacando-se o método do Resíduo Mínimo Gene-

ralizado em Bloco (Bl-GMRES) [21]. Apresentou-se, então, o algoritmo do Resíduo

Mínimo Generalizado Modificado Híbrido (MHGMRES) [1].

O MHGMRES parte de uma solução inicial para o sistema (1.1), X0, e calcula o

resíduo inicial, R0. Tendo R0, um novo sistema (seed system) é gerado e resolvido

empregando-se o GMRES [15]; a solução do sistema original é atualizada como um

todo; gera-se um novo sistema, e assim sucessivamente. Este algoritmo apresenta

uma boa performance quando todos os lados direitos do sistema não estão disponí-

veis ao se iniciar a sua resolução.

Alguns resultados teóricos foram obtidos; por exemplo, uma cota superior para a

norma do resíduo, a cada iteração. Os autores finalizaram com os resultados nu-

méricos obtidos com a implementação do método para algumas matrizes da coleção

de matrizes esparsas Harwell-Boeing [22], aplicando o algoritmo sobre diferentes

números de lados direitos, s = 5, 10, 15, 20.

2.2.2 Breakdowns in the Implementation of the Lanczos

Method for Solving Linear Systems [2]

O artigo [2] descreveu o método de Lanczos [13] usando, para isto, polinômios or-

togonais e funcionais lineares. Desta forma, foi obtido o polinômio ortogonal que

descreve o resíduo associado a um sistema linear Ax = b, onde A é uma matriz real

de ordem n e x e b, vetores de ordem n.

Foi exibida uma classificação quanto às possíveis falhas, breakdowns, do método de

Lanczos [13].

O true breakdown ocorre quando o polinômio ortogonal, Pk, dado por rk = Pk(A)r0,
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não existe. Neste caso, para se evitar este tipo de breakdown no algoritmo, os auto-

res sugeriram três estratégias:

- identificar este tipo de breakdown;

- determinar o grau do próximo polinômio ortogonal existente;

- pular os polinômios não existentes.

O ghost breakdown ocorre quando nenhum dos termos usados nas fórmulas de re-

corrência empregadas no algoritmo existe. Para se evitar este tipo de breakdown,

deve-se identificar e pular os polinômios durante a execução do algoritmo.

Existe, ainda, o near breakdown, que pode ser do tipo true ou ghost. Este ocorre

quando algum dos termos usados nas recorrências não é exatamente igual a zero,

mas tão próximo, que serão gerados erros de aproximação que comprometerão seri-

amente o algoritmo. Uma forma de se evitar esta falha é pular os polinômios que

geram este tipo de breakdown. Dependendo do caso, uma outra estratégia também

pode ser aplicada, que é a mudança do produto interno, consequentemente da norma

utilizada ao longo das recorrências envolvidas.

2.2.3 A Lanczos-Type Method for Multiple Starting Vectors

[3]

O objetivo deste artigo [3] é apresentar uma extensão do método de Lanczos [13].

O método será iniciado com dois blocos de vetores iniciais para os subespaços de

Krylov, à direita e à esquerda, de uma determinada matriz real de ordem n. Este

método é diferente do método de Lanczos [13] em bloco e dos métodos em bloco

em geral, pois os vetores em bloco iniciais não precisam ter a mesma dimensão.

Foram definidos dois processos que foram implementados no algoritmo proposto.

O look-ahead, que consiste em continuar o algoritmo quando um breakdown ou um

near-breakdown ocorre, aplicando uma relaxação em alguma condição do método,

por exemplo, na biortogonalização. O outro processo é a deflação, que consiste em

identificar e ignorar vetores linearmente dependentes nos subespaços de Krylov em

bloco.

Os autores propuseram três desafios, no sentido de obter um algoritmo robusto. São

eles:

- Incluir o processo de deflação no algoritmo, para detectar e deletar vetores linear-
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mente dependentes;

- Tratar vetores em bloco de diferentes ordens pelo algoritmo;

- Incorporar técnicas de look-ahead para se evitar os possíveis exact breakdowns e

near-breakdowns.

A partir de então, os autores apresentaram argumentos teóricos para a construção

dos passos do algoritmo de Lanczos [13] com deflação e look-ahead.

Após apresentarem o algoritmo em si, alguns teoremas foram expostos e demons-

trados, concluindo, assim, o artigo.

2.2.4 Block Bidiagonalization Methods for Solving Nonsyme-

tric Linear Systems with Multiple Right-Hand Sides [4]

Neste artigo [4], foram apresentados dois algoritmos de bidiagonalização em bloco,

Bidiagonalização de Lanczos em Bloco (Bl-BLanczos) e Bidiagonalização do Resíduo

Mínimo em Bloco (Bl-BMinres), para resolução de sistemas lineares de grande porte,

não-simétricos, com múltiplos lados direitos.

Nos algoritmos propostos pelo autor, o sistema linear (1.1) foi substituído pelo

sistema linear simétrico abaixo,

ÂX̂ = B̂, (2.1)

onde

Â =





0 A

AT 0



 , X̂ =





Y

X



 , B̂ =





B

0



 (2.2)

são matrizes em bloco de ordens 2n× 2n, 2n× s e 2n× s, respectivamente.

Foram apresentados teoremas e lemas que embasam teoricamente os algoritmos apre-

sentados.

Os métodos Bl-BLanczos e Bl-BMinres [4] foram comparados não só numericamente,

mas também com os métodos do Gradiente Biconjugado em Bloco (Bl-BCG) [20]

e do Resíduo Mínimo Generalizado em Bloco (Bl-GMRES) [21]. Os métodos pro-

postos também foram comparados com os métodos da Bidiagonalização de Lanczos

(BLanczos) [23] e da Bidiagonalização do Resíduo Mínimo (BMinres) [23] aplicados

aos s lados direitos dos sistema (1.1). Não foram usados quaisquer precondiciona-

dores no sistema estendido (2.1) a ser resolvido.

O resultado dos experimentos numéricos mostrou que os algoritmos propostos, Bl-
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BLanczos e Bl-BMinres [4], são mais eficientes para resolução de sistemas lineares

com múltiplos lados direitos, quando comparados com BLanczos, BMinres, Bl-BCG

[20] e Bl-GMRES [21].

2.2.5 The breakdowns of BiCGStab [5]

Este artigo [5] tem como propostas classificar os possíveis tipos de falhas (break-

downs) do algoritmo do BiCGStab [24] e, também, ver como um parâmetro externo

ao algoritmo pode afetar estas falhas.

Tomando um sistema linear, Ax = b, onde A é uma matriz real de ordem n, e, x e

b, vetores de ordem n, os três tipos de falhas que podem ocorrer com o BiCGStab

[17] são pivot breakdown, Lanczos breakdown e stabilization breakdown, que serão

definidas posteriormente. Segue o algoritmo.

Inicialização: Escolha x0
0 ∈ C

n e seja w0
0 := ŵ0

0 := b − Ax0
0. Escolha ỹ0 ∈ C

n tal

que δ̃0 := ỹH
0 ŵ0

0 6= 0 e δ̃′0 := ỹH
0 A

0
0 6= 0.

Recursividade: Para k = 0, 1, 2, . . .

ωk :=
δ̃k

δ̃′k
, (2.3)

wk
k+1 := wk

k − Aŵk
kωk, (2.4)

χk+1 :=
(Awk

k+1)
Hwk

k+1

‖Awk
k+1‖

2
, (2.5)

wk+1
k+1 := wk

k+1 − Awk
k+1χk+1, (2.6)

xk+1
k+1 := xk

k + ŵk
kωk + wk

k+1χk+1, (2.7)

δ̃k+1 := ỹH
0 wk+1

k+1, (2.8)

ψk :=
−δ̃k+1

δ̃′kχk+1

, (2.9)

ŵk+1
k+1 := wk+1

k+1 − (ŵk
k − Aŵk

kχk+1)ψk, (2.10)

δ̃′k+1 := ỹH
0 Aŵk+1

k+1. (2.11)

Finalização: Se wk+1
k+1 = 0, então xk+1 := xk+1

k+1 é a solução do sistema. Se wk
k+1 = 0,

então xk
k+1 := xk

k + ŵk
kωk é a solução do sistema.

As falhas do algoritmo foram caracterizadas como:

- Pivot breakdown, δ̃′k+1 = 0, como consequência ωk+1 pode se tornar infinito.

- Lanczos breakdown, δ̃k+1 = 0, a base fica estagnada, ou seja, com a mesma dimen-

são.
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- Stabilization breakdown, χk = 0, ψk pode se tornar infinito.

Como vários sistemas lineares vêm da discretização de alguns PDEs, e estes envolvem

um parâmetro, consideremos como γ tal parâmetro. Os autores correlacionaram o

valor de γ com o do parâmetro γc, que é o valor do parâmetro obtido no momento

do breakdown. Concluíram que, no caso dos Lanczos e stabilization breakdowns, a

perda de acurácia numérica é descontínua quando consideram |γ−γc| e, para o pivot

breakdown, é aproximadamente inversamente proporcional a |γ − γc|.

2.2.6 A priori error bounds on invariant subspace approxi-

mations by block Krylov subspaces [6]

O principal ponto deste artigo [6] é estabelecer uma estimativa de erro a priori para

métodos de subespaços de Krylov em bloco.

Considerando um subespaço de Krylov, sem ser em bloco, K = Km(A, x), o Lema

1.1 [6] mostra que em K temos várias informações sobre um autovetor v. Este lema

se utiliza do seno entre um subespaço e um vetor para concluir este fato.

Os autores estendem o Lema 1.1 [6] para o caso de um subespaço de Krylov em

bloco, K = Km(A,X) = [X,AX, . . . , Am−1X]. Para tal, generalizam a definição da

função seno, e uma série de proposições teóricas são apresentadas e demonstradas.

Obtêm, assim, um limite para o erro (error bound) para o seno entre o subespaço

de Krylov em bloco, K, e o subespaço invariante de A desejado,V1.

Os autores concluem estabelecendo relações entre suas estimativas e as apresentadas

por Saad [25].

2.2.7 A Block Version of BICGSTAB for Linear Systems with

Multiple Right-Hand Sides [7]

Consideremos o sistema linear (1.1), sob as mesmas hipóteses dadas.

Os autores deste artigo [7] apresentaram várias definições e proposições, evidenci-

ando alguns tópicos teóricos de polinômios de matrizes.

Construíram o algoritmo de uma versão em bloco do Gradiente Bi-Conjugado Es-

tabilizado e demonstraram alguns resultados a respeito desse algoritmo, usando a

teoria anteriormente apresentada.
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Finalizaram o artigo com experimentos numéricos, utilizando algumas matrizes da

coleção de matrizes esparsas Harwell-Boeing [22] e aplicando o Bl-BiCGStab [7] so-

bre os lados direitos, s = 5, 10. Obtiveram comparações entre o Bl-BiCGSTAB

[7] e os seguintes métodos: Bl-QMR, Bl-GMRES [21] e Bl-BiCG. Concluíram que

o Bl-BiCGStab [7] é vantajoso em relação ao Bl-GMRES [21] e ao BiCGStab [17]

aplicado sobre os s lados direitos.

2.2.8 Global FOM and GMRES algorithms for matrix equa-

tions [8]

Partindo de um sistema linear em bloco (1.1), este artigo [8] apresentou duas novas

alternativas de resolução deste sistema: os métodos da Ortogonalização Completa

Global (Gl-FOM) e do Resíduo Mínimo Generalizado Global (Gl-GMRES). Tais

métodos que utilizam, respectivamente, projeções ortogonal e oblíqua do resíduo

inicial sobre subespaços de Krylov em bloco.

Os autores descreveram o algoritmo de Arnoldi Global (Gl-Arnoldi), que utiliza

projeção ortogonal para gerar uma base ortonormal para um subespaço de Krylov

em bloco. É importante observar que a matriz de Hessenberg, Hk, gerada pelo Gl-

Arnoldi é de ordem k, enquanto que a gerada pelo método de Arnoldi em Bloco

(Bl-Arnoldi) [26] é de ordem ks.

Seguem os algoritmos Gl-FOM e Gl-GMRES, juntamente com alguns teoremas e

lemas a respeito deles. Foi obtida uma desigualdade ((4.14) [8]) que relaciona as

normas dos resíduos gerados pelos dois métodos desenvolvidos, bem como a inter-

pretação geométrica desta relação.

Para ambos os métodos, a necessidade de memória aumenta a cada iteração execu-

tada. Uma tentativa de solucionar este problema é reiniciar os algoritmos a cada m

iterações. Pode-se, ainda, truncar o Gl-Arnoldi, usando-se uma Ortogonalização de

Gram-Schmidt Global parcial.

O algoritmos do Gl-GMRES e do Bl-GMRES [21] foram comparados, levando-se em

consideração o custo das principais operações envolvidas.

Ainda como uma contribuição, o Gl-GMRES foi aplicado na resolução da equação

de Lyapunov, AX +XAT +B = 0, gerando um novo algoritmo.

A partir de experimentos numéricos com matrizes da coleção Harwell-Boeing [22] e
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s lados direitos, s = 5, 10, 20, 30, 40, os autores concluíram que o Gl-GMRES é mais

eficiente do que aplicar s vezes o GMRES [15] para cada lado direito do sistema

linear (1.1).

2.2.9 Block Krylov Space Methods for Linear Systems With

Multiple Right-hand Sides: an Introduction [9]

Consideremos o sistema linear (1.1) e as hipóteses feitas na introdução deste capí-

tulo.

Este artigo de Gutknecht [9] trata, principalmente, da parte teórica relacionada a su-

bespaços de Krylov em bloco e aborda os métodos de Arnoldi em Bloco (Bl-Arnoldi)

[26] e Resíduo Mínimo Generalizado em Bloco (Bl-GMRES) [21].

Os métodos de Krylov em bloco, quando comparados aos que não são em bloco,

têm como vantagens obter espaços de busca maiores para as soluções aproximadas

e poder computar simultaneamente vários produtos matriz-vetor. Como desvan-

tagens, temos que os resíduos gerados pelos métodos em bloco são, possivelmente,

linearmente dependentes. Há a necessidade de muita memória, e algumas constantes

matriciais usadas durante os algoritmos se tornam não inversíveis, gerando proble-

mas ao longo dos algoritmos.

Muitos dos algoritmos em bloco podem ser obtidos por generalização dos métodos

existentes, porém, deve ser dada uma atenção à estabilidade dos algoritmos em

bloco. Um outro ponto importante é que estes algoritmos devem ser implementados

usando-se precondicionadores, caso contrário, irão convergir muito lentamente.

Há um esclarecimento importante em relação à descrição dos subespaços de Krylov

em bloco, ligado à definição de grau destes subespaços. Muitos artigos fazem a ge-

neralização da combinação linear de matrizes, sem levar em consideração qual é a

principal característica das constantes. Como cada matriz tem, por exemplo, s co-

lunas, os escalares desta combinação linear serão matrizes de ordem s. Os métodos

onde os escalares não são matriciais devem ser chamados, na verdade, de métodos

globais e não de métodos em bloco.

Quando se trabalha com sistemas lineares com múltiplos lados direitos, a possi-

bilidade de que alguns resíduos sejam linearmente dependentes deve ser resolvida,

reduzindo-se o números de lados direitos; o nome deste processo é deflação. A defla-

11



ção pode ser feita ao se iniciar o algoritmo ou em outro passo qualquer. "A deflação

não depende de um destes s sistemas lineares em particular, mas da dimensão do

subespaço gerado pelos s resíduos"[9].

A partir da teoria desenvolvida no texto, o autor analisou o algoritmo do Bl-GMRES

[21]. Considerou o algoritmo de Bl-Arnoldi [26], visto a importância da base orto-

gonal em bloco que é construída por este algoritmo e que posteriormente será usada

pelo algoritmo Bl-GMRES [21]. A discussão a respeito do Bl-GMRES [21] abordou

a necessidade de memória e o custo computacional. Algumas tabelas foram geradas,

obtendo-se dados relevantes a respeito deste algoritmo.

Posteriormente, os dois algoritmos já citados foram deflacionados e analisados a par-

tir desta mudança.

O artigo foi finalizado com a apresentação de dados de experimentos numéricos

desenvolvidos pelo autor.

2.2.10 Convergence properties of some block Krylov subspace

methods for multiple linear systems [10]

Seja o sistema linear (1.1). O artigo [10] apresentou alguns resultados sobre a con-

vergência dos seguintes métodos de Krylov em bloco: Gl-GMRES e Gl-FOM [8].

Para a obtenção de tais resultados, o estudo foi feito em duas grandes classes de

métodos: a do Resíduo Mínimo Global (Gl-MR), que é equivalente, ao Gl-GMRES

e a do Resíduo Ortogonal Mínimo Global (Gl-OR), equivalente ao Gl-FOM.

Os autores trabalharam com o produto matricial definido abaixo em muitas de suas

demonstrações.

Definição 2.1 Sejam A = [A1, A2, . . . , Ap] e B = [B1, B2, . . . , Bl] matrizes de di-

mensões n× ps e n× ls, respectivamente, onde Ai e Bj (i = 1, . . . , p; j = 1, . . . , l)

são matrizes de ordem n× s. Então a matriz AT ⋄B de ordem p× l é definida por:

AT ⋄B =

















< A1, B1 >F < A1, B2 >F . . . < A1, Bl >F

< A2, B1 >F < A2, B2 >F . . . < A2, Bl >F

...
...

...
...

< Ap, B1 >F < Ap, B2 >F . . . < Ap, Bl >F

















. (2.12)

Observações
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1. Se s = 1, então AT ⋄B = ATB.

2. Se s = 1, p = 1 e l = 1, então dados A = u ∈ R
n e B = v ∈ R

n, temos

AT ⋄B = uTv ∈ R.

3. A matriz A = [A1, A2, . . . , Ap] é F-ortonormal se e somente se AT ⋄ A = Ip.

4. Se X ∈ R
n×s, então XT ⋄X = ‖X‖2

F .

Os teoremas e proposições obtidas se utilizam do produto de Kronecker e do com-

plemento de Shur, além do produto definido (2.12). Foram obtidas aproximações e

relações entre os resíduos do Gl-MR e do Gl-OR. Como um resultado bastante in-

teressante, podemos destacar os resíduos e soluções aproximadas que foram obtidas

empregando o complemento de Shur para o Gl-MR e o Gl-OR.

2.2.11 The Block Grade of a Block Krylov Space [11]

Os autores fizeram um estudo teórico sobre o subespaço de Krylov em bloco. A

importância deste estudo se deve ao fato de que estes subespaços são fundamentais

quando tratamos de alguns dos principais métodos iterativos para resolução de sis-

temas lineares com múltiplos lados direitos.

A caracterização do grau do subespaço foi apresentada na Proposição 1 [11]. Tam-

bém foi apresentada uma série de definições equivalentes para este conceito. Teori-

camente, o grau do subespaço de Krylov é o número máximo de iterações para se

chegar à solução exata de um sistema linear. Os métodos iterativos geram soluções

aproximadas em um número menor de iterações.

Foram descritos os subespaços de Krylov em bloco e o grau em bloco deste subes-

paço. Seguiram, daí, teoremas e lemas de caracterização, equivalência e relações

entre os conceitos expostos. A patir de então, demonstraram que a solução exata

de um sistema linear em bloco pertence a um subespaço de Krylov em bloco.

Usando a teoria desenvolvida ao longo do artigo [11], a base do subespaço de Krylov

e os polinômios mínimos em bloco associados a uma matriz A foram caracterizados.
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2.3 Síntese dos artigos selecionados

Ao se abordar um sistema linear em bloco (1.1), podemos analisá-lo usando diferen-

tes enfoques e, a partir de cada um deles, obter uma classificação.

Há, no entanto, uma preocupação comum: evitar a geração de vetores linearmente

dependentes pelo método escolhido. Os métodos estudados usam como espaço de

busca um subespaço de Krylov. Se forem obtidas direções linearmente dependentes,

o grau do subespaço fica comprometido, consequentemente, a solução aproximada

também. Nos artigos selecionados, aparecem duas estratégias para se evitar este

tipo de problema: a deflação e o look-ahead. A deflação consiste em reduzir o nú-

mero de lados direitos do sistema (1.1), o que acarreta uma diminuição no número de

operações matriz-vetor, levando em conta os resíduos que são linearmente dependen-

tes. O look-ahead consiste em continuar o algoritmo quando ocorre um breakdown,

por exemplo, relaxando a condição de bi-ortogonalização no caso do algoritmo de

Lanczos [13]. De alguma forma, deve-se pular os vetores que causam problema no

algoritmo.

Considerando a equação (1.1), uma forma de diferenciar os métodos iterativos uti-

lizados na resolução deste sistema é pensar qual o tipo de projeção de resíduo que

é feito sobre um determinado subespaço de Krylov. Usando a projeção ortogonal,

temos os seguintes métodos: Gl-FOM [8] e Bl-Arnoldi [26]. Se optamos pela proje-

ção oblíqua, temos: MHGMRES [1], Bl-BMinres [4], Bl-BiCGStab [7], Gl-GMRES

[8], Bl-GMRES [21], Bl-BiCG [20], Bl-Lanczos [23] , BMinres [23], BiCGStab [24] e

Lanczos [13].

Podemos diferenciar os métodos a partir da forma como o algoritmo vai gerar a

solução aproximada do sistema (1.1). Os métodos em bloco vão iterar os s siste-

mas a serem resolvidos simultaneamente. Como exemplos, temos: Bl-BMinres [4],

Bl-BiCGStab [7], Bl-GMRES [21], Bl-BiCG [20], Bl-Lanczos [23] e Bl-Arnoldi [26].

Outra característica é que a matriz de Hessenberg gerada tem ordem ns. Os méto-

dos globais ocorrem quando projetamos globalmente, o resíduo sobre um subespaço

de Krylov, de forma ortogonal ou oblíqua, . Alguns destes métodos são: Gl-FOM

[8] e Gl-GMRES [8]. Nestes algoritmos, a matriz de Hessenberg tem dimensão s

. Há os métodos que partem da resolução de um sistema inicial, os seed systems.
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Os outros resíduos são projetados no subespaço de Krylov gerado pela resolução do

seed system, por exemplo, o MHGMRES [1]. Este método também é chamado de

método híbrido, pois é um método em bloco baseado no GMRES [15], que usa seed

system e a aproximação de Richardson.

A partir da nossa pesquisa bibliográfica, podemos constatar que existem poucos arti-

gos sobre Bl-BiCGStab [7]. Por este motivo, preferimos trabalhar com este método,

aplicado a sistemas lineares com múltiplos lados direitos de grande porte.
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Capítulo 3

Operadores de Projeção

3.1 Introdução

Neste capítulo serão tratadas algumas definições e teoremas de Álgebra Linear,

utilizados nos capítulos seguintes. Tais conceitos serão aplicados a alguns métodos

iterativos de resolução de sistemas lineares.

Foram feitas demonstrações de alguns teoremas, porque ou as provas encontradas

na literatura não eram bastante claras, ou a técnica utilizada na demonstração era

interessante para os tópicos a serem desenvolvidos. Os teoremas que não foram

demonstrados apresentam referências relativas às demonstrações.

Os pontos principais deste capítulo são tratar as projeções, ortogonal ou oblíqua,

sob o ponto de vista matricial, e, também, sua capacidade de minimização.

3.2 Imagem e Núcleo de uma Projeção

Definição 3.1 Considere P uma transformação linear, P é dita uma projeção, P :

C
n → C

n se P 2 = P , P é também chamada idempotente.

Definição 3.2 Seja I uma transformação linear, I : C
n → C

n, com I(x) = x, I é

chamada transformação identidade.

Definição 3.3 Considere T uma transformação linear, T : C
n → C

n , temos:

1. O núcleo de T , N(T ), é dado por:

N(T ) = {x ∈ C
n|T (x) = 0}.
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2. O domínio de T , D(T ), é dado por:

D(T ) = {x ∈ C
n|∃y ∈ C

n, T (x) = y}.

3. A imagem de T , Im(T ), é dada por:

Im(T ) = {y ∈ C
n|∃x ∈ C

n, T (x) = y}.

Teorema 3.1 Seja P uma projeção, temos então que:

1. N(P ) = Im(I − P );

2. N(P ) ∩ Im(P ) = {0};

3. Se x ∈ Im(P ) ⇒ P (x) = x.

Prova [26].

Teorema 3.2 O espaço C
n pode ser decomposto na seguinte soma direta:

C
n = N(P ) ⊕ Im(P ),

ou seja,

∀x ∈ C
n,∃x1 ∈ Im(P ) ∧ ∃x2 ∈ N(P ) tais que x = x1 + x2,

onde P é uma projeção, P : C
n → C

n.

Prova

Considere P uma projeção, P : C
n → C

n . Todo elemento x ∈ C
n pode ser escrito

da forma,

x = (I − P )(x) + P (x).

Pelo Teorema 3.1, itens 1 e 2, podemos concluir a prova. ⋄

Uma recíproca interessante é dada no teorema a seguir.

Teorema 3.3 Para todo par de subespaços M e S de C
n, tais que, a soma direta

desses dois subespaços resulta em C
n, temos que existe uma única projeção, P , onde

Im(P ) = M e N(P ) = S.
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Prova

Seja x ∈ C
n, x = x1 + x2, onde x1 ∈ M e x2 ∈ S. Vamos definir a seguinte função

P .

P (x) =











x, se x ∈M

0, se x ∈ S

(3.1)

Para x = 0, temos que, P (0) = 0, pois P é uma transformação linear, então, seja

x ∈ C
n,

P 2(x) = P 2(x1 + x2) = P 2(x1) + P 2(x2)

= P (x1) + P (0) = x1 = P (x).

Logo, P 2(x) = P (x),∀x ∈ C
n, ou seja, P é uma projeção. A partir da definição da

função, temos que, Im(P ) = M e N(P ) = S, o que conclui a prova da existência

da função P .

Suponhamos que uma projeção Q, Q : C
n → C

n, tal que, Im(Q) = M e N(Q) = S

e, Q(x) 6= P (x), ∀x ∈ C
n, temos

x ∈ C
n,∃!x1 ∈M ∧ ∃!x2 ∈ S com x = x1 + x2

Q(x) = Q(x1) +Q(x2) = Q(x1) = x1

= P (x1) + P (x2) = P (x)

⇒ P (x) = Q(x),∀x ∈ C
n. Absurdo! ⋄

Corolário 3.1 Considerando o Teorema 3.3 temos

C
n = N(P ) ⊕ Im(P ).

Prova

Por hipótese temos, C
n = M ⊕ S, e Im(P ) = M e N(P ) = S. Assim C

n =

N(P ) ⊕ Im(P ). ⋄

Corolário 3.2 Considerando o Teorema 3.3, seja L = S⊥. Então










u ∈M

x− u⊥L

(3.2)
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Prova

Se dim(Im(P )) = m então, pelo Teorema 3.1, item 1, dim(N(P )) = dim(Im(I −

P )) = n −m. Podemos definir S a partir de seu complemento ortogonal, L = S⊥,

onde dim(L) = m. Façamos u = P (x), assim, pelo Teorema 3.1, ítem 1 e pelo

Teorema 3.3, temos que:










P (x) ∈M

x− P (x) ∈ S

=⇒











u ∈M

x− u⊥L ⋄

Essa transformação linear P é dita projeção sobre M , ao longo ou paralela ao su-

bespaço linear S, ou, uma projeção sobre M e ortogonal ao subespaço L.

Teorema 3.4 Dados dois subespaços M,L ∈ C
n, de mesma dimensão m, as duas

condições abaixo são equivalentes:

1. Nenhum vetor de M diferente de zero é ortogonal a L.

2. Para todo x ∈ C
n existe um único vetor u que satisfaz às condições dadas em

(3.2).

Prova

1) Queremos provar que as condições dadas em (3.2) são satisfeitas. Temos, por

hipótese, que se x ∈ M e x⊥L ⇒ x = 0, ou seja, M ∩ L⊥ = {0}. Como dim(L) =

m ⇒ dim(L⊥) = n −m, então C
n = M ⊕ L⊥. Usando o Teorema 3.3, temos que

existe uma projeção P , tal que Im(P ) = M e N(P ) = L⊥, como pelo Teorema 3.1,

ítem 1, N(P ) = Im(I − P ), segue que :










P (x) ∈M

x− P (x) ∈ L⊥

fazendo, u = P (x) ⇒











u ∈M

x− u⊥L

ou seja, 1 ⇒ 2.

2) Suponhamos que ∃u ∈ M , u 6= 0, tal que u é ortogonal a L. Seja x ∈ C
n, onde

x ∈ L, então:

(x− u, u) = (x, u) − (u, u) = 0 − ‖u‖ = ‖u‖ 6= 0

assim x − u não é ortogonal a L, ou seja, as condições dadas em (3.2) não são

satisfeitas, absurdo! Logo u = 0, podemos concluir que 2 ⇒ 1. ⋄
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Figura 3.1: Projeção de x sobre M e ortogonal a L.
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Uma interpretação geométrica desse teorema seria a de que dados M,L ⊂ C
n, sob

as hipóteses do Teorema 3.4, existe um único subespaço L⊥ ⊂ C
n ortogonal a M .

Essa interpretação é análoga ao V postulado de Euclides.

Resumindo, dados em C
n os subespaços de mesma dimensão, M e L, satisfazendo

à condição, M ∩ L⊥ = {0}, existe uma projeção P sobre M e ortogonal a L que

define o vetor projeção u para todo x ∈ C
n atendendo às condições de (3.2). Essa

projeção é tal que:

Im(P ) = M e N(P ) = L⊥

Se P (x) = 0, x ∈ N(P ), ou seja, x ∈ L⊥.

3.2.1 Representação Matricial

Definição 3.4 Seja a matriz A ∈ C
n×n,a matriz adjunta, que é a transposta con-

jugada de A, notada por AH é

AH = ĀT ,

onde barra representa a operação de conjugação.

Teorema 3.5 Considere M,L ∈ C
n, com dim(M) = dim(L) = m, M ∩ L⊥ = {0},

V e W , bases de M e L, respectivamente. Então, WHV é não-singular.

Prova [26].

Definição 3.5 Dois conjuntos de vetores A = {a1, . . . , am} e B = {b1, . . . , bm} são

ditos bi-ortogonais se:

(ai, bj) = δij, onde δij =











1, se i = j,

0, se i 6= j.

Na forma matricial temos BHA = I.

Teorema 3.6 Considere M,L ∈ C
n, com dim(M) = dim(L) = m, M ∩ L⊥ = {0},

V e W , bases de M e L, respectivamente. Então, existe uma projeção P , sobre M

e com direção ortogonal a L, dada por:

P = V (WHV )−1WH . (3.3)
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Prova

Do Teorema 3.4, temos que C
n = M ⊕ L⊥, pelo Teorema 3.3, podemos considerar

M = Im(P ). Sejam, V = [v1, . . . , vm] e W = [w1, . . . , wm], bases de M e L,

respectivamente. Como P (x) ∈M , seja V y sua representação na base V . A restrição

x− P (x)⊥L é equivalente à condição:

((x− V y), wj) = 0 para j = 1, . . . ,m.

Na forma matricial pode ser reescrita como:

WH(x− V y) = 0. (3.4)

Segue que:

WH(x− V y) = 0

WHx−WHV y = 0

WHV y = WHx

y = (WHV )−1WHx

logo:

P = V (WHV )−1WH . ⋄

Corolário 3.3 Considerando as hipóteses do Teorema 3.6, e sejam V e W bi-

ortogonais, então

P (x) = VWHx,

ou seja,

P = VWH . (3.5)

Prova

Por definição, WHV = I, substituindo em (3.4), obtemos (3.5). ⋄

3.2.2 Projeções Ortogonais

Definição 3.6 Seja o subespaço vetorial, S ⊂ C
n . A operação ou função, produto

interno, (, ) : S × S → C, está definida, se os seguintes axiomas são atendidos:

Sejam u, v, w ∈ S e α, β ∈ C
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1. (u, v) = (v, u);

2. (u, v + w) = (u, v) + (u,w);

3. (αu, v) = α(u, v) e (u, βv) = β̄(u, v);

4. (u, u) ≥ 0, e, (u, u) = 0 ⇔ u = 0.

Definição 3.7 Uma projeção P é dita ortogonal se

PHP = PPH = I.1 (3.6)

Se o espaço vetorial considerado, S ⊂ C
n, admite um produto interno, temos que

(u, v) = (Pu, Pv), ∀x,∀y ∈ S.

Se a igualdade (3.6) não se verifica, P é dita oblíqua.

Teorema 3.7 Seja P uma projeção ortogonal de C
n, então o núcleo de P é igual

ao complemento ortogonal da imagem de P , ou seja,

N(P ) = Im(P )⊥. (3.7)

Prova

Sejam x ∈ N(P ) e y ∈ Im(P ), segue que

(x, y) = (P (x), P (y)) = (0, y) = 0,

como x ∈ N(P ) e ∀y ∈ Im(P ), temos que (x, y) = 0, então

x ∈ Im(P )⊥ ⇒ N(P ) ⊂ Im(P )⊥. (3.8)

Seja x ∈ Im(P )⊥, então (x, P (y)) = 0, ∀y ∈ S. Mas

(x, P (y)) = (P (x), P ((P (y))) = (P (x), P 2(y)) = (P (x), y),

assim (P (x), y) = 0, ∀y ∈ S, então

x ∈ N(P ) ⇒ Im(P )⊥ ⊂ N(P ). (3.9)

De (3.8) e (3.9), podemos concluir a igualdade (3.7). ⋄

Podemos ilustrar a condição acima na Figura 1.2.
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x

P(x)

M

Figura 3.2: Projeção ortogonal de x sobre M.

Teorema 3.8 Seja P uma projeção , então PH é tal que

(PHx, y) = (x, Py), ∀x,∀y ∈ C
n, (3.10)

além disso, PH é uma projeção.

Prova

Tomando PH e aplicando a propriedade anti-comutativa do produto interno, temos

(3.10). Podemos observar que para ∀x,∀y ∈ C
n,

((PH)2x, y) = (PHx, Py) = (x, P 2y) = (x, Py) = (PHx, y).

Então PH é uma projeção. ⋄

Corolário 3.4 Como conseqüência do Teorema 3.8, temos:

N(PH) = Im(P )⊥, (3.11)

N(P ) = Im(PH)⊥. (3.12)

Prova

Vamos provar a igualdade (3.11).

1Matrizes, P , tais que PHP = PPH , são chamadas matrizes normais
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Seja x ∈ N(PH), então, ∀x′ ∈ C
n, temos

(PH(x), x′) = 0 de () ⇒ (x, P (x′)) = 0

⇒ x⊥Im(P ) ⇒ x ∈ Im(P )⊥. (3.13)

Por outro lado, se x ∈ Im(P )⊥, então, ∀x′ ∈ C, segue que

(x, P (x′)) = 0 de () ⇒ (PHx, x′) = 0

⇒ PH(x) = 0 ⇒ x ∈ N(P )H) (3.14)

De, (3.13) e (3.14), concluímos (3.11); analogamente, provaríamos (3.12). ⋄

Teorema 3.9 Uma projeção é ortogonal se, e somente se, é Hermitiana.

Prova [26].

Teorema 3.10 Seja P uma projeção ortogonal sobre o subespaço vetorial M ⊂ C
n,

M = Im(P ). Considere uma matriz V, de ordem n×m, cujas colunas formam uma

base ortonormal de M . Então, podemos representar P pela matriz P = V V H , além

disso,

V V Hx ∈M e (I − V V H)x ∈M⊥. (3.15)

Prova

Esse é um caso particular da representação matricial de uma projeção dada por (3.5),

fazendo M = L e, tomando V segundo a hipótese, segue daí, também, (3.15). ⋄

Teorema 3.11 A representação de uma projeção ortogonal, P , não é única, e,

para quaisquer duas bases ortonormais, V1, V2 ∈ M , com Im(P ) = M , temos que

V1V
H
1 = V2V

H
2 .

Prova

A representação de P não será única, pois M tem mais de uma base ortonormal,

basta então aplicar o Teorema 3.10 às bases consideradas.

Sejam V1, V2 bases ortonormais de M , então ∃C ∈ C
m×m tal que V1 = V2C, com

CCH = CHC = I [27], assim

V1V
H
1 = V2C(V2C)H = V2CC

HV H
2 = V2V

H
2 . ⋄
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Teorema 3.12 Seja P uma projeção ortogonal, então

‖x‖2
2 = ‖Px‖2

2 + ‖(I − P )x‖2
2. (3.16)

Prova

Seja x ∈ C
n, temos que x = Px + (I − P )x , mas Px⊥(I − P )x, assim (3.16) se

verifica. ⋄

Corolário 3.5 Uma consequência do Teorema 3.12 é que, ∀x ∈ C
n,

‖Px‖2
2 ≤ ‖x‖2

2. (3.17)

Prova

Segue de (3.16). ⋄

Corolário 3.6 Segue do Corolário 3.5 que

‖Px‖2

‖x‖2

≤ 1, ∀x ∈ C
n.

Temos ainda que, se tomarmos x ∈ Im(P ),

P (x) = x ⇒ ‖P (x)‖2 = ‖x‖2 ⇒
‖P (x)‖2

‖x‖2

= 1,

logo o sup‖x‖2 6=0

{

‖P (x)‖2

‖x‖2

}

= 1 é atingido. Portanto:

‖P‖2 = 1,

para toda projeção ortogonal P .

Prova

Segue de (3.17). ⋄

Uma projeção ortogonal tem apenas dois autovalores distintos: zero, com

multiplicidade igual à dim(N(P )) , e um, com multiplicidade igual à dim(Im(P )).

Qualquer vetor da imagem de P é um autovetor associado ao autovalor um.

Qualquer vetor do núcleo de P é um autovetor associado ao autovalor zero.

No próximo teorema, uma importante condição de otimalidade é estabelecida.
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Teorema 3.13 Seja P uma projeção ortogonal sobre um subespaço M ⊂ C
n. En-

tão, para todo x ∈ C
n, é verdade que:

min
y∈M

‖x− y‖2 = ‖x− Px‖2. (3.18)

Prova [26].

Seja ŷ = Px para a projeção ortogonal P sobre o subespaço M , temos:

Corolário 3.7 Sejam M um subespaço de C
n e x ∈ C

n. Então:

min
y∈M

‖x− y‖2 = ‖x− ŷ‖2

se satisfaz às duas condições abaixo:











ŷ ∈M,

x− ŷ⊥M.

Prova [26].

27



Capítulo 4

Método de Projeção e Subespaço de

Krylov

4.1 Introdução

Neste capítulo vamos abordar o algoritmo de uma projeção oblíqua e alguns

teoremas relacionados. Uma de nossas contribuições é apresentar o operador de

projeção e sua representação matricial.

Em relação ao outro assunto tratado, Subespaço de Krylov, apresentaremos

algumas definições e teoremas. Optamos por fazer as demonstrações de alguns deles

explicitamente, como contribuição, pois na literatura consultada, ou não aparecem

demonstrados, ou não são bem explicados.

Denominamos de teorema os resultados clássicos obtidos da literatura e proposição,

as que foram propostas e demonstradas e que não se encontram na bibliografia

pesquisada.

4.2 Método de Projeção

Seja A uma matriz de ordem n e b um vetor de C
n, considere, então, o sistema linear

Ax = b. (4.1)

Uma das formas de se obter uma aproximação para a solução desse sistema é usar

uma técnica de projeção.
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Sejam K e L dois subespaços de C
n de dimensão m. A partir desses subespaços,

vamos obter um operador de projeção, P , de tal forma que C
n = N(P ) ⊕ Im(P ).

Vamos utillizar a projeção oblíqua sobre K, com direção ortogonal a L. Conside-

rando x̃ uma solução aproximada do sistema e o resíduo dado por r = b − Ax̃,

teremos como resultado uma aproximação da solução do sistema dado, que atende

a

Determine x̃ ∈ K tal que b− Ax̃⊥L.

Se desejarmos utilizar uma solução inicial, x0, então a solução aproximada deve ser

procurada no espaço afim x0 + K, ao invés de no espaço vetorial K. O problema

pode ser redefinido por:

Determine x̃ ∈ x0 + K tal que b− Ax̃⊥L.

Podemos escrever x̃ na forma x̃ = x0 + δ com δ ∈ K. O vetor resíduo inicial r0 é

definido como r0 = b − Ax0 e o erro e é dado por e = x∗ − x̃, onde x∗ é a solução

exata do sistema (4.1). Sustituindo x̃ e r0, segue que

b− A(x0 + δ)⊥L ou r0 − Aδ⊥L.

Em outras palavras, a solução aproximada pode ser definida como:

x̃ = x0 + δ, δ ∈ K; (4.2)

(r0 − Aδ,w) = 0, ∀w ∈ L. (4.3)

Esse é o passo básico da projeção, na sua forma mais geral.

Vamos construir o algoritmo da projeção, tendo uma solução inicial x0,

x̃ = x0 + V y;

V y = x̃− x0;

AV y = A(x̃− x0);

AV y = b− Ax0 − (b− Ax̃) = r0 − r̃;

WHAV y = WHr0 −WH r̃;

WHAV y = WHr0;

y = (WHAV )−1WHr0.

Onde WHAV precisa ser invertível, para que esta operação faça sentido.

Um protótipo da técnica de projeção é representado no Algoritmo 2.1.
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Algoritmo 4.1. Protótipo do Método de Projeção

1. Sejam a matriz A e os vetores x0 e b, Do

2. Selecione um par de subespaços K e L

3. Escolha bases V = [v1, . . . , vm] e W = [w1, . . . , wm] para K e L

4. r := b − Ax

5. y := (WHAV )−1WHr

6. x := x + V y

7. EndDo

O teorema, a seguir, mostra dois casos particulares onde sabemos, a priori, que a

matriz WHAV é invertível.

Teorema 4.1 Sejam A ∈ C
n×n, K e L subespaços de C

n, satisfazendo uma das

condições abaixo:

(i) A é positiva definida e K = L ou

(ii) A é não-singular e L = AK.

Então a matriz WHAV é não-singular para quaisquer bases V e W , de K e L,

respectivamente.

Prova [26].

Teorema 4.2 Suponha que A é uma matriz simétrica positiva definida, K,L ⊂ C
n

e K=L. Então um vetor x̃ resulta de um método de projeção ortogonal sobre K, com

vetor inicial x0, se minimiza a A-norma do erro sobre x0 + K, isto é, se

E(x̃) = min
x∈x0+K

E(x),

onde

E(x) ≡ (A(x∗ − x), x∗ − x)1/2,

x∗ é solução exata.

Prova [26].

Teorema 4.3 Seja A uma matriz quadrada qualquer, K,L ⊂ C
n e suponha que

L=AK. Então um vetor x̃ é resultado de um método de projeção (oblíqua) sobre

K com direção ortogonal a L e, partindo do vetor inicial x0, se minimiza a norma
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Euclidiana (2-norma) do resíduo b− Ax sobre x0 + K, isto é, se

R(x̃) = min
x∈x0+K

R(x),

onde R(x) ≡ ‖b− Ax‖2.

Prova [26].

Proposição 4.1 Seja o Algoritmo 2.1. Então, existe um operador de projeção oblí-

qua, P , que projeta o erro e = x∗−x0, onde x∗ é a solução exata, sobre o subespaço

K, de tal forma que o resíduo r é ortogonal a L. O subespaço K é o subespaço de

busca da solução do sistema, a projeção tem direção orotogonal ao subespaço L . A

matriz que representa tal operador é dada por:

P = V (WHAV )−1WHA.

onde V e W são bases dos subespaços K e L, respectivamente.

Prova

O passo 6 do algoritmo é semelhante à equação (4.2), tomemos δ = V y.

No passo 7 temos y = (WHAV )−1WHr, sabendo que r = Ae, onde e é o erro, temos

que:

y = (WHAV )−1WHAe e δ = V (WHAV )−1WHAe. (4.4)

Considere P = V (WHAV )−1WHA, podemos verificar que P 2 = P , ou seja, P é a

projeção dada na Proposição 4.1.

Da equação (4.4) segue que δ = Pe, por hipótese, temos que δ ∈ K, então, podemos

concluir que δ é a projeção do erro e sobre o subespaço K. ⋄

4.3 Subespaço de Krylov

O interesse do tema Subespaço de Krylov reside no fato de ser o subespaço de

busca das aproximações da solução de um sistema linear (equação (4.1)) para os

métodos iterativos que serão apresentados posteriormente. Demonstraremos de

forma detalhada não só as razões que credenciam o subespaço de Krylov como um

bom espaço de busca, mas também os teoremas que mostram como se obter uma

base para o subespaço de Krylov.
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Definição 4.1 Considere o conjunto de vetores V = {v1, . . . , vm} ⊂ C
n o subes-

paço vetorial gerado por V , S ⊂ C
n, notado por S = [v1, . . . , vm] , ou então,

S = span(V ).

Definição 4.2 Um subespaço de Krylov é gerado por uma matriz A, de ordem

n, e por um vetor v ∈ C
n, da seguinte forma:

[v, Av, . . . , Am−1v].

Notamos tal subespaço por Km(A, v) [26], [24].

Definição 4.3 Seja A uma matriz de ordem n, o determinante

p(t) = det(A− tI)

é chamado polinômio característico de A, que pode ser escrito como

p(t) =
d

∏

j=1

(t− λj)
nj , nj ≤ n e

d
∑

j=1

nj = n,

onde λ1, . . . , λd são autovalores distintos de A.

Definição 4.4 Seja A uma matriz de ordem n. O polinômio mínimo de um

vetor v é o polinômio mônico não-nulo, p, de menor grau, tal que, p(A)v = 0.

Definição 4.5 Seja A uma matriz de ordem n, o grau do polinômio mínimo de v

com relação a A, é chamado grau de v com relação a A.

Teorema 4.4 O subespaço de Krylov Km é de dimensão m, se o grau µ de v com

relação a A é maior ou igual a m, ou seja,

dim(Km) = m ↔ grau(v) ≥ m.

Portanto,

dim(Km) = min{m, grau(v)}.

Prova [26].

Teorema 4.5 Seja Qm uma projeção sobre Km e seja Am a restrição de A em Km,

isto é, A|Km
= Am = QmA. Então, para todo polinônio q de grau menor ou igual a

m− 1, temos que

q(A)v = q(Am)v,
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e, para todo poliônio de grau menor que m,

Qmq(A)v = q(Am)v.

Prova [26].

Procuramos, então, uma forma de se obter uma base para o subespaço de

Krylov, Km = Km(A, v).

Teorema 4.6 Sejam os vetores da base do subespaço de Krylov, Km = Km(A, v),

dados por:

ui = Ai−1v

Definimos a matriz Ui, de ordem n × i, aquela cujas colunas são os vetores ui,

i = 1, . . . ,m. Sejam ei o i-ésimo vetor da base canônica de C
i, Bi uma matriz de

ordem i, tal que

B = (bij) =











0 se i 6= j + 1

1 se i = j + 1

(4.5)

Então,

AUi = UiBi + ui+1e
H
i (4.6)

Antes da prova deste teorema, vamos analisá-lo. Reescrevendo a igualdade desejada

matricialmente, segue que










| |

a1 . . . an

| |











n×n











| |

u1 . . . ui

| |











n×i

=











| |

u1 . . . ui

| |











n×i











| |

b1 . . . bi

| |











i×i

+











|

ui+1

|











n×1

[

0 . . . 0 1
]

1×i

Suponhamos que

Ã = AUi = (ãkj) , Ũ = UiBi = (ũkj).

Temos, então,

ãkj =
n

∑

p=1

apkupj e ũkj = uj+1,k.
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Tal fato pode ser interpretado da seguinte forma. O produto UiBi faz com que a

última coluna dessa matriz seja nula e cada coluna ũi = ui+1, ou seja, o produto

elimina a primeira coluna de Ui e substitui pela segunda coluna, e assim sucessiva-

mente, até que a i-ésima coluna seja uma coluna nula.

Agora vamos ver o produto ui+1e
H
i ,

ui+1e
H
i =











| | |

0 0 . . . ui+1

| | |











n×i

Considere ˜̃U = UiBi + ui+1e
H
i , daí segue que, para i = 1, . . . , j − 1, temos:

˜̃ukj = uj+1,k = ãkj,

visto que uj+1 = Auj, então,

AUi = UiBi + ui+1e
H
i .

Agora vamos à demonstração formal usando indução matemática.

Prova

1) Suponhamos i = 1,

An×nU1 = Au1 = u2, pois u1 = v,

U1B1 =

















u11

u12

...

u1n

















[0] = 0

u2e
H
1 = u2

Assim An×nU1 = U1B1 + u2e
H
1 .

2)Queremos provar que

AUk = UkBk + uk+1e
H
k

implica

AUk+1 = Uk+1Bk+1 + uk+2e
H
k+1.

Podemos escrever

AUk+1 = A











|

Uk uk+1

|











.

34



Da hipótese da indução e da definição de uk, temos

AUk =











| |

UkBk + uk+1e
H
k uk+2

| |











=











| |

Uk+1Bk+1 uk+2

| |











e segue que

AUk+1 = Uk+1Bk+1 + uk+2e
H
k+1. ⋄

Definição 4.6 Considere a matriz H = (hij), H é uma matriz Hessenberg supe-

rior se hij = 0 para todo para i, j, tal que i > j+1. Matrizes Hessenberg inferior

podem ser definidas de forma análoga.

Teorema 4.7 Considerando as matrizes Bi dada por (4.5) e Ri , uma matriz tri-

angular superior, tal que, Ui = QiRi, com QH
i Qi = I, Qi unitária. Temos que a

matriz

Hi = RiBiR
−1
i

é uma matriz Hessenberg superior.

Prova

Façamos uma indução matemática sobre o índice i.

1) Base da indução:

Suponha que i = 1.

R1B1R
−1
1 = [r1][0][

1

r1
] = [0] = H1

A base é verdadeira para i = 1.

2) Vamos provar que

Hk = RkBkR
−1
k
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onde Hk é uma Hessenberg superior, implica que Hk+1 é Hessenberg superior.

Hk+1 = Rk+1Bk+1R
−1
k+1

=





Rk rk+1

0 α









Bk 0

eH
k 0









R−1
k − 1

α
R−1

k rk+1

0 1
α





=





RkBk + rk+1e
H
k 0

αeH
k 0









R−1
k − 1

α
R−1

k rk+1

0 1
α





=





RkBkR
−1
k + rk+1e

H
k R

−1
k − 1

α
(RkBkR

−1
k + rk+1e

H
k R

−1
k )

αeH
k R

−1
k −eH

k R
−1
k rk+1



 .

Vamos calcular cada elemento da matriz Hk+1, dada acima. Façamos

Hk+1 =





Hk+1,11 Hk+1,12

Hk+1,21 Hk+1,22



 .

Segue que Hk+1,11 = RkBkR
−1
k + rk+1e

−H
k R−1

k . Observe que:

rk+1e
H
k =

















rk+1+,1

rk+1,2

...

rk+1,k

















k×1

[

0 0 . . . 1
]

1×k
=











| | rk+1,1

0 0
...

| | rk+1,k











k×k

rk+1e
H
k R

−1
k =











| rk+1,1

0
...

| rk+1,k



























r−1
11 x . . . x

0 r−1
22 . . . x

...
... x

0 0 . . . r−1
kk

















=











| | r−1
kk rk+1,1

0 0
...

| | r−1
kk rk+1,k











k×k

= Col

Assim, temos que Hk+1,1 = H̃k + Col, onde H̃k = RkBkR
−1
k é Hessenberg superior,

pela hipótese da indução. Então Hk+1,1 é uma matriz de ordem k, Hessenberg

superior .

Hk+1,21 = αeH
k R

−1
k =

[

0 0 . . . α
]

R−1
k =

[

0 0 . . . αr−1
kk

]

1×k
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Temos, ainda que

Hk+1,12 = (−
1

α
)Hk+1,11rk+1

Uma Hessenberg que multiplica um vetor, é um vetor, então Hk+1,12 é uma matriz

de ordem 1 × k.

Finalmente,

Hk+1,22 = −eH
k R

−1
k rk+1 = r−1

kk rk+1,k.

Assim, os elemento da matriz Hk+1, são tais que

Hk+1 = (hij) =







































hij ∈ Hk+1,11, i, j = 1, . . . , k

hij ∈ Hk+1,21, i = k + 1, , j = 1, . . . , k

hij ∈ Hk+1,12, i = 1, . . . , k, j = k + 1

hij ∈ Hk+1,22, i, j = k + 1

⇒ Hk+1 é uma Hessenberg superior. ⋄

Teorema 4.8 Seja o subespaço de Krylov, Km = Km(A, v), então, ∃Qm ∈ C
m×m,

tal que

QH
mAQm = Hm,

onde QH
mQm = I e Hm é uma matriz Hessenberg superior.

Prova

Seja a base de Km, dada por

ui = Ai−1v, i = 1, . . . ,m.

Definimos a matriz Ui, de ordem n × i, aquela cujas colunas são os vetores ui,

i = 1, . . . ,m.

Pelo Teorema 4.6, temos

AUi = UiBi + ui+1e
H
i .

Podemos fazer a decomposição QR de Ui, pois as colunas de Ui são linearmente

independentes, seja

Ui = QiRi
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com QH
i Qi = I e Ri uma matriz triangular superior. Assim,

AQiRi = QiRiBi + ui+1e
H
i

AQi = QiRiBiR
−1
i + ui+1e

H
i R

−1
i (4.7)

Aplicando o Teorema 4.7 à equação (4.7), obtemos:

AQi = QiH̃i + ui+1e
H
i R

−1
i

= QiH̃i +
1

rii

ui+1e
H
i , (4.8)

onde H̃i = RiBiR
−1
i é Hessenberg superior.

A matriz Ui+1 também apresenta fatoração QR, dada por

Ui+1 = Qi+1Ri+1

=





Qi qi

vH
i qi+1,i+1









Ri r̃

0 ri+1,r+1





Como Qi+1 é tal que QH
i+1Qi+1 = I,





QH
i vi

qH
i qi+1,i+1









Qi qi

vH
i qi+1,i+1



 =





I 0

0 1





segue o sistema:







































QH
i Qi + viv

H
i = I =⇒ viv

H
i = 0 =⇒ vi = 0

QH
i qi = −qi+1,i+1vi =⇒ vi = − 1

qi+1,i+1
QH

i qi = − 1
qi+1,i+1

qH
i Qi = vH

i

qH
i qi = −qi+1,i+1v

H
i

qH
i qi + q2

i+1,i+1 = 1

Assim,

Qi+1 =





Qi qi

0 qi+1,i+1





Ui+1 =





Qi qi

0 qi+1,i+1









Ri r̃

0 ri+1,r+1





ui+1 = Qir̃ + ri+1,i+1qi + ri+1,i+1qi+1,i+1

= Qir̃ + ri+1,i+1qi+1 (4.9)
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Substituindo (4.9) em (4.8), segue que

AQi = Qi(H̃i +
1

rii

r̃eH
i ) +

ri+1,i+1

ri,i

qi+1e
H
i

= QiHi + αqi+1e
H
i . (4.10)

Então,

QH
i AQi = QH

i QiHi +QH
i qi+1e

H
i = Hi +QH

i qi+1e
H
i .

Observe que QH
i qi+1e

H
i = 0 pois as colunas de Qi são ortogonais a qi+1, por

construção. Então, QH
i AQi = Hi, onde Hi é uma matriz Hessenberg superior. ⋄

Observamos que se fizermos

qH
i+1AQi = qH

i+1QiHi + αqH
i+1qi+1e

H
i

qH
i+1AQi = αeH

i

qH
i+1AQiQ

H
i = αeH

i Q
H
i

qi+1Aqi = αeH
i Q

H
i qi =⇒ qi+1Aqi = α.

Como QH
i+1AQi+1 = Hi+1, temos que α = hi+1,i.

Em vários métodos para resolução de sistemas lineares, o subespaço de Kry-

lov é utilizado como espaço de busca para a melhor solução aproximada de Ax = b.

Vejamos por que tal subespaço é conveniente.

Dado um sistema linear, Ax = b, e x∗ sua solução exata. Vamos considerar A

não-singular.

Teorema 4.9 Seja A uma matriz não-singular de ordem n, então

A−1 = −
1

α0

m−1
∑

j=0

αj+1A
j,

onde αj são os coeficientes do polinômio mínimo associado a A.

Prova

Sejam λ1, . . . , λd os autovalores distintos de A, o polinômio característico de A será

dado por

p(t) =
d

∑

j=1

(t− λj)
nj , nj ≤ n.
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Seja q o polinômio mínimo associado a A,

q(t) =
d

∑

j=1

(t− λj)
mj , onde 1 ≤ mj ≤ nj.

Podemos escrever

q(A) =
m

∑

j=0

αjA
j, onde m =

d
∑

j=1

mj.

Como A é não-singular, temos que

α0 =
d

∏

j=1

λj 6= 0.

Sabemos que q(A) = 0 então

α0I + α1A+ . . .+ αmA
m = 0

A−1 = −
1

α0

m−1
∑

j=0

αj+1A
j. ⋄

Teorema 4.10 Considere a solução exata, x∗, de um sistema linear da forma Ax =

b, onde A é a matriz não-singular de ordem n, é tal que

x∗ ∈ x0 +Km(A, r0),

onde x0 é a aproximação da solução inicial e m o grau do polinômio mínimo de A.

Prova

Suponhamos que x0 = 0, a solução exata do sistema é dada por x∗ = A−1b, assim

x∗ = A−1b

=
(

−
1

α0

m−1
∑

j=0

αj+1A
j
)

b

= −
1

α0

m−1
∑

j=0

αj+1A
jb.

Então x∗ é escrito como combinação linear de (b, Ab, . . . , Am−1b), ou seja, x∗ ∈

Km(A, b).

Se x0 = 0 podemos ver, facilmente, que Km(A, b) = Km(A, r0) e podemos usar
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Km(A, r0) como espaço de busca para a solução aproximada.

Suponhamos que x0 6= 0, então

x∗ = A−1b

= A−1(Ax0 + r0)

= x0 + A−1r0,

logo x∗ ∈ x0 +Km(A, r0). ⋄
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Capítulo 5

Método da Bi-Ortogonalização de

Lanczos

5.1 Introdução

Neste capítulo abordaremos o método da Bi-Ortogonalização de Lanczos [13], que

é parte do método das "iterações minimizadas". Vamos provar que o algoritmo

apresentado gera bases bi-ortogonais para dois subespaços de Krylov convenientes.

Sob o enfoque escolhido, será apresentada uma proposição que demonstra a

existência de um operador de projeção que atua neste método, sua formulação

explícita será exibida.

O método desenvolvido por Lanczos [13] tem como objetivo encontrar soluções para

problemas de autovalores de operadores lineares, principalmente os relacionados

com a teoria das vibrações. Lanczos observou que, a partir de duas séries, a saber,

expansão de Liouville-Neumann ou série de Schmidt, as equações de operadores

diferenciais ou integrais podem ser resolvidas.

Ele construiu o método das "iterações minimizadas"(minimized iterations) para

determinar autovalores e autovetores de uma dada matriz. Lanczos desenvolveu

seu algoritmo para matrizes simétricas e não-simétricas e apresentou algumas

aplicações: "Vibrações laterais de uma barra", "O problema de autovalores do ope-

rador linear integral", "O problema de autovalores do operador linear diferencial",

"Equações diferenciais de segunda ordem; Método de Milne".

Em outro artigo [28], Lanczos descreve um algoritmo para resolver sistemas lineares,
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com um grande número de variáveis, usando uma sucessão de aproximações.

5.2 Método da Bi-Ortogonalização de Lanczos

Considere a matriz A de ordem n. A proposta do método é gerar duas bases, V e

W , bi-ortogonais, para os seguintes subespaços de Krylov,

K = Km(A, v1) e L = Km(AH , w1),

respectivamente.

Sejam

V = {v1, v2, . . . , vm} e W = {w1, w2, . . . , wm}.

Mostraremos o algoritmo que gera as bases V e W , de modo que estas sejam bi-

ortogonais. Vejamos o algoritmo da Bi-Ortogonalização de Lanczos.

Algoritmo 5.1. Algoritmo da Bi-Ortogonalização de Lanczos

1. Escolha dois vetores v1, w1 tais que (v1, w1) = 1

2. Sejam β1 ≡ δ1 ≡ 0, w0 ≡ v0 ≡ 0

3. Para j = 1, 2, . . . , m. Do

4. αj = (Avj , wj)

5. ṽj+1 = Avj − αjvj − βjvj−1

6. w̃j+1 = AHwj − αjwj − δjwj−1

7. δj+1 = |(ṽj+1, w̃j+1)|
1/2. If δj+1 = 0 Stop

8. βj+1 = (ṽj+1, w̃j+1)/δj+1

9. wj+1 = w̃j+1/βj+1

10. vj+1 = ṽj+1/δj+1

11. EndDo

Esse algoritmo gera duas bases, V e W , bi-ortogonais.

Teorema 5.1 Dado o Algoritmo 5.1, os conjuntos gerados por este algoritmo, a

cada iteração, dados por:

Vi = {v1, . . . , vi},

Wi = {w1, . . . , wi}
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são bases de Ki = Ki(A, v1) e de Li = Ki(A
H , w1), respectivamente.

Prova

Vamos provar que tais conjuntos são bases para os subespaços considerados. Para

tal, usaremos indução matemática.

Provaremos que Vi = {v1, . . . , vi} é base de Ki.

1) V1 = {v1} gera K1 = K1(A, v1).

2) Demonstraremos que

Kk(A, v1) = [v1, . . . , A
k−1v1] = [v1, . . . , vk]

implica

Kk+1(A, v1) = [v1, . . . , A
kv1] = [v1, . . . , vk+1].

Temos que

Akv1 = A(Ak−1v1)

= A
(

k
∑

j=1

ajvj

)

,

pois, pela hipótese da indução, Ak−1v1 ∈ [v1, . . . , vk]. Segue que

Akv1 =
(

k
∑

j=1

ajAvj

)

.

Do passo 5, do Algoritmo 5.1, temos Avj = ṽj+1+αjvj+βjvj−1, onde ṽj+1 = δj+1vj+1.

Assim,

Akv1 =
k

∑

j=1

aj(δj+1vj+1 + αjvj + βjvj−1)

=
k+1
∑

j=1

bjvj, com bj =



























ajδj , j = k + 1

ajαj + aj−1δj , j = k

aj+1βj+1 + ajαj + aj−1δj−1 , j = 1, . . . , k − 1

Então,

Akv1 ∈ [v1, . . . , vk+1] ⇒ [v1, . . . , A
kv1] ⊂ [v1, . . . , vk+1]. (5.1)

Dos passos 5 e 10 , do Algoritmo 5.1, segue que

vk+1 =
1

δk+1

(Avk − αkvk − βkvk−1). (5.2)
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Pela hipótese da indução,

vk ∈ [v1, . . . , A
k−1v1] ⇒ vk =

k
∑

j=1

ajA
j−1v1, (5.3)

vk−1 ∈ [v1, . . . , A
k−2v1] ⇒ vk−1 =

k−1
∑

j=1

bjA
j−1v1. (5.4)

Substituindo as (5.3) e (5.4) em (5.2),

vk+1 =
1

δk+1

(A
k

∑

j=1

ajA
j−1v1 − αk

k
∑

j=1

ajA
j−1v1 − βk

k−1
∑

j=1

bjA
j−1v1)

=
1

δk+1

(
k

∑

j=1

ajA
jv1 − αk

k
∑

j=1

ajA
j−1v1 − βk

k−1
∑

j=1

bjA
j−1v1)

=
1

δk+1

k
∑

j=1

cjA
jv1, onde cj =







































aj , j = k

−αkaj+1 + aj−1 , j = k − 1

−αkaj − βkbj + aj−1 , j = 2, . . . , k − 1

−αkaj − βkbj , j = 1

Então,

vk+1 ∈ [v1, . . . , A
kv1] ⇒ [v1, . . . , vk+1] ⊂ [v1, . . . , A

kv1] (5.5)

De (5.1) e (5.5), concluímos que Ki(A, v1) = [v1, . . . , A
i−1v1] = [v1, . . . , vi]. Analo-

gamente, provaríamos que Li = Ki(A
H , w1) = [w1, . . . , wi]. ⋄

Teorema 5.2 Caso o Algoritmo 5.1 cumpra m passos temos ,então,

(vi, wj) =











1, se i = j

0, se i 6= j

, 1 ≤ i, j ≤ m.

Prova [26].

Teorema 5.3 Caso o Algoritmo 5.1 cumpra m passos, este gera bases bi-ortogonais,

V e W , aos subespaços K = Km(A, v1) e L = Km(AH , w1), respectivamente.

Prova

A demonstração decorre imediatamente dos Teoremas 5.1 e 5.2. ⋄

Em aritmética exata, o ponto central do algoritmo de Lanczos são os passos
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5 e 6, onde temos três vetores envolvidos em cada equação, vj−1, vj, vj+1, e wj−1,

wj, wj+1. Cada uma delas é chamada recorrência de três termos [13], [28]. Nessa

formulação, cada vetor das bases, V e W , tem norma unitária e (vj, wj) = 1.

Proposição 5.1 Seja o Algoritmo 5.1. Então, existe um operador de projeção Pi

que projeta o vetor Avi ortogonalmente a Li sobre o subespaço1 Ki, onde i = 1, . . . ,m

. A matriz que representa tal operador é dada por

Pi = ViW
H
i ,

onde Vi e Wi, são bases bi-ortogonais de Ki e Li, respectivamente, geradas pelo

Algoritmo 5.1.

Temos, também, o operador de projeção Qi = PH
i , que projeta o vetor AHwi sobre

o subespaço Li, ortogonalmente a Ki, onde i = 1, . . . ,m . A matriz que representa

tal operador é dada por

Qi = WiV
H
i .

Prova

Considerando o passo 5, e fazendo αivi + βivi−1 = Viy = Pi(x), temos

WH
i ṽi+1 = WH

i Avi −WH
i Viy.

Pelo Teorema 5.3, temos que WH
i ṽi+1 = 0 e WH

i Vi = I, então

y = WH
i Avi,

ou seja,

Pi(Avi) = ViW
H
i Avi ⇒ Pi = ViW

H
i .

Observe que P 2
i = Pi, logo, Pi é uma projeção. Analogamente, podemos mostrar

que Qi = WiV
H
i .

Para provarmos que Avi − P (Avi)⊥Li, devemos provar que

(Avi − P (Avi), wk) = 0 para k = 1, . . . , i.

Como

Pi(Avi) = ViW
H
i Avi,

1Os subespaços, Li e Ki , são dados por: Li = Ki(A
H , w1) e Ki = Ki(A, v1).
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temos que

(Avi − Pi(Avi), wk) = (Avi − ViW
H
i Avi, wk) = WH

i (Avi − ViW
H
i Avi)

= WH
i Avi −WH

i ViW
H
i Avi,

Vi e Wi são bi-ortogonais. Assim,

WH
i ViW

H
i Avi = WH

i Avi,

então,

(Avi − PiAvi, wk) = 0, para k = 1, . . . , i,

ou seja, Pi projeta o vetor Avi ortogonalmente a Li sobre o subespaço Ki. Podería-

mos provar um resultado análogo para Qi. ⋄
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Capítulo 6

Método de Arnoldi

6.1 Introdução

Neste capítulo, vamos apresentar um dos principais métodos iterativos para se gerar

uma base ortonormal para um subespaço de Krylov. Os teoremas apresentados serão

demonstrados detalhadamente, por serem fundamentais na compreensão do método.

Abordando o método de Arnoldi [14], sob o ponto de vista das projeções, teremos

como resultado uma proposição que demonstra a existência do operador de projeção,

bem como sua representação matricial. Tal operador é usado neste método.

6.2 Método de Arnoldi

O trabalho de Arnoldi [14] é baseado no artigo de Lanczos [13], onde foi discutido

o método das "iterações minimizadas"(minimized iterations) [13]. Apresentou tal

método, aplicando-o para solucionar a equação característica de uma matriz, tanto

no caso homogêneo como no não-homogêneo. Como resultado, obteve uma redução

no "volume de trabalho numérico" em aplicações práticas. É importante frisar

que, assim como Lanczos, Arnoldi busca soluções para problemas de autovalores.

Vamos abordar parte desse trabalho, onde temos um algoritmo que constrói uma

base ortonormal, V = {v1, v2, . . . , vm}, de um subespaço de Krylov, Km(A, v1).

Este método é conhecido como método de Arnoldi [14]. A ortonormalização admite

diferentes procedimentos, um deles é o método de Gram-Schmidt.
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Algoritmo 6.1. Algoritmo de Arnoldi

1. Escolha um vetor v1 com ‖v1‖ = 1.

2. For j = 1, . . . , m − 1, do

3. For i = 1, 2, . . . , j, do

4. hi,j = (Avj , vi)

5. end

6. v̂j+1 = Avj −
∑j

i=1 hi,jvi

7. hj+1,j = ‖v̂j+1‖ if hj+1,j = 0 then end

8. vj+1 =
v̂j+1

hj+1,j

9. end.

Em termos matriciais, os passos 2 a 8 do Algoritmo 6.1 podem ser escritos como

V H
m AVm = Hm , onde Hm é uma matriz de Hessenberg superior, ou seja, hi,j = 0,

para i > j + 1. Para demonstração de tal afirmação, ver Teorema 2.8.

A proposição a seguir prova que os vetores v1, v2, . . . , vm gerados pelo Algoritmo 6.1

geram o subespaço de Krylov Km(A, v1).

Teorema 6.1 Seja o Algoritmo 6.1. Então,

[v1, Av1, . . . , A
m−1v1] = [v1, v2, . . . , vm].

Prova

Vamos fazer uma indução matemática sobre a ordem da base.

1) Para k = 1, temos [v1] = [v1], ou seja, o caso base se verifica.

2) Se

[v1, Av1, . . . , A
k−1v1] = [v1, v2, . . . , vk].

Então,

[v1, Av1, . . . , A
k−1v1, A

kv1] = [v1, v2, . . . , vk, vk+1].

Temos que

Akv1 = A(Ak−1v1).

Por hipótese, Ak−1v1 ∈ [v1, v2, . . . , vk]. Então, existem aj ∈ C, com j = 1, . . . , k,

tais que

Ak−1v1 =
k

∑

j=1

ajvj.
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Assim,

Akv1 = A
(

k
∑

j=1

ajvj

)

=
k

∑

j=1

ajAvj.

Entretanto, pelo passo 6 do Algoritmo 6.1, temos que

Avj = hj+1,jvj+1 +

j
∑

i=1

hi,jvi

=

j+1
∑

i=1

hi,jvj,

⇒ Akv1 ∈ [v1, v2, . . . , vk, vk+1],

⇒ [v1, Av1, . . . , A
k−1v1, A

kv1] ⊂ [v1, v2, . . . , vk, vk+1]. (6.1)

Resta provar que

vk+1 ∈ [v1, Av1, . . . , A
k−1v1, A

kv1].

Dos passos 6 e 8 do Algoritmo 6.1, segue que

vk+1 =
1

hk+1,k

(

Avk −
k

∑

j=1

hj,kvj

)

.

Como, por hipótese, v1, . . . , vk ∈ [v1, Av1, . . . , A
k−1v1], então existem bj ∈ C, j =

0, . . . , k − 1, tais que
k

∑

j=1

hj,kvj =
k−1
∑

j=0

bjA
jv1.

Temos também que vk ∈ [v1, Av1, . . . , A
k−1v1], então existem cj ∈ C, j = 0, . . . , k−1

tais que

vk =
k−1
∑

j=0

cjA
jv1.

Assim,

Avk =
k

∑

j=1

cjA
jv1.

Então,

vk+1 =
1

hk+1,k

(

k
∑

j=1

cjA
jv1 −

k−1
∑

j=0

bjA
jv1

)

.

Segue que

⇒ vk+1 ∈ [v1, Av1, . . . , A
k−1v1, A

kv1]

⇒ [v1, v2, . . . , vk, vk+1] ⊂ [v1, Av1, . . . , A
k−1v1, A

kv1]. (6.2)
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Das equações (6.1) e (6.2), podemos concluir que

[v1, Av1, . . . , A
kv1] = [v1, v2, . . . , vk+1]. ⋄

Na próxima proposição, vamos obter uma outra base para o subespaço de Krylov

Km(A, v1).

Teorema 6.2 Seja o Algoritmo 6.1. Então,

[v1, v2, . . . , vm] = [v1, Av2, . . . , Avm−1].

Prova

Pelo passo 6 do Algoritmo 6.1, temos que

hj+1,jvj+1 = Avj −

j
∑

i=1

hi,jvi.

Então,

Avj =

j+1
∑

i=1

hi,jvi, ∀j = 1, . . . , k.

Assim,

⇒ Avj ∈ [v1, v2, . . . , vk+1], ∀j = 1, . . . , k;

⇒ [v1, Av2, . . . , Avk] ⊂ [v1, v2, . . . , vk+1]. (6.3)

Faremos uma indução matemática para a outra inclusão.

1) O caso base se verifica, pois [v1] ⊂ [v1]

2)Provaremos que

[v1, v2, . . . , vk] ⊂ [v1, Av2, . . . , Avk−1]

implica

[v1, v2, . . . , vk+1] ⊂ [v1, Av2, . . . , Avk].

Sabemos que

vk+1 =
1

hk+1,k

(

Avk −
k

∑

i=1

hi,kvi

)

.

Como v1, . . . , vk ∈ [v1, Av2, . . . , Avk−1], por hipótese, segue que

vp = a1pv1 +
k−1
∑

s=2

aspAvs, para p = 1, . . . , k.
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Assim

vk+1 =
1

hk+1,k

(

Avk −
k

∑

i=1

hi,k(a1iv1 +
k−1
∑

j=2

ajiAvj)
)

= b1v1 +
k

∑

j=2

bjAvj

Então,

⇒ vk+1 ∈ [v1, Av2, . . . , Avk],

⇒ [v1, v2, . . . , vk+1] ⊂ [v1, Av2, . . . , Avk]. (6.4)

Das equações (6.3) e (6.4), temos que

[v1, v2, . . . , vk+1] = [v1, Av2, . . . , Avk]. ⋄

A partir dos Teoremas 6.1 e 6.2, temos que

[v1, Av1, . . . , A
m−1v1] = [v1, v2, . . . , vm] = [v1, Av2, . . . , Avm−1],

ou seja, temos três conjuntos geradores para o subespaço de Krylov Km(A, v1).

Na proposição a seguir vamos analisar o método de Arnoldi [14], usando o enfoque

de projeções.

Proposição 6.1 Seja o Algoritmo 6.1. Então, existe um operador de projeção Pi,

que projeta ortogonalmente o vetor Avi sobre o subespaço de Krylov Ki = Ki(A, v1),

onde i = 1, . . . ,m. A matriz que representa tal operador é dada por:

Pi = ViV
H
i ,

onde Vi é uma base ortonormal de Ki.

Prova

Temos Vi uma base para o subespaço de Krylov, Ki. Considerando o passo 6 do

Algoritmo 6.1, teremos

v̂i+1 = Avi −
i

∑

t=1

ht,ivt.
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Façamos Viy =
∑i

t=1 ht,ivt = P (x)

v̂i+1 = Avi − Viy

V H
i v̂i+1 = V H

i x− V H
i Viy

Mas, por hipótese, as colunas de Vi são ortogonais a v̂i+1. Assim, V H
i v̂i+1 = 0 e

temos também que V H
i Vi = I, então:

y = V H
i Avi, assim Pi(Avi) = ViV

H
i Avi,⇒ Pi = ViV

H
i .

Observe que P 2
i = Pi, logo Pi é uma projeção.

Temos Pi = ViV
H
i = (ViV

H
i )H = PH

i , P ortogonal, ou seja, Pi projeta ortogonal-

mente Avi sobre Ki.

Podemos concluir que a projeção Pi = ViV
H
i projeta ortogonalmente o vetor Avi

sobre o subespaço de Krylov, Ki(A, v1), com i = 1, . . . ,m. ⋄

53



Capítulo 7

Método do Resíduo Mínimo

Generalizado (GMRES)

7.1 Introdução

O método do Resíduo Mínimo Generalizado (GMRES) foi proposto por Saad e

Schultz [15] no ano de 1986. É um método iterativo, para resolução de sistemas

lineares, onde a cada passo a norma do resíduo é minimizada sobre um subespaço

de Krylov escolhido. O GMRES [15] utiliza o método de Arnoldi [14] para o cálculo

de uma base ortonormal para um subespaço de Krylov.

Inicialmente, apresentaremos os métodos do Resíduo Conjugado Generalizado

(GCR) [16] e da Ortogonalização Completa (FOM) [14]. Posteriormente, apresen-

taremos o GMRES [15] na sua forma clássica. Faremos uma análise dos métodos

sob o enfoque de projeções sobre subespaços de Krylov.

Neste capítulo, serão apresentadas cinco proposições, que demonstram a existência

e representação matricial dos operadores de projeção, que fazem parte dos métodos

estudados.

54



7.2 Método do Resíduo Mínimo Generalizado

7.2.1 Método do Resíduo Conjugado Generalizado

Vamos abordar o método do Resíduo Conjugado Generalizado (GCR) [16], método

iterativo utilizado para resolver sistemas lineares da forma Ax = b, onde A é uma

matriz de ordem n. Neste método, devemos ter como hipótese que a parte simétrica1

de A seja positiva-definida . O GCR [16] é matematicamente equivalente ao GMRES

[15], ou seja, os dois métodos produzem a mesma aproximação, xk, em aritmética

exata.

Segue o algoritmo do GCR [16].

Algoritmo 7.1. Algoritmo do Resíduo Conjugado Generalizado

1. Escolha x0 e calcule r0 = b − Ax0, p0 = r0

2. Para j = 0, . . . até convergir Do

3. αj =
(rj ,Apj)

(Apj ,Apj)

4. xj+1 = xj + αjpj

5. rj+1 = rj − αjApj

6. Para i = 1, . . . , j Do

7. Calcule βij = −
(Arj+1,Api)
(Api,Api)

8. EndDo

9. pj+1 = rj+1 +
∑j

i=0 βijpi

10. EndDo

Teorema 7.1 Considerando o Algoritmo 7.1, as seguintes relações ocorrem:

1. (Api, Apj) = 0, se i 6= j;

2. (ri, Apj) = 0, se i > j;

3. (ri, Api) = (ri, Ari);

4. (ri, Arj) = 0, se i > j;

5. (ri, Api) = (r0, Api), se i ≥ j;

6. 〈p0, . . . , pi〉 = 〈p0, Ap0, . . . , A
ip0〉 = 〈r0, . . . , ri〉;

7. Se ri 6= 0, então pi 6= 0;

8. xi+1 minimiza E(ω) = ‖b− Aω‖2 sobre o espaço afim x0 + 〈p0, . . . , pi〉.

1Toda matriz A de ordem n pode ser escrita como A = A1 +A2, onde , A1 = AT

1
, A1 é simétrica

e, A2 = −AT

2
, A2 é dita anti-simétrica.
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Prova [16]

Teorema 7.2 Seja o Algoritmo 7.1. Então,

xm ∈ x0 +Km(A, r0).

Prova

Vamos usar indução matemática.

1) x0 ∈ x0 +Km(A, r0), ∀m ∈ N.

2) Suponhamos que

xk ∈ x0 +Kk(A, r0).

Existe um polinômio Pk−1(A), tal que

xk = x0 + Pk−1(A)r0.

Queremos provar que

xk+1 ∈ x0 +Kk+1(A, r0).

Pelo passo 4 do Algoritmo 7.1, temos

xk+1 = xk + αkpk.

Pela hipótese da indução, xk+1 = x0 + Pk−1(A)r0 + αkpk. Do Teorema 7.1, item 6,

temos que pk ∈ Kk+1(A, r0), então existe Qk(A), tal que pk = Qk(A)r0. Assim,

xk+1 = x0 + Pk−1(A)r0 + αkQk(A)r0

= x0 + Tk(A)r0, com Tk(A) = Pk−1(A) + αkQk(A).

Segue que xk+1 ∈ x0 +Kk+1(A, r0).

Logo,

xm ∈ x0 +Km(A, r0), ∀m ∈ N. ⋄

Teorema 7.3 Seja o Algoritmo 7.1. Considere K = Km(A, p0) e L = AK subespa-

ços de Krylov. Então, o conjunto {Ap0, Ap1, . . . , Apm−1} é uma base de L.

Prova

Do item 1, Teorema 7.1, segue que o conjunto {Ap0, Ap1, . . . , Apm−1} é um conjunto

ortogonal. Como dim(L) = m, temos que o conjunto dado é uma base de L. ⋄
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Proposição 7.1 Dado o Algoritmo 7.1. Existe uma projeção ortogonal P
(i)
1 sobre

Li, que projeta o resíduo ri, dada por

P
(i)
1 = Wi(W

H
i Wi)

−1WH
i ou P

(i)
1 = AVi[(AVi)

HAVi]
−1(AVi)

H ,

onde Vi e Wi são bases de Ki = Ki+1(A, p0) e Li = AKi, respectivamente.

Prova

Do passo 5 do Algoritmo 7.1, temos que

ri+1 = ri − αiApi,

onde αiApi = Wiy, com y ∈ C
m. Podemos concluir essa afirmação a partir do

Teorema 7.3.

Do Teorema 7.1, item 2, temos que

(ri+1, Apj) = 0, para j = 1, . . . , i.

Então,

WH
i ri+1 = WH

i (ri −Wiy)

y = (WH
i Wi)

−1WH
i ri.

Observe que (WH
i Wi)

−1 existe, pois W tem posto completo.

Temos a projeção P
(i)
1 = Wi(W

H
i Wi)

−1WH
i . (P

(i)
1 )2 = P

(i)
1 , além disso P

(i)
1 é

Hermitiana, ou seja, (P
(i)
1 )H = P

(i)
1 , logo P (i)

1 é ortogonal.⋄

Observação:

As bases geradas pelo Algoritmo 7.1 não são ortonormais. Podemos con-

cluir, apenas, que W = {Ap0, Ap1, . . . , Apm−1} é uma base ortogonal de L, e,

V = {p0, p1, . . . , pm−1} é uma base AHA-ortogonal de K.

Proposição 7.2 Dado o Algoritmo 7.1. Então, existe uma projeção oblíqua P
(i)
2

que projeta o erro, ei = x∗ − xi, sobre Ki, com direção ortogonal a Li, dada por

P
(i)
2 = Vi(W

H
i AVi)

−1WH
i A ou P

(i)
2 = Vi(V

H
i AHAVi)

−1V H
i AHA.

Onde Vi e Wi são bases de Ki = Ki+1(A, p0) e Li = AKi, respectivamente.
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Prova

Do passo 5 do Algoritmo 7.1, temos que

ri+1 = ri − αiApi

= ri − Aαipi.

Temos

P
(i)
2 (x) = Viy = αipi.

Do Teorema 7.1, item 2, segue que

(ri+1, Apj) = 0, para j = 1, . . . , i.

(ri − AViy,Apj) = 0

WH
i (ri − AViy) = 0

y = (WH
i AVi)

−1WH
i ri.

Como ri = Aei, logo,

P
(i)
2 = Vi(W

H
i AVi)

−1WH
i A ou P (i)

2 = Vi(V
H
i AHAVi)

−1V H
i AHA. ⋄

7.2.2 Método da Ortogonalização Completa

O método da Ortogonalização Completa (FOM) [14] é um método iterativo para

solução de sistemas lineares, foi apresentado em 1951 por Arnodi [14].

Considerando um sistema linear Ax = b, sendo A uma matriz de ordem n, o método

consiste em determinar a solução xm do sistema.

Usando o método de Arnoldi [14] de geração de bases ortonormais, determinamos

uma base ortonormal, partindo-se das colunas da matriz A. Uma matrizH é também

obtida após todas as iterações, como no método de Arnoldi [14].

Considerando uma solução inicial x0 e o resíduo r0 = b−Ax0, tomamos o subespaço

de Krylov Km = Km(A, r0) e adotamos a hipótese de Galerkin, ou seja, o resíduo

ortogonal ao subespaço considerado,

b− Axi⊥Ki+1, i = 0, . . . ,m− 1.

Sendo v1 = r0

‖r0‖
e aplicando o método de Arnoldi [14], temos

V T
mAVm = Hm.
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A solução aproximada do sistema é dada por

xm = x0 + Vmym, com

ym = H−1
m (‖r0‖e1).

A seguir, vamos escrever o algoritmo do FOM [14], porém é importante que a ca-

racterística principal desse algoritmo fique clara. No FOM [14], executamos os m

passos da iteração e, ao final, obtemos a matriz Hm. Podemos então calcular ym,

usando a matrix inversa de Hm, e determinar a solução xm do sistema Ax = b.

Vejamos o algoritmo da Ortogonalização Completa[14].

Algoritmo 7.2. Algoritmo da Ortogonalização Completa

1. Escolha um vetor x0, compute r0 = b − Ax0 e v1 = r0/‖r0‖.

2. Para j = 1, . . . , m − 1, Do

3. Para i = 1, . . . , j Do

4. hi,j = (Avj , vi)

5. EndDo

6. v̂j+1 = Avj −
∑j

i=1 hi,jvi

7. hj+1,j = ‖v̂j+1‖ if hj+1,j = 0 go to 10

8. vj+1 =
v̂j+1

hj+1,j

9. EndDo

10. Forme a solução: xk = x0 + Vkyk, onde yk = H−1
k ‖r0‖e1.

Podemos observar que o algoritmo falha, se o grau do polinômio mínimo é no mínimo

m, e a matriz Hm é não-singular.

Nesse algoritmo, obtemos o subespaço de Krylov K, a partir de r0 e da matriz A.

Uma base ortonormal é obtida e, então, determina-se uma solução para o sistema

linear considerado. Observe que uma solução aproximada não é obtida a cada nova

direção, a solução é obtida ao final de todas as iterações.

Proposição 7.3 Seja o Algoritmo 7.2. Então, existe uma projeção ortogonal Pi

sobre o subespaço Ki, que projeta o erro e0, de tal forma que o resíduo ri é ortogonal

a Ki. A matriz que representa tal operador é dada por

Pi = Vi(V
H
i AVi)

−1V H
i A,

onde Vi é uma base ortonormal de Ki.

59



Prova

Do Algoritmo 7.2, passo 10, temos que

xi = x0 + δi, onde δi = Viyi ∈ K.

Pela hipótese dada, segue que

(ri, vj) = 0, para j = 1, . . . , i

(r0 − AViyi, vj) = 0

V H
i (r0 − Aviyi) = 0

yi = (ViAVi)
−1V H

i r0.

Assim,

δi = Vi(ViAVi)
−1V H

i e0,

ou seja,

Pi = Vi(V
H
i AVi)

−1V H
i A.

7.2.3 Método do Mínimo Resíduo Generalizado

O método do Resíduo Mínimo Generalizado[15] é um método iterativo que vai de-

terminar a solução aproximada xi de um sistema linear da forma Ax = b.

Serão considerados os subespaços de Krylov Ki = Ki(A, r0) e as soluções aproxima-

das serão da forma x0 + δi, onde δi ∈ Ki.

Tal algoritmo usa o algoritmo de Arnoldi [14], determinando, assim, uma base orto-

normal Vm e a matriz de Hessenberg Hm.

Temos que a igualdade abaixo

V H
i+1AVi = Hi+1,i

é valida e podemos reescrevê-la como:

AVi = Vi+1Hi+1,i.

O GMRES [15] tem como ponto principal minimizar a norma do resíduo sobre Ki,

ou seja, o que se quer é resolver o seguinte problema:

min
δi∈Ki

‖b− A(x0 + δi)‖2 = min
δi∈Ki

‖r0 − Aδi‖2 (7.1)

60



Façamos δi = Viyi. Vamos definir a função J , a qual desejamos minimizar:

J(yi) = ‖r0 − Aδi‖2.

Seja β = ‖r0‖2, segue que

J(yi) = ‖βv1 − AViyi‖2;

J(yi) = ‖Vi(βe1 −Hiyi)‖2,

onde e1 é o primeiro vetor da base canônica de R
m.

Como V é uma base ortonormal, a função J fica sendo dada por

J(yi) = ‖βe1 −Hiyi‖2

Assim, temos a seguinte solução para o problema de mínimos quadrados dado pela

equação (7.1):

xm = x0 + Vmym,

onde ym minimiza a função J em R
m.

Segue o algoritmo do GMRES [15].

Algoritmo 7.3. Algoritmo do Resíduo Mínimo Generalizado

1. Escolha x0 e calcule r0 = b − Ax0 e v1 = r0

‖r0‖

2. for j = 1, . . . , m

3. for i = 1, . . . , j

4. hij = (Avj , vi)

5. v̂j+1 = Avj −
∑j

i=1 hi,jvi

6. hj+1,j = ‖v̂j+1‖ if hj+1,j = 0 go to 9

7. vj+1 =
v̂j+1

hj+1,j

8. end

9. end

10. Forme a solução: xm = x0 + Vmym onde ym minimiza J(yi) = ‖βe1 −Hmym‖, onde

β = ‖r0‖

Uma questão natural que surge quando estudamos um algoritmo é:

Sob quais condições o algoritmo falha?

Teorema 7.4 A solução xj produzida pelo GMRES [15] no passo j é exata se, e

somente se, as seguintes condições equivalentes ocorrem:
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1. O algoritmo falha no passo j;

2. v̂j+1 = 0;

3. hj+1,j = 0;

4. O grau do polinômio mínimo do resíduo inicial r0 é igual a j.

Prova [15].

Corolário 7.1 Para uma matriz de ondem n × n, o GMRES [15] termina em no

máximo n passos.

Prova [15].

Teorema 7.5 Seja A uma matriz não-singular. Então, o algoritmo do GMRES

[15] falha no passo j, isto é, hj+1,j = 0, se a solução aproximada xj a solução exata.

Prova [26].

Proposição 7.4 Seja o Algoritmo 7.3. Então, existe uma projeção oblíqua Pi sobre

o subespaço Ki, que projeta o erro e0, de tal forma que o resíduo ri é ortogonal a

Li = AKi. A matriz que representa tal operador é dada por

Pi = Vi(V
H
i AHAVi)

−1V H
i AHA,

onde Vi e Wi são bases de Ki e Li, respectivamente.

Prova

Segue do passo 10, do Algortimo 5.3, que

ri = r0 − AViyi.

Como queremos que a norma do resíduo seja mínima, devemos ter que o resíduo é

ortogonal a Li, pois Li = AKi. Assim,

(ri, wj) = 0, para j = 1, . . . , i.

(r0 − AViyi, wj) = 0

WH
i (r0 − AViyi) = 0

yi = (WH
i AVi)

−1WH
i r0

yi = (WH
i AVi)

−1WH
i Ae0.
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Então, Pi será dada por

Pi = Vi(W
H
i AVi)

−1WH
i A.

Como Wi = {Av1, . . . , Avi}, segue que

Pi = Vi(V
H
i AHAVi)

−1V H
i AHA. ⋄
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Capítulo 8

Método do Gradiente Bi-Conjugado

Estabilizado (BiCGStab)

8.1 Introdução

O método do Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado, desenvolvido por Van der Vorst

[17], é um método iterativo para resolução de sistemas lineares, onde a matriz prin-

cipal do sistema é qualquer.

Vamos estudar os algoritmos do Gradiente Bi-Conjugado [18] e do Gradiente Con-

jugado Quadrado [19], para que possamos abordar o algoritmo do Gradiente Bi-

Conjugado Estabilizado [17].

Apresentaremos proposições sobre os algoritmos estudados, tendo como enfoque

projeções sobre subespaços de Krylov convenientes.

8.2 Método do Gradiente Bi-Conjugado

Dado um sistema linear

Ax = b,

onde A é uma matriz de C
n×n. Sejam x0 a aproximação inicial da solução do sistema

e r0 = b− Ax0 o resíduo inicial.

Consideremos dois subespaços de Krylov,

Ki = Ki(A, r0) e Li = Ki(A
H , r̂0),
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r̂0 é escolhido, tal que (r0, r̂0) 6= 0.

As soluções aproximadas xi ∈ x0+Ki(A, r0) serão obtidas de tal forma que o resíduo

associado ri seja ortogonal ao subespaço Li e, r̂i, ortogonal a Ki.

O método do BiCG [18] termina em n passos, mas não há nenhuma propriedade de

minimização nos passos intermediários, como no método do Gradiente Conjugado

[18] ou GMRES [15].

Abaixo, segue o algoritmo do Gradiente Bi-Conjugado [18].

Algoritmo 8.1. Algoritmo do Gradiente Bi-Conjugado

1. Seja x0 uma solução inicial. Compute r0 = b − Ax0

2. Escolha r̂0 tal que (r0, r̂0) 6= 0, por exemplo, r0 = r̂0

3. ρ0 = 1

4. p̂0 = p0 = 0

5. for i = 1, 2, 3, . . .

6. ρi = (r̂i−1, ri−1); βi−1 = ( ρi

ρi−1
)

7. pi = ri−1 + βi−1pi−1

8. p̂i = r̂i−1 + βi−1p̂i−1

9. vi = Api

10. αi = ρi

(p̂i,vi)

11. xi = xi−1 + αipi

12. if xi é suficientemente acurado então end

13. ri = ri−1 − αivi

14. r̂i = r̂i−1 − αiA
H p̂i

15. end

Teorema 8.1 Os vetores produzidos pelo algoritmo do Gradiente Bi-Conjugado[18]

satisfazem às seguintes propriedades de ortogonalidade:

(rj, r̂i) = 0 para i 6= j,

(Apj, p̂i) = 0 para i 6= j.

Prova [26].

Do passo 2 ao 9, mais os passos 13 e 14, temos a geração das bases bi-ortogonais

para os subespaços K e L, respectivamente.
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Podemos identificar as recorrências de três termos nos passos 7 e 8, e , também, em

13 e 14. Vê-se a relação entre este algoritmo e o da Bi-Ortogonalização de Lanczos

[13]. De fato, aquele pode ser derivado a partir deste.

Vejamos algumas proposições que decorrem do Algoritmo 8.1, estabelecendo

possíveis bases para o subespaço K.

Teorema 8.2 Dado o Algoritmo 8.1, então Ari pode ser escrito como combinação

linear de {r0, . . . , ri+1}, ou seja, existem escalares yj ∈ C, tais que

Ari =
i+1
∑

j=0

yjrj, i = 0, . . . ,m− 1. (8.1)

Prova

Usaremos indução matemática para desenvolver a demonstração.

1) Do passo 13 do Algoritmo 8.1 segue que

r1 = r0 − α1v1

= r0 − α1Ap1, mas p1 = r1

Ar1 =
1

α1

(r0 − r1).

2) Suponhamos a equação (8.1), ou seja,

Ark =
k+1
∑

j=0

yjrj.

Vamos provar que ela implica que (8.1) é valida para k + 1.

Do passo 13, temos

rk+2 = rk+1 − αk+2vk+2

= rk+1 − αk+2Apk+2

= rk+1 − αk+2A(rk+1 + βk+1pk+1)

αk+2Ark+1 = −rk+2 + rk+1 − αk+2βk+1Apk+1.

Pelos passos 9 e 13, Apk+1 = 1
αk+1

(rk − rk+1). Assim

αk+2Ark+1 = −rk+2 + rk+1 −
αk+2βk+1

αk+1

(rk − rk+1).
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Então,

Ark+1 =
1

αk+2

[αk+2βk+1

αk+1

rk +
(

1 −
αk+2βk+1

αk+1

)

rk+1 − rk+2

]

Ark+1 =
βk+1

αk+1

rk +
αk+1 − αk+2βk+1

αk+1αk+2

rk+1 −
1

αk+2

rk+2,

o que conclui a indução e a prova do teorema. ⋄

Teorema 8.3 Seja o Algoritmo 8.1, então,

Ki(A, r0) = [r0, r1, . . . , ri−1]. (8.2)

Prova

Façamos uma indução matemática sobre a dimensão do subespaço considerado.

1) Temos que

K1(A, r0) = [r0].

2) Se

Kk(A, r0) = [r0, . . . , rk−1],

então,

Kk+1(A, r0) = [r0, . . . , A
kr0] = [r0, . . . , rk].

a) ([r0, . . . , Akr0] ⊂ [r0, . . . , rk])

Sabemos que

Akr0 = A(Ak−1r0),

mas, pela hipótese da indução, segue que

Ak−1r0 =
k−1
∑

j=0

zjrj.

Assim,

Akr0 = A
(

k−1
∑

j=0

zjrj

)

;

=
k−1
∑

j=0

zjArj. (8.3)

Do Teorema 8.2, temos que

Arj =

j+1
∑

s=0

ysrs. (8.4)
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Substituindo a equação (8.3) na equação (8.4), vem

Akr0 =
k−1
∑

j=0

zj

(

j+1
∑

s=0

ysrs

)

=
k

∑

j=0

tjrj.

Então, Akr0 ∈ [r0, . . . , rk] o que implica [r0, . . . , A
kr0] ⊂ [r0, . . . , rk].

b) ([r0, . . . , rk] ⊂ [r0, . . . , A
kr0])

Dos passos 6 e 13, segue que

rk = rk−1 − αkvk

= rk−1 − αkApk. (8.5)

Do passo 7, temos,

pk = rk−1 + βk−1pk−1. (8.6)

Substituindo (8.6) em (8.5) vem

rk = rk−1 − αkA(rk−1 + βk−1pk−1)

= rk−1 − αkArk−1 − αkβk−1Apk−1. (8.7)

Da hipótese da indução, temos

rk−1 =
k−1
∑

j=0

zjA
jr0. (8.8)

Do passo 13, podemos determinar

Apk−1 =
1

αk−1

(rk−2 − rk−1). (8.9)

Substituindo (8.9) e (8.8) em (8.7), temos

rk = rk−1 − αkArk−1 −
αkβk−1

αk−1

(rk−2 − rk−1)

= −
αkβk

αk−1

rk−2 +
(

1 +
αkβk−1

αk−1

)

rk−1 − αkA
(

k−1
∑

j=0

zjA
jr0

)

= −
αkβk

αk−1

rk−2 +
(

1 +
αkβk−1

αk−1

)

rk−1 −
k−2
∑

j=0

αkzjA
j+1r0 + αkzk−1A

kr0

= −
αkβk−1

αk−1

rk−2 +
(

1 +
αkβk−1

αk−1

)

k−1
∑

j=0

zjA
jr0 −

−
k−2
∑

j=0

αkzjA
j+1r0 + αkzk−1A

kr0. (8.10)
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Como rk−2 ∈ Kk−2(A, r0), podemos reescrever a equação (8.10):

rk = αkzk−1A
kr0 +

k−1
∑

j=0

yjAr0

=
k

∑

j=0

yjAr0, sendo xk = αkzk−1.

Então, rk ∈ [r0, . . . , A
kr0]. Segue que [r0, . . . , rk] ⊂ [r0, . . . , A

kr0].

Logo, de (a) e (b), [r0, . . . , rk] = [r0, . . . , A
kr0]. ⋄

Teorema 8.4 Seja o Algoritmo 8.1, então

Ki(A, r0) = [p1, p2, . . . , pi]. (8.11)

Prova

Faremos uma indução matemática sobre a dimensão do subespaço Ki(A, r0).

1) Temos que p1 = r0, logo, [p1] = [r0] = K1(A, r0).

2) Suponhamos a igualdade (8.11) para k, isto é,

Kk(A, r0) = [p1, p2, . . . , pk]. (8.12)

Provaremos que tal hipótese implica na igualdade

Kk+1(A, r0) = [r0, . . . , A
kr0] = [p1, . . . , pk+1],

provando as duas inclusões a seguir:

a) ([r0, . . . , Akr0] ⊂ [p1, . . . , pk+1])

Do Teorema 8.3, segue que

Akr0 =
k

∑

j=0

yjrj. (8.13)

Do passo 7 do Algoritmo 8.1, temos

rj = pj+1 − βjpj. (8.14)

Substiuindo a equação (8.14) em (8.13),

Akr0 =
k

∑

j=0

yj(pj+1 − βjpj)

=
k+1
∑

j=1

yjpj, pois p0 = 0. (8.15)
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De (8.15), temos que Akr0 ∈ [p1, . . . , pk+1], ou seja, [r0, . . . , A
kr0] ⊂ [p1, . . . , pk+1].

b) ([p1, . . . , pk+1] ⊂ [r0, . . . , A
kr0])

Do passo 7 do Algoritmo 8.1, segue que

pk+1 = rk + βkpk. (8.16)

Do Teorema 8.3, temos

rk =
k

∑

j=0

yjA
jr0. (8.17)

Da hipótese da indução (8.12), podemos escrever

pk =
k−1
∑

j=0

yjA
jr0 (8.18)

Substituindo as equações (8.17) e (8.18) em (8.16), podemos concluir que

pk+1 =
k

∑

j=0

zjA
jr0.

Assim, pk+1 ∈ [r0, . . . , A
kr0], então [p1, . . . , pk+1] ⊂ [r0, . . . , A

kr0].

De (a) e (b), Kk+1(A, r0) = [r0, . . . , A
kr0] = [p1, . . . , pk+1]. ⋄

Teorema 8.5 Dado o Algoritmo 8.1, então existem os polinômios Gi, de grau i, e

Fi−1, de grau i− 1, tais que

ri = Gi(A)r0, com G0(A) = I, (8.19)

r̂i = Gi(A
H)r0, com G0(A) = I,

e

pi = Fi−1(A)r0, com F0(A) = I, (8.20)

p̂i = Fi−1(A
H)r0, com F0(A) = I.

Prova

Segue dos Teoremas 8.3 e 8.4. ⋄
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Teorema 8.6 Dado o Algoritmo 8.1, a relação entre os polinômios Gi(A) e Fi(A),

vistos em (8.19) e (8.20), respectivamente, é dada por

Gi(A)r0 = (Gi−1(A) − αiAFi−1(A))r0,

Fi(A)r0 = (Gi(A) + βiFi−1(A))r0,

ou,

Gi(A) = Gi−1(A) − αiAFi−1(A), (8.21)

Fi(A) = Gi(A) + βiFi−1(A), (8.22)

onde βi e αi são dados pelo Algoritmo 8.1.

Prova

A demonstração será feita usando a indução matemática.

1) Segue dos passos 7 e 13 do Algoritmo 8.1 que

r1 = r0 − α1Ar0,

p2 = r1 + β1p1,

das equações (8.19) e (8.20), fazendo r1 = G1(A)r0, p1 = F0(A)r0 e p2 = F1(A)r0,

segue que

G1(A)r0 = (G0(A) − α1AF0(A))r0,

F1(A)r0 = (G1(A) + β1F0(A))r0.

2) Suponhamos que

Fk(A)r0 = (Gk(A) + βkFk−1(A))r0,

Gk(A)r0 = (Gk−1(A) − αkAFk−1(A))r0.

Queremos provar que implica em

Fk+1(A)r0 = (Gk+1(A) + βk+1Fk(A))r0,

Gk+1(A)r0 = (Gk(A) − αk+1AFk(A))r0.

Dos passos 7 e 13, temos que

rk+1 = rk − αkApk, (8.23)

pk+2 = rk+1 + βk+1pk+1. (8.24)
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Das equações (8.19) e (8.20), temos

rk = Gk(A)r0,

rk+1 = Gk+1(A)r0

pk = Fk−1(A)r0,

pk+1 = Fk(A)r0,

pk+2 = Fk+1(A)r0.

Substituindo nas equações (8.23) e (8.24), finalizamos a demonstração do

teorema. ⋄

Na proposição seguinte, veremos que o Algoritmo 8.1 usa uma projeção oblí-

qua sobre Ki = Ki(A, r0), com direção ortogonal a Li = Ki(A
H , r̂0).

Proposição 8.1 Seja o Algoritmo 8.1. Então, existe uma projeção oblíqua Pi sobre

o subespaço Ki = Ki(A, r0), que projeta o erro e0, de tal forma que o resíduo ri é

ortogonal a Li = Ki(A
H , r̂0). Considere Vi e Wi bases de Ki e Li, respectivamente.

A matriz que representa tal operador é dada por

Pi = Vi(W
H
i AVi)

−1WH
i A.

Prova

Análoga à da Proposição 2.1.

8.3 Método do Gradiente Conjugado Quadrado

O método do Gradiente Conjugado Quadrado (CGS), apresentado por Sonneveld

[19] em 1989, é aplicado na resolução de sistemas lineares, onde a matriz principal

do sistema é não-simérica e esparsa.

Pode ser classificado como método de Lanczos [13], e uma de suas diferenças em

relação ao BiCG [18] é que não utiliza a matriz adjunta na multiplicação matriz-

vetor, a matriz adjunta nem mesmo chega a ser formada.

Vejamos do CGS [19].
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Algoritmo 8.2. Algoritmo do Gradiente Conjugado Quadrado

1. Seja x0 uma solução inicial. Compute r0 = b − Ax0

2. Escolha r̂0 tal que (r0, r̂0) 6= 0, i.e., r0 = r̂0

3. ρ0 = 1; p0 = q0 = 0

4. For i = 1, 2, 3, . . .

5. ρi = (r̂0, ri−1)

6. βi−1 = ( ρi

ρi−1
)

7. ui = ri−1 + βi−1qi−1

8. pi = ui + βi−1(qi−1 + βi−1pi−1)

9. vi = Api

10. αi = ρi

(r̂0,vi)

11. qi = ui − αivi

12. ûi = ui + qi

13. xi = xi−1 + αiûi

14. se xi é suficientemente acurado então End

15. ri = ri−1 − αiAûi

16. Fim

Em (8.19), vimos que no método do BiCG [18], o resíduo ri pode ser obtido como

ri(BiCG) = Gi(A)r0.

Teorema 8.7 Dado o Algoritmo 8.2, temos que

ri = G2
i (A)r0

qi = Gi(A)Fi−1(A)r0

pi = F 2
i−1(A)r0

ui = Gi−1(A)Fi−1(A)r0,

onde Gi(A) e Fi−1(A) são dadas pelas equações (8.22) e (8.21), do Teorema 8.6.

Prova

Façamos uma indução matemática.
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1) Para i = 0, temos

r1 = r0 − α1(u1 + q1)

= r0 − α1A(r0 + β0q0 + q1)

= r0 − α1Ar0 − α1A(u1 − α1Ap1)

= r0 − α1Ar0 − α1Ar0 + α2
1Ap1

= r0 − 2α1Ar0 + α2
1Ar0

= G2
1(A)r0.

e

q1 = r0 − α1Ar0

= [G0(A) − α1AF0(A)]F0(A)r0

= G1(A)F0(A)r0

p1 = r0 = F 2
0 (A)r0

u1 = r0 = G0(A)F0(A)r0.

2) Queremos provar que

rk = G2
k(A)r0 (8.25)

qk = Gk(A)Fk−1(A)r0 (8.26)

pk = F 2
k−1(A)r0 (8.27)

uk = Gk−1(A)Fk−1(A)r0. (8.28)

Implica

rk+1 = G2
k+1(A)r0

qk+1 = Gk+1(A)Fk(A)r0

pk+1 = F 2
k (A)r0

uk+1 = Gk(A)Fk(A)r0.

Das equações (8.21) e (8.22), temos que

Gk+1(A) = Gk(A) − αk+1AFk(A), (8.29)

Fk(A) = Gk(A) + βkFk−1(A), . (8.30)
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Segue que

G2
k+1(A) = G2

k(A) − 2αk+1AGk(A)Fk(A) + α2
k+1A

2F 2
k (A),

F 2
k (A) = G2

k(A) + 2βkGk(A)Fk−1(A) + β2
kFk−1(A)2.

Substituindo-se Fk(A), dado pela equação (8.22), no produto Gk(A)Fk(A), vem

Gk(A)Fk(A) = G2
k(A) + βkGk(A)Fk−1(A). (8.31)

Multiplicando a equação (8.21, com i = k), por Fk(A), temos

Gk(A)Fk−1(A) = Gk−1(A)Fk−1(A) − αkAFk−1(A)2. (8.32)

Assim, das equações (8.21, com i = k), (8.30), (8.31) e (8.32),

Gk+1(A)2 = G2
k(A) − αk+1A(2G2

k(A) + 2βkGk(A)Fk−1(A) − αk+1AF
2
k (A)),

Gk+1(A)Fk(A) = G2
k(A)Fk(A) − αk+1AF

2
k (A),

F 2
k (A) = G2

k(A) + 2βkGk(A)Fk−1(A) + β2
kFk−1(A)2.

Então,

Gk+1(A)2 = G2
k(A) − αk+1A(2G2

k(A) + 2βkGk(A)Fk−1(A) − αk+1AF
2
k (A)),

Gk+1(A)Fk(A) = G2
k(A) + βkGk(A)Fk−1(A) − αk+1AF

2
k (A),

F 2
k (A) = G2

k(A) + 2βkGk(A)Fk−1(A) + β2
kFk−1(A)2,

Gk(A)Fk(A) = G2
k(A) + βkGk(A)Fk−1(A).

Da hipótese da indução, dada pelas equações (8.25), (8.26) e (8.27), temos que

Gk+1(A)2r0 = rk − αk+1A(2rk + 2βkqk − αk+1Apk) =

= rk+1 (8.33)

Gk+1(A)Fk(A)r0 = rk + βkqk − αk+1Apk = qk+1

F 2
k (A)r0 = rk + 2βkqk + β2

kpk = pk+1

Gk(A)Fk(A) = rk + βkqk = uk+1.

Então,

ri = G2
i (A)r0

qi = Gi(A)Fi−1(A)r0

pi = F 2
i−1(A)r0

ui = Gi−1(A)Fi−1(A)r0. ⋄
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Observação:

Fazendo

ûi = 2ri + 2βiqi−1 − αiApi,

segue da equação (8.33) o passo 15 do Algoritmo 8.2.

Sob o ponto de vista de operadores de projeção, a Proposição 8.1 também se

aplica ao CGS [19]. Considerando o Algoritmo 8.2, não aparecem, explicitamente,

as recorrências de três termos de Lanczos, para se obter as bases bi-ortogonais dos

subespaços de Krylov Ki e Li . Porém, tal método pode ser obtido a partir do

BiCG [18], ou seja, este também é um método onde o resíduo é obtido usando-se

uma projeção oblíqua do erro e0 sobre Ki, com direção ortogonal a Li.

8.4 Método do Gradiente Bi-Conjugado Estabili-

zado

Desenvolvido por Van der Vorst em 1992, o método do Gradiente Bi-Conjugado

Estabilizado [17] aplica-se para resolução de sistemas lineares com matrizes não-

simétricas. Também pode ser classificado como um método de Lanczos [13].

O BiCGStab [17] pode ser obtido a partir do BiCG [18] e, como o CGS [19], não

usa a matriz conjugada.

Vejamos o método do Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado.
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Algoritmo 8.3. Algoritmo do Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado

1. Seja x0 uma solução inicial. Compute r0 = b − Ax0

2. Escolha r̂0 tal que (r0, r̂0) 6= 0, i.e., r0 = r̂0

3. ρ0 = α0 = ω0 = 1

4. v0 = p0 = 0

5. Para i = 1, 2, 3 . . . . Do

6. ρi = (r0, r̂0); βi−1 = ( ρi

ρi−1
)(αi−1

ωi−1
)

7. pi = ri−1 + βi−1(pi−1 − ωi−1vi−1)

8. vi = Api

9. αi = ρi

(r̂0,vi)

10. si = ri−1 − αivi

11. ti = Asi

12. ωi = (ti,si)
(ti,ti)

13. xi = xi−1 + αipi + ωisi

14. se xi é suficientemente acurado então EndDo

15. ri = si − ωiti

16. Fim

Teorema 8.8 Dado o Algoritmo 8.3, temos que

pi = Qi−1(A)Fi−1(A)r0

ri = Qi(A)Gi(A)r0,

onde Gi(A) e Fi−1(A) são dadas pelas equações (8.22) e (8.21), do Teorema 8.6 e

Qi+1(A) = (I − ωiA)Qi(A), com Q0(A) = I.

Prova

Vamos usar uma indução matemática para demonstrar este teorema.

1) Para i = 1, temos que

p1 = r0 = Q0(A)F0(A)

r1 = s1 − ω1t1

= r0 − α1Ar0 − ω1Ar0 − ω1α1A
2r0

= (I − ω1A)r0 − (I − ω1A)α1Ar0

= (I − ω1A)(I − α1A)r0 = Q1(A)G1(A).
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2) Provaremos que

pk = Qk−1(A)Fk−1(A)r0 (8.34)

rk = Qk(A)Gk(A)r0 (8.35)

implica

pk+1 = Qk(A)Fk(A)r0

rk+1 = Qk+1(A)Gk+1(A)r0.

Podemos calcular os seguintes produtos:

Qk(A)Fk(A) = (I − ωkA)Qk−1(A)Fk(A)

Qk+1(A)Gk+1(A) = (I − ωk+1A)Qk(A)Gk+1(A).

Das equações (8.22) e (8.21), segue que

Qk(A)Fk(A) = (I − ωk−1A)Qk−1(A)[Gk(A) + βkFk−1(A)]

Qk+1(A)Gk+1(A) = (I − ωk+1A)Qk(A)[Gk(A) − αk+1AFk(A)].

Assim,

Qk(A)Fk(A) = (I − ωkA)[Qk−1(A)Gk(A) + βkQk−1(A)Fk−1(A)]

Qk+1(A)Gk+1(A) = (I − ωk+1A)[Qk(A)Gk(A) − αk+1AQk(A)Fk(A)].

Vamos calcular Qk−1(A)Gk(A):

Qk−1(A)Gk(A) = Qk−1(A)[Gk−1(A) − αkAFk−1(A)]

= Qk−1(A)Gk−1(A) − αkAQk−1(A)Fk−1(A). (8.36)

Da equação (8.36), segue que

Qk(A)Fk(A) = (I − ωkA)[Qk−1(A)Gk−1(A) − αkAQk−1(A)Fk−1(A) +

+ βkQk−1(A)Fk−1(A)],

Qk+1(A)Gk+1(A) = (I − ωk+1A)[Qk(A)Gk(A) − αk+1AQk(A)Fk(A)].
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Da hipótese da indução dada pelas equações (8.35) e (8.34),

Qk(A)Fk(A)r0 = (I − ωkA)(rk−1 − αkApk + βkpk)

= rk−1 − αkApk + βkpk − ωkArk−1 − ωkαkA
2pk + ωkβkApk

= rk−1 − αkApk − ωkA(rk−1 − αkApk) + βkpk − ωkβkApk

= sk − ωktk + βkpk − βkωkApk

= rk + βkpk − βkωkApk

= pk+1

Qk+1(A)Gk+1(A)r0 = (I − ωk+1A)(rk − αk+1Apk+1)

= rk − αk+1Apk+1 − ωk+1Ark + ωk+1αk+1A
2pk+1

= rk − αk+1Apk+1 − ωk+1A(rk − αk+1Apk+1)

= sk+1 − ωk+1tk+1

= rk+1,

concluindo, assim, a indução matemática. ⋄

A Proposição 8.1 também se aplica ao BiCGStab [17]. Tal método pode ser

obtido a partir do BiCG [18], ou seja, neste método, o resíduo também é obtido

usando-se uma projeção oblíqua do erro e0 sobre Ki, com direção ortogonal a Li.
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Capítulo 9

Método do Gradiente Bi-Conjugado

Estabilizado em Bloco

(Bl-BiCGStab)

9.1 Introdução

Os métodos tratados neste capítulo são métodos iterativos em bloco para resolução

de sistemas lineares da forma

AX = B, (9.1)

onde A ∈ C
n×n é uma matriz não-singular, X,B ∈ C

n×s.

Um dos objetivos dos algoritmos em bloco é o de resolver sistemas com múltiplos

lados direitos de forma mais eficiente do que os algoritmos que não são em bloco.

Nem sempre isso é possível, mas quando a matriz A é densa, ou quando trabalhamos

com um pré-condicionador [15],pag. 262, o método pode ser bem atrativo.

O’Leary [20], em 1980, apresentou o método Bl-BiCG , discutiu sua implementação

e resultados obtidos a partir de testes realizados.

Dai [29], no ano de 1998, propôs dois algoritmos: Bi-diagonalização de Lanczos

em bloco e Bi-diagonalização do Mínimo Resíduo (Minres) em bloco, ambos para

resolução de sistemas lineares não-simétricos com múltiplos lados direitos. Pelos

seus testes, concluiu que os métodos de bi-diagonalização em bloco têm, na prática,

uma melhor performance que o GMRES em bloco e o BiCG em bloco, para a

resolução do problema proposto.

80



Guennouni , Jbilou e Sadok [7] (2003) apresentaram o método do Bl-BiCGSTab [7],

partindo no método do Bl-BiCG, usando como ferramenta polinômios ortogonais

de valores matriciais. Em [30] (2004), propuseram o método de Lanczos em bloco,

cuja iteração é obtida com um complemento de Shur, e mostraram a conexão deste

método como polinômios ortogonais de valores matriciais.

Iniciaremos com o algoritmo do Gradiente Bi-Conjugado em bloco , desenvolvido

por O’Leary [20]. Proposições e teoremas relacionados a este método serão

demonstrados, bem como a proposição obtida, usando o enfoque de projeções sobre

subespaços de Krylov em bloco convenientes. A partir daí, veremos o algoritmo do

Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado em bloco [7],m como proposições e teoremas

decorrentes deste.

9.2 Método do Gradiente Bi-Conjugado em Bloco

(Bl-BiCG)

O algoritmo do Gradiente Bi-Conjugado em bloco (Bl-BiCG) foi proposto por

O’Leary [20], sendo obtido como uma generalização do método do Gradiente Bi-

Conjugado [18], [13].

Definição 9.1 O subespaço de Krylov em bloco é gerado pelas matrizes A ∈ C
n×n

e V ∈ C
n×s, da seguinte forma:

[V,AV, . . . , Am−1V ].

Notamos tal subespaço por Km(A, V ) [7], [20].

Vamos considerar uma solução inicial X0 e o resíduo inicial R0 = B − AX0, com

X0, R0 ∈ C
n×s. Sejam os subespaços de Krylov em bloco de dimensão i

Ki = Ki(A,R0) e Li = Ki(A
H , R̃0),

onde R̃0 é escolhida arbitrariamente e R0, R̃0 ∈ C
n×s têm posto s.

As soluções aproximadas Xi ∈ X0 + Ki(A,R0), serão obtidas de tal forma que o

resíduo associado Ri seja ortogonal ao subespaço Li e R̃i ortogonal a Ki.
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No passo i, teremos Xi = X0 + ∆i, uma aproximação da solução do sistema (9.1),

onde ∆i ∈ Ki.

O método do Bl-BiCG termina em no máximo ⌈n/s⌉1 iterações , quando há s sis-

temas a serem resolvidos (ver [20]). Assim como o BCG [18], não há nenhuma

propriedade de minimização nos passos intermediários, ou seja, não podemos asse-

gurar que ‖Ri+1‖ ≤ ‖Ri‖.

Vejamos o algoritmo do Gradiente Bi-Conjugado em bloco [20].

Algoritmo 9.1. Algoritmo do Gradiente Bi-Conjugado em bloco

1. Seja X0 ∈ C
n×s. Compute, R0 = B − AX0, matriz de posto s

2. Escolha R̃0 ∈ C
n×s matriz de posto s

3. P0 = R0, P̃0 = R̃0

4. Para i = 0, 1, . . . Do

5. αi = (P̃H
i APi)

−1R̃H
i Ri

6. Xi+1 = Xi + Piαi

7. Ri+1 = Ri − APiαi

8. α̃i = (PH
i AH P̃i)

−1RH
i R̃i

9. R̃i+1 = R̃i − AH P̃iα̃i

10. βi = (R̃H
i Ri)

−1R̃H
i+1Ri+1

11. β̃i = (RH
i R̃i)

−1RH
i+1R̃i+1

12. Pi+1 = Ri+1 + Piβi

13. P̃i+1 = R̃i+1 + P̃iβ̃i

14. EndDo

O algoritmo falha se as matrizes P̃H
i APi e R̃H

i Ri são singulares. Para os teoremas e

proposições a seguir, estamos considerando que o Algoritmo 9.1 não falha.

Teorema 9.1 Dado o Algoritmo 9.1, então APiαi e AHP̃iα̃i podem ser escritos

como combinação linear de {R0, . . . , Ri+1} e {R̃0, . . . , R̃i+1}, respectivamente, ou

seja, existem escalares aj, ãj ∈ C, tais que

APiαi =
i+1
∑

j=0

ajRj; (9.2)

AP̃iα̃i =
i+1
∑

j=0

ãjR̃j. (9.3)

1⌈n/s⌉ = n0, n0 ∈ N , n0 é o menor natural tal que n/s ≤ n0.
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Prova

Usaremos indução matemática para demonstrar (9.2).

1) Do passo 7 do Algoritmo 9.1, segue que

R1 = R0 − AP0α0,

AP0α0 = R0 −R1.

2) Suponhamos que (9.2) se verifica para k, ou seja,

APkαk =
k+1
∑

j=0

ajRj, com aj ∈ C.

Vamos provar que

APk+1αk+1 =
k+2
∑

j=0

bjRj, com bj ∈ C.

Do passo 7, temos que

Rk+2 = Rk+1 − APk+1αk+1

APk+1αk+1 = Rk+1 −Rk+2

= Rk − APkαk −Rk+2

= Rk −

k+1
∑

j=0

ajRj −Rk+2

=
k+2
∑

j=0

bjRj , onde bj =



























−aj , j ∈ {0, . . . , k + 1}\{k};

1 − ak , j = k;

−1 , j = k + 2.

Concluímos (9.2); de maneira análoga, podemos provar (9.3). ⋄

Teorema 9.2 Dado o Algoritmo 9.1, então

Ki(A,R0) = [R0, . . . , Ri−1] = [P0, . . . , Pi−1]; (9.4)

Ki(A, R̃0) = [R̃0, . . . , R̃i−1] = [P̃0, . . . , P̃i−1]. (9.5)

Prova

Vamos provar (9.4) usando indução matemática. Começaremos pela igualdade

[R0, . . . , Ri−1] = [P0, . . . , Pi−1].
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1) Pelo passo 3 do Algoritmo 9.1, temos que [R0] = [P0].

2) Supondo que

[R0, . . . , Rk−1] = [P0, . . . , Pk−1],

vamos provar que

[R0, . . . , Rk] = [P0, . . . , Pk].

Do passo 7, segue que

Rk = Rk−1 − APk−1αk−1.

Mas, pela hipótese da indução, temos que Rs =
∑s

j=0 bsjPj para s = 0, . . . , k − 1, e

pelo Teorema 9.1, APk−1αk−1 =
∑k

j=0 ajRj, com aj, bj ∈ C. Assim,

Rk =
k−1
∑

j=0

bkjPj −

k
∑

j=0

ajRj

=
k−1
∑

j=0

bkjPj −

k
∑

j=0

aj

j−1
∑

t=0

bjtPt

=
k

∑

j=0

cjPj.

Então,

Rk ∈ [P0, . . . , Pk] ⇒ [R0, . . . , Rk] ⊂ [P0, . . . , Pk]. (9.6)

Pelo passo 12,

Pk = Rk − Pk−1βk−1, mas, pela hipótese da indução, Pk−1 =
k−1
∑

j=0

ajRj

=
k

∑

j=0

cjRj.

Segue que

Pk ∈ [R0, . . . , Rk] ⇒ [P0, . . . , Pk] ⊂ [R0, . . . , Rk] (9.7)

De (9.6) e (9.7), temos que

[R0, . . . , Rk] = [P0, . . . , Pk]. (9.8)

Para concluir, provaremos que Ki(A,R0) = [R0, . . . , Ri−1].

1)Pelo passo 3 do Algoritmo 9.1, temos que [R0] = [P0].
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2) Suponhamos que a igualdade Kk(A,R0) = [R0, . . . , Rk−1] se verifica. Va-

mos provar que Kk+1(A,R0) = [R0, . . . , Rk].

AkR0 = A(Ak−1R0), da hipótese da indução, Ak−1R0 =
k−1
∑

j=0

bjPj

= A
(

k−1
∑

j=0

bjPj

)

=
k−1
∑

j=0

bjAPj.

Do passo 7, APj = (Rj −Rj−1)α
−1
j ,

AkR0 =
k−1
∑

j=0

bj(Rj −Rj−1)α
−1
j

=
k

∑

j=0

cjRj.

Então,

AkR0 ∈ [R0, . . . , Rk] ⇒ Kk+1(A,R0) ⊂ [R0, . . . , Rk]. (9.9)

Do passo 7, vem

Rk = Rk−1 − APk−1αk−1

= Rk−1 − A(Rk−1 − Pk−2βk−2)αk−1

= Rk−1 − ARk−1αk−1 + Pk−2βk−2αk−1.

De (9.8), Rk−1 =
∑k−1

j=0 bjPj,

Rk =
k−1
∑

j=0

bjPj − A
k−1
∑

j=0

bjPj + Pk−2βk−2αk−1.

Da hipótese da indução, segue que Pj =
∑j

s=0 cjA
sR0, para j = 1, . . . , k − 1, então

Rk =
k−1
∑

j=0

bj

j
∑

s=0

cjA
sR0 − A

k−1
∑

j=0

bj

j
∑

s=0

cjA
sR0 +

j
∑

s=0

cjA
k−2R0βk−2αk−1

=
k

∑

j=0

djA
jR0.

Assim,

Rk ∈ Kk+1(A,R0) ⇒ [R0, . . . , Rk] ⊂ Kk+1(A,R0). (9.10)
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Das equações (9.9) e (9.10), segue que

Kk+1(A,R0) = [R0, . . . , Rk]. (9.11)

Das igualdades (9.8) e (9.11), finalizamos as duas induções, verificando assim, a

igualdade (9.4); de maneira análoga, provaríamos (9.5). ⋄

Teorema 9.3 Dado o Algoritmo 9.1, as seguintes relações se verificam

(a) R̃H
i Rj = 0 e P̃iAPj = 0, para j < i;

(b) RH
i R̃j = 0 e PH

i A
HP̃j = 0, para j < i.

Prova

Provaremos o item (a) usando indução matemática.

1) Suponhamos que i = 1 e j = 0 do Algoritmo 9.1, temos

R̃H
1 R0 = (R̃0 − AHP̃0α̃0)

HR0

= R̃H
0 R0 − α̃H

0 P̃
H
0 AR0

= R̃H
0 R0 − [(PH

0 A
HP̃0)

−1RH
0 R̃0]

HP̃H
0 AR0

= R̃H
0 R0 − R̃H

0 R0(P̃
H
0 AP0)

−1P̃H
0 AR0, mas P0 = R0

= 0

e

P̃H
1 AP0 = (R̃1 + P̃0β̃0)

HAP0

= R̃H
1 AP0 + β̃H

0 P̃
H
0 AP0

= R̃H
1 (R0 −R1)α

−1
0 + β̃H

0 P̃
H
0 AP0

= R̃H
1 R0α

−1
0 − R̃H

1 R1α
−1
0 + β̃H

0 P̃
H
0 AP0, mas R̃H

1 R0 = 0

= −R̃H
1 R1α

−1
0 + β̃H

0 P̃
H
0 AP0

= −R̃H
1 R1[(P̃

H
0 AP0)

−1R̃H
0 R0]

−1 + [(RH
0 R̃0)

−1RH
1 R̃1]

HP̃H
0 AP0

= −R̃H
1 R1(R̃

H
0 R0)

−1P̃H
0 AP0 + R̃H

1 R1(R̃
H
0 R0)

−1P̃H
0 AP0

= 0.
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2) Suponhamos que as igualdades, R̃H
k Rj = 0 e P̃H

k APj = 0, para j < k, se verificam.

Vamos provar que R̃H
k+1Rj = 0 e P̃H

k+1APj = 0.

R̃H
k+1Rj = (R̃k − AHP̃kα̃k)

HRj

= R̃H
k Rj − α̃H

k P̃
H
k ARj, ,mas R̃H

k Rj = 0

= −α̃H
k P̃

H
k ARj

= −α̃H
k P̃

H
k A(Pj − Pj−1βj−1)

= −α̃H
k P̃

H
k APj + α̃H

k P̃
H
k APj−1βj−1.

Da hipótese da indução, temos que P̃H
k APj = 0 e P̃H

k APj−1 = 0. Então, R̃H
k+1Rj = 0.

P̃H
k+1APj = (R̃k+1 + P̃kβ̃k)

HAPj

= R̃H
k+1APj + β̃H

k P̃
H
k APj, ,mas P̃H

k APj = 0

= R̃H
k+1APj

= R̃H
k+1(Rj+1 −Rj)α

−1
j

= R̃H
k+1Rj+1α

−1
j − R̃H

k+1Rjα
−1
j

= 0.

Observamos que R̃H
k+1Rk = 0 e P̃H

k+1APk = 0, pois ambas cumprem a hipótese da

indução matemática. Logo, podemos concluir que o item (a) se verifica. Provaríamos

o item (b), analogamente. ⋄

Teorema 9.4 Dado o Algoritmo 9.1, então, as colunas de Ri são ortogonais a

Ki(A
H , R̃0). Além disso, se o algoritmo não termina antes de t = ⌈n/s⌉ passos,

Rt = 0. Analogamente, temos que as colunas de R̃k são ortogonais a Ki(A,R0), e

R̃t = 0.

Prova [20].

Vamos definir um polinômio de valores matriciais.

Definição 9.2 O polinômio de valores matriciais P, de grau i, é dado por um

polinônio da forma

P(t) =
i

∑

j=0

tjΩj,

onde Ωj ∈ C
s×s e t ∈ C.
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Definição 9.3 Sejam P um polinômio de valores matriciais, as matrizes A ∈ C
n×s,

Y ∈ C
n×s e Θ ∈ C

s×s, podemos definir as seguintes operações:

(a) Produto ◦ [31]

P(A) ◦ Y =
i

∑

j=0

AjY Ωj;

(b) Polinômio matricial PΘ

(PΘ)(t) =
i

∑

j=0

tjΩjΘ.

Teorema 9.5 Sejam P e Q polinômios de valores matriciais, as matrizes A ∈ C
n×s,

Y ∈ C
n×s, Θ ∈ C

s×s e Ωj ∈ C
s×s. Temos que

(1) (P(A) ◦ Y )Θ = (PΘ)(A) ◦ Y ;

(2) (P + Q)(A) ◦ Y = P(A) ◦ Y + Q(A) ◦ Y .

Prova [7].

Teorema 9.6 Dado o Algoritmo 9.1, então existem os polinômios, Gi e Fi, de grau

i, tais que

Ri = Gi(A) ◦R0, com G0(A) = I (9.12)

Pi = Fi(A) ◦R0, com F0(A) = I, (9.13)

onde

Gi+1(t) = Gi(t) − tFi(t)αi (9.14)

Fi+1(t) = Gi+1(t) + Fi(t)βi, (9.15)

e, αi e βi são dados pelos passos 5 e 10 do Algoritmo 9.1.

Prova

Faremos a demonstração usando indução matemática, para demonstrar as equações

(9.12) e (9.13).

1) Para i = 0, pelo passo 3 do Algoritmo 9.1,temos

R0 = G0(A) ◦R0

P0 = R0 = F0(A) ◦R0.
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2) Vamos supor que as igualdades abaixo se verificam:

Rk = Gk(A) ◦R0

Pk = Fk(A) ◦R0.

Queremos provar que

Rk+1 = Gk+1(A) ◦R0

Pk+1 = Fk+1(A) ◦R0.

Dos passo 7 e 12, e do Teorema (9.5), segue que

Rk+1 = Rk − APkαk

= Gk(A) ◦R0 − A(Fk(A) ◦R0)αk

= Gk(A) ◦R0 − (AFk(A)αk) ◦R0

= [Gk − AFkαk](A) ◦R0

= Gk+1(A)R0

Pk+1 = Rk+1 + Pkβk

= Gk+1 ◦R0 + (Fk(A) ◦R0)βk

= Gk+1 ◦R0 + (Fk(A)βk) ◦R0

= [Gk+1 + Fkβk](A) ◦R0)

= Fk+1(A) ◦R0. ⋄

Proposição 9.1 Dado o Algoritmo 9.1. Então, existe uma projeção Q, que projeta

o erro E sobre o subespaço de Krylov em bloco, K = K(A,R0). A matriz que

representa este operador é dada por

Q = V (WHAV )−1WHA,

onde V e W são bases de K = K(A,R0) e L = K(AH , R̃0), respectivamente.

Prova

Observe que os passos 6 e 7 podem ser reescritos como

X̂ = X + ∆ e (9.16)

R̂ = R− A∆. (9.17)
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Com ∆ ∈ K(A,R0), tomamos ∆ = V Y .

Por hipótese, o resíduo é ortogonal ao subespaço, L = K(AH , R̃0). Assim,

WHR̂ = WHR−WHAV Y. (9.18)

Mas, WHR̂ = 0, então,

Y = (WHAV )−1WHR. (9.19)

Sabemos que o resíduo R é dado por R = AE, onde E é o erro. Então, temos que

Y = (WHAV )−1WHAE (9.20)

e

∆ = V (WHAV )−1WHAE. (9.21)

Vamos considerar Q = V (WHAV )−1WHA. Podemos verificar que Q2 = Q, ou seja,

Q é uma projeção que projeta o erro E sobre o subespaço K = K(A,R0). ⋄

9.3 Método do Gradiente Bi-Conjugado Estabili-

zado em Bloco (Bl-BiCGStab)

O método do Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado em bloco [7] é uma generalização

do BiCGStab [17]. O Bl-BiCGStab [7] difere do Bl-BiCG [20], entre outras razões,

por não calcular a matriz conjugada do sistema (9.1).

Definição 9.4 Sejam as matrizes X,Y ∈ C
n×s, podemos definir o seguinte produto

interno

〈X,Y 〉F = tr(XHY ),

onde, Z ∈ C
n×n, tr(Z) =

∑n
j=1 zii. A norma associada a este produto interno é a

norma de Frobenius, denotada por, ‖ · ‖F .

Segue o algoritmo do Bl-BiCGStab [7].
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Algoritmo 9.2. Algoritmo Bl-BiCGStab (2003)

1. Seja X0 ∈ C
n×s. Compute R0 = B − AX0 matriz de posto s

2. Escolha R̃0 ∈ C
n×s matriz de posto s

3. P0 = R0, P̃0 = R̃0

4. Para i = 0, 1, . . . Do

5. Vi = APi

6. Resolva (R̃H
0 Vi)αi = R̃H

0 Ri

7. Si = Ri − Viαi

8. Ti = ASi

9. ωi = 〈Ti, Si〉F /〈Ti, Ti〉F

10. Xi+1 = Xi + Piαi + ωiSi

11. Ri+1 = Si − ωiTi

12. Resolva (R̃H
0 Vi)βi = −R̃H

0 Ti

13. Pi+1 = Ri+1 + (Pi − ωiVi)βi

14. EndDo

Teorema 9.7 Dado o Algoritmo 9.2, então,

Ri = (QiGi)(A) ◦R0 (9.22)

Pi = (QiFi)(A) ◦R0, (9.23)

onde Gi e Fi são dadas pelas equações (9.14) e (9.15), respectivamente, e

Qi+1(t) = (1 − ωit)Qi(t),

e Q0(t) = Is, I ∈ C
s×s, matriz identidade, ωi dado pelo passo 9 do Algoritmo.

Prova

Vamos provar a igualdade (9.22) por indução matemática.
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1) Dos passos 11 e 13 do Algoritmo 9.2, segue que

R1 = S0 − ω0T0

= R0 − V0α0 − ω0AS0

= R0 − AP0α0 − ω0A(R0 − V0α0)

= R0 − AP0α0 − ω0AR0 + ω0A
2P0α0

= (I − ω0A)R0 − (I − ω0A)AP0α0,mas P0 = R0

= (I − ω0A)(I − A)R0α0

= [(I − ω0A)(I − Aα0)] ◦R0

= (Q1G1)(A) ◦R0 (9.24)

P1 = R1 + (P0 − ω0V0)β0

= R1 + (P0 − ω0AP0)β0, de ()

= (Q1G1)(A) ◦R0 + (I − ω0A)P0β0

= (Q1G1)(A) ◦R0 + (I − ω0A)(F0(A) ◦R0)β0

= (Q1G1)(A) ◦R0 + (Q1F0β0) ◦R0

= [Q1(G1 + F0β0](A) ◦R0

= (Q1F1)(A) ◦R0. (9.25)

2) Suponhamos que as igualdades

Rk = (QkGk)(A) ◦R0

Pk = (QkFk)(A) ◦R0

se verificam. Vamos provar que

Rk+1 = (Qk+1Gk+1)(A) ◦R0

Pk+1 = (Qk+1Fk+1)(A) ◦R0.

92



Do passos 11 e 13 do Algoritmo 9.2, temos que

Rk+1 = Sk − ωkTk

= (1 − ωkA)(Rk − APkα0), aplicando a hipótese da indução,

= (1 − ωkA)[(QkGk)(A) ◦R0 + A(QkFk)(A) ◦R0]

= (1 − ωkA)(Qk(A))[Gk(A) ◦R0 + AFk(A) ◦R0]

= [Qk+1(A)Gk+1(A)] ◦R0

= (Qk+1Gk+1)(A) ◦R0 (9.26)

Pk+1 = Rk+1 + (Pk − ωkVk)βk

= Rk+1 + (Pk − ωkAPk)βk

= Rk+1 + (I − ωkA)Pkβk, de ()

= (Qk+1Gk+1)(A) ◦R0 + (I − ωkA)(QkFk)(A) ◦R0Fk

= (Qk+1Gk+1)(A) ◦R0 + [(I − ωkA)Qk(FkFk)](A) ◦R0

= (Qk+1Gk+1)(A) ◦R0 + [(Qk+1)(Fkβk)](A) ◦R0

= [Qk+1(Gk+1 + Fkβk)](A) ◦R0

= (Qk+1Fk+1)(A) ◦R0. ⋄ (9.27)
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Capítulo 10

Resultados Numéricos

10.1 Introdução

Neste capítulo, vamos verificar a viabilidade do método estudado neste trabalho,

bem como sua comparação com outros métodos da literatura, são eles: Bl-GMRES

[21], BiCGStab-S e GMRES-S, os dois últimos serão definidos na seção 10.2.2.

Implementaremos o código desenvolvido em Matlab do Bl-BiCGStab [7] com precon-

dicionador. Optamos por gerar tabelas a partir dos resultados numéricos gerados.

Analisando as tabelas vamos concluir que o Bl-BiCGStab [7] com precondicionador

se mostrou eficiente na resolução de sistemas lineares (1.1) e equivalente ao métodos

BiCGStab-S e GMRES-S.

10.2 Tabelas

Apresentaremos alguns resultados da implementação do código desenvolvido, Bl-

BiCGStab [7] com precondicionador, considerando o sistema (1.1). As matrizes

principais dos sistemas, A, foram obtidas de [12] . Para o número de lados direitos

s, escolhemos os seguintes valores: 4, 8, 12, 16 e 20. Usamos a tolerância de 10−6

para a norma do resíduo relativo. O número máximo de iterações escolhido foi 20.

Para cada sistema, a solução exata é conhecida, ou seja, não foi determinada a partir

de nenhum outro método iterativo. Assim, para cada experimento, foi obtido o erro

em relação à solução exata, o que é bastante representativo, pois, em geral, utiliza-se

apenas a limitação da norma do resíduo relativo.
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10.2.1 Resultados da aplicação do Bl-BiCGStab com precon-

dicionadores sobre matrizes de teste [12]

As tabelas que seguem foram obtidas, aplicando-se o algoritmo desenvolvido nesta

tese para um conjunto de matrizes selecionadas de [12]. Para cada matriz, foi gerada

uma tabela. A cada valor de s, s = 4, 8, 12, 16 e 20, variando os tipos de precondici-

onadores, geramos sete linhas de dados. Iremos adotar como precondicionadores a

decomposição LU da matriz A, ou seja, o produto de uma matriz L por uma matriz

unitária triangular superior, U . Por sua vez, L é o produto de uma matriz triangular

inferior por uma matriz de permutação. Usamos a função "luinc" do MATLAB e

variamos o grau de tolerância da esparsidade das matrizes L e U . Adotaremos a

nomenclatura a seguir:

∗ LU → decomposição LU com tolerância 0, ou seja, LU completa;

∗ LU-6 → decomposição LU com tolerância 10−6;

∗ LU-4 → decomposição LU com tolerância 10−4;

∗ LU-2 → decomposição LU com tolerância 10−2;

∗ DiagOnes → matriz diagonal sendo seus elementos os da diagonal principal da

matriz A, substituindo valores 0 por 1;

∗ DiagSum → matriz diagonal sendo seus elementos os da diagonal principal da

matriz A, substituindo valores 0 pela soma dos valores absolutos dos elementos

desta linha de A;

∗ None → nenhum precondicionador.

Para número máximo de iterações, ficou estabelecido 20. A coluna "Erro" representa

o erro obtido entre as soluções exata e a gerada pelo Bl-BiCGStab [7]. Considerando

X∗ a solução exata e X a solução gerada pelo Bl-BiCGStab [7], o erro E será dado

por ‖X∗−X‖2

‖X∗‖2
. A norma relativa do resíduo é dada por ‖R‖2

‖R0‖2
, onde R = B − AX e

R0 = B − AX0; X, solução obtida pelo Bl-BiCGStab [7] e X0, solução inicial do

sistema (1.1). Na coluna "Flag", cada número representa uma informação a respeito

do processo iterativo, são elas:
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∗ 0 → Bl-BiCGStab converge para a tolerância desejada até o número de itera-

ções definido;

∗ 1 → Bl-BiCGStab não converge até o número de iterações definido;

∗ 2 → um dos precondicionadores, M1 ou M2, é mal condicionado;

∗ 3 → uma das matrizes usadas para cálculos intermediários do algoritmo não

é inversível.

As tabelas geradas a partir dos dados obtidos pela implementação do Bl-BiCGStab

são as tabelas 10.1 a 10.11. A partir destas, podemos observar que, excetuando a

matriz Watt 2 [12], o Bl-BiCGStab deve ser implementado usando um precondicio-

nador, e que os melhores preconcionadores foram os obtidos a partir da decomposição

LU da matriz A.
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Tabela 10.1: Sherman4 - Matriz real, não-simétrica, de ordem 1104, com 3786 ele-

mentos não-nulos.

Número de lados direitos Pré-Condicionadores Erro Iterações Norma relativa do resíduo Flag

4

LU 3.31e-015 1 7e-031 0

LU-6 2.96e-006 1 1.26e-009 0

LU-4 0.00219 1 8.46e-007 0

LU-2 0.368 20 0.00012 1

DiagOnes 0.658 20 0.000759 1

DiagSum 0.664 20 0.000431 1

None 1.12 20 0.136 1

8

LU 2.08e-015 1 7.8e-031 0

LU-6 3.12e-006 1 1.28e-009 0

LU-4 0.00187 1 7e-007 0

LU-2 0.0739 3 9.46e-007 0

DiagOnes 5.94e+042 20 7.05e+041 1

DiagSum 1.59e+016 20 1.32e+015 1

None – – – 2

12

LU 2.67e-015 1 6.28e-030 0

LU-6 3.05e-006 1 9.76e-010 0

LU-4 0.00222 1 6.47e-007 0

LU-2 0.00396 1 9.85e-007 0

DiagOnes 2.26e+032 20 2.66e+030 1

DiagSum 1.63e+118 20 6.39e+116 1

None – – – 2

16

LU 2.47e-015 1 1.23e-030 0

LU-6 3.23e-006 1 1.35e-009 0

LU-4 0.00219 1 8.41e-007 0

LU-2 – – – 2

DiagOnes – – – 2

DiagSum 1.06e+053 20 5.17e+051 1

None 3.75e+076 20 1.13e+076 1

20

LU 3.81e-015 1 2.34e-030 0

LU-6 3.13e-006 1 1.35e-009 0

LU-4 0.000908 1 3.62e-007 0

LU-2 0.00271 1 9.91e-007 0

DiagOnes – – – –

DiagSum 7.16e+008 20 6.44e+007 1

None 1.15e+042 20 2.95e+041 1

97



Tabela 10.2: Pde900 - Matriz real, não-simétrica, de ordem 900, com 4380 elementos

não-nulos.

Número de lados direitos Pré-Condicionadores Erro Iterações Norma relativa do resíduo Flag

4

LU 2.89e-016 1 1.3e-030 0

LU-6 1.66e-009 1 4.92e-012 0

LU-4 6.97e-006 1 1.77e-008 0

LU-2 0.000253 1 5.97e-007 0

DiagOnes 2.47e+037 20 3.61e+035 1

DiagSum 3.03e+067 20 1.87e+065 1

None 1.15 20 0.0383 1

8

LU 3.01e-016 1 2.07e-031 0

LU-6 4.02e-010 1 2.52e-012 0

LU-4 3.76e-005 1 5.94e-008 0

LU-2 0.000439 1 9.48e-007 0

DiagOnes 9.46e+014 20 8.8e+012 1

DiagSum 8.85e+038 20 2.89e+037 1

None 4.7e+042 20 2.09e+041 1

12

LU 3e-016 1 4.58e-031 0

LU-6 2.6e-009 1 4.47e-012 0

LU-4 2.76e-005 1 2.84e-008 0

LU-2 0.000748 1 8.1e-007 0

DiagOnes 3.02e+115 20 1.09e+114 1

DiagSum 3.38e+087 20 8.51e+085 1

None 6.09e+060 20 2.13e+059 1

16

LU 3.17e-016 1 9.18e-032 0

LU-6 4.53e-010 1 1.37e-012 0

LU-4 2.03e-005 1 7.04e-008 0

LU-2 0.000665 1 9.49e-007 0

DiagOnes 1.05e+012 20 2.55e+010 1

DiagSum 6.69e+037 20 1.58e+036 1

None – – – 2

20

LU 3.98e-016 1 1.99e-031 0

LU-6 8.05e-009 1 5.16e-011 0

LU-4 1.71e-005 1 5.15e-008 0

LU-2 0.000583 1 7.32e-007 0

DiagOnes – – – 2

DiagSum 4.61e+117 20 1.17e+116 1

None – – – 2
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Tabela 10.3: Tols4000 - Matriz real, não-simétrica, de ordem 4000, com 8784 ele-

mentos não-nulos.

Número de lados direitos Pré-Condicionadores Erro Iterações Norma relativa do resíduo Flag

4

LU 7.14e-017 1 2.01e-031 0

LU-6 5.42e-017 1 4.21e-033 0

LU-4 2.96e-009 1 9.43e-013 0

LU-2 0.000132 1 3.86e-008 0

DiagOnes 4.43e+046 20 1.34e+042 1

DiagSum 2.02 20 1.81 1

None 7.57e+047 20 6.18e+044 1

8

LU 6.96e-017 1 9.58e-030 0

LU-6 0.000118 1 4.45e-008 0

LU-4 2.72e-009 1 9.3e-013 0

LU-2 0.000118 1 4.45e-008 0

DiagOnes 5.69e+068 20 1.29e+065 1

DiagSum 2.23e+065 20 2.43e+065 1

None 3.28e+064 20 1.94e+061 1

12

LU 4.38e-017 1 7.86e-033 0

LU-6 6.84e-017 1 2.49e-031 0

LU-4 2.19e-009 1 7.94e-013 0

LU-2 0.000119 1 4.42e-008 0

DiagOnes 3.25e+060 20 7.66e+056 1

DiagSum 2.66e+014 20 2.33e+014 1

None 3.07e+005 20 1.02 1

16

LU 6.33e-017 1 8.07e-033 0

LU-6 6.36e-017 1 5.68e-032 0

LU-4 2.6e-009 1 9.09e-013 0

LU-2 0.000154 1 5.34e-008 0

DiagOnes 1.51e+080 20 3.08e+076 1

DiagSum 7.42 20 0.00184 1

None 7.01e+003 20 5.67 1

20

LU 6.47e-017 1 1.04e-031 0

LU-6 6.71e-017 1 2.03e-031 0

LU-4 3.24e-009 1 1.03e-012 0

LU-2 0.000145 1 5.35e-008 0

DiagOnes 1.44e+006 20 184 1

DiagSum 69.2 20 0.00905 1

None 2.66e+004 20 14.7 1
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Tabela 10.4: Dw2048 - Matriz real, não-simétrica, de ordem 2048, com 10114 ele-

mentos não-nulos.

Número de lados direitos Pré-Condicionadores Erro Iterações Norma relativa do resíduo Flag

4

LU 4.01e-015 1 5.79e-032 0

LU-6 6.47e-010 1 1.4e-013 0

LU-4 6.45e-009 1 1.32e-012 0

LU-2 0.00872 1 9.63e-007 0

DiagOnes 4.3e+009 20 6.41e+006 1

DiagSum 3.57 20 0.00159 1

None 0.992 20 0.000571 1

8

LU 7.39e-015 1 1.84e-031 0

LU-6 2.51e-009 1 3.54e-013 0

LU-4 4.59e-009 1 7.2e-013 0

LU-2 0.00731 1 7.55e-007 0

DiagOnes 8.45 20 0.0109 1

DiagSum 0.335 20 0.000144 1

None 0.2 20 0.000112 1

12

LU 7.01e-015 1 4.36e-031 0

LU-6 7.86e-009 1 9.49e-013 0

LU-4 1.68e-009 1 4.09e-013 0

LU-2 0.00319 1 5.9e-007 0

DiagOnes 3.25 20 0.00496 1

DiagSum 0.158 20 7.34e-005 1

None 0.255 20 0.000255 1

16

LU 5.95e-015 1 1.33e-031 0

LU-6 1.81e-009 1 3.38e-013 0

LU-4 3.73e-009 1 7.63e-013 0

LU-2 0.00642 1 8.62e-007 0

DiagOnes 5.02 20 0.00653 1

DiagSum 1.35 20 0.000595 1

None 0.681 20 0.000629 1

20

LU 9.94e-015 1 1.49e-030 0

LU-6 7.9e-009 1 1.05e-012 0

LU-4 8.69e-009 1 1.37e-012 0

LU-2 0.0074 1 9.21e-007 0

DiagOnes 4.71 20 0.00437 1

DiagSum 1.44 20 0.000705 1

None 0.934 20 0.00075 1
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Tabela 10.5: Watt 1 - Matriz real, não-simétrica. de ordem 1865, com 11360 ele-

mentos não-nulos.

Número de lados direitos Pré-Condicionadores Erro Iterações Norma relativa do resíduo Flag

4

LU 3.13e-015 1 1.5e-032 0

LU-6 0.000432 1 6.16e-015 0

LU-4 0.235 1 1.43e-012 0

LU-2 0.849 1 1.25e-011 0

DiagOnes 0.925 1 6.01e-010 0

DiagSum 1.14 1 3.13e-009 0

None – – – 2

8

LU 3.52e-015 1 9.12e-033 0

LU-6 0.000419 1 1.95e-015 0

LU-4 0.229 1 4.59e-013 0

LU-2 0.86 1 4.04e-012 0

DiagOnes 0.938 1 1.71e-010 0

DiagSum 1.05 1 9.1e-010 0

None – – – 2

12

LU 2.62e-015 1 1.87e-032 0

LU-6 0.000433 1 1.63e-015 0

LU-4 0.237 1 3.82e-013 0

LU-2 0.866 1 3.36e-012 0

DiagOnes 0.943 1 1.15e-010 0

DiagSum 1.03 1 5.78e-010 0

None 7.99e+069 20 5.37e+067 1

16

LU 2.19e-015 1 1.67e-033 0

LU-6 0.000422 1 1.71e-015 0

LU-4 0.233 1 4.05e-013 0

LU-2 0.875 1 3.55e-012 0

DiagOnes 0.947 1 1.09e-010 0

DiagSum 1.03 1 5.69e-010 0

None – – – 2

20

LU 3.9e-015 1 3.22e-032 0

LU-6 0.000441 1 1.76e-015 0

LU-4 0.24 1 4.12e-013 0

LU-2 0.875 1 3.6e-012 0

DiagOnes 0.948 1 1.03e-010 0

DiagSum 1.01 1 5.26e-010 0

None – – – 2
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Tabela 10.6: Watt 2 - Matriz real, não-simétrica, de ordem 1865, com 11550 ele-

mentos não-nulos.

Número de lados direitos Pré-Condicionadores Erro Iterações Norma relativa do resíduo Flag

4

LU 0.905 2 9.91e-007 0

LU-6 0.611 1 8.2e-011 0

LU-4 0.685 1 5.42e-011 0

LU-4 1.02 1 5.01e-010 0

DiagOnes 0.919 5 3.85e-007 0

DiagSum 35.6 6 4.84e-008 0

None 0.979 2 1.19e-008 0

8

LU 0.918 3 5.44e-007 0

LU-6 0.756 1 1.62e-010 0

LU-4 0.786 1 1.82e-010 0

LU-2 0.947 1 5.51e-010 0

DiagOnes 0.929 7 2.38e-007 0

DiagOnes 55.7 4 9.45e-007 0

None 0.987 3 9.5e-010 0

12

LU 0.924 3 5.72e-007 0

LU-6 0.788 1 1.11e-010 0

LU-4 0.824 1 1.38e-010 0

LU-2 0.948 1 3.31e-010 0

DiagOnes 1.71 3 5.69e-008 0

DiagSum 129 6 8.04e-007 0

None 0.986 2 1.9e-007 0

16

LU 0.916 3 5.25e-007 0

LU-6 0.659 1 1.06e-010 0

LU-4 0.693 1 1.28e-010 0

LU-2 0.962 1 3.31e-010 0

DiagOnes 0.967 3 1.09e-007 0

DiagSum 16 7 6.24e-008 0

None 0.98 2 2.31e-008 0

20

LU 0.933 2 1.72e-007 0

LU-6 0.674 1 1.16e-010 0

LU-4 0.734 1 1.29e-010 0

LU-2 1.22 1 9.96e-010 0

DiagOnes 0.966 3 3.2e-007 0

DiagSum 128 5 7.49e-007 0

None 0.969 2 5.95e-007 0
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Tabela 10.7: Cry2500 - Matriz real, não-simétrica, de ordem 2500, com 12349 ele-

mentos não-nulos.

Número de lados direitos Pré-Condicionadores Erro Iterações Norma relativa do resíduo Flag

4

LU 1 1 1 3

LU-6 0.528 2 8.21e-009 0

LU-4 2.19 4 7.6e-007 0

LU-2 1 1 1 3

DiagOnes 1.96e+005 20 0.259 1

DiagSum 6.75e+004 20 0.268 1

None 2.55 20 0.287 1

8

LU 1 1 1 3

LU-6 0.542 2 1.88e-008 0

LU-4 3.05 4 3.82e-008 0

LU-2 1 1 1 3

DiagOnes 3.86e+004 20 0.0242 1

DiagSum 4.27e+004 20 0.176 1

None 1.09 20 0.103 1

12

LU 1 1 1 3

LU-6 0.546 2 2.56e-008 0

LU-4 2.72 4 1.86e-008 0

LU-2 1 1 1 3

DiagOnes 4.23e+004 20 0.0579 1

DiagSum 4.45e+003 20 1.08 1

None 1.19 20 0.122 1

16

LU 1 1 1 3

LU-6 0.522 2 1.26e-008 0

LU-4 2.35 3 9.46e-007 0

LU-4 1 1 1 3

DiagOnes 1.65e+004 20 0.0188 1

DiagSum 1.85e+003 20 0.0359 1

None 0.941 20 0.0206 1

20

LU 1 1 1 3

LU-6 0.531 2 2.2e-008 0

LU-4 3.42 4 3.94e-008 0

LU-2 1 1 1 3

DiagOnes 6.88e+004 20 0.0414 1

DiagSum 38.5 20 0.031 1

None 0.967 20 0.0374 1
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Tabela 10.8: Pde2961 - Matriz real, não-simétrica, de ordem 2961, com 14585 ele-

mentos não-nulos.

Número de lados direitos Pré-Condicionadores Erro Iterações Norma relativa do resíduo Flag

4

LU 0.0371 20 3.88e-006 1

LU-6 7.13e-008 1 4.25e-011 0

LU-4 0.000278 1 2.56e-008 0

LU-2 0.000429 1 4.43e-008 0

DiagOnes 2.14 20 0.00177 1

DiagSum 8.91 20 0.00631 1

None 1.2 20 0.00125 1

8

LU 0.00408 17 7.81e-007 0

LU-6 1.82e-007 1 2.89e-011 0

LU-4 0.000137 1 2.35e-008 0

LU-2 0.000622 1 1.75e-007 0

DiagOnes 1.78 20 0.00108 1

DiagSum 1.23 20 0.000879 1

None 3.56 20 0.00522 1

12

LU 0.00332 15 5.03e-007 0

LU-6 3.82e-007 1 4.49e-011 0

LU-4 0.000595 1 9.86e-008 0

LU-2 0.000847 1 1.05e-007 0

DiagOnes 2.43 20 0.00134 1

DiagSum 2.33 20 0.00125 1

None 3.2 20 0.00465 1

16

LU 0.0031 14 6.59e-007 0

LU-6 2.91e-007 1 7.99e-011 0

LU-4 4.88e-009 2 1.18e-012 0

LU-2 0.000989 1 7.47e-007 0

DiagOnes 10.5 20 0.00709 1

DiagSum 6.86 20 0.00562 1

None 5.14 20 0.00827 1

20

LU 0.000356 13 9.1e-008 0

LU-6 8.2e-008 1 1.72e-011 0

LU-4 0.000127 1 3.05e-008 0

LU-2 0.000114 1 5.52e-008 0

DiagOnes 16.1 20 0.0114 1

DiagSum 58.3 20 0.0328 1

None 9.63 20 0.0156 1
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Tabela 10.9: Rdb3200l - Matriz real, não-simétrica, de ordem 3200, com 18880

elementos não-nulos.

Número de lados direitos Pré-Condicionadores Erro Iterações Norma relativa do resíduo Flag

4

LU 29.5 20 0.114 1

LU-6 1.63e-009 1 7.69e-012 0

LU-4 8.99e-005 1 3.3e-007 0

LU-2 0.000124 13 5.55e-007 0

DiagOnes 47.7 20 0.211 1

DiagSum 4.58 20 0.0223 1

None 1.51 20 0.00993 1

8

LU 27.7 20 0.124 1

LU-6 2e-009 1 7.03e-012 0

LU-4 6.3e-005 1 3.13e-007 0

LU-2 0.000148 10 6.72e-007 0

DiagOnes 14.7 20 0.0979 1

DiagSum 158 20 0.735 1

None 1.49 20 0.0099 1

12

LU 21.2 20 0.0707 1

LU-6 4.29e-009 1 2.97e-011 0

LU-4 9.85e-005 1 3.64e-007 0

LU-2 3.39e-005 8 1.01e-007 0

DiagOnes 36.9 20 0.157 1

DiagSum 20.5 20 0.0521 1

None 23.7 20 0.118 1

16

LU 10.1 20 0.035 1

LU-6 3.03e-008 1 2.72e-010 0

LU-4 6.22e-005 1 3.21e-007 0

LU-2 4.93e-006 9 2.87e-008 0

DiagOnes 240 20 1.08 1

DiagSum 264 20 0.734 1

None 6.63 20 0.0533 1

20

LU 10.5 20 0.0266 1

LU-6 3.7e-009 1 2.06e-011 0

LU-4 7.88e-005 1 3.71e-007 0

LU-2 5.15e-006 9 2.37e-008 0

DiagOnes 12.1 20 0.0342 1

DiagSum 21.5 20 0.046 1

None 4.97 20 0.0185 1
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Tabela 10.10: Fidap021 - Matriz real, não-simétrica, de ordem 656, com 18962

elementos não-nulos.

Número de lados direitos Pré-Condicionadores Erro Iterações Norma relativa do resíduo Flag

4

LU 1 0 1 2

LU-6 0.113 1 1.49e-011 0

LU-4 26.2 1 6.61e-009 0

LU-2 1 0 1 2

DiagOnes 0.581 2 6.64e-007 0

DiagSum 0.877 8 5.58e-007 0

None 1.83 20 2.86e-005 1

8

LU 1 0 1 2

LU-6 0.801 1 1.25e-011 0

LU-4 46.8 1 3.62e-009 0

LU-2 1 0 1 2

DiagOnes 0.874 3 9.98e-007 0

DiagSum 0.97 7 3.67e-007 0

None 2.92 20 2.93e-005 1

12

LU 1 0 1 2

LU-6 0.241 1 1.91e-011 0

LU-4 53.8 1 4.7e-009 0

LU-2 1 0 1 2

DiagOnes 0.55 3 4.9e-007 0

DiagSum 1.19 7 2.54e-007 0

None 2.42 20 2.02e-005 1

16

LU 1 0 1 2

LU-6 0.112 1 1.29e-011 0

LU-4 33.7 1 4.3e-009 0

LU-2 1 0 1 2

DiagOnes 0.579 3 4.02e-007 0

DiagSum 1.13 8 3.75e-007 0

None 1.34 20 7.05e-006 1

20

LU 1 0 1 2

LU-6 0.0918 1 1.45e-011 0

LU-4 51.8 1 6.17e-009 0

LU-2 1 0 1 2

DiagOnes 0.526 4 1.86e-007 0

DiagSum 0.956 6 4.38e-007 0

None 36.6 20 0.000296 1
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Tabela 10.11: Cavity05 - Matriz real, não-simétrica, de ordem 1182, com 32633

elementos não-nulos.

Número de lados direitos Pré-Condicionadores Erro Iterações Norma relativa do resíduo Flag

4

LU 1 1 1 3

LU-6 0.001 1 3.97e-010 0

LU-4 0.0538 1 4.31e-008 0

LU-2 1 0 1 2

DiagOnes 4.28 20 3.43e-005 1

DiagSum 1.93 20 4.89e-005 1

None 0.621 20 0.000187 1

8

LU 1 1 1 3

LU-6 0.000685 1 2.87e-010 0

LU-4 0.0753 1 3.46e-008 0

LU-2 1 0 1 2

DiagOnes 6.94 20 5.99e-005 1

DiagSum 2.38 20 2.07e-005 1

None 0.538 20 6.47e-005 1

12

LU 1 1 1 3

LU-6 0.000538 1 3.9e-010 0

LU-4 0.0488 1 3.59e-008 0

LU-2 1 0 1 2

DiagOnes 12.6 20 0.000129 1

DiagSum 12.6 20 0.000129 1

None 7.39 20 0.00354 1

16

LU 1 1 1 3

LU-6 0.000437 1 2.87e-010 0

LU-4 0.0325 1 3.8e-008 0

LU-2 1 0 1 2

DiagOnes 2.1 20 9.36e-006 1

DiagSum 662 20 0.00587 1

None 3.22 20 0.000839 1

20

LU 1 1 1 3

LU-6 0.000455 1 2.88e-010 0

LU-4 0.0342 1 2.78e-008 0

LU-2 1 0 1 2

DiagOnes 7.87 20 3.22e-005 1

DiagSum 2.15 20 1.94e-005 1

None 0.575 20 0.000122 1
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10.2.2 Resultado da comparação do Bl-BiCGStab com pre-

condicionadores com outros métodos iterativos

Tomando o sistema linear (1.1), escolhemos para matriz A a matriz real Pde2961

[12], que é não simétrica, de ordem 2961 e com 14585 elementos não-nulos. Varia-

mos o número de lados direitos, s = 4, 8, 12, 16 e 20. Para as tabelas 10.12 e 10.13,

tomamos os precondicionadores LU-6 e LU-4, respectivamente. O objetivo destas

tabelas é gerar dados para se comparar o Bl-BiCGStab com outros métodos da li-

teratura abordada. O Bl-GMRES é o método GMRES em bloco desenvolvido por

Vital [21], e implementado com o uso de precondicionadores. Confrontando estes

dois métodos em bloco, temos que o Bl-BiCGStab é mais eficiente que o Bl-GMRES

[21]. Isto fica claro observando as colunas de erro, número de iterações e norma

do resíduo relativo. Os métodos BiCGStab-S e GMRES-S são os métodos BiCGS-

tab [17] e GMRES [15] aplicados a cada um dos s lados direitos do sistema (1.1).

Comparando o Bl-BiCGStab com o BiCGStab-S e GMRES-S, observamos que o

método proposto apresenta as colunas erro, número de iterações e norma do resíduo

relativo, com valores que nos permitem concluir que esse método é uma boa opção

para resolução de sistemas lineares cuja matriz principal, A, seja Pde2961 [12].

As tabelas 10.14 e 10.15 foram geradas fazendo A = Rdb3200l. A matriz Rdb3200l

[12] é uma não simétrica, de ordem 3200, com 18880 elementos não-nulos. Compa-

rando os métodos em bloco, Bl-BiCGStab com precondicionador e Bl-GMRES [21],

temos que a performance do Bl-BiCGStab com precondicionador é a melhor. Ob-

servando o Bl-BiCGStab em relação aos métodos BiCGStab-S e GMRES-S, usando

os precondicionadores LU-6, o Bl-BiCGStab com precondicionador é melhor que o

GMRES-S e semelhante ao BiCGStab-S, em termos das colunas erro, número de

iterações e norma relativa do resíduo. Já com os precondicionadores LU-4, o Bl-

BiCGStab com precondicionador apresenta uma performance equivalente aos méto-

dos BiCGStab-S e GMRES-S.

Considerando os resultados obtidos nas tabelas 10.12, 10.13, 10.14 e 10.15, as co-

lunas Erro, Iterações e Norma relativa do resíduo, podemos concluir que o método

Bl-BiCGStab com precondicionador se apresenta como uma opção para resolução

de sistemas lineares de grande porte com múltiplos lados direitos.

108



Tabela 10.12: Matriz Pde2961 com precondicionador LU-6

Número de lados direitos Método Erro Iterações Norma relativa do resíduo Flag

4

Bl-BiCGStab 1.59e-007 1 2.46e-011 0

BiCGStab-S 4.03e-008 1 6.24e-012 0

Bl-GMRES 0.00704 13 9.78e-007 0

GMRES-S 2.83e-008 1 6.99e-011 0

8

Bl-BiCGStab 1.52e-007 1 1.41e-011 0

BiCGStab-S 3.5e-008 1 6.28e-012 0

Bl-GMRES 0.000729 15 9.99e-007 0

GMRES-S 2.38e-008 1 7.18e-011 0

12

Bl-BiCGStab 1.55e-007 1 6.67e-011 0

BiCGStab-S 3.7e-008 1 6.31e-012 0

Bl-GMRES 0.00353 13 7.89e-007 0

GMRES-S 2.55e-008 1 7.4e-011 0

16

Bl-BiCGStab 2.13e-007 1 2.81e-011 0

BiCGStab-S 3.23e-008 1 6.38e-012 0

Bl-GMRES 0.000782 13 9.96e-007 0

GMRES-S 2.16e-008 1 7.82e-011 0

20

Bl-BiCGStab 6.72e-008 1 1.21e-011 0

BiCGStab-S 3.44e-008 1 6.31e-012 0

Bl-GMRES 0.000492 16 9.84e-007 0

GMRES-S 2.33e-008 1 7.4e-011 0
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Tabela 10.13: Matriz Pde2961 com precondicionador LU-4

Número de lados direitos Método Erro Iterações Norma relativa do resíduo Flag

4

Bl-BiCGStab 0.000197 1 2.96e-008 0

BiCGStab-S 0.000307 1 2.49e-008 0

Bl-GMRES 0.00704 13 9.78e-007 0

GMRES-S 0.000194 1 4.75e-007 0

8

Bl-BiCGStab 0.000142 1 6.92e-008 0

BiCGStab-S 0.00031 1 2.77e-008 0

Bl-GMRES 0.000729 15 9.99e-007 0

GMRES-S 0.000161 1 4.83e-007 0

12

Bl-BiCGStab 0.000237 1 1.08e-007 0

BiCGStab-S 0.000316 1 2.79e-008 0

Bl-GMRES 0.00353 13 7.89e-007 0

GMRES-S 0.000179 1 5.15e-007 0

16

Bl-BiCGStab 0.000116 1 3.67e-008 0

BiCGStab-S 0.000315 1 3.21e-008 0

Bl-GMRES 0.000782 13 9.96e-007 0

GMRES-S 0.000147 1 5.29e-007 0

20

Bl-BiCGStab 0.000147 1 3.67e-008 0

BiCGStab-S 0.000312 1 2.9e-008 0

Bl-GMRES 0.000492 16 9.84e-007 0

GMRES-S 0.000159 1 5.03e-007 0
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Tabela 10.14: Matriz Rdb3200l com precondicionador LU-6

Número de lados direitos Método Erro Iterações Norma relativa do resíduo Flag

4

Bl-BiCGStab 1.63e-009 1 7.69e-012 0

BiCGStab-S 2.45e-009 1 5.73e-012 0

Bl-GMRES 2.74 20 0.0288 1

GMRES-S 0.00032 1 8.26e-007 0

8

Bl-BiCGStab 2e-009 1 7.03e-012 0

BiCGStab-S 2.41e-009 1 6.5e-012 0

Bl-GMRES 2.91 20 0.155 1

GMRES-S 0.000244 1 8.27e-007 0

12

Bl-BiCGStab 4.29e-009 1 2.97e-011 0

BiCGStab-S 2.46e-009 1 5.44e-012 0

Bl-GMRES 2.87 20 0.242 0

GMRES-S 0.000338 1 8.22e-007 0

16

Bl-BiCGStab 3.03e-008 1 2.72e-010 0

BiCGStab-S 2.45e-009 1 6.56e-012 0

Bl-GMRES 2.79 20 0.137 0

GMRES-S 0.000255 1 8.28e-007 0

20

Bl-BiCGStab 3.7e-009 1 2.06e-011 0

BiCGStab-S 2.43e-009 1 5.77e-012 0

Bl-GMRES 2.87 20 0.241 0

GMRES-S 0.000298 1 8.25e-007 0
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Tabela 10.15: Matriz Rdb3200l com precondicionador LU-4

Número de lados direitos Método Erro Iterações Norma relativa do resíduo Flag

4

Bl-BiCGStab 8.99e-005 1 3.3e-007 0

BiCGStab-S 6.16e-005 1 2.27e-007 0

Bl-GMRES 2.74 20 0.0288 1

GMRES-S 5.78e-005 1 1.49e-007 0

8

Bl-BiCGStab 6.3e-005 1 3.13e-007 0

BiCGStab-S 4.91e-005 1 2.38e-007 0

Bl-GMRES 2.91 20 0.155 1

GMRES-S 4.81e-005 1 1.63e-007 0

12

Bl-BiCGStab 9.85e-005 1 3.64e-007 0

BiCGStab-S 5.78e-005 1 2.03e-007 0

Bl-GMRES 2.87 20 0.242 1

GMRES-S 5.53e-005 1 1.34e-007 0

16

Bl-BiCGStab 6.22e-005 1 3.21e-007 0

BiCGStab-S 5.29e-005 1 2.53e-007 0

Bl-GMRES 2.79 20 0.137 1

GMRES-S 5.28e-005 1 1.72e-007 0

20

Bl-BiCGStab 7.88e-005 1 3.71e-007 0

BiCGStab-S 5.67e-005 1 2.33e-007 0

Bl-GMRES 2.87 20 0.241 1

GMRES-S 5.55e-005 1 1.54e-007 0
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Capítulo 11

Conclusão

O objetivo deste trabalho foi estudar métodos iterativos baseados no método de

Arnoldi [14], para se gerar bases ortonormais, e no método da Bi-Ortogonalização

de Lanczos [13], visando ao método do Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado em

Bloco com precondicionadores. O ponto de vista deste estudo foi o de utilizar

projeções, ortogonais ou oblíquas, sobre subespaços de Krylov apropriados.

No Capítulo 2, apresentamos uma análise e síntese de artigos relevantes para este

trabalho, tendo assim o estado da arte.

No Capítulo 3, foram feitas algumas definições e alguns teoremas que foram usados

ao longo deste trabalho.

No Capítulo 4, apresentamos como resultado a Proposição 4.1, onde, a partir do

Algoritmo 4.1, obtivemos o operador de projeção oblíqua sobre o subespaço de

Krylov, utilizado no método de projeção apresentado.

No Capítulo 5, nas Proposições 5.1 e 5.2, temos como resultado que, pelo Algoritmo

5.1, geramos bases bi-ortogonais para os subespaços de Krylov considerados. Na

Proposição 5.3, tratamos o método da Bi-Ortogonalização de Lanczos [13] sob o

enfoque de projeções e, como resultado, obtivemos o operador de projeção que atua

neste algoritmo.

No Capítulo 6, mostramos que, de fato, o Algoritmo 6.1 gera bases para o subespaço

de Krylov escolhido. Na Proposição 6.1, obtivemos o operador de projeção ortogonal

do método de Arnoldi [14].

No Capítulo 7, nas Proposições 7.1 e 7.2, mostramos que a solução aproximada

gerada a partir do Algoritmo 7.1 está em um subespaço de Krylov, K, e que a
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base obtida para o subespaço de Krylov L = AK pode ser gerada a partir da base

do subespaço K, usando-se , para isto, o Algoritmo 5.1. Nas Proposições 7.3 e

7.4, obtivemos como resultado os operadores de projeção do Algoritmo 5.1. Nas

Proposições 7.5 e 7.6, temos os operadores de projeção envolvidos nos Algoritmos

7.2 e 7.3, respectivamente.

No Capítulo 8, a Proposição 8.1 assegura que Ari pode ser escrito como combinação

linear dos vetores ri, i = 0, . . . ,m − 1. Nas Proposições 8.2 e 8.3, certificamos

que os conjuntos obtidos a partir do Algoritmo 8.1 são bases para o subespaço

de Krylov considerado. Na Proposição 8.4, apresentamos o operador de projeção

do Algoritmo 8.1. Na Proposição 8.5, mostramos que os vetores, obtidos a partir

do Algoritmo 8.2, podem ser expressos pelo produto de um polinômio em A pelo

resíduo inicial, r0.

No Capítulo 9, na Proposição 9.1, a partir do Algoritmo 9.1, mostramos que as

direções APi e AP̃i podem ser expressas, respectivamente, como combinação linear

de Ri e R̃i, i = 0, . . . . Na Proposição 9.2, provamos que os conjuntos gerados pelo

Algoritmo 9.1 são bases para os subespaços de Krylov considerados. Na Proposição

9.3, provamos a ortogonalidade das direções Ri e R̃j e a A-ortogonalidade das

direções P̃i e Pj, com i > j. Na Proposição 9.4, obtivemos o operador de projeção

que atua no Algoritmo 9.1. Na Proposição 9.5, mostramos que as matrizes Ri e

Pi, geradas a partir do Algoritmo 9.1, podem ser escritas como um produto de um

polinômio matricial de A pelo resíduo inicial R0.

As proposições apresentadas são propostas novas, que não foram encontradas em

nenhum dos textos pesquisados.

No capítulo 10, analisando as tabelas 1.1 a 1.15, podemos concluir que o método

proposto e implementado, Bl-BiCGStab [7] com precondicionadores, se apresenta

como uma opção para resolução de sistemas lineares de grande porte com múltiplos

lados direitos. Ao compará-lo com o Bl-GMRES [21], temos que o Bl-BiCGStab [7]

com precondicionadores apresenta uma melhor performance em um número menor

de iterações. Quando confrontamos com os métodos do BiCGStab [17] e GMRES

[15], aplicados s vezes, s = 4, 8, 12, 16 e 20, a performance do Bl-BICGStab [7] é

equivalente à dos outros dois métodos.
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Vejamos, a partir dos seguintes diagramas, a correlação entre os métodos

abordados:

Subespaço de Krylov
~

w

w

�

Projeção ortogonal

Método de Arnoldi ⇔ AVi = Vi+1Hi+1,i ⇒ Hi+1,i é Hessenberg

A simétrica

w

w

w

�

w

w

w

�

A não-simétrica

Método de Lanczos ⇒ Hi+1,i é tridiagonal GMRES
w

w

w

�

A positiva definida

Método do Gradiente Conjugado

e

Subespaço de Krylov

A não-simétrica

~

w

w

�

Projeção oblíqua

Método da Bi-Ortogonalização de Lanczos⇔ Bases Bi-Ortogonais
w

w

w

�

Método do Gradiente Bi-Conjugado
w

w

w

�

Método do Gradiente Conjugado Quadrado
w

w

w

�

Método do Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado
w

w

w

�

Método do Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado em Bloco
w

w

w

�

Método do Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado em Bloco com precondicionador

Vemos algumas hipóteses para trabalhos futuros, que podem ser divididos em três

focos. Um deles seria manter o código do Bl-BiCGStab [7] e refinar a busca de
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precondicionadores que pudessem tornar o método mais atraente. Um segundo ca-

minho seria o de trabalhar teoricamente com o método. A partir daí, gerar novos

teoremas e lemas pertinentes. Como terceira opção, vemos a possibilidade de gerar

um novo método. Partindo do método de Lanczos [13], seria feito um procedimento

análogo ao Bl-BiCGStab [7], porém escolhendo escalares distintos dos mais ado-

tados na literatura e que resultam no Bl-BiCGStab [7]. Simultaneamente, seriam

construídos argumentos teóricos, teoremas e lemas, que respaldassem o novo método

desenvolvido.
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