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1 Sintaxe e semantica

As ideias relacionadas a conjuntos indutivos parecem ser tao antigas quanto a huma-

nidade.

Exemplo 1.1 No Antigo Testamento ha um relato que, com um pouco de imaginacao e
humor, pode ser visto como uma explicagao de que Deus definiu a humanidade por este
processo.

De fato, no Texto Sagrado estd escrito que Deus criou Adao e Eva (a base) e que
a Serpente fez com que eles tivessem ciéncia de que andavam nus. A partir dai, foram
expulsos do Paraiso e descobriram o sexo (procedimento), que, desde entao, é aplicado

para gerar toda a humanidade a partir de Adao e Eva...

Brincadeiras a parte, agora que tivemos um primeiro contato com as definigoes e provas

por indugao e recursao, vamos aplicar estas nogoes no estudo dos sistemas légicos.



Como ja mencionamos, nesta disciplina vamos estudar os dois sistemas logicos mais
basicos: a Légica dos Conectivos, LC, e a Loégica dos Quantificadores, LQ. Além disso,
como ja dissemos, também, todo sistema logico consiste de duas partes principais: lingua-
gem e mecanismo de inferéncia. Assim, deste ponto em diante, um de nossos principais
objetivos, é apresentar em detalhes, tanto para LC quanto para LQ, (a0 menos) uma
linguagem formal e (a0 menos) um mecanismo de inferéncia.

Em ambos os casos, a descrigdo da linguagem formal serd feita em duas etapas:

1. sintaze: qual é o alfabeto da linguagem e como as palavras, frases e textos da

linguagem sao formados;

2. semantica: que significados podem ser atribuidos as letras do alfabeto, as palavras,

frases e textos da linguagem.

Cada uma destas partes de cada sistema serd descrita pormenorizadamente mais adi-
ante. E nas descricoes que faremos das sintaxes e semanticas dos sistemas, faremos uso
essencial das defini¢coes indutivas, das defini¢oes recursivas e das provas por inducao.

Como veremos, as sintaxes de LC e de LQ, exceto por algumas possiveis variantes nota-
cionais supérfluas, sdo essencialmente tnicas. Por outro lado, existem varios mecanismos

de inferéncia para LC e para LQ. Dentre todos, os mais importantes, so:

1. sistemas axiomdticos;

N

drvores de refutacao;
3. método de deducao;
4. resolucao.

Todos estes mecanismos serao descritos e analisados mais adiante. Novamente, muito do

que serd feito, terda como alicerce os métodos de definicao e prova por inducao e recursao.

2 Sintaxe de LC

Nesta aula e na préxima, nos dedicaremos ao estudo da sintaxe e da seméantica da

linguagem da LC.

2.1 Alfabeto de LC

A sintaxe de LC é a descri¢ao formal das letras, palavras, frases e textos que compoem
a linguagem da LC e é baseada nos seguintes principios:
1. As sentencas sao classificadas em atémicas ou moleculares.
As sentencas atdmicas nao possuem ocorréncias de conectivos.

As sentencas moleculares sao formadas a partir das sentencas atomicas pelo uso de

conectivos.



2. Os tnicos conectivos considerados sao:

ndjoéocasoque.. , ..€.. , ..oOU..
se.. entdo... , ... se, e somente se, ...

Estes sao os conectivos mais utilizados em contextos matematicos e computacionais.
Temos, entao, a seguinte definicdo dos simbolos que compdem a linguagem de LC.

Definigao 2.1 O alfabeto de LC consiste dos seguintes simbolos:

— Varidveis para sentencas: p , ¢q , 1 , indexadas ou nao.
— Conectivos: - , N , V , — | &
— Sinais de pontuagio:  ( , )

Assumimos que os simbolos acima sdo distintos dois a dois e que nenhum simbolo é
uma sequéncia de outros simbolos. Isto ajuda a garantir a legilibidade inica das palavras
da linguagem.

O significado intuitivo das varidveis sentenciais sao sentengas (atéomicas) da Lingua
Portuguesa ou da Linguagem Matemadtica. A tabela abaixo mostra o nome de cada co-

nectivo e também indica o significado intuitivo de cada um deles.

conectivo nome significado
- simbolo de negagao nao é o caso que
A simbolo de conjuncao e
Y simbolo de disjuncao ou (inclusivo)
— simbolo de implicagao se..., entao
> simbolo de biimplicacao | se, e somente se

Como veremos adiante, os significados informais dos simbolos expressos na tabela
acima podem ser usados na elaboracao de um procedimento para a traducao de sentencas

da Lingua Portuguesa e da Linguagem Matematica em LC.

2.2 Expressoes de LC

Do ponto de vista puramente formal, com os simbolos do alfabeto podemos escrever
palavras, que sao sequéncias finitas de simbolos. Algumas fazem sentido, dado o significado

intuitivo das variaveis e dos conectivos, outras nao.

Exemplo 2.1 Por exemplo, considere os significados dos simbolos como acima.

1. Podemos escrever as expressoes

p1aari~A()(() e (pi(pr — p2)p2),

que nao parece fazer nenhum sentido.



2. Podemos também escrever as expressoes

—prerpr e ((prA(pr— p2)) = p2).

A primeira parece expressar o fato de que, ao aplicarmos duas vezes o conectivo —
a uma sentenca, temos, na verdade, a sentenca original. A outra parece expressar
o fato de que, se temos a sentenca p; e a sentenca p; implica po, entao temos a

sentenca po.

Exercicio 2.1 Dado um alfabeto A, qualquer, uma palavra sobre A é uma sequéncia
finita de simbolos de A.

A palavra cujos simbolos sdo si, S2, S3, ..., Sp, nesta ordem, é denotada por
51589283 ...5p.

Por exemplo, se A = {a,b}, as seguintes sao palavras sobre A: a, b, aa, ab, ba, bb,
aaa, aab, ...

Dado o alfabeto B = {a, b, c}, defina o conjunto das palavras sobre B por indugao.

2.3 Férmulas de LC

Vamos, agora, apresentar uma definigdo que seleciona, de uma maneira puramente
sintatica, isto é, sem fazer referéncias aos significados intuitivos dos simbolos, dentre todas
as expressoes possiveis de serem formadas com os simbolos do alfabeto de LC, aquelas que
consideraremos como fazendo sentido. Ao formular esta definigao, é claro, tomamos como
guias os significados intuitivos das varidveis e dos conectivos, mas embora estes sejam
usados de maneira essencial na formulagao da definicao, eles nao sao usados de forma
nenhuma como critério para decidir se uma dada expressao ¢ ou nao aceita, de acordo
com a definigao.

Para definir as expressoes que farao sentido, a seguir, utilizaremos uma defini¢ao de

conjuntos por indugao que serd baseada nas seguntes ideias:

1. Um dos objetivos de LC é representar de maneira adequada algumas sentencgas escri-
tas em outras linguagens, como a Lingua Portuguesa ou a Linguagem Matematica,
por exemplo. Assim, as expressoes que farao sentido, sdo definidas de modo a po-
dermos representar sentencas como

2 é par.
2 e 3 s3ao primos entre si.

Jodo é perfeito.
Jodo e Maria s3o primos.
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2. Sentencas como as acima serdao tomas como elementos da base do conjunto indutivo

das expressoes que farao sentido.

3. Agora, uma vez definida a base, teremos um nimero limitado de maneiras de fomra-

mos as outras expressoes que farao parte do conjunto. Em particular, s6 admitiremos

sentencas como

2 é par.

2 e 3 sdao primos entre si.
Jodo é perfeito.

Jodo e Maria sao primos.

que sao formadas por aplicagoes iterdas das particulas

ou

, S€, entao , Se, e somente se.

ndo é ocasoque , e

O conjunto das férmulas de LC é apresentado através de uma definigao indutiva, como

segue:

1.

2.

5.
6.

Definicao 2.2 As férmulas da Légica dos Conectivos sdo obtidas por aplicagao das
seguintes regras:

Cada variavel para sentenca é uma férmula.
Se ¢ é uma férmula, entao (—¢) é uma férmula.
Se ¢ e ¢ sao férmulas, entao (¢ A1) é uma férmula.

Se ¢ e 1 sdo férmulas, entao (¢ V 1) é uma férmula.

(
Se ¢ e 1 sao férmulas, entao (¢ — ) é uma férmula.
Se ¢ e 1 sao férmulas, entao (¢ <> ¥) é uma férmula.

Assumimos que nenhum objeto é uma féormula a nao ser que possa ser obtido por
um numero finito de aplicagoes das regras acima.

Sempre que apresentamos definicées indutivas nas quais o procedimento é composto da

aplicacao de varias operagés, procuramos agregar as operacoes que se aplicam ao mesmo

numero de objetos numa tunica regra. Deste modo, economizamos o espago e, consequen-

temente, o tempo na redacao da definicao.

Exemplo 2.2 Uma forma perfeitamente legitima de apresentar a definicao indutiva de

férmulas é a seguinte:



Definicao 2.3 As formulas da Légica dos Conectivos sao obtidas por aplicagdo das
seguintes regras:

1. Cada variavel para sentenca é uma féormula.
2. Se ¢ é uma férmula, entao (—p) é uma férmula.
3. Se ¢ e 1) sao férmulas, entao (A1), (eVY), (¢ — ¥) e (¢ <> ) sado férmulas.

Assumimos que nenhum objeto é uma férmula a nao ser que possa ser obtido por
um numero finito de aplicagoes das regras acima.

Vejamos, agora alguns exemplos de formulas, de acordo com as definigoes 2.2 e 2.3.

Exemplo 2.3 (a) Sao exemplos de férmulas:

p ., q¢ , T
(=p) , (7q)
(p A (=p))

((=q) = (P A (—=p)))

(((=q) = (pA (=p))) — q)

(rve) , ®—7) , (g—r1)
(V@) A(p—r))
(v A —=1)A(g—T))

(v ANp—1)A(g—T)) =)

(b) Mas nao sao exemplos de férmulas:

-p ’ q— ) bq

((=p)) , pA(=p)

((—=q) = (p A=) = (q)

Algumas expressoes listadas acima nao sao férmulas “apenas” por possuirem ocorrénci-
as de parénteses em falta ou em excesso. Mais tarde, vamos introduzir algumas notacoes

que nos permitirao relaxar sobre o uso de parénteses na escrita das férmulas.



A seguinte nomenclatura é usualmente adotada no estudo das férmulas.

1.

2.

3.

Definigao 2.4 Sejam ¢ e 1) férmulas de LC. Dizemos que:

p é atomica se é uma variavel para sentencas.
@ € molecular se nao é uma variavel para sentencas.

(—p) é a negagao de .

Dizemos também que ¢ é a componente da negagao.

(p A1) é a conjungao de ¢ com .

Dizemos também que ¢ é a primeira componente e 1 é a seqgunda componente
da conjuncao.

(p V) é a disjuncao de ¢ com .

Dizemos também que ¢ é a primeira componente e 1 é a seqgunda componente
da disjuncao.

. (¢ = ) é a implicagdo de ¥ por ¢ (observe a ordem em que as férmulas estao

sendo referidas).

Dizemos também que ¢ é o antecedente e Y é o consequente da implicagao.

(p <> 1) é a bitmplicagao de ¢ com 1.

Dizemos também que ¢ é a primeira componente e i é o seqgunda componente
da biimplicagao.

3 Recursao em formulas

A defini¢do indutiva de férmulas afirma explicitamente que nenhum objeto dado é

uma férmula a nao ser que seja obtido por um ntumero finito de aplicagoes das regras ali

estipuladas. Ou seja:

Toda férmula é gerada a partir das varidveis para sentengas por aplicagao dos co-
nectivos e as férmulas sao os tnicos objetos obtidos por este processo.

Uma outra afirmacao, mas desta vez implicita, que a definicdo indutiva de férmulas

também contém é a de que:

— 0s seis conjuntos de férmulas contendo, respectivamente, as formulas atomicas, as

negacoes, as conjuncgoes, as disjuncoes, as implicacoes e as biimplicagoes sao dois a

dois disjuntos;




— dadas duas férmulas genéricas ¢ e 1, se sabemos que ¢ e ¥ sdo iguais, podemos
concluir que elas foram formadas a partir das mesmas variaveis para sentencas, da

mesma maneira, por aplicacao dos mesmos conectivos.

Ou seja:

A geracao de cada férmula é feita de um tnico modo a partir das varidveis para
sentencas por aplicagao iterada dos conectivos.

Estas propriedades em destaque sao essenciais pois, como ja sabemos, tém como con-
sequéncia, respectivamente, um método de prova para provarmos propriedades que sao
verdadeiras para todas as férmulas. e um método de definicdo para definirmos conceitos
que se aplicam a todas as férmulas.

Vamos considerar, inicialmente, o método de definicao:

Método de definigao por recursao em férmulas.

Para definir um conceito C para todas as férmulas, basta fazer o seguinte:
1. Definir o conceito C para todas as varidveis para sentencas.
2. Supor que o conceito C estd definido para formulas arbitrarias ¢ e .

3. Mostrar como o conceito C pode ser definido para as férmulas (—¢p), (¢ A ),
(p V), (¢ =) e (p <> ), usando a hipétese de que C estd definido para ¢

e 1.

Vejamos um exemplo de defini¢ao por recursao, isto é, vamos apresentar um texto que
define o conceito segundo os itens especificado acima. Enfatizamos que, para ser aceita
como uma definicdo recursiva, além de conter todos os itens acima, o texto deve estar

escrito de acordo com os padroes de redacdo que foram explicitados na Aula 1.

Exemplo 3.1 Considere o seguinte conceito sobre férmulas .

VSJ¢] : conjunto das varidveis para sentencas de .

Por exemplo, VS[p| = VS[(p A (=p))] = {p} e VS[(p vV @) A ((=p) V (=@))] = {p, q}-
Vamos definir VS[¢] usando o Método de Definigdo por Recursao em Férmulas (vocé

deve usar o texto abaixo como modelo para a elaboragao de suas préprias definigoes).



Definicao 3.1 Seja ¢ uma férmula de LC.
O conjunto das varidveis para sentencas de ¢, denotado por VS[yp], é definido recursi-
vamente pelas seguintes regras:

1. Se ¢ for uma variavel para sentenga, entdo VS[y| = {¢}.

2. Se ¢ for uma negagdo (—1)), entdo VS[p] = VS[].

3. Se ¢ for uma conjungdo (¢ A 0), entdo VS[p] = VS[y)] U VS[F].
4. Se ¢ for uma disjungdo (¢ V 6), entdo VS[p| = VS[y)] U VS[].
5. Se ¢ for uma implicagdo (¢» — ), entdo VS[p] = VS[¢)] U VSI[H)].

6. Se ¢ for uma biimplica¢do (1) <> 0), entdo VS[p] = VS[y] U VS[F].

Como ¢é usual, para poupar espago e tempo, costumamos agregar as regras da defini¢ao

que sao inteiramente semelhantes.

Exemplo 3.2 Uma maneira perfeitamente legitima de redigir a definigdo acima é:

Definicao 3.2 Seja ¢ uma férmula de LC.
O conjunto das varidveis para sentencas de o, denotado por VS[y|, é definido recursi-
vamente pelas seguintes regras:

1. Se ¢ for uma varidvel para sentenga, entdo VS[y| = {¢}.
2. Se ¢ for uma negagdo (—)), entdo VS[p] = VS[].
3. Se ¢ for uma conjungdo (¢ A 0), entdo VS[p] = VS[y)] U VS[F].

4. Os casos V, — e <> sdo inteiramente andlogos ao caso A.




Exercicio 3.1 Defina os seguintes conceitos sobre férmulas ¢, usando o Método de
Definigao por Recursao em Formulas.

1. SF[y] : conjunto das subférmulas de y;

2. Con[y] : conjunto dos conectivos de ;

3. NCon[y] : ntimero de ocorréncias de conectivos em ;
4. Comp[y] : comprimento de ¢.

Quando contamos ocorréncias de simbolos, as repeticoes de simbolos sao contabili-
zadas.

4 Inducao em férmulas

Vamos considerar, agora, o método de prova:

Método de Prova por Indugao em Foérmulas.

Para provar que uma dada propriedade P(zx), envolvendo uma varidvel x que toma
expressoes como valores, é verdadeira para todas as férmulas, basta fazer o seguinte:

1. Provar que P(x) ¢ verdadeira para todas as varidveis para sentencas.
2. Supor que P(x) é verdadeira para férmulas arbitrarias ¢ e 1.

3. Provar que P(x) é verdadeira para as férmulas (—¢), (@A), (¢V), (¢ — ¥)
e (¢ <> 1), usando a hipétese de que P(x) é verdadeira para ¢ e 1.

Vamos ver um exemplo de prova por indugao em férmulas, isto é, vamos apresentar
um texto que justifica que uma certa propriedade é verdadeira para todas as férmulas.
Enfatizamos que para ser aceita como uma prova por inducgao, além de conter todos os
itens acima, o texto deve estar escrito de acordo com os padroes de redacao que foram

explicitados na Aula 1.

Exemplo 4.1 Usando o método acima, vamos provar a seguinte propriedade, que é ver-

dadeira para todas as féormulas:
Toda férmula tem o mesmo nimero de ocorréncias de abre e fecha parénteses.
Para isto, vamos considerar a propriedade

P(x) : x tem o mesmo nimero de ocorréncias de abre e fecha parénteses,
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sobre expressoes x, € provar que
1. P(x) é verdadeira para todas as varidveis para sentengas.
2. Supor que P(z) é verdadeira para férmulas arbitrarias ¢ e 1.

3. Provar que P(z) é verdadeira para as férmulas (—¢), (¢ A ), (¢ V), (¢ = ¢) e
(¢ <> 1)), usando a hipétese de que P(z) é verdadeira para ¢ e .

Como usual, em provas por inducdo, a prova tem 3 partes, classificadas como base,
hipotese e passo de indugao. Neste caso, também é conveniente introduzir as seguintes

notacoes:
nalp] : o numero de ocorréncias de abre paréntese em ¢
nflp] : o nimero de ocorréncias de fecha paréntese em ¢

Vamos, agora & prova propriamente dita (vocé deve usar o texto abaixo como um modelo
para a elaboragao de suas préprias provas):
Prova. Por inducdo em férmulas, .

Base: Seja ¢ uma varidvel proposicional. Temos que nafy] = nf[¢] = 0. Logo, ¢

tem o mesmo numero de ocorréncias de abre e fecha parénteses.

Hipdtese: Suponha que ¢ e 1 tém, cada uma, o mesmo nimero de ocorréncias

de abre e fecha parénteses. Ou seja, suponha que naly] = nf[g] e na[y)] = nf[y].
Passo: O passo consistird de 5 casos, um para cada conectivo.

Para (—), temos:

nal[(-¢)] = nalp] +
= nf[p] + pela IH,
= [(ﬁ@)]

Logo, (=) tem o mesmo nimero de ocorréncias de abre e fecha parénteses.

Para (¢ A1), temos:

nal(p A)] = nalg] +nafy] +1
= nflp] +nfly] +1,  pelaIH,

= nf{(g Ay
Logo, (¢ A 7)) tem o mesmo nidmero de ocorréncias de abre e fecha parénteses.

Para (¢ V 1), temos:

nal(p V)l = nalg] +nafy)] +1
= nf[g] +nfly] +1,  pelaIH,

= nfl(e V)]
Logo, (¢ V 1) tem o mesmo niimero de ocorréncias de abre e fecha parénteses.

Para (¢ — 1), temos:

na[(p — )]

nafp] + naly)] + 1
nflp] + nf[y)] + pela IH,
= nf[(¢p = ¥)].
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Logo, (¢ — 1) tem o mesmo ndmero de ocorréncias de abre e fecha parénteses.

Para (¢ <> 1), temos:

nal(y < )] naip] + nafy] + 1

nflp] +nfly)] +1,  pela IH,
nf[( < ¢)].

Logo, (¢ <> ©) tem o mesmo niimero de ocorréncias de abre e fecha parénteses.

Como é usual, para poupar espaco e tempo, costumamos agregar os passos da prova

que sao inteiramente semelhantes.

Exemplo 4.2 Uma maneira perfeitamente legitima de redigir a prova acima é a seguinte:

ProOVA. Por indugdo em férmulas, .

Base: Seja ¢ uma varidvel proposicional. Temos que na[p] = nf[¢] = 0. Logo, ¢

tem o mesmo numero de ocorréncias de abre e fecha parénteses.

Hipdtese: Suponha que ¢ e ¢ tém, cada uma, o mesmo nimero de ocorréncias

de abre e fecha parénteses. Ou seja, suponha que nafy] = nf[g] e na[y)] = nf[y].

Passo: Para (—y), temos:

na[(-¢)] = nafe] +1
nflp] +1,  pela IH,

= nf{(=p)]-

Logo, (—¢) tem o mesmo niimero de ocorréncias de abre e fecha parénteses.

Para (¢ A1), temos:

nal(p Ag)] = nalp] +nafy)] +1
= nf[g] +nfly] +1,  pelaIH,

= nfl(e AY)].
Logo, (¢ A 1)) tem o mesmo nidmero de ocorréncias de abre e fecha parénteses.

Os casos V, — e <+ sdo inteiramente andlogos ao caso A. [ |

Exercicio 4.1 Mostre que para toda férmula ¢ que nao contém o conectivo — vale
que:

1. Compl[y] é um nimero impar;

2. Comp[y] = 2NCon[yp] + 1.
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5 Exercicios

As seguintes propriedades sobre expressoes x sdo verdadeiras para todas as férmulas.
Baseado na redacao da prova apresentada no Exemplo 4.1, apresente uma prova por
inducdo em férmulas para cada uma delas, ou seja, introduza notacoes convenientes e

escreva uma prova explicitando a base, a hipdtese e o passo.
1. P(z) : = tem a ocorréncia de pelo menos uma varidvel para sentencas.

2. Q(z) : o numero de ocorréncias de parénteses em z é igual ao dobro do nimero de

ocorréncias de conectivos em .
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